Kreaéni a anihila¢ni operatory — pevna baze

Souctové a soucinové operatory z minulé hodiny jsou redukovany projektory na podprostory Fockova prostoru
o konstantnich poctech ¢astic, tedy na téchto prostorech operuji nezavisle. Aby Fockav prostor byl vice nez jen
soucasnym zapisem variant chovani slozeného systému pro kazdou hodnotu N zvlast, potfebujeme operatory,
které pusobi napfi¢ riznymi pocty ¢astic. Hlavni motivaci je interakce mezi riznymi druhy ¢astic, pii které
muze dochazet k jeviim jako k pohlceni ¢astice, vyzareni ¢i jeji pfeméné na ¢astici jiného druhu. Popis takovych
pfechodi je obvykle zaloZen na krea¢nich a anihila¢nich operatorech.

V nésledujicim textu budeme vzdy pfedpokladat, Ze jednocasticovy stavovy prostor #; je separabilni prostor
dimenze d < Xy, d # 0. V tomto prostoru provedeme pevnou volbu ortonormalni baze (¢;);<q-

Obsazovaci ¢isla

Krea¢ni a anihila¢ni operatory budou pusobit na symetrickém nebo antisymetrickém Fockové prostoru. Bude se
nam hodit si sestavit néjakou bazi, ve které bude praktické pracovat. Z minulé hodiny mame bazi celého & (%)
tvaru vSech tenzorovych soucinti véech moznych kombinaci N-tic bazovych vektorti ¢; pro viechna N € N,
(za prazdny tenzorovy soucin v pfipadé N = 0 dosadime vakuum Q). Prvky této baze bychom mohli zobrazit
odpovidajicimi projektory Sy nebo Ay a ziskat tak néjakou totalni mnozinu v odpovidajicim Fp(%), ale ne
ortonormalni bazi: projektory skalarni soucin nezachovavaji.

Pripomenime si definice:
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Jestlize toto pravidlo aplikujeme na bazové vektory tenzorového soucinu #. 1® N dostaneme
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Vzhledem k tomu, Ze soucet v definici Sy nebo Ax navstivi postupné vSechny permutace indexu j,, vysledek
se nezméni (pfipadné u Ay zméni nejvyse znaménko), provedeme-li v N-tici (ji, ..., ji) jakoukoli permutaci. Je
tedy vyhodné viechny tyto permutace reprezentovat jedinym prvkem, abychom zbyte¢né nedostavali linearné
zavislé vysledky. Za tento reprezentativni prvek vezmeme uspofadanou N-tici
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a jeji odpovidajici tenzorovy souéin v bazi % (%,). Pfipomeiime, Ze ¢isla j; (a potazmo j;) indexuji prvky baze %,
a jsou tedy z mnoziny {j < d}.

Symetrizace
Uvazujme akci symetrizujiciho projektoru Sy na vektor @B ®¢; -
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V sumé na pravé strané stoji pouze tolik riiznych vektortl, kolik je rtiznych pieusporadani j. Kazdy z téchto
vektori se obecné objevi opakované.

Z grupy Sy vezmeme podgrupu H;, ktera stabilizuje posloupnost j (tj. prohazuje pouze prvky, které mély stejnou
hodnotu). Velikost této podgrupy je
I (5)
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Podle H] muzeme grupu $y rozdélit na levé kosety tvaru xH] Protoze kazdy z nich ma velikost H] pocet riznych
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Toto ¢&islo ¢ predstavuje pocet linearné nezavislych prvka vystupujicich na pravé strané (4). Kazdy z nich je
pfitom zastoupen v poétu (5) vydéleném podle piedpisu (4) ¢islem N, coz dava hodnotu 1/c. Podle Pythagorovy
véty je tedy evidentni, Ze normalizaci miZeme provést faktorem /c. Oznatme
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Vektory tvaru qu)(/) jsou jednotkové, pro riizné neklesajici posloupnosti j ortogonalni a do jejich tvaru spada
aplikace Sy na libovolny z uvazovanych bazovych vektor prostoru #y. Ziskavame tak univerzalni pfedpis
konstrukce ortonormalni baze prostoru Sy #n .
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Jiz vyse jsme pouzili, Ze neklesajici posloupnosti (fk)kN ; indext Jk < d prislusi pocet opakovani nj prvki j < d.
Tato korespondence je oboustranna: k posloupnosti { | i< d} spliiujici
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lze Jednoznacne sestavit takova neklesajici N-tice j, kde postupné zafadime n; kopii kazdého ¢isla j. Mizeme
tedy prvky ‘PN (]) ekvivalentné pfeznacit pomoci takovych posloupnosti obsazovaczch Cisel. Budeme pouzivat
znaceni se slozenymi zavorkami
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kde na pravé strané index N neni potieba, protoze jeho hodnota je urcena (8).

Antisymetrizace

Zopakujme nyni stejné kroky pro projektor Ay,
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Hlavnim rozdilem oproti Sy je, Ze opakuje-li se v posloupnosti j néjaka hodnota j vice nez jednou, dostaneme
stejny vektor na pravé strané s koeficientem 0, protoze podgrupa H; ma stejny pocet prvkl s kladnym a se
zapornym znaménkem.

Do sumy proto stale pfispiva stejny pocet (6) ortogonalnich vektort, ale jejich celkové koeficienty jsou nulové,
ma-li j jakékoli opakovani. Pokud nem4, zjednodusuje se ¢ na N!, kazdy prvek sumy bude ortogonalni na ostatni
a objevi se se znaménkem +1 nebo —1. Prava strana ma tak normu

1/\/ N! pokud j je ostfe rostouci,
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Ortonormalni bazi prostoru Ay # 'y tedy budeme konstruovat z vektort
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pro ostfe rostouci posloupnosti j. (Pokud takova N-prvkova posloupnost nelze sestavit, protoze N > dim %, pak
je také prostor Ay # N prazdny.) Stejné jako u Sy muzeme zavést obsazovaci ¢isla, ktera budou bez opakovani
¢lenti vymezena na nulu a jednic¢ku:
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V obou pripadech jsme tedy ziskali ortonormalni baze prostortt Sy # 'y, Any# N pro libovolné N € IN. Vime,
ze kazda dvojice téchto prostort je v rAmci F(#) vzajemné ortogonalni a také jsou vsechny ortogonélni na
Hy = SoH o = Aoy Bazi Fockova prostoru tedy ziskame jejich sjednocenim a pfidanim vakua, které popiseme
obsazovacimi ¢isly n; = 0 Vj < d. Plati tedy
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Kreaéni a anihila¢ni operatory — bazové vektory

Symetricky i antisymetricky Fockav prostor je tvofen direktnim sou¢tem prostort tvaru Sy #y, resp. ANZN,
které jsou do néj vnofeny jako uzaviené vzajemné ortogonalni podprostory. MiZeme tedy uvazovat zobrazeni
mezi nimi.

Pro na8i zvolenou bazi ¢; krea¢ni a anihila¢ni operatory dJr(q)j), resp. a(¢;) zavedeme provizorné jako zobrazeni
predepsana pravé takovymi vztahy znamymi z kazdého kurzu kvantové mechaniky
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pro antisymetricky, rozsifenymi na linearni obal celé baze (14), resp. (15) (aby se jednalo o linearni zobrazeni).

Operétory a(p;), a+(<pj) by také korektné mély mit oznaceni S nebo A, ale jedna se bez indexu o tolik ustalené
znaceni, Ze jej také nebudeme pouzivat.

Timto pfedpisem je pro kazdé ¢;, j < d zadan operator aJr(qoj), ktery pro kazdé N € IN; zobrazuje hustou podmno-
zinu Z 'y do # 41, a operator a(g;), ktery plisobi v opaéném sméru. Nejedna se jesté o finalni zapis - budeme se
potiebovat oprostit od zavislosti na pevné volbé baze (¢;) ;4. To si véak ponechdme na pfisti hodinu a zakoné¢ime
doplnénim nékterych vlastnosti konstrukce Fockova stavu a téchto provizornich operatort.

Pripad kone¢nérozmérného 7

Uvazujme jednodasticovy stavovy prostor #; kone¢né dimenze, tedy d < w. Podminka kone¢ného souétu v (14)
je pak automaticky splnéna a bazi symetrizovaného Fockova prostoru lze psat v mnohem jednodussim tvaru, kde
se pro lepsi pfehlednost vratime k indexaci od 1:

{®s{ny,ny, ..., ngt 0y, ....,ng € Ny}. (18)

Uvazujme nyni néjaky jiny, nekonec¢nérozmérny separabilni Hilberttiv prostor €, naptiklad € = L2(R), s orto-
normalni bazi (e, e;, ey, ...). Jeho d-nasobny tenzorovy souéin sam se sebou £®d m4 bazi tvofenou viemi tenzo-
rovymi souliny d ¢leni tvaru e,, n € INj. Zobrazeni
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je evidentné izomorfizmem mezi F4(%;) a €%,



Tento postup dava moZnost, jak si piedstavit strukturu Fockova prostoru Fg(#). Obzvlasté zajimavé je za
(én)ne, Vzit bazi vlastnich stavii jednorozmérného linearniho harmonického oscildtoru. Potom totiz nejen prvky
©® |z brat velmi ndzorné jako funkce L2(RY), ale je§té akce krea¢niho ¢&i anihilaéniho operatoru (16) v tomto
izomorfismu pfesné odpovida akci operatoru zndmého jako kreac¢ni ¢i anihila¢ni operator harmonického osci-
latoru. Focktv prostor nad d-rozmérnym prostorem #; a operace nad nim lze tedy velmi pfirozené popisovat
jako slozeny systém d (rozlisitelnych) harmonickych oscilatort.

Co se tyka antisymetrického ptipadu, situace je mnohem jednodussi. Tim, Ze obsazovaci ¢isla jsou vymezena na
nulu a jednic¢ku, dokdZeme vSechny kombinace vycerpat, napiiklad v posloupnosti binarnich zapist ¢isel:

(©4{0,...,0,0}, ®4{0,...,0,1}, ®4{0,...,1,0}, ®4{0,...,1,1}, ..., Da{L,...,1,1}) (20)

Prostor F4(9) je tedy kone¢nérozmérnym prostorem dimenze 24 na ktery muzeme pohlizet jako na prostor
d qubitu.

Nekoneénérozmérny 7#;

Pokud dimenze #; je nekoneéna (uvazujeme dle tvodu jen spocetné nekoneénou), piedchozi analogie jiz nelze
pouzit. V symetrickém p¥ipadé by nas vedla na prostor funkci nad RNo, ktery je neseparabilni a navic nema smysl
v ném mluvit o L? normé, protoze nema Lebesgueovu miru (viz pfednaska o Feynmanové integralu). Nelze tedy
jiz fici, Ze systém bosonu s nekoneéné dimenzionalnim jednocasticovym prostorem byl ekvivalentni soustavé
harmonickych oscilatori.

Prostor nekone¢né mnoha harmonickych oscilatorti 1ze zavést metodami tenzorového souéinu nekone¢né mnoha
prostort (které jsme neprobirali) — pfedchozi odstavec ale fika, Ze mu jiZ nelze rozumét jako prostoru funkei.
Dostaneme tak prostor nespocetné dimenze, tedy neseparabilni. Kde se obé konstrukce rozchazeji, je pravé do-
datena podminka na konecény celkovy pocet ¢astic v (14). Pokud bychom ji nezatadili, kardinalita baze kon-
struované nad posloupnostmi {n;};; by vskutku byla ]Ng\IO, coz je kontinuum. Stejné dopadne v tomto pfipadé i
antisymetrizovany Fockv prostor — z kone¢né dimenze pro d < w pfeskoc¢i rovnou do nespocetné, pokud d = w.
Dodate¢na podminka ale posloupnosti obsazovacich ¢isel vymezuje na spocetné mnoho moznosti, takze Fockiv
prostor zustava separabilni.

Pfimé zobecnéni metod z ptedchozi sekce (uvazovani soustavy harmonickych oscilatort, resp. dvouhladinovych
systémi) je tedy chybou v tom smyslu, ze by dalo jiny stavovy prostor nez Fg(#)), resp. F4(#;). Neni viak
takovou chybou, ktera by zneplatnila veskeré vysledky. Fockuv prostor v tomto vétsim prostoru tvoii uzavieny
podprostor, ktery zadné operace ziskané z jednocasticovych pozorovatelnych nebo interakci kone¢ného poctu
¢astic nemohou opustit. Je tedy mozné v této analogii pracovat, drzime-li na paméti, ze fyzikalni budou jen
takové stavy, ke kterym lze dospét Cisté z téch bazovych vektort, v nichz celkovy pocet excitaci harmonickych
oscilatort, resp. pocet excitovanych stavi dvouhladinovych systému, je konecné ¢islo.



