Kreaéni a anihila¢ni operatory — obecny pripad a komutaéni relace

Na minulé hodiné jsme pifedbézné zavedli krea¢ni a anihila¢ni operatory pro bazové stavy néjaké pevné zvolené
béaze (¢;)j<q prostoru 77, pro symetrizovany i antisymetrizovany Fockv prostor, jako linearni rozsifeni vztaht
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Protoze defini¢ni obor ziskany pouhym linedrnim roz$ifenim vztahi vyse dava zbyte¢né omezeny prostor a pro-

toze vzorce (1), (2) jsou prilis silné spjaty s konkrétni volbou baze na 7, podivame se, zda by nemélo smysl
dodefinovat na nékteré dalsi prvky hodnotu limitou. Za timto i¢elem se rozepiSme jinym zptsobem
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kde 7. znaci posloupnost ng s j-tym ¢lenem zvysenym o 1 (jejimz souctem je N +1). Tato rovnice nabizi potencial
pro zobecnéni, kdy by ¢leny tenzorového soucinu ani argument v a+((p) nebyly vymezeny na bazové stavy.
Skuteéné, to je rovnost, se kterou se setkavame jako s definici (19.2.6a) a na zakladé linearity tenzorového soucinu
a projektort Sy, Sy41 se snadno presvéd¢ime, Ze je korektni.

Pro symetrizovany Fockiv prostor je irelevantni, zda ¢len ¢; pfidame v (3) na zacatek nebo na konec tenzorového
soudinu, ale v ptipadé F, () je s volbou znamének v (2) (danou zvolenym potradim vektort v bazi) konzistentni
jen pfidani na zacatek, protoZze Ay méni znaménko pfi prohozeni prvki tenzorového soucinu. Vypocet se tim
ponékud zkomplikuje, podivejme se na néj za predpokladu n; = 0:
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kde znaménko ¢asteéné permutace (jq, ..., ji) se objevilo za prerovnani (j;) na (j;) a zmizelo pii provedeni stejné
zdmény nazpét v poslednim kroku. Posledni ziskany tvar je pouZitelny i v ptipadé n; = 1, protoZe potom na pravé

strané vznikne tenzorovy soucin obsahujici ¢; dvakrat a operator Ay jej zobrazi na nulu, coz je konzistentni
s (2). Opét tak ziskavame vzorec, ktery je mozné okamzité zobecnit i mimo bazové vektory ¢;.

Co se tyka zobecnéni anihilacniho operatoru z formy (1), (2) na formu podobnou (3), (4), pfedvedeme si moznou



jeho logiku na symetrizovaném pripadé. Zacneme tedy stejné, pro N > 1
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Posledni fadka ma pro odpoutéani se od bazovych stavii problém, Ze odkazuje na hodnotu n;, ktera je vlastnosti
konkrétniho vstupniho stavu na levé strané, a ze obsahuje operaci ,$krtnout ten spravny ¢len®. Nicméné n; je
zrovna pocet opakovani hodnoty j v posloupnosti ji, ja, ..., jy. Obou problémi se tedy elegantné zbavime tak, ze
budeme scitat pies vSechny ¢leny tenzorového soucinu a zapocitame jen ty, kde se ji. s j shoduje:

r Z 5 SN-1(0, ® ), ® - ® ¢, ® - ® ¢ ) (6)

Poslednim krokem je nahrazeni §; ; skalarnim soucinem (¢}, ¢;, ), ktery mé stejnou hodnotu, ale jiz dava spravny

zobecnitelny piedpis, tedy linearni v proménnych ¢; az ¢; a antilinearni v proménné ¢ (protoze ¢ vystupuje
na levé strané skalarniho soucinu). Dostavame tak pfedpis (19.2.6b) s P = S.

Antisymetricky piipad je potom kombinaci tohoto postupu s myslenkami pouzitymi v odvozeni (4). Pro N = 0
sta¢i v obou situacich zobecnit a(p)Q, = 0 na libovolné ¢.

Defini¢ni obor takto zobecnénych operatort a(), at(¢) pak lze psat jako

Dp ={PN(1 ® ~ ®YN) [¥1. . YN € 1, N € Noly, = ZPN : (7)

Navic plati, jakoZto zobrazeni z #; do L(F (#)),

« a'(¥) je linearni v proménné v,

« a(i) je ve stejné proménné antilinearni.

Plati tedy rozklad (19.2.10a,b) do ,,bazovych® kreaénich a anihila¢nich operatort

dP)0= Y (P)a (@)®  al)® =) (o) alp) @, (®)

k<d k<d

pro viechny stavy ® € Pp, kde a’(pr) a a(gy) jsou linearni rozsiteni (1), (2) na obor Pp. Rady konverguji v normé
Fockova prostoru.

Operétory a' (i) a a(i))) potom nazyvame kreacni a anihilaéni operétory obecného stavu i € %;.

Poznamka: Zamérné pouzivam symbol 1, aby nedoslo k predstavé, Ze se jedna o dva vzajemné sdruzené opera-
tory. Neni tomu tak, ani krea¢ni ani anihila¢ni operator nejsou uzaviené a tedy nemohou byt sdruzenim jeden
druhého. Je vsak mozno fici, Ze jsou ziZenimi néjakych vétsich sdruZenych operatorti na &p. Pro antisymetricky
piipad jsou ale a,a’ omezené operatory a maji tedy spojita rozsifeni na celé F4 (%)), tato vzajemné sdruzenymi
operatory jsou.

Komutaéni relace

Diky tomu, ze na zékladé definic (19.2.6a,b,c) zobrazuji krea¢ni a anihila¢ni operatory libovolného stavu obor Zp
sam do sebe, mé smysl na téchto vektorech je zcela libovolné skladat. Pfedevsim je dulezity vztah (19.2.7)

PN(h ® Y ® - ®Yy) = \/%fﬂ(%)f(lﬁz) e at (YN, O]



ktery umoznuje nagenerovat zcela libovolny vektor ® € Zp kone¢nou linearni kombinaci vektora ziskanych
pusobenim kreaé¢nich operator na vakuum.

Nejméné stejnou dilezitost potom maji komutaéni relace (19.2.11a,b)

[a(¥), a(p)]p¥ = 0,
[a* @), a'(p)]p¥ =0, (10)
[a(¥), a’(@)]p¥ = (¢, p)¥

pro kazdou dvojici ¢, ¢ € # a kazdé ¥ € Dp, kde hranata zavorka znaci komutator ¢i antikomutator

ozn. ozn.

[X,Y]s = [X,Y]= XY -YX, [X.Y]4 = {X.Y}Z [X.,Y], = XY +YX, 11)
jehoz smysluplnost je p7i aplikaci na ¥ opét zarucena citovanou invarianci mnoziny Jp.
Operatorovy zapis komutac¢nich relaci, se kterym se bézné setkavame ve fyzikalni literatute (tedy bez vektoru ¥),
je opravnény v piipadé P = A, kdy kreac¢ni i anihila¢ni operatory jsou omezené a platnost rovnic (10) tak mtizeme
spojité rozsifit z hustého podprostoru D4 na celé F4(#).
V pfipadé P = S tomu ovSem brani stejné argumenty jako v piipadé operatort polohy a hybnosti a tudiz je
takovy krok neopravnény. Lze ovSem pouzit stejny trik jako tamtéz: najit néjaké funkce téchto operatori, které

budou omezené a budeme tedy moci operovat na celém Fockové prostoru. Posledni ¢ast této prednasky tedy
budeme vénovat jiz pouze symetrickému ptipadu.

Segaluv polni operator a Fockova reprezentace

Za zminénym Ucelem se zavadi pro libovolné ¢ € #; Segaliv polni operator
1
() 1= —(a) +a'@)), 12
s \/E( ¥y ) (12)

ktery je v podstaté samosdruzeny (19.3.1) a definuje tedy néjakou pozorovatelnou na Fockové prostoru. Je dulezité
védét, ze kvili rozdilnym chovéanim a(y) a a* (1) vzhledem k nasobeni argumentu skaldrem neni ®g(i/) ve svém
argumentu ani linearni, ani antilinearni. Rovnice

Os(py) = p@s(¥), (13)

plati pouze pokud u € R: operatory ®5(1/) a ®5(iy)) jsou na sobé nezavislé. Konkrétné plati:
(i) = —=(a(y) - a' @), 14
s@iy ﬁ( y)—a'¥) (14)

Rovnice (10) implikuji podobnou relaci pro tyto operatory (19.3.1):

[P5(@), Ds(W)IY = ilm(p, ) ¥, Yo,y € 1, ¥Y € Ds. (15)

Zejména pii volbé ¢ jednotkového vektoru a ¢/ = ip dostavame
[q)s(qﬂ), (Ds(lq))]‘{’ =1iY, V(p € %1, V¥ € 95, (16)

coz napadné pfipominé kanonické komutac¢ni relace polohy a hybnosti. Je tedy zcela opravnéné se ptat, jestli se

pozorovatelné ®5(1) a Dg(itf) nedaji takto v néjakém smyslu interpretovat.

Presné k takové otazce mame pfipraven Stone-von Neumanniv teorém. Zkusme tedy, jak se chovaji unitarni
grupy generované touto dvojici pozorovatelnych pro rtizna ¢, to znamena napiiklad v nasi referen¢ni bazi #;

Uj(t) = exp (itCDS(qu)), Vi(t) :=exp (it@s(i(pj)), j<d. 17)



kazdé t, s € R splnuji (19.3.10)
Ui(OU(s) = Ur(s)Uj (1),
Vit)Vi(s) = Vi(s)Vi(0), (18)
Ui(OVi(s) = e OV (s)U; (1),

a19.3.2, ze tvori ireducibilni mnoZinu.

V pfipadé konecné dimenze #; a indexace od jednicky z komutujicich operator {Uj(t) | 1<j< d} muzeme
sestavit soucin
Ut) : RY - %(F (1)) : t = Up(t)Us(t) - Uylty) (19)

a analogicky V(#), posledni z rovnic (18) potom pfechazi do tvaru, ktery zname jako Weylovu relaci. Stone—von
Neumanntv teorém potom fika, Ze existuje unitarni ekvivalence mezi U;(t), Vi(s) a exponencidlami operatort

slozek polohy a hybnosti na L2(RY).

Z minulé hodiny vime, Ze pro d-rozmérny prostor #’; pravé takovyto stavovy prostor L3(R%) je s F () svazan
jednoduchou bijekci bazovych vektort: pfesné toto unitirni zobrazeni je takové, jakého existenci Stone-von
Neumannova véta pfedpovida. Pod stejnym zobrazenim jsou unitarné ekvivalentni také grupové generatory na

obou prostorech, takze uzaviené Segalovy operatory ®s(y;) a ®5(it);) v kone¢nérozmérném piipadé skutecné
odpovidaji pifesné pozorovatelnym slozek polohy a hybnosti soustavy harmonickych oscilatort, kterou jsme
minule ziskali.

Pro % nekone¢né dimenze predpoklady Stone-von Neumannovy véty splnéné nejsou. V takové situaci mohou
vznikat — a vznikaji - ireducibilni reprezentace zobecnénych Weylovych relaci (18), které nejsou unitarné ekvi-
valentni ani mezi sebou vzajemné, natoz pak poloham a hybnostem néjakého systému. Reprezentace Weylovych
relaci pomoci exponencial (17), ktera v dusledku toho méa obecnéjsi vlastnosti nez Schrodingerova reprezentace,
se nazyva jejich Fockovou reprezentaci.



