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Motivace

Ke kvantové fyzice lze pristupovat mnoha sméry:

+ od klasické fyziky,

+ od funkcionalni analyzy,
+ od informatiky,

« od aplikaci.

Ve ttetim ro¢niku jste se seznamili s kvantovou teorii ,,pro fyziky®

s principem korespondence, pfifazujicim kvantové teoretické

velic¢iny klasickym,

» s fyzikalné relevantnimi soustavami - potencialovou jamou,
harmonickym oscilatorem, atomem vodiku,

« s problémy interakce systému, pozorovanim veliéin, ...

o se zvlastnostmi kvantové teorie, které nemaji klasicky

protéjsek.



Kvantovou teorii lze také vybudovat ,,pro matematiky* jako rigorézni
sadu axiomdu, vét a dikazt a teprve pozdéji jeho zavéry propojovat

s realnym svétem.



Kvantovou teorii lze také vybudovat ,,pro matematiky* jako rigorézni
sadu axiomdu, vét a dikazt a teprve pozdéji jeho zavéry propojovat

s realnym svétem.

V pfedmétu o2KFA chci volit stiedni cestu: pfedstaveni kvantové
teorie ,,pro matematické fyziky*
Cil predmetu: doplnit, jak jen bude praktické rigorézné, chybéjici
mista, ktera fyzika zanechala:

o presné definice pojmu a znéni postulata,

« predpoklady tvrzeni a dusledky jejich nedodrzZeni,

+ vyznam konkrétnich detailtl postulata.



Priklad

Podivejme se na typické reseni kvantové mechanické tlohy, s jakym

se Clovék setkava: nekonecna potencialova jama.



Priklad

Podivejme se na typické reseni kvantové mechanické tlohy, s jakym

se Clovék setkava: nekonecna potencialova jama.
Ze ,Slabikare kvantové mechaniky®:

Problémi s definiénimi obory operatori se v tomto textu dotkneme jen obcas a
nesystematicky. Nejnutnéjsi zaklady jsou shrnuty v nasledujici vsuvee. Matematicky
zalozendj8i ¢tendfe opét odkazujeme napf. na [1].

Cviéeni 25 Naleznéte viastni hodnoty energie kvantové édstice pohybujict se v jed-

norozmérné konstantni "nekonecné hlubokeé potencialové jame”, 4. v potencidlu V' (x) =
< aaV(x)=o00pro|z] > a.

0 pro |z
Navod: Predpoklddejte, Ze vinové funkce jsou vsude spojité a nulové pro |x| > a.




Priklad

Energie systému — Hamiltonian
h2
H : () = =2y () + V()

Potencialova funkce nekoneéné potencialové jamy:

0, —a<x<a,
V(x)={

oo jinak.

Rovnice pro vlastni stavy:

HY(x) = Bj(x) -~ E=2, (x) ="
tj. —¢”(x)=AY(x) na xe€(—a,a).



Priklad

Diferencialni rovnici vyfesime za predepsanych podminek

Ndvod: Predpoklddejte, Ze vinové funkce jsou vude spojité a nulové pro |x| = a.

jako

Y(x) = AX(—g,0)(x) sin (m%(x + a)) , meN
2
() = (5) mPy()

E € o(H) = {Ey, 4E,, 9E, ... };




Priklad

Zadani jsme splnili a vysledek dava smysl, ale silné zavisi na
ynavodu® hledat fe$eni ve spojitych funkcich.



Priklad

Zadani jsme splnili a vysledek dava smysl, ale silné zavisi na

ynavodu® hledat fe$eni ve spojitych funkcich.

VInové funkce v kvantové mechanice jsou ovéem z podstaty L?

funkce, tedy naptiklad nasledujici funkce je zcela v poradku:

a a
1, —2<x<2,

o(x) = z .
0 jinak.

Jeji derivace je 0 na intervalech (—a, —a/2),(—a/2,+a/2),(a/2, a),
tedy nula skoro vsude - z hlediska L? plati ¢’(x) = 0.



Priklad

Zadani jsme splnili a vysledek dava smysl, ale silné zavisi na
ynavodu® hledat fe$eni ve spojitych funkcich.

VInové funkce v kvantové mechanice jsou ovéem z podstaty L?

funkce, tedy naptiklad nasledujici funkce je zcela v poradku:

1, —2<x<?
p(x) = 2 2

0 jinak.
Jeji derivace je 0 na intervalech (—a, —a/2),(—a/2,+a/2),(a/2, a),
tedy nula skoro vsude - z hlediska L? plati ¢’(x) = 0.

Tedy trivialné i —p”(x) = 0 a méli bychom nenulovou vinovou

funkei spliujici rovnici Hg = 0, tedy vlastni funkci nulové energie!



Priklad

Co hufte, funkce

—a< x<a,

5

eV —ax
QDU,(X) = g
0

X=—-avx=a,
skoro vsude spojita, dokaze splnit —¢” = a¢ pro libovolné a € C

a stale v krajnich bodech dosadhnout nuly.

Nevinné vyhlizejici ,navod* je v tomto piikladé klicovym prvkem
zadani problému, bez kterého bychom dostali nepravdivé vysledky.
Ale odkud se vzal?



Priklad

Co hufte, funkce

e\/Tax
P (x) =

, —a<x<a,

X=—-avx=a,
skoro vsude spojita, dokaze splnit —¢” = a¢ pro libovolné a € C
a stale v krajnich bodech dosadhnout nuly.
Nevinné vyhlizejici ,navod* je v tomto piikladé klicovym prvkem
zadani problému, bez kterého bychom dostali nepravdivé vysledky.
Ale odkud se vzal?

Z této poznamky:
Problémn s definicnimi obory operatorii se v tomto textu dotkneme jen obéas a

nesystematicky. Nejnutnéjsi zaklady jsou shrnuty v nasledujici vsuvece. Matematicky



Priklad

Co hufte, funkce

e*/j“x, —a<x<a,
QDU,(X) =

X=—-avx=a,
skoro vsude spojita, dokaze splnit —¢” = a¢ pro libovolné a € C
a stale v krajnich bodech dosadhnout nuly.
Nevinné vyhlizejici ,navod* je v tomto piikladé klicovym prvkem
zadani problému, bez kterého bychom dostali nepravdivé vysledky.
Ale odkud se vzal?

Z této poznamky:
Problémn s definicnimi obory operatorii se v tomto textu dotkneme jen obéas a

nesystematicky. Nejnutnéjsi zaklady jsou shrnuty v nasledujici vsuvece. Matematicky

V predmétu 02KFA se budeme vénovat pravé tomuto ,[1]".



Hlavni literatura k pfednasce:

M. Havlicek, P. Exner, J. Blank — Linedarni operatory v kvantové fyzice

(Karolinum, Praha, 1993), vybrané ¢asti.

LINEARNI

OPERATORY

V KVANTOVE
FYZ

ICE



http://kmlinux.fjfi.cvut.cz/~potocvac/download/Havlicek, Exner, Blank - Linearni operatory v kvantove fyzice.pdf

Par dalsich prikladu

Par dalsich nejasnosti, které peclivéjsi teorie zodpovi:

« Co znamené (x[i/), {pli/), zejména v kontextu L? t¥id funkci?
« Pro¢ drive pouzivané predpoklady feSeni jsou zrovna takové?
« Ve kterych pripadech by sly zeslabit, zesilit, vyménit

za jiné a s jakymi dusledky?
o Jak je stanovit u nové, neznamé tlohy?

« Co reprezentuji zobecnéné vlastni hodnoty a jejich zobecnéné
vlastni stavy? Jak je interpretovat, ne-li jako prvky stavového
prostoru?

« Co zpusobi kolaps vlnové funkce pfi méfeni spojité veliCiny,
kdy vlastni stav by byl nefyzikalni?

a vice.



Pozadavky predmétu

Struktura 4+2, na cvic¢enich budeme spise predvadét fesené priklady.

Prednasky i cvic¢eni v bezkontaktni vyuce dobrovolné (zaznamy
se souhlasem ucastnikti k dispozici), v pfipadé otevieni kontaktni

vyuky budu na cvienich ocekavat ucast a aktivitu.

Podminka zapoctu v ptipadé bezkontaktniho konani semestru:

pisemné vypracovany ukol vétsiho rozsahu.

10



Predpoklady

Predmét vychazi z predchozi znalosti

« 02KVAN Kvantova mechanika,
« 02KvANM2 Kvantova mechanika 2,

+ O01FAN1, 01FA2 Funkcionalni analyza 1 a 2

a Funkcionalni analyza 3 je vyhodou (relevantni ¢asti vSak na

aplikaéni drovni doplnime).

Pokud nékdo neabsolvoval, napiiklad prechodem z jiného zaméfeni,

kontaktujte mne prosim na Teams.

11



Obsah prednasky

Doplnéni k funkcionalni analyze:

« tenzorovy soucin prostord a operatoru,

« Fouriertv—Planchereltv operator,

» Bochnertav integral vektorovych a operatorovych funkei,

« absolutni spojitost, Sobolevovy prostory,

- jaderné operatory (operatory se stopou),

» neomezené linearni operatory,

« projektorova mira, integrace podle ni, spektralni teorém,

« rozsifeni spektralni teorie operatorti na Hilbertovych prostorech,

» samosdruzena rozsifeni symetrickych operatoru.

12



Obsah prednasky

Fyzika:
« postulaty kvantové teorie,
 zobecnéné méreni v kvantové fyzice,
o spektralni vlastnosti zakladnich operatoru,
+ principialni rozdil mezi symetrii a samosdruZzenosti,
o fyzikalni vyznam defini¢niho oboru operatoru,
« uplné soubory komutujicich operatort vs. operatory
s diskrétnimi a spojitymi spektry,
« transformacni grupy a jejich generatory,

« formalizace popisu soustav nerozlisitelnych ¢astic.

13



Co 02KFA neni

Tento pfedmét neni myslen jako
1. Rozsifeni Funkcionalni analyzy — spiSe jeji vyuZiti.
Dtikazy tvrzeni pro nas nejsou centralni a vétsinou je ani

uvadét nebudeme.

2. Nahrada Gvodu do kvantové fyziky — predpokladam jeji znalost.
Nebudeme se ani ucit pocitat nové, exotické soustavy ¢i
interakce, spise délat, co drive, ale spravnéji.

3. Jediny pozadavek ke statnicovému pfedmétu stejného jména.

Vétsina otazek je ve skutecnosti z dfivéjsi latky.

14



Par poznamek o konvenci a znaceni

Budeme se snazit pouzivat podobny formalizmus jako funkcionalni analyza, ob¢as ponékud uvolnény v mistech,
kde ptijde vice o obsah sdéleni nez o jeho plnou matematickou ,nepristrelnost®.

V celém pfedmétu bude bez vyjimky platit

operator = linearni operator,
projektor = ortogonalni projektor,
posloupnost = nekonectné posloupnost,
spoCetny = spocetné nekonecény.

Neékteré budouci otazky vyrazné zjednodusi, zavedeme-li nékolik jednoduchych nastroji teorie mnozin.

Ordinalni ¢isla

Necht n € INg. Relaci m < n, bez dalsi specifikace vyznamu symbolu m, budeme rozumeét enumeraci od nuly do
n — 1. Zavést tuto konvenci (indexaci od nuly) namisto béznéjsiho pocitani 1...n ma hlavni vyhodu v tom, zZe
jakmile n je prvni spocetny ordinal w, tvar vyraz napi.

Z ()3 (xm)m<w’ Vm < w: aPOd- (1)

m<w

se nemusi nijak zménit, aby fungoval jako soucet, seznam, kvantifikace apod. pfes vSechna pfirozena ¢isla (s nu-
lou). Jestlize v tomto kontextu pouzijeme (jak je tradi¢ni) symbol co, ma stejny vyznam jako «. Pfi s¢itani od
jedné bychom museli rozliovat, zda horni mez zahrnout ¢i vyloudit, srovnejte s vyrazy:

(%15 eees %) vS. (X1, X9,...), VR €{l,2,...,n} vs.¥Vn € N apod. (2)

Mnozina i := {m|m < n} obsahuje pravé n prvka pron € Ny, @ = {n|n < 0} = N; apod.

Za takovou horni mez potom nemusime brat jen pfirozena ¢isla s nulou nebo spocetné nekonecno, ale ma smysl
mluvit o libovolnych ordinélnich ¢islech: napfiklad

(% )n<wa = (x> X1, X2, ... [nekoneéné mnoho &lend], x,,, X1 1, ... [jesté jednou nekonecno]). (3)

Relace < ma ve von Neumannové konstrukei ordinalnich ¢isel (kde m a m jsou tyz objekt) identicky vyznam
jako €, ale hlavni pouziti bude zustavat pro n € IN; nebo n = w a v téchto pfipadech je vyznam < nazornéjsi.

Mnoziny indexované ordinaly ocenime napfiklad v konstrukei bazi Hilbertovych prostort, kdy se muze hodit
napfiklad napojit dva seznamy bazovych vektort za sebe a nemuset uvazovat, v jakém poradi je vy¢islit, jsou-li
nekoneéné. Ordinaly existuji libovolné velké (ve smyslu mohutnosti), takZe stejna konvence je pfipadné pouzi-
telna beze zmény i pro neseparabilni prostory, jejichz baze jsou nespocetné.

Tiida vSech ordinal ma dobré usporadani.
Kardinalni ¢isla

Kardinalni ¢isla budeme brat jako nejmensi ordinal — ¢i minimum vS$ech ordinalnich ¢isel — stejné mnozinové
mohutnosti. Nejcastéji se budeme setkavat opét s pfirozenymi ¢isly s nulou nebo se symbolem &, = w, ale
nechame oteviené i dalsi (vy$si) moznosti.

Kardinalni ¢isla budou mit hlavni vyznam jako mohutnost mnozin a potazmo dimenze prostori. Napfiklad
vSechny separabilni nekone¢nérozmérné Hilbertovy prostory maji dimenzi &y. Vzhledem k tomu, Ze toto ¢islo



bereme rovné ordinalu o, ma smysl jej také pouzivat jako horni mez ve smyslu prvni sekce. Tedy napftiklad
ortonormalni bazi prostoru # zcela libovolné dimenze muzeme zapisovat jako mnozinu

(en)n<dim 7- (4)

Soucet pres mnozinu libovolné velikosti

V matematické analyze jste vidéli, Ze jakmile fada

o0
ES (5)
n=1
splituje podminku absolutni konvergence,
(o]
S = Z |xn| < OO, (6)
n=1
pak konverguje i (5) a hodnota souctu (limity) nezavisi na potadi s¢itani ¢lent x;,.
Protoze v podmince (6) se s¢itaji nezaporna ¢isla, hodnota souctu pies libovolnou kone¢nou podmnozinu N € IN,
je mensi nebo rovna nez S a hodnotu S 1ze pocitat jako supremum souctl pfes takové kone¢né podmnoziny. Tim
se zbavime zavislosti na pouziti linearniho usporadani indexové mnoziny IN; a neni potom velky myslenkovy
krok uvazovat o s¢itani pfes jiné nekoneéné mnoziny, které linearni usporadani mit jiz nemuseji ¢i nemohou,

idealné na nespocetné nekonecné mnoziny.

Uvazujme tedy rozsifeni definice sumy nezapornych ¢isel jako

Y bl = SupiZ 1%

neM neN

NCcM,N koneéné}. (7)

Za podminku absolutni konvergence Y.,y X, budeme brat, zda tato hodnota je konen4. Jiné nez absolutné
konvergentni sumy pies obecné nekone¢né mnoziny nebudeme definovat.

Je rychlym, ale zcela klicovym pozorovanim, ze aby tato podminka mohla viibec nastat, neni mozné, aby x;
nabyvalo nenulové hodnoty na vétsi nez spocetné mnoziné. Plati totiz

My = {ne M|x, =0} = U{neM‘|xn|>l} ®)
helN, h
0

a pro absolutné konvergentni sumu na pravé strané mame spocetné sjednoceni konecnych mnozin. Pokud by
totiz pro nékteré h € Ny, mnozina My, = {n € M||x,| > 1/h} byla nekoneéna, lze volbou stéle vétsich kone¢nych
podmnozin N C My, |[N| = s v (7) dosdhnout zafazeni hodnot zespoda omezenych s/h do suprema, které nemaji
horni mez.

Dulezity poznatek tedy je, Ze a¢ v principu miZeme uvazovat nespocetné mnoho séitancu, jen nejvyse spo-
¢etné mnoho z nich musi byt nenulovych, aby suma absolutnich hodnot (7) mohla konvergovat. S podminkou
absolutni konvergence jiZ je definice souctu obecnych ¢isel jednoducha: po vytazeni vech nenulovych ¢lent

ziskavame
def
2 %= ), ©)
neM neM,
kde jiz s¢itame pies spocetnou mnozinu v libovolné enumeraci, coz umime.
S nahradou absolutni hodnoty za normu lze myslenku pouZit i pro s¢itani prvka obecného Banachova prostoru,

napt. Fouriertiv rozvoj a Parsevalovu rovnost v libovolném Hilbertové prostoru s ortonormalni bazi (e,)n<dim %
(srv. s komplikacemi komentéfe za vétou 4.2.8 nevyuzivajicim zobecnénych sum).

x= ), (@xe = ) e (10)

j<dim # j<dim #



Prostory £# a L?

Za prostor {2 se ¢asto uvazuje prostor posloupnosti komplexnich ¢isel. My budeme ve znaceni ponékud vice
explicitni, budeme s nové nabytym nastrojem zobecnénych sum pouzivat definici umoziiujici obecnou indexovou

mnozinu M,
>l < oo}. (11)

[Z(M) = {(xn)neM ecM
nemM

(Vyraz CM obecné XY, znaéi mnozinu vech funkci z Y do X, zde tedy vSech zobrazeni M — C.) Tradi¢ni vyznam
{2 v tomto znaceni odpovida £2(IN).

Kazdy takto sestrojeny prostor je Hilberttiv s dimenzi rovnou mohutnosti M. Mizeme tedy jednotnou konvenci
obsahnout prostory kone¢né dimenze £2(f) (které oviem staci znagit C*), spocetné rozmérné prostory, jakym je

napi. 2(INy), ale i neseparabilni Hilbertovy prostory.

Piikladem budiz % = £2(R). Jeho prvky jsou funkce f: R — C, nenulové na nejvyse spocetné mnoziné M £

spliujici
SIf@E= Y IR < co. (12)
x€R xeMy
Skalarnim souinem v #}, je
F O = D F@e0= Y F@e), (13)
x€R xeMynM,

snadno se pfesvéd¢ime, ze ani limitnim pfechodem v cauchyovskych posloupnostech prostor # neopustime.
Takovy prostor miizeme pro ucely piiklad povazovat za referen¢ni formu Hilbertova prostoru dimenze kontinua
stejné, jako £2(IN) je izomorfni libovolnému Hilbertovu prostoru spocetné dimenze.

V prostorech L? uvazujeme znaceni L?(X, dy) umoziiujici obecny métitelny prostor X a miru p. Jestlize se jedna
o Lebesgueovu miru na R” nebo néjaké jeho oteviené podmnoziné Q, pouzivame L2(Q, dx), pro zvyraznéni, Ze
x obsahuje viechny soufadnice, piipadné pouze L?(Q). Umoznime také L?(X,Y, du) apod. pro prostory funkci
z méfitelného prostoru X do néjakého Banachova prostoru Y, analogicky £2(X,Y).



Kompaktni, Hilbert-Schmidtovy a jaderné operatory

Jaderné operatory jsou zvlastni druh kompaktnich operatori, pfipomeneme tedy nejprve, co vime o nich. Vsechny
poucky pripadné mizeme najit v B-E-H kap. 6.1 - 6.2.
1. Kompaktni operatory Fo(#’) jsou z definice podmnozinou omezenych operatorii na Hilbertové prostoru.
2. Operator C je kompaktni < zobrazuje omezené posloupnosti na posloupnosti s hromadnym bodem.
3. Ekvivalentné: operator C je kompaktni < zobrazuje slabé konvergentni posloupnosti na konvergentni.
4. Mnozina J(#) je podprostorem v B (') a je uzaviena vzhledem ke stejnomérné topologii.

5. Mnozina (%) tvoti v B(H ) oboustranny x-ideal: pro C kompaktni a B € B(¥’) jsou BC, CB, C* také
kompaktni operatory.

6. Spektrum kompaktnich operatort na nekonecnérozmérném # vidy obsahuje nulu, ktera miize a nemusi
byt vlastni hodnotou. VSechny ostatni body o(C),C € 7, jsou vlastni hodnoty koneéné nasobnosti a
nemaji zadny jiny hromadny bod neZ (pfipadné) nulu.

7. Mnozina vlastnich hodnot C € %, je nejvyse spocetna.

8. Omezeny operator je kompaktni pravé tehdy, kdyz existuje posloupnost konecnérozmérnych operatori,
ktera k nému konverguje podle normy (tj. stejnomérné).

9. Kazdy normalni kompaktni operator ma ¢isté bodové spektrum: existuje ortonormalni baze # tvorena
pouze jeho vlastnimi vektory.

Kompaktni operéatory jsou tedy stejnomérnym uzavérem mnoziny kone¢nérozmérnych operatortt # (%), da-
nych definici
Be F(#) < dimRanB< co. 1)

Pro kone¢nérozmérné prostory je kazdy operator konecnérozmérny a tedy fetézec inkluzi
F(H) C Iu(H) C B(H) (2)

kolabuje na rovnosti. Pro nekoneénérozmérné prostory existuji omezené operatory, které nejsou kompaktni - je
to zejména priklad jednotkového operatoru! - a existuji kompaktni operatory, které nejsou kone¢nérozmérné.

Doplnime vétu, kterou jste pravdépodobné neslyseli:

Véta. Kompaktnost je postacujici podminkou k zavedeni singularniho rozkladu operatoru C € ZB(%). Tedy:
pro kazdy C € 7,(#) existuji ortonormalni baze (e,)n<dim %> (fu)n<dim 7 @ nerostouci zobecnéna posloupnost
Uy, € (0,00) Vn < dim # takové, Ze

Vxe I :Cx= Z ta(en, %) fr- (3)
n<dim %

Naopak, svymi bazemi (e,)p<dim %> (fo)n<dim o @ posloupnosti (1;)n<dim 7 je operator C € B(F') plné urlen.
Diikaz je zaloZen na polarnim rozkladu omezeného operatoru B € () (kterou jste doufam slygeli!):

Véta (5.5.9). Ke kazdému B € B(X’) existuje pravé jedna parcidlni izometrie Wy na % takova, ze B = Wpg|B| a
Ker Wg = Ker B. Plati Ran Wg = Ran B.

Tu dokazovat nebudeme a pfejdeme k ditkazu singularniho rozkladu.

Diikaz. Uvazujme absolutni hodnotu |C| = VC*C a parcialni izometrii W takovou, ze W |C| = C. Operéator |C| je
také kompaktni, protoze |C| = WC a jestlize obraz slabé konvergentni posloupnosti (x,),—, pfi C je konvergentni
posloupnost (Cx;,)p2y — ¥, pak obraz pfi |C| je (WECxy)neg — Wi .



Vlastni ¢isla |C], o kterych vime, Ze nenulovych je nejvyse spocetné mnoho a maji koneénou nasobnost, navic
jsou diky pozitivité |C| redlna a nezadporna, mizeme diky témto vlastnostem setadit do neklesajici posloupnosti
s opakovanim () )pcdim : M < n < dim % = w,, > p, > 0. Pro operatory na neseparabilnim # tato posloup-
nost po nejvyse spocetném poctu prvku piejde na konstantni nulu.

Absolutni hodnota |C] je jiz hermitovsky operétor, odsud normalni a plati pro néj Hilbert—-Schmidtova véta. Diky
ni mtizeme ke vlastnim ¢islim (1,),<dim % najit vlastni vektory (e;)n<dim %> Které spliiuji [Cle, = e, a tvofi

ortonormalni bazi # .

Rozlozme nyni obecny prvek x € # jako

x= Y (e ®en, @)
n<dim #
potom akce |C| na x dava
Clx=" Y (en®)Clen="D  tmlen X)en. ()
n<dim # n<dim #

Necht ny = min{n < dim & | y, = 0}. Pak vektory (e,)p<p, tvoii ortonormalni bazi prostoru Ran |C| = (Ker Ich*
a tedy pocate¢niho prostoru parciélni izometrie We. Jejich obrazy (Wcep)n<n, pak tvoii ortonormalni béazi ko-

ne¢ného prostoru, kterym je Ran C. Protoze plati

Jn=Wen, [Clen = pen, pn >0 Yn <ny, (6)
lze také psat
en = :ur71|c|en» Jo= H;1W|C|en = ,u;lCen, Yn <ny. 7)
Odsud jiz plyne
Cx = Z (e, x)Cey = Z (en, x)Ce, = Z (€ns i fr = Z Hn(ens X) fn 8)
n<dim # n<ny n<ny n<dim #
po doplnéni ON baze (f,)n<,, prostoru Ran C na ON bazi (f,)p<dim 5 celého # libovolnym zpiisobem. O

Nenulovi ¢isla v posloupnosti (4, )n<dim g7 tvotici neklesajici posloupnost (41,)n<p,, se nazyvaji singularni hod-
noty operatoru C.

Mezi jejich podstatné vlastnosti patfi:

« Jestlize operator C € %, je pozitivni, pak pojem singularnich hodnot splyva s pojmem (nenulovych)
vlastnich hodnot a rozvoj (3) nahrazuje (5). Ov$em jiz pro hermitovské operatory, které maji nékteré vlastni
hodnoty zaporné, nastava rozdil.

« Predchozi bod obcas potkavame v Diracové znaceni. Uvazujme pro tuto chvili pouze kone¢nou dimenzi.
Kde rozklad C do vlastnich podprostorti mé tvar

C= Z/li Wiy Wil o =1{Ak ©)

a je podminén diagonalizovatelnosti matice C, singularni rozklad by odpovidal

C=> mley il {mk = o(VC*C) < (0,) (10)

a v prostoru matic existuje vZdy (dokonce lze hledat i pro obdélnikové matice). Maticové lze psat ve tvaru
C=VDW, (1)

kde D je diagonalni a V, W unitarni, pfipominajicim pfedpis diagonalizace. Narozdil od ni v§ak V a W
nemuseji byt vzajemné sdruzené, zato D je vymezen na nezaporna ¢isla na diagonale. Pro pozitivné semi-
definitni C se vSechny tyto rozdily stiraji.

« Nejvyssi singularni hodnota, 1, je rovna operatorové normé |C|. O tom se mizeme pFesvédcit naptiklad
tak, Ze je z definice rovna spektralnimu poloméru |C| (je jednoduse jeho nejvyssim vlastnim ¢islem). Ovsem
pro omezeny normalni operator je spektralni polomér a norma totéz (5.3.3) a stejné tak se rovnaji normy
IICll a |C, protoze |Cx| = ||C|x| pro kazdé x € .



Hilbert-Schmidtovy operatory

Tato tfida, oznacovana .%,, byla extenzivné zkouméana na Funkcionalni analyze, obzvlasté z dvodu své relevance
pro integralni operatory. Stejné jako u %, se jedna o oboustranny ideal v % (%), tj. jakmile omezeny operator
vynasobime Hilbert-Schmidtovym, vysledek je jiz také H-S, a B € F5(#) < B* € Fo(K).

Podminka pro néalezitost operatoru B do .%; je zapisovana

> Bl < oo, (12)

j<dim %

kde (e;)j<dim 9 je ortonormalni baze % . Ukazuje se vyznamné tvrzeni, Ze hodnota na levé strané nerovnosti na
konkrétni volbé baze nezavisi. To umoziuje prostoru .#, dat normu

BeJy: |Bla:= | ). [Bel? Bl >1B| (13)
j<dim #

indukovanou skalarnim souc¢inem

B.C€.%:(B.C)y:= ., (BeCe)= Y. (e B"Ce;) (14)
j<dim #& j<dim %

pochopitelné také na bazi nezavislym (lze ziskat z normy polarizaci). ., je vici této normé uplny a stava se tak
Hilbertovym prostorem. (Pozor, viiéi operatorové normé Uplny neni, to je jen %.)

O této normé si uvedeme dvé zajimavosti, které nemuseji byt na prvni pohled patrné:

« V dané bazi miizeme rozlozit také s¢itanec sumy (13) Parsevalovou rovnosti a ziskat tim dvojnou sumu

IBIZ="> > e Bepl. (15)
j<dim & k<dim %
podobné pro skalarni soucin
(B.Ch= Y >, (e Be) (e Ce). (16)
j<dim # k<dim 7

Vyznam téchto vzorcua je evidentni v prostoru matic, kde se jedna o normu, resp. skalarni souc¢in dvou
matic, branych po prvcich jako vektory délky (dim &)?. Uziva se téz nazvu Frobeniova norma.

« Kazdy Hilbert-Schmidttv operator B je kompaktni, .7, C Fo,. Zvolme bazi (¢;)j<dim 7 z jeho kanonického
tvaru (3). S touto volbou

1Bl= | Y IwfilP= | Y Il = 1) edimlz- (17)

j<dim # j<dim #

Kompaktni operator je tedy Hilbert-Schmidtav praveé tehdy, jestlize posloupnost jeho singularnich hodnot
(doplnéna o nuly) je prvkem f2(dim ). Spolu s poznatkem, %e norma v °(dim %) je supremum a Ze pro
kompaktni operator

I(kj<dimszleo = sup |yl = max ;= g = |B] < o0 (18)
j<dim % Jj<dim

to dava vyznam puvodu indext 2, resp. oo u tfid .7, a navod, jak definovat obecnou Jp, 1< p<oo
Vyuzijeme také poznatek o integralnich operatorech. Ocitujeme jej vymezeny pro jednoduchost na L?(R).

Véta (6.3.6). Operator B € B(L2(R)) je Hilbert-Schmidtav pravé tehdy, existuje-li funkce K € L?(R?) takova, ze
pro viechna f € L2(R) plati

(Bf)(x) = LR K(x ) f()dy. (19)

Za téchto predpokladi plati také rovnost [B|; = |K]2(rz)-



Jaderné operatory

Jaderné operéatory, ¢i operatory se stopou, jsou pfirozenym dalsim krokem v této hierarchii.

Definice. Operator B € B(# ) nazveme jadernym, jestlize existuje baze (e,)p<dim o> V niZ

> (e.|Bley) < oo (20)

n<dim #

Mnozinu véech jadernych operatori na # znac¢ime .71 ().

Neni tolik prekvapivé, Ze ani vyraz objevujici se na levé strané této nerovnosti neni na volbé baze zavisly,
uvédomime-li si, Ze v dsledku pozitivity |B| 1ze psat jako

> (1Bl 1Be) = Y IIBlel?, (21)

n<dim & n<dim#

¢imz prechézi na tvar (13), o kterém tuto skute¢nost jiz vime.

Pro jaderné operatory lze zavést norma

1Bl == > (e;.1Blep) = IIBI 3. (22)

n<dim #
spliujici
1Bl > [Bl2, (23)
tedy kazdy jaderny operator je Hilbert—Schmidtiv a potazmo kompaktni. Jak asi o¢ekavame, jedna se také o

!-normu posloupnosti singularnich hodnot B z identického ditvodu jako jejich 2 norma je Hilbert-Schmidtova,
jak napovida jiz oznadeni tfidy . 7;.

O nerovnosti (23) se pfesvédéime napfiklad vyuzitim (15) a rovnosti |Bx| = ||Blx|:
IBEE= > IBelP= ), IBelP= Y. > lewlBepl= Y. > |(IBlew.iBle)?
j<dim # j<dim & j<dim & k<dim % j<dim & k<dim & (24)
< Y > (JIBlaBe)WBlejBle) = > (e Ble) - Y, (e |Bley) = BI.
j<dim # k<dim # j<dim # k<dim #

Prostor #; je viéi normé | « |; opét Gplny, je tedy Banachtiv (poznamka 6.4.3). Stejné jako f, a %, je také
oboustrannym +-idealem v prostoru B(#), coz plyne z nasledujici zajimavé poucky.

Véta (6.4.1b). Operator B € B(H') je jaderny pravé tehdy, je-li souc¢inem dvou Hilbert-Schmidtovych operatort.

Ditkaz. (jako vzdy pouze pro zajimavost)

=: Polarni rozklad B = Wg|B| mlizeme zapsat jako WB\/ﬁ\/@. Podle (22) je pak operator \/ﬁ prvkem % (%)
a pro WB\/@ to jiz plyne z vlastnosti idealu.

«<: Podobné necht B,C € .%,(#), uvazujme |BC| = W*BC. Pak

IBCli= Y (nlBCle) = Y IenlBCedl = Y lenW BCe) = Y. (BWey Ceyl

n<dim # n<dim % n<dim # n<dim #
1/2 (25)
< ( > IBWel* - ), ||Cem||2) = [B*W|3 [Cl; < oo,
n<dim # m<dim #

protoZe C je H-S z predpokladu a B*W z vlastnosti, Ze se jedna o sou¢in H-S operatoru s omezenym. [



Pravidlo (2) se tedy rozrusta v celou fadu inkluzi oboustrannych *-idealtt omezenych operatort (ze F(#) je
také jednim, je pomérné trivialni):
[F(Z) ] () € Fo(H) C I ) [C BT, (26)

Kone¢nédimenzionalni operatory se vymykaji .7 -znaceni, protoze pro né nedefinujeme zadnou normu v duchu
ostatnich, vici které by byl uplny. Jinak se jedna o Banachovy prostory uzaviené postupné vici normam

IBl1 > 1Bl > [B], (27)

z nichz %, je navic Hilbertiv. V kone¢né dimenzi # jsou vSechny mnoziny (26) stejné a vSechny tfi normy (27)
ekvivalentni, jinak dok4dZeme libovolné dvé tiidy separovat. Podstatna vlastnost viech téchto ttid je, ze F(¥)
je v kazdé husta: k libovolnému operatoru F, (%), Fo(¥') existuje posloupnost koneénérozmérnych operatoru,
ktera k nému v patii¢né normé konverguje (o 7, to jiz vime, ale ostatni odtud neplynou - nerovnosti (27) jdou
pro toto nevhodnym smérem!).

Nejdulezitejsi vlastnosti jadernych operatorti a viibec divodem, pro¢ jim vénujeme pozornost, je skutecnost, ze
se jedna o tfidu, na niz lze zavést operaci stopy. Plati totiz

Véta (6.4.4a). Jestlize operator B € 71(¥'), potom suma

> (e Bey) (28)

j<dim &

absolutné konverguje a jeji soucet nezavisi na volbé baze (e;)j<dim 7 -

Diikaz. K dtikazu obojiho poslouzi ON baze (& )r<dim % operatoru |B| (z kanonické formy B), kterou pouZzijeme
k rozpisu skalarnich soucint (e;, Be;) nasledujicim zptisobem.

(. Bep) = (B'eje) = >, (B'ejé)(Ge)= Y. (¢ Bg) (Br.ep).

k<dim % k<dim %

Tento vysledek pak mizeme pouzit dvéma zpisoby,

1. pro absolutni konvergenci

1/2
! ~ ~ ~ ~
D, leBedl= Y7 7Y lenBa) Gedl< Y, > e BedlP- Y, 1@ e)l?
j<dim #& j<dim & k<dim % k<dim #Z \j<dim # I<dim #
~ r2ps 12y 1/2
= Y (BaPE) =Y Iwsid= Y lud = 1Bl < oo,
k<dim # k<dim # k<dim 7#

(29)

2. pro hodnotu sumy samotné, kde rovnéz miZeme prohodit sumace a zjistit, Ze
>, (B = Y, > @edleBa)= Y. (& B&) (30)

j<dim % k<dim & j<dim # k<dim #Z
piestalo na (e;)j<dim 5 jakkoli zaviset. O

Tento vyraz je tedy korektné definovan a nazveme jej stopou operatoru B, ozn. Tr B. Jeji hlavni vlastnosti shrnuje

Véta (6.4.4b,c). Zobrazeni Tr: #1(# ) — C je omezeny linearni funkcional na Banachové prostoru .#;: plati

| Tr B| < |B|; = Tr|B]. (1)
Pro kazdé B € 71 (#),C € B(X) jsou splnény rovnosti
TrB* =TrB, Tr(BC) = Tr(CB). (32)

Pfitom nezapomenme, Ze slovo ,linearni“ sobé zahrnuje dalsi vlastnosti: Tr(aB + C) = a Tr B+ TrC. U druhé
z vlastnosti (32) pozor na volbu C € B(#'), ktera je $irsi nez C € F1(¥). To, ze vyrazy BC, CB viibec stopu maj,
vyuziva vlastnosti, ze J1 (%) tvoti v B(F) ideal. Také dikaz tohoto tvrzeni, a¢ 1ze pravdépodobné délat jinymi
zpusoby, vyuziva zajimavou (a¢ ponékud okrajovou) vlastnost omezenych operatorti — pfesvédcte se v knize.



Zaklady neomezenych operatoru

Na Funkcionalni analyze jste se setkavali pfedev$im s omezenymi operatory.

V kvantové fyzice omezenost zdaleka neni béznou vlastnosti. Naopak, da se fici, Ze aZ na vyjimky operatory,
které pro nas budou dulezité, omezené nebudou. Mezi tyto vyjimky definitoricky patii nasledujici dtlezité t¥idy:

« vSechny projektory,
« unitarni operatory,
+ kompaktni operatory, zejména jaderné,

« koneénérozmérné operatory, zejména operatory pusobici na prostoru C".
Je tedy potfeba ustanovit si zakladni poznatky o rozdilech chovani neomezenych operatort vici omezenym.
Zejména vzpomeneme na vétu o uzavieném grafu:

Véta (3.4.12). Necht prostory 2, % jsou Banachovy. Uzavieny linearni operator T : & — % definovany na
celém prostoru  je spojity.

Kazdy omezeny operator definovany na hustém podprostoru # lze jednoznatné na celé # rozsifit pouzitim
uzavéru (véta o spojitém rozsireni, 3.2.4). Bézné se tedy uvaZuje, Ze oznaleni ,omezeny“ v sobé uzavfenost jiz
zahrnuje a tim i definovanost na vSech vektorech pocateéniho prostoru. Déle pro omezené operatory plati ekvi-
valence (3.2.3)

Bje omezeny <« Bjespojity < B je spojity alespon v jednom bodé. 1)
Odsud vidime, jakych zaruk se pro neomezené operatory budeme muset vzdat:

« pokud neomezeny operator je uzavieny, pak neni definovany na celém prostoru — pokud by byl, pak
podle véty o spojitém zobrazeni by byl spojity a podle ekvivalence 3.2.3 omezeny,

« pokud tedy pfesto néjaky neomezeny operator definovany na celém prostoru je, pak neni uzavieny —
existuje alespon jeden bod x « x;,, ve kterém limita Tx, vychazi jinak, neZ pro jinou posloupnost x;, se
stejnou limitou x.

Vzhledem k tomu, Ze druhou vlastnost obvykle chceme za kazdou cenu eliminovat, je nutné doprovazet zavedeni
kazdého neomezeného operatoru T jeho defini¢énim oborem D(T) (nezavisle na tom, zda cilime na uzavienost ¢i
pouze uzaviratelnost).

Dalsi zcela zasadni roli hraje koncept husté definovanych operatori, tj. takovych, jejichz definiéni uzavér D(T)
spliiuje D(T) = . Mnozinu vSech husté definovanych operatoriina # oznac¢ime £ (). Tato vlastnost je kli¢ova
pro definici sdruzeného operatoru: plati

Véta (7.1.1).  Jestlize T € (), pak pro kazdé y € # existuje nejvyse jedno y”* € F takové, ze

Vx € D(T): (y*,x) = (y, Tx). (2)
Operétor, ktery neni husté definovany, neposkytuje dostateény pocet rovnic, ktery by vymezil T* jednoznac¢né.
Proto o sdruzeném operatoru k T ma smysl mluvit pouze, pokud T € &L (%’). Operator T* definujeme pravé na

vsech takovych vektorech y, pro které néjaké y* podle lemmatu existuje, a na této mnoziné oznaéime Ty := y*.
Pouzitim T*y jako symbolu (coZ neni obvyklé) bychom tedy mohli psat:

yeD(T*) o AT y)eH :VxeDT): (T"y,x)=(y,Tx), (3)

a jednoznacnost zavedeni T*y dava predchozi véta. Ze operator T* je linearni je pomérné trivialni pozorovani.



Poznamka ke znaceni: v tomto textu i v budoucnosti se pro piehlednost budeme snazit dodrzovat nasledujici
volby symboli pro operatory inspirované B-E-H: B, C — omezené, T, S — husté definované. Oznaceni A budeme
obvykle rezervovat pro symetrické a samosdruzené operatory (nezavisle na omezenosti), i kdyz budou patftit do
jedné z predchozich klasifikaci. Podobné U — unitarni, V, W - izometrické, E, F — projektory.

SdruZeny operator obecné dava ponékud méné zaruk, nez jsme zvykli z omezenych operatora (potazmo z linearni
algebry). Srovnejme véty 7.1.2-3 s 5.1.5:

« Pro omezeny operator B existuje B* vzdy a ma stejnou normu, mizeme tedy hledat B**. Ten se rovna B.

« Pro neomezeny operator T existuje T* tehdy, pokud T je husté definovany. T** existuje, pokud T* je také
husté definovany. Pokud T** existuje, je nadmnozinou T - konkrétné jeho uzavérem (7.2.4). Dokonce dle
stejné véty plati: uzavér operatoru T € L (') existuje pravé tehdy, kdyz T* je husté definovany.

« Pro kazdé B je B* definované na celém . Pro husté definované operatory T,S se muze stat, ze S C T,
potom pro sdruzené operatory plati opa¢na inkluze: S* > T*.

- Antihomogenita zistava v obecné platnosti: (aT)* = «*T", ale aditivita ne. Abychom mohli srovnavat

(S+ T)* s operatory S* a T*, musime zarudit, ze kromé S, T také jejich soucet zstava husté definovany,
coz neni obecné pravda. Ani s touto podminkou neni rovnost — plati: (S + T)* > §* + T*.

« Pro omezené operatory B, C plati (BC)* = C*B*. Pro neomezené T, S musime opét nejprve ovéfit, ze TS je
husté definovany, potom (TS)* > S*T™.

« Pro invertibilni operator T se musime ujistit, zda T~! je husté definovany. Pokud, pak rovnice (T~1)* =
(T*)7! ziistava v platnosti.

Tteti z bodl 1ze shrnout mnemotechnickou pomuckou ,vétsi operator <= mensi sdruzeni®. Toto pozorovani
vyplyva pfimo z véty 7.1.1, protoze v ptipadé T dava obecny kvantifikator Vx € D(T) silnéjsi omezeni nez piipadé
S na existenci vektoru y* a potazmo na velikost D(T*). Pozor oviem na interpretaci, ze operator definovany na
celém prostoru by mél zadkonité mit sdruzeny operator néjakym zpisobem ,maly®. To je pravda jen, pokud by
nebyl spojity, jinak B* je definovany v§ude. Poutka 0 S € T < S* D T* zde pochopitelné zadné vyjimky mit
nebude, oviem husté definované podmnoziny omezeného operatoru B maji za svijj sdruzeny operator také B* -
nema se jiz kam zvétSovat.

Evidentné zajimavé je tfida uzavienych a husté definovanych operatora £.(#’), protoze kazdy takovy operator T
zajistuje T* husté definované. Plati silnéjsi tvrzeni, diky konstrukci T* se vZdy jedna o uzavieny operator (7.2.1).
Pokud tedy navic je podminkou uzavienosti T zaru¢ena jeho husté definovanost, plati

TeZL(H) o T eZ(¥), T*=T=T. (4)

Uzavér operatoru je jednoznac¢ny, takze pifedchozi poucka by $la upravit na uzaviratelné husté definované opera-
tory — uzaviratelny operator T a jeho uzavér maji stejné sdruzeni T* (které jiz uzavtené je vzdy). Budou existovat
situace, kdy ocenime pouze védét, ze pro dané T uzavér existuje a jaké ma vlastnosti — feknéme konkrétné, jaky
ma sdruzeny operator. Vypocet uzavéru muze byt velmi pracny krok, ktery je vyhodné odlozit. Nékdy muze
dokonce byt jednodussi k uzavéru T dojit pomoci T** nez z definice.

Uzite¢na poucka 5.1.8 platna pro omezené operatory

Be B(H) = KerB* = (RanB)* (5)

zlstava v platnosti i pro husté definované operatory, s potencialné zajimavymi disledky,

« jadro operatoru sdruzeného husté definovanému T je vzdy uzavieny podprostor,

« KerT*={0} < RanT=%.

Prvni bod si zaslouZi jesté struény komental — pro neuzavieny operator T se miZe stat, Ze jeho jadro neni
uzavieny podprostor, tj. existuje konvergentni posloupnost vektort z jadra, jejichz limita x jiz neni prvkem
Ker T. To muzZe nastat z divodu, Ze operator T v x neni definovan, nebo proto, Ze jeho hodnota tam vychazi jinak
nez nula - ve druhém pfipadé ovsem neni uzaviratelny. Pokud uzaviratelny je, jeho uzavér bude v x definovan
predpisem Tx = 0. Jinymi slovy jadro uzavieného operatoru je uzavienym podprostorem vzdy. Prvni bod da tuto
odpovéd jinou cestou: uzavreny husté definovany operator je sdruzenym operatorem jiného (svého vlastniho T*).



Normalni operatory

Pojem norméalniho operétoru jste zavadéli v kontextu omezenych operatortt podminkou B*B = BB*. MiZzeme
toto oznaceni rozsifit i na operatory neomezené, ale k predpokladiim definitoricky ptibude hustd definovanost
a uzavrenost. Je tedy mnozina normalnich operatorti na % — £,(#’) - podmnozinou Z.(%).

Defini¢ni rovnost TT* = T*T muZe byt dileZita pro pouZiti, ale neni nijak piijemna na ovéfovani. Ponékud

vvvvvv

D(T) a plati Vx € D(T): |T*x| = |Tx].
Naprosta vétsina hlavnich poucéek o omezenych normalnich operatorech zstava na &, (%) v platnosti:
e Te LK) =T € LX),
« Leay(T) & A" € 0,(T7),
« VA € C: Ker(T — AI) = Ker(T* — AI), specialné Ker T = Ker T* = (RanT)*,
« vlastni podprostory odpovidajici riznym vlastnim hodnotam jsou ortogonalni,
« rezidualni spektrum normalniho operatoru je prazdné (zbyva jen bodové a spojité),
- mnozina regularnich hodnot p(T) def C\o(T) = oblast regularity =(T),
« A€ 0(T) & existuje posloupnost jednotkovych vektortt (x,),<, pro niz (T — A)x, — 0,

e deo(M) e Ran(T - Al) = X

Poucky, které nemiizeme aplikovat, jsou tedy vesmés pouze ty, které se explicitné odvolavaji na normu operatoru
nebo komutaci Re B, Im B (komutace neomezenych operatorti viibec je téma, kterému se teprve budeme vénovat).

Symetrické operatory

Neékteré z poucek vyse nam pomohou pohlizet novyma ocima na symetrické operatory. Operator A nazveme
symetrickym, pokud pro kazdou dvojici vektort x, y € D(A) plati (Ax, y) = (x, Ay). Pokud se ale vymezime na
husté definované operatory, jazyk sdruzenych operatorti nabizi elegantni ekvivalentni definici:

Definice. Operator A € & (%) nazveme symetrickym, jestlize plati A C A*.
Skutecné: A ¢ A* implikuje D(A) C D(A*) a to znamen4, Ze pro kazdy vektor x € D(A) existuje A*x takové, ze
(Ax,y) = (x, Ay) pro vSechna y € D(A). Ekvivalentni definice by nefungovala pro operatory, které nejsou husté

definované - ty mezi symetrické nezaradime (!).

Jestlize se ndm podafi najit rozsifeni symetrického operatoru A" 2 A, které je rovnéz symetrické, nazyva se
symetrickym rozsifenim A. Zajimavé je, ze z divodu A C A* mlZeme také psat

ACA Cc(A)* C A* (6)

Protoze A je z definice husté definovany a A* je nadmnozinou 4, je logicky také husté definovany a A Ize uzaviit
(sdruzenim sdruzeni). Operatory A a A maji — v obecné platnosti — stejny sdruzeny operator A* a plati tedy také
ACACA* = (A @)

Kromeé situaci, kdy A jiz uzavieny byl, tak uzavér je automaticky symetrickym rozsifenim, které vzdy existuje.

Pii symetrickém rozsifovani symetrického operatoru (a zuzovanim jeho sdruzeného operatoru) miizeme do-
sahnout situace, kdy jiz nelze pokracovat — kdy Zadné vétsi rozsifeni uz by symetrické nebylo. Operator takto



ziskany se nazyva maximalni symetricky. Vsechny maximalni symetrické operatory jsou uzaviené, protoze jinak
by podle posledni poznamky $ly rozsifit jesté timto zptisobem.

Pfitom miiZe nastat, ze divodem, pro¢ dalsi symetricka rozsifeni neexistuji, je, ze se A” a (A”)* v podmince (6)
setkaji a dalsi odli$ny operator by se mezi né jiz nevesel. Operator A’, ktery se rovna svému sdruzeni, se na-
zyvé samosdruzeny. Kazdy samosdruZzeny operator je maximalni symetricky (a uzavieny a normalni). U mnozin
vSech symetrickych, resp. viech samosdruzenych operatorti na # se opét miizeme setkat s oznacenim Z (%),
resp. Lo ().

Jak uvidime pifi mnoha prilezitostech, samosdruzené operatory maji v kvantové fyzice zcela zasadni vyznam,
mimojiné jako operatory popisujici pozorovatelné fyzikalni veli¢iny, ktery symetrické operatory nemohou na-
hradit. Zejména pro samosdruzené operatory plati, co pro hermitovské: jejich spektrum je podmnozinou realné
osy. Nesamosdruzené symetrické operatory (Zadné) tuto vlastnost nespliuji.

Ovéfovani samosdruzenosti neomezenych operatort je mnohem pracnéjsi nez ovérovani symetrie. (Pro ome-
zené oba koncepty splyvaji.) Proto se nam v budoucnu bude hodit mnozstvi konstrukei, které samosdruzenost
zaru€uji. Uvedeme zatim jednu (7.2.11): pro kazdy T € Z.(#) je T*T pozitivni samosdruzeny operator. Duikaz
této povsimnutihodné véty (kterd mimojiné implikuje, ze D(T*T), D(TT*) jsou také husté podprostory) vyuziva

doporucuji.

Pokud uzavér je jedina operace, kterd symetricky operator A déli od samosdruZenosti (tedy pokud A* = A),
nazyva se takovy v podstaté samosdruzenym — tehdy vime, Ze samosdruzené rozsifeni A existuje a je jednoznacné.
Uvidime pozdéji v semestru, Ze plati i opa¢né implikace. Stejny symetricky operator ale obecné muze mit i
vice neZ jedno samosdruzené rozsifeni. ¢i miZe nastat situace, ze roz$ifovanim dojdeme k operatoru A’, ktery
maximalni jiz je, ale stale je jen vlastni podmnozinou (A”)*. Hledani samosdruzenych rozsifeni symetrickych
operatort, a s nim souvisejici otazka moznych tvart spekter symetrickych operatord, je velké a dtlezité téma,
kterému budeme vénovat jednu ¢ast celého pfedmétu.



Absolutni spojitost funkci

Prostory spojitych funkci

Pfipomenme formou rychlého shrnuti na ivod vyznam obvyklych znaceni prostort spojitych funkei.

C(Q) ... (komplexni) funkce spojité na oblasti Q,
CK(Q) ... funkce se spojitymi (parcialnimi) derivacemi do k-tého fadu,
C*(Q) ... nekonec¢né diferencovatelné funkce,
C.(Q) ... spojité funkce s kompaktnim nosi¢em,
CZ(Q) ... nekonecéné diferencovatelné funkce s kompaktnim nosi¢em, téZ testovaci funkce,
Coo(Q) ... funkce klesajici k nule u hranice Q,

S(R™) ... Schwartziv prostor rychle ubyvajicich funkei.
Pro dalsi informace, piehled a odvozeni vztahti mezi nékterymi z téchto tfid ¢tenafe odkazeme v knize na piiklad

2.6.14. (Autofi nase C, znadi C.)

Absolutni spojitost

Pripomenme nejprve vétu o absolutni spojitosti Lebesgueova integralu:

Véta. Necht f € L1(X, dy). Plati:
Ve>0:EI§>O:VMCX:y(M)<5=J |fldy < e. 1
M
Uvazujme X = I = (a,b), interval v R (krajni body mohou byt i nekone¢né), a Lebesgueovu miru 1. Vezméme

né&jakou funkci g € L}(I). Do véty o absolutni spojitosti integralu dosadme M tvaru disjunktniho sjednoceni
otevienych intervalt (ay, by), ..., (an, by ), dozvidame se:

N N | b N b
V£>0:E|5>O:Z(b,~—a,-)<5=>ZJ g(x)deZJ lg(x)|dx < e. (2)
i=1 i=1 [Ja i=1Ja

Jestlize nyni g ma primitivni funkci G, integraly pfes podintervaly (g;, b;) jdou vyhodnotit Newtonovou formuli
jako rozdily G(b;) — G(a;). Vlastnost funkce G

N N
Ve>0:35>0: Z(bi —q)<é= Z |G(®;) — G(a;)| dx < &, (3)
i=1 i=1

motivuje definici absolutni spojitosti funkce.
Provedeme jedno malé zobecnéni, o derivaci g budeme uvazovat pouze lokalni L!-integrabilitu. Podminka se tim
zméni na soucet intervald, jejichZ vSechny krajni body lezi v I (a tedy do I spadaji celé uzavrené podintervaly

{a;, b;), ale o nich jiz nepfedpokladame disjunknost).

Definice. Necht I je interval na realné ose. Rekneme, Ze (tradi¢ni!) funkce F je na I absolutné spojita, plati-li

N N
Ve>0:35>0: YN € N,Va; <b; <ap <..<byel: Y (h—a)<5= Y |F(b)—Fa)l <e. (4)
i=1 i=1



Jak jsme vidéli, absolutni spojitost je v tomto uvozeni motivovana tim, ze F je primitivni funkci své derivace. Pro
absolutné spojité funkce tedy plati, Ze jejich derivace je lokalné L!-integrabilni a spliiuje zakladni vétu integral-
niho pocétu,

y
F(y) = F(x) + J F(t)dt 5)

pro libovolny uzavieny podinterval (x, y) C I. Tato podminka je absolutni spojitosti ekvivalentni.

Derivace ve slabém smyslu

Necht f, g € Li. (R"), nechf a je multiindex. Rekneme, Ze g je slabou derivaci a-tého fadu funkce f, jestlize pro
kazdou testovaci funkci ¢ € CZ°(R") plati

[ o= [ goax ©
R? R"

Jestlize slaba derivace existuje, je (aZ na volnost danou t¥idou L) jednozna¢na. Oznacdime: g = D* f.

Tato definice je jednoduchou obménou derivace v prostoru distribuci, vymezenou na regularni funkce. Jestlize by
néjaka regularni funkce f méla derivaci, ktera je singularni, uvazujeme v ramci této definice, Ze slabou derivaci
nema. To se tyka predevsim funkci, které jsou nespojité z diavodu skoku.

Jestlize f nad R ma slabou derivaci g, opét muizeme pouzit argument o absolutni spojitosti integralu funkce g

a ukazat, ze na R se jedna o ekvivalentni podminku absolutni spojitosti funkce f. Ovsem slaba derivace je pojem
zobecnitelny i na vy$s$i dimenze R™.

Poznamka o inkluzich tfid L

Vime, Ze pro libovolnou dvojici p, q € (1,0), p # q, Ize najit funkci, ktera lezi v LP(R) \ LI(R). Pokud p > g, je
takovou funkeci naptiklad

FG) = xa.00) x4, (7)

v opacném piipadé naopak mizeme pouzit
) = xon@x4. (®)

Mezi zadnou dvojici riznych LP(R), LY(R) tedy neplati relace inkluze.

Situace je ale jina pro kompaktni interval I, protoZze protoze odpada moznost, Ze by integral zdivergoval v okoli
nekoneéna. Vskutku, rozdil LP(R) \ Lllo (R) je prazdny pro kazdé p:

Véta. Necht Q je otevieny interval v R, necht 1 < p < oo, Libovolna funkce f € LP(Q) je také lokalné
integrabilni.

Ditkaz. Bud K C Q kompaktni. PouzZijeme Holderovu nerovnost na soucin f yg:

1/p
U 1dx
K

Jinymi slovy t¥ida L} .(R) obsahuje viechny L? jako podmnoziny.

1/q

j GOl dx = j |f(x)xK<x>|dst FGOIP dx — 11, IK1Y4 < co. ©)
K Q Q




Sobolevovy prostory

Sobolevovy prostory W*P(Q) jsou prostory funkei z LP(Q), Q € R" oteviena, takovych, ze slabé derivace D* f
viech fadi |a| < k jsou také tiidy LP(Q). Podminka f € WX je silngjsi nez f € WX'P pro k > k’, takze plati
odpovidajici inkluze i mezi prostory.

Prostory WP maiji blizky vztah k absolutni spojitosti a budou pro nés fungovat predevsim jako zkratka k ni.
Jak jsme stanovili dfive, kazd4 funkce nad R, ktera viibec ma slabou derivaci, je absolutné spojita (coz v ramci
Lebesgueovy teorie znamena: je skoro vSude rovna funkci, ktera je absolutné spojita, nebo: obsahuje, jakozto
trida funkci, reprezenta¢ni funkci, ktera je absolutné spojita), a podminka byt tfidy L? je vzdy silnéjsi nez Llloc'
Tedy naptiklad prostor WHP(R) je tvofen funkcemi, které jsou absolutné spojité a LP-integrabilni véetné své
derivace.

Plati i mnohem silnéjsi tvrzeni, obzvlasté uzite¢né potom ve vicerozmérnych prostorech:

Véta (O. Nikodym (1933)). Necht 1 < p < oo, necht Q € R" oteviena konvexni mnozina. Jestlize funkce
f € WHP(Q), pak pro skoro viechna xi, ..., Xg_1, Xk41, ... » X, je funkce

800) = FOq e s X 15 X, Xy 15 e > Xp) (10)

absolutné spojita na {y € Q|y; = x;Vi # k} a LP-integrabilni. Naopak, je-li f € LP(Q), [Vf| € LP(Q) a plati-li
podminka absolutné spojitych zizeni f na skoro viechny linie rovnobézné se soutadnymi osami, pak f € WP,

Sobolevovy prostory snoubi absolutni spojitost s Lebesgueovym pojetim funkce. V jednorozmérném ptipadé
z vlastnosti, Ze kazda tfida obsahuje reprezentacni funkci v tradiénim smyslu, ktera je absolutné spojita, ma
smysl mluvit 0 hodnoté f € W5 v bodé — mysli se tim hodnota této reprezentaéni funkce. Tato vlastnost se pak
prenasi pfi n > 1 na skoro vSechny body. Tvrzeni vyse je konstruované tak, ze roli derivace pfejimaji parcialni
derivace podle jednotlivych soufadnic.

Sobolevovy prostory jsou tplné viéi normé

la|<k

p
(Z IID“fIpr> (11)

¢i ekvivalentni normé

>0 £l (12)

|erl<k

a tedy Banachovy.

Zvlastni ptipad je volba p = 2, pfi niz oznacujeme wk? .= gk, Prostory Hk splriuji dokonce podminku Hilber-
tovych prostorf, étenaf snadno v ramci procviceni doplni k normé (11) skalarni soucin.

Sobolevitv prostor WEP(Q) také obsahuje viechny testovaci funkce z mnoziny C°(Q). Co je zajimavé, v piipadé
Q = R" (pro podmnoziny plati dodateéné podminky) plati, Ze Soboleviv prostor mizeme ziskat z C¢°(R") ztpl-
nénim vuci normé (11). Plati tedy, Ze pro kazdou funkci z WEP(R?) existuje posloupnost testovacich funkci, ktera
k ni v normé (11) konverguje.

Uvidime, Ze Sobolevovy prostory hraji dalezitou roli jako defini¢ni obory operatort. Napfiklad pro jednoroz-
mérny operator hybnosti P : i + —iyy’ by piirozeny defini¢ni obor diktoval podminky 1,1’ € L?(R), s touto
volbou bychom ale zavedli operator, ktery by nebyl symetricky (natoz pak samosdruzeny). Pro symetrii potte-
bujeme zarucit podminku

(p. Py) = (Po, ), Yo,y € D(P), (13)

ktera je ekvivalentni moznosti integrace per partes, protoZe bychom chtéli argumentovat

(0.PY) = —i jR (Y () dx = —ilg* (Y]t LR oGO dx = 0+ jR<—i<o'<x>)*¢(x) dx = (Pp,y). (14)

Ovsem skutecnost, Ze integrovanim funkce f’g + fg’ dostaneme fg, je podminéna pravé absolutni spojitosti,
kterou musime k pfedpokladiim doplnit.



Poznatky o absolutné spojitych funkcich

Uvedeme na zavér dvé dalezité vlastnosti funkci z prostoru H 1()), kde J je interval v R. Jak jiz zaznélo, a¢ jeho
funkce jsou Lebesgueovy funkce, jsou absolutné spojité a tedy ma smysl mluvit o jejich hodnotach v bodech x.
Za prvé z definic samotnych neni vylouceno, Ze pro otevieny interval J s nékterym krajnim bodem kone¢nym
by nemohly funkéni hodnoty divergovat v okoli tohoto bodu. Podminka absolutni spojitosti jiz svym zapisem
vyzaduje, aby f(x) bylo kone¢né v kazdém x € J, ale o limité nic netrvdi. Nicméné se snadno piesvéd¢éime, Ze

v piipadé (silngjsi!) podminky H!(J) tato koneénost porusena nebude.

Véta. Necht J ma koneény krajni bod, necht f € H!(J). Pak f(x) ma v tomto krajnim bodé kone¢nou limitu.

Diikaz. Uvazujme bez Gjmy na obecnosti J = (a,b), —00 < a < b < oo (tedy pravy krajni bod kone¢ny). Zvolme
pevné ¢ € J. Necht dale x € (¢, b). Koneénost limity lim,_,;, f(x) je ekvivalentni otazce, zda

Jim L fi®dt=lim f(x)- f(c) (15)

konverguje. OvSem integral uvnitf limity muzeme psat jako

b
j FOxen® L, 1)

coz je diky omezenosti intervalu (c, x) integral souc¢inu dvou funkci z L%(a, b), a protoze Xex konverguje k x.p,
v L%(a, b)-normé pii x — b_, konverguje také tento vyraz ke koneéné hodnoté

b
[ rommoa -

a f(x) k hodnoté o f(c) vétsi.
Disledek. Prostory H!((a,b)) a H!((a,b)), obecnéji H(J) a Hl(]_), jsou tvofené stejnymi funkcemi.
Jestlize timto mame ustanoveno, Ze limity funkci z H!(J) konverguji v koneénych krajnich bodech, podivejme

se je$té na pripad nekoneénych kraj intervalu J. Je zfejmé, Ze limitou nemuzZe byt Zadné nenulové ¢islo, ale
stale by byla moznost, Ze funkce limitu nema.

Véta. Necht J méa néktery krajni bod v nekoneénu, necht f € H!(J). Pak f(x) ma v tomto bodé limitu 0.

Ditkaz. Zkoumejme funkei g(x) = [f(x)]? = f(x)* f(x). Snadno se piesvédéime, Ze z absolutni spojitosti f plyne,
Ze i g je absolutné spojita. Je tedy integralem své derivace, pro c¢,d € J plati

d
J FO fO+ O f'®) dt = |f@DF = |f). (18)

Necht opét b = +oo je zkoumanym krajnim bodem. Protoze z definice prostoru H'(J) jsou f(x) i f’(x) tiidy
L%(a, b), spéje také (18) ke konecné limité

J (fO fO+ fO f @) dt =1, (19)

X—00
kdyz d — +o0, a odsud ma limitu i [f(x)|* "= [f(c)|? + L. Ovsem s L?-integrabilitou na nekoneéném intervalu
je jedinou konzistentni limita nula.



Prvni postulat kvantové fyziky

Bylo potfeba pfipravit zaklady v jadernych operatorech a obecné neomezenych samosdruzenych operatorech,
abychom mohli vyslovit a diskutovat znéni prvniho postulatu kvantové fyziky ve formé, v jaké jej budeme
uvazovat.

Obecné plati, Ze u postulati kvantové fyziky se muzete setkat s mnoha formulacemi zahrnujicimi malé i vétsi
rozdily. I v povinné literatute B-E-H je postupné diskutovano nékolik reformulaci, ¢i alternativ, pod stejnymi
oznacenimi, coz muZe byt celkem matouci. Pfistup zvoleny zde je pokusem o celkem Sirokou obecnost bez téchto
mezikrokd, umoznény tim, ze s kvantovou fyzikou mate jiz zna¢né zkusSenosti a nepfekvapi vas.

Postulat 1 (o matematickém ramci).

a) Kazdému kvantovému systému prislusi komplexni Hilbertiv prostor 7, ktery nazyvame stavovym pro-
storem daného systému.

b) Kazdému stavu systému odpovida néjaky statisticky operator (matice hustoty) na stavovém prostoru.

¢) Kazdé pozorovatelné veli¢iné daného systému odpovida néjaky samosdruZeny operator na .

V ptipadé bodu a) se mizeme setkat i s omezenéjsi formulaci, kdy jiz samotny postulat vymezime pouze na
separabilni Hilbertovy prostory. Vzhledem k tomu, Ze fyzice takova zména nijak vyrazné neublizi, v nékterych
oblastech béhem semestru mizeme separabilitu pro zjednoduseni predpokladat, ale zatim ponechme takto.

Statistické operatory

S pojmem statisticky operator jsme se nesetkali, ale jeho definice je s nasi pfipravou jiz jednoducha: jedna se
o jaderny operator W, ktery je vymezen dvéma dal$imi podminkami, W > 0 a Tr W = 1. Diky nasim znalostem
o jadernych a jinych omezenych operatorech mizeme hned nékolik jeho vlastnosti jmenovat:

« statisticky operator je hermitovsky, a tedy normalni,

« maé nejvyse spocetné mnoho vlastnich ¢isel, ktera jsou nezaporna a jdou sefadit se svymi nasobnostmi do
nerostouci posloupnosti,

« vlastni prostory jsou kone¢nérozmérné a vzajemné ortogonalni,

« soucet vlastnich hodnot je jedna.

Dokazeme tedy kazdy statisticky operator psat ve formé

W= Z wWoEp, Wy 2wy >...>0, anzl, 6]

n<ny<w n<ny

kde projektory E, jsou jednorozmérné a vzajemné ortogonalni, jinymi slovy, jedna se o nejvyse spocetnou afinni
kombinaci jednorozmérnych projektort.. I mnozina vsech statistickych operatora je uzaviend vuci provadéni
dalgich afinnich kombinaci, které nazveme sméSovani stavit W. Posloupnost (w),<p, nic nebrani rozgifit na
(potencialné zobecnénou) posloupnost (w,),«<dim 7 nulami, a tomuto kroku se nebudeme branit, ale myslenkou
rozkladu (1) je, Ze existuje takova suma, ktera vice nez spocetné mnoho ¢leni1 nevyzaduje.

Jednorozmeérné projektory E maji mezi statistickymi operatory zvlastni pozici v tom, Ze jsou samy svym roz-
kladem (1) s ng = 1,wy = 1, Ey = E. Na mnoziné statistickych operatoru, ktera je diky uzavienosti vi¢i afinnim
kombinacim konvexni, tvofi hranici, a nejdou napsat jako smés jinych dvou stavi. Z tohoto ditvodu je nazyvame
Cistymi stavy a vSechny ostatni volby W stavy smiSenymi.

Co mozna z kurzu kvaNMoz2, kde smiSené stavy byly zavedeny, nebylo patrné, je, Ze nikdy, ani na nespocet-
nédimenzionalnim prostoru, neni tfeba uvazovat vice nez spocetné (pifedevsim nepotiebujeme spojité) smeési.
Rozklad (1) jiz sdm o sobé neni jednoznac¢ny, pokud ma W mimo své jadro degenerované vlastni prostory, a



k nému vlivem smésovani raznych stavt pfibyva i alternativa s projektory, které nejsou vzajemné ortogonalni,
ale kazda, libovolné ziskana, smés, néjaky nejvyse spocetny rozklad tvaru (1) umoziuje.

Z vlastnosti statistického operatoru W lze najit ortonormalni baze (¢,)p<dim o spliujici
W, = wy@,, Vn<dimZ. (2)

Operator W je potom smési ¢istych stavii danych projektory E, na podprostory dané témito vektory ¢,. Protoze
takovych ¢lent s nenulovym wy, je nejvyse spocetné mnoho, je vyhodné ve vétsiné situaci zkoumat chovani pro
Cisté stavy E, samotné, a namisto projektort je charakterizovat témito jednotkovymi stavovymi vektory ¢,. Bez
vyjimky pro vsechny statistické predpovédi kvantové mechaniky plati, Ze zname-li jejich hodnoty pro stavové
vektory ¢,, pak dosazeni smiSeného stavu W odpovida zpriimérovani téchto piedpovédi s vahami danymi w,.
To je divodem, pro¢ se v tvodnich kurzech kvantové mechaniky postulat 1 bézné formuluje ve verzi, kde stavy
systému jsou popsany paprsky v #, i kdyz se jedna o objektivné slabsi formulaci. Upozornéme vs$ak na to, zZe
dalsi bézny vyklad, kdy matematickym objektem pfifazenym fyzikalnimu stavu je jednotkovy stavovy vektor
sam, jiz neni pro formulaci postulatu vhodny, protoze se nejedné o jednoznacné pfifazeni.

Jestlize tedy fekneme ,stav ¢°, myslime tim vzdy ,Cisty stav popsany projektorem E, na podprostor {¢}y -

V kvantové mechanice se bézné ¢lovék setkava s potfebou pocitat prekryv stavovych vektort ¢, ¢, definovany
jako P(p, ) == |(@l)|?. V jazyce projektori plati P(p, ) = Tr(E,Ey) a tento vzorec mé piimocaré zobecnéni na
prekryv dvou statistickych operatora Wy, W; jako

P(Wy, Wy) = Tr(W;Ws), (3)

line4rni v obou argumentech. Jedna se o hodnotu v intervalu (0, 1), a¢ soucin dvou pozitivnich operatoru si
obecné pozitivitu nezachovava. Zvlastni ptipad

P(W,W) =Trw? € (0,1) (4)

nazveme Cistotou stavu W. Z definice je evidentni, Ze se jedna o soucet druhych mocnin vah w, a jedinou moz-
nosti, jak dosahnout horni meze 1, je ¢isty stav, smisené stavy jsou tedy takové, které maji ¢istotu mensi nez 1.
Dalsi ekvivalentni kritérium ¢istého stavu je podminka W? = W.

Samosdruzenost

Vyznam bodu c) se projevi zejména s postulatem méfeni, ktery vyslovime az pozdéji, opét po néjakych dal-
$ich matematickych vsuvkach. Prozatim jej berme jako dany a podivejme se, jak ovlivni nas pohled na nékteré
zékladni fyzikalni systémy — napfiklad jiz volnou ¢astici na pfimce.

Popis volné bezspinové kvantové &astice je uréen volbou za stavového prostoru # = L?(R) a nékolika zakladnich
pozorovatelnych — operatoru polohy, hybnosti a energie (Hamiltonianu). Ze se jedna skuteéné o popis polohy
v tom smyslu, Ze vlnovym funkcim piiklad4 vyznam hustoty pravdépodobnosti, bude plynout az ze druhého
postulatu (méfeni), a energie v tom smyslu, Ze ¢astice s danym Hamiltonidnem se chova jako volna, az ze tfetiho
(Casovy vyvoj), ale zatim se alespont miizeme pobavit o tom, jak tyto jednoduché operatory zapadaji do nasi
definice samosdruZzenosti.

Poloha

Operator polohy je urten predpisem

Q: (L(R) > LA(R): Y(x) > x (), (5)
ktery, aby viibec prava strana davala smysl jako vektor v L2(R), sim vymezuje prirozeny definicni obor
DQ) = {y(x) € LR | xy(x) € L*(R)} . ©)

Ukazeme, ze na tomto oboru se jedna o neomezeny, ale samosdruzeny operator.



Ze se jedna o linearni operator, o tom neni sporu. Oviem prvni nutnou podminkou pro samosdruzenost je husta

definovanost, tedy D(Q) = #, a ta uz neni vidét na prvni pohled. Jedn4 se ov§em typicky o velmi rychlé ovéfeni:
Casto se povede ukazat, ze soucasti defini¢niho oboru je néjaky jednoduchy prostor, o kterém uz samotném
vime, Ze je v # husty, a tedy hustotu zajisti uz tato podmnozina D(T). V piipadé operatoru Q postaci takto vzit
Schwartztv prostor §(R), ktery je uzavieny viéi nasobeni jakymkoli polynomem, tedy i x.

Podobné snadno se presvéd¢ime o symetrii Q. To bychom v principu nemuseli, protoze podminka samosdruze-
nosti je formulovana podobné a slo by k ni pfistoupit rovnou, ale a) symetrie je na ovéfeni jednodussi, b) pokud
by nevysla, nema cenu pokracovat a uSetfime si praci a ¢) mize se postéstit, Ze nékteré ziskané poznatky pou-
Zijeme znovu. Symetrie Q je dana podminkou

Yo, 1 € D(Q): (9, Q1) = (Qp. 1), %)
tedy
Yo,y € L2(R), xg, xy) € LX(R): LR () (x(x)) dx = jR<x<o(x»*¢<x> dx, (8)

ovSem na pravé strané mame evidentné dvakrat stejny integral.

Je tedy D(Q) c D(Q*) a pro samosdruzenost zbyva dokazat, ze D(Q™) neobsahuje zadné nové vektory, které jiz
do D(Q) nepatiily - jinymi slovy, ze kazdy vektor ¢ € L2(R), ktery spliiuje

I € LA(R): VY € D(Q): (1.9) = (¢, QY), ©)

také splituje podminky (6) (a Ze potom n = Qg, ale to je jiz jasné z Q C Q). Toto je novy krok ve vypoctu, bez
kterého by tvrdit samosdruzenost Q nebylo opravnéné.

Jak se o této skutecnosti pfesvédcit? Rozepisme
0)— (0. 0Y) = j 1GO*P(x) d —J () xy(x) dx = j (1(0) — xp() Y dx =0 Wy eDQ)  (10)
R R R

a na zakladé hustoty D(Q) v % by se chtélo fici, ze ((x) — x¢(n)) je nutné nulovym vektorem v L2(R), pro
@ € D(Q) ze zvolime 1 = Qg a pro jina ¢ nebude existovat 7 € L?(R), aby se x¢(x) rovnalo. Dopoustime se oviem
potencialni chyby, Ze rovnost (10) by mohla byt splnéna s né&jakou funkei n(x) — x¢(n), ktera sama L?(R) neni,
pouze mé ndhodou nulovy integral v souc¢inu s libovolnym ¢/, coz musime vyloudéit!

Jestlize dokazeme, Ze n(x) — xp(n) € L%(R), pak pfedchozi argument jiz 1ze pouzit a ditkaz dokonéit. Pokud
(10) plati pro vSechna ¢ € D(Q), zvolme specialné ¢ := 1y y(_p ») pro néjaké pevné ¢ a n € N. Vysledek tohoto
sou¢inu neopusti D(Q), protoze stale je prvkem L?(R) a jeho x-nasobek rovnéz — mimo interval (—n, n) nasobime
nulu a uvnitf néj hodnoty |x| jsou shora omezeny n. Proto

Wo € LHR): Vi €N || 000 = xp00) Ko N0 & = || (i) 01 = x0) ) =0 (1)

Funkee y(_p,n)(x)((x)—x¢(x)) oviem L%(R) integrabilni jiZ je uréité: je rozdilem X(=nmys €0z je diky (9), a soucinu
@ € L%(R) s omezenou funkci X(=nmy(X)x. O této funkei tedy jiz mizeme tvrdit, ze je nulova v L%(R), a proto
n(x) — xp(x) je nula skoro v§ude na (—n,n). Nakonec sjednocenim v$ech n se skute¢né dozvidame, ze je nula
skoro véude na R, takze € L2(R), coz byl posledni zbyvajici element odvozeni.

Hybnost

Predchozi je jen jedna ukazka toho, co vskutku ovéfeni samosdruzenosti muize obnaset, a ne vzdy sleduje stejné
triky. Srovnejme v nésledujicim s ovéfenim samosdruzenosti operatoru hybnosti, ktery zndme dany pouze svym
predpisem

P (L2(R)) = LA(R): Y(x) = —ify (x). (12)
Konstanta 7 ma pouze rozmérovy charakter a pro nase tcely budeme operator zkoumat bez ni, tedy —iyy’ (x).
Defini¢ni obor neni zadan, zkusme tedy uvazovat pfirozeny defini¢ni obor

Dy ={y € LA(R) |y’ € L*(R)}. (13)



Do D, opét patii & (R) jako podmnoZina, takze s hustou definovanosti neni problém. Dal$im krokem je symetrie.
Necht ¢, € Dy, zkusme

(Pp. 1) = (¢. PY)

) (14)
J (—ig” ()" (x) dx = J ()" (=iy’ (x)) dx
R R

MuzZeme toto Fici? Nardzime na problém zminény na ivodni hodiné: volbou funkce ¢(x) skokové, jejiz derivace
je v L?(R) nulova, mtizeme dosahnout toho, Ze prvni integral je nulovy, zatimco druhy ma zcela libovolnou
hodnotu. Deriva¢ni operator s pfirozenym defini¢nim oborem (13) tedy neni symetricky!

Bude potieba obor D, okrajet, aby takovéto sporné funkce neobsahoval. Pfesné za timto ti¢elem jsme si zavedli
absolutni spojitost. Upravme tedy defini¢ni obor vyrazu (12) na funkce, které kromé podminek (13) vyzaduji jesté
tuto vlastnost. Takova mnozina je Sobolevovym prostorem H'(R). Hustou podmnozinu & (R) obsahuje nadale.

S podminkou absolutni spojitosti ¢, { je integrand v

(Po,y) — (¢, Py) = iJ]R (0" ()Y (x) + 9(x)"y' (x)) dx (15)

derivaci absolutné spojité funkce ¢(x)*¢¥(x) a jeho integralem je tedy

LR (@ (Y + ()Y () dx = [pC) YIS = lim p()"Y() - lim p()"y().  (16)
To je podle nasich védomosti o absolutni spojitosti jiz nula a situace symetrie je zachranéna.

Ukazeme, 7e volba defini¢niho oboru D(P) = H!(R) zajistuje vskutku i samosdruzenost takového operatoru P.
Dukaz zahrnuje néjaké podobné myslenky jako v piipadé Q, ale upozornéme na to, Ze nelze zacit stejnym zpuso-
bem, tj. hledat, jestli n—(—ip’) € L?(R). Diivodem je, Ze k ziskani takové podminky bychom pottebovali integraci
per partes, a tim vyuzivali absolutni spojitosti funkce ¢, kterou teprve mame dokazovat!

Jednou ze spole¢nych myslenek je vymezeni se na kompaktni intervaly K = (a,b) C R a ukazani patfi¢nych
vlastnosti funkci ¢ € D(P*) na nich, poté rozsifeni na celé R. K tomu ale dospéjeme jinym trikem neZ zizenim
funkei ¢ na K, protoze takové funkce by v krajnich bodech mély skoky a opustily D(P).

Z tohoto dtivodu vyrobime dalsi ziiZeni operatoru P na P C P, vymezeny defini¢nim oborem
D(P) := {gb € H'(R) ’ supp ¥ je kompaktm'} = H'(R) n C.(R), (17)

ktery je stale v % husty. O ném jiz netvrdime samosdruzenost. PouZijeme ale zajimavy argument, kdy ukazeme,
7e P je sdruzenym operatorem P. ProtoZe P si zachovava symetrii a nase P je symetrickym rozsifenim tohoto
pomocného operatoru, plati

PcPcPc(P) (18)

ov§em tim, Ze v této fadé inkluzi dame rovnost mezi druhy a ¢tvrty ¢len, jiz vyplyne P = P*.

Planem prace tedy je ukazat, Ze (P)* = P, coz znamena:
pe LX(R)adne LA(R): Vi € D(P): (n.y) = (9, PY) = ¢ e D(P), n=Pe. (19)

Tim dokazeme P* C P, druha inkluze je jiz fe¢ena v (18). Zvolime postup piikladu 7.2.7 (kde je udélan obecnéji
pro interval J C R, coz budeme drzet na paméti).

Integral (¢, Py), vystupujici v (19), pordd nemiizeme transformovat pomoci per partes, ptistoupime tedy k pro-
blému z druhé strany a per partes pouZzijeme na (1, ), kde i derivovat mtizeme a 5 bychom potiebovali integro-
vat. Z predpokladu je € L(R) C L} (R), takze na kompaktnim intervalu K skute¢né integrovat lze jako

X

g (x) = J int)dt +¢, ceC. (20)

a

Jakozto integral Llloc-funkce na kompaktu je gg absolutné spojité, omezené, odsud L?-integrabilni, a spliiuje
—igp} = 1. Ma tedy viechny predpoklady nélezitosti do H'(K) = D(P), coz jsou vlastnosti, které bychom radi



ukazali i o ¢. Cilem bude ukazat, 7e gx se na K shoduje s ¢ a vyznamem c potom bude ¢(a), ale na to je jesté
brzy.

Volme nyni ¢ € D(P) takové, Ze supp yx C K. Z (19) se dozvidame

WWﬁMﬂWh@ﬂﬁh4hﬂﬁﬁmw=4kﬂﬁ%ww=WﬂWl (21)

kde jsme si pracovné oznadili pg = ¢ yk, a zaroven plati

(ox. Pyi) = —i JK o () Y () dx = —ilog () Y (N + i JK Pk (x) P (x)dx =0+ JK(—ilﬁk(X))*lﬁK(X) dx

= (1. Y-
(22)
Protoze mame dvé vyjadieni pro stejné (7, ¥x ), miZeme psat

Vyk € D(P), supp Y C K: (px — ¢k, Pyk) = 0. (23)

Jak se presvédgit, Ze odsud jiz plyne g = ¢g? Rozdil pg — g integrujeme jesté jednou a dostaneme funkci

X

I = | 1) - px) (24)
a

patfici také do H'(K), navic spravnou volbou konstanty c (pfispivajici k integralu ¢lenem c(x — a)) zajistime,
aby v obou krajnich bodech a, b platilo g (x) = 0 a tedy ¥/(x) $la rozsifit na spojitou funkci na R. Tim splfiuje
v$echny nalezitosti pro vektor g, ktery jsme pouzivali v (23). Ov§em

Py = —iyx = ¢k — 9K (25)
a vztah (23) pak #ika, ze (px — ok, px — k) = 0 a tedy g — px = 0 skoro vsude na R.

At jsme zacali s jakymbkoli K, dozvidame se, ze funkce ¢, tedy ¢ ztizena na K, je skoro vsude rovna funkci ¢y,
ktera je absolutné spojita, a jeji —ix derivaci na intervalu K je n(x). Absolutni spojitost tedy plati i pro celé ¢
a —ip’ = n € L%(R). Funkce ¢ spliujici predpoklad (19) tedy patii do L2(R), je absolutné spojita a ma v L2(R)
derivaci, coZ jsou piesné podminky pro ¢ € D(P), a Pp = 1.

Jak jsme argumentovali pred zacatkem vypoctu, co jsme pravé ukazali, je, ze P je sdruzenym operatorem P.
Rovnost P = P* pak plyne z fetézce inkluzi (18).



Poloha a hybnost na vymezenych systémech

Na minulé hodiné jsme zkoumali, pfed jaké otazky nés stavi otazka samosdruzenosti nejzakladnéjsich operatora
- polohy Q a hybnosti P. Vidéli jsme, Ze pro ¢astici na pfimce tyto operatory jsou samosdruzené, stanovime-li
jejich defini¢ni obory jako

D(Q) = {t// € L*(R) | xy € LZ(JR)}, D(P) = HY(R) = {¢ e L*(R) | ¥ absolutné spojita na R, ¢/’ € LZ(JR)}. 1)

Podivejme se, jaké obecné zavéry v tomto sméru mizeme ucinit o dvou trochu jinak definovanych kvantovych
systémech, kde poloha ¢astice je vymezena na podinterval R, konkrétné z jedné nebo obou stran omezeny.

Polopiimka

Vénujme se systému se stavovym prostorem & = L%(J), J = (0, o). Podobné jako pro volnou ¢astici na pfimce
bychom zde radi definovali operatory polohy a hybnosti. MiiZzeme si troufnout odhadnout, jak by mély vypadat:

Q+: D(Qy) = Z: y(x) = xh(x), D(Qy) ={y € Z |x) € X},

Py:D(Py) — % : y(x) > —y/(x), D(Py)=H'(J)=1{y € % |y absolutné spojita na J, " € L*(J)} @

Zopakujme velmi v rychlosti ovéfeni jejich samosdruZenosti.

Postup, ktery k tomuto zavéru dospél v piipadé L?(R), byl u obou operatorii uzptisobeny konkrétni situaci, ale
jde vysledovat jisté spolecné znaky:

1. dokazali jsme symetrii (véetné jeji nutné podminky - husté definovanosti),

2. vymezili jsme se na funkce ¢ z D(T), T = Q nebo P s kompaktnim nosi¢em (u Q to znamenalo pouze zuzit
¥ na K, coZ jsme ani neoznacovali novym operatorem),

3. ukazali jsme, Ze operator T ziZeny na tuto mnozinu je stale symetricky,

4. 7 oslabené podminky na vektory i s kompaktnim nosi¢em jsme dokazali ¢aste¢né podminky na vektory
@ € D(T™), jejichz sjednocenim se ukazalo, Ze je opét dana podminka D(T),

5. z rovnic T C T* (symetrie T), T C T, T* C T* (obecna pravidla pro *), T C T* (symetrie T) a nakonec
ziskané T = T* jsme dedukovali T = T*.

Snadno se ujistime, ze symetrie Q, ani P, nepfinsi zddnou prekazku. U operatoru Q, nemusime ve zvoleném

postupu délat doslova Zadné zmény: v bodu 4 se dozvidame, Ze na pevné zvolenych kompaktnich podintervalech
K c J funkce ¢ z defini¢niho oboru QF museji spliiovat

(Qp)(x) — xp(x) "= 0 (3)

a jedinym rozdilem je, Ze sjednocenim uvazovanych K neni R, ale J = (0, ). Pokud potom ¢, Q% maji byt
prvky %, pak x¢ je prvkem % a ¢ € D(Q,).

Zajimavéjsi je pfipad P, . Zde se prvni zména projevi jiz v bodu 1, protoZze rozpisem

(Pro.¥) — (9. Pry) = iL (0" ()Y (x) + 0(x)"y' () dx = [p(x)"Y(OI5, ¢,y € D(P,) 4

dospivame k dodate¢né podmince na symetrii P, : funkce musi v kone¢ném krajnim bodé konvergovat k hod-
noté 0, aby vyraz na pravé strané byl nulovy. Obecné vlastnosti funkei z H!(J) pouze zarucuji, Ze tato limita
existuje, ale Ze je nulova, plynulo jen v pfipadé nekonecnych krajnich bodi. Musime proto upravit definici P, :

D(P,) = {y € H'(])|¥(0) = 0}. (5)



S timto opravenym piedpisem pokracujeme v piivodnim postupu. Bod 4 nam opét ukaze, ze ¢ € D(P,) musi
byt absolutné spojita na (0, o), protoze na kazdém kompaktnim K C J° se musi skoro v§ude absolutné spojité
funkci rovnat, a pfedpisem P je
(Pio)(x) = —ig’ (6)
na oboru
D(P}) = {(p e L2() | @ absolutné spojita na J, ¢’ € Lz(])} =HY)D). (7)

Tento definiéni obor je jiny nez D(P,): funkce z né&j nemusi spliiovat podminku nuly v krajnim bodé! Vskutku,
z podminek kladenych na P} plyne absolutni spojitost a piislusnost derivace do L2(J), ale tato dodate¢na pod-
minka nikoli. Odsud D(P}) ¢ H!. Naopak, kazda funkce ¢ volena z H(J) d4 v (4) na pravé strané nulu, protoze
pro [p(x)*¥(x)]§ staci nulovost ¢/(x) € D(P,), takze H' C D(P). Takto ziskany operétor, ktery mizeme oznadit
P, := P}, je tedy sdruzenym operatorem P, a protoze ma vétsi defini¢ni obor, operator P, neni samosdruzeny.

Co hure, pro symetricky operator P, neexistuje zidné samosdruzené rozsifeni. To je patrné z rozdilu (7) vadi (5):
pokud bychom chtéli k P, hledat symetrické rozsifeni, znamenalo by to do jeho defini¢niho oboru zahrnout

néjaky vektor y, ktery patfi do (7), ale do (5) ne, tedy x(0) # 0. Néjaké takové vektory by tedy muselo obsahovat
i hypotetické samosdruzené rozsifeni P, . Ale potom podle (4)

Py x) = G Pry) = il x(x)* x ()15 = =il x(0)|* = 0. (8)

Polopfimka tedy neumoziiuje samosdruzeny operator s pfedpisem odpovidajicim pozorovatelné hybnosti.

Usecka

Obrafme nyni svou pozornost na koneény interval J = (a, b), opét necht % = L2(]).

Operator
Qy+ LA(J) = L)+ () = x(x) ©)
je nyni zcela bez diskuse, protoze je omezeny a tedy hermitovsky. Nic vice k jeho samosdruZzenosti neni tfeba.
Uvazujme
P () > =i (2) (10)
definovany na mnoziné
D(P”) = {y € H'(D| (@) = y(®) = 0}. (1)

Zde jsme jiz, pouceni vysledky z minulé sekce, zvolili v krajnich bodech podminku na nulové hodnoty, aby se
neopakovala situace, Ze P; nebude symetricky. Soucasné jsme pouzili horni index (0), ktery vypovida o tom, ze

ocekavame, Ze sdruzeny operator k P}O) bude néjaky obecnéjsi operator obsahujici P}O) jako vlastni podmnozinu.

Tomu skuteéné je tak:
. 0zZn =~

() = B} 2 By p(0) o —igf (): - DP)) = HI(), 12)

kde P 7 opét znadi ziZeni P}O) na funkce s kompaktnim nosi¢em patticim do (a, b). Argumentace vedouci k tomuto
zavéru je zcela identicka jako v pfipadé odpovidajiciho vysledku (7) na polopfimce a neni tfeba ji opakovat.

Mame tedy operator P}O), ktery je symetricky, a jeho sdruzeni P 7, které symetrické jiz neni, protoze
Pro. ) = (0. Py) = .. = i) Y ()] = i(p(®)* ¥(b) — p(a)* Y (a)), (13)

coz muze byt libovolné ¢islo, pokud o funkcich ¢,  nepozadujeme nulovost v krajnich bodech. Otazkou tedy
je, jestli nelze najit néjaky operator P; dodefinovanim P]O na nékterych vektorech s nenulovymi hodnotami

v krajnich bodech - jehoz sdruzeni bude néjaka cast P 7 — tak, abychom zvétSovanim jednoho a zmensovanim
druhého dosahli shody a tedy operatoru samosdruzeného:

? * * D
PO ¢ Py = pPr e (P0) = by (14)

Pfipomerime jen strucné, ze jde skutecné jen o volbu defini¢niho oboru: vztah P;iy = —iy)” je vynucen P; C P 7.



Podivejme se za timto ti¢elem peclivéji na (13) a dosadme dva stejné vektory, ¢ = . Nuly dosdhneme pouze tak,

ze [y (b)]? = |y(a)|?, tedy vektory, na kterych P}O) ma cenu zkouset dodefinovat, musi tuto podminku spliiovat.
Pfepi$me ji jako

y(a) = €*y(b), a€R (15)
a zkusme k P}O) pridat pravé vsechny takové vektory pro néjaké pevné zvolené a. Ozna¢me
Py: D(Py) = # : y(x) = =iy’ (x),  D(Py) = {y € H' |¢(a) = €*y(b)}. (16)

Jakmile vime, Ze sdruzeny operator k takovému P, je soucasti P 7, dé se jiz hledat mnohem snéaze. Vektor ¢ €
H(J) patii do D(P}) pravé tehdy, kdyz

Yy € D(P): (9. Pay)) = (Pro,¥) = (—ig", ). a7
Ale protoze P, je také podmnozinou P 7, 1 leva strana rovnosti lze psat pomoci derivace a znovu vyuzit
(@, Patp) = (=ig", ) = (@, =it)") = (=ig" . 9) = ... = ilp(x)* Y ()] = ip(®) Y (b) — igp(a)*/(a). (18)
Ovsem o funkcich ¢y € D(P,) nyni vime o néco vic, vztah (15), a ten miZeme dosadit:

9eD(F;) = VY €D(Fy): i) Y(b) —ip(a)" (€“Y(b)) = 0

» . (19)
< Y e D(Fy): (p(b) —e ()" (b) = 0
Ovsem podminka ¢(b) = e *¢(a) je jen jinak zapsané (15) pro ¢, a proto
peD(P;) < @eD(B). (20)

Vysledkem dnes$ni hodiny tedy je, ze zatimco na polopfimce operator hybnosti nelze definovat, na omezeném

. . o o , v 1 . , . . v . (0
intervalu jich nekone¢né mnoho riznych, kazdy za jednu volbu thlu «, je samosdruzenymi rozs§ifenimi P§ ),

Fyzikalni interpretace

Na skute¢nou fyzikalni interpretaci je z naseho pojeti jesté velice brzy, ale néco jiz vime z dfivéjsich semestra
a mizeme se tak ptat, co ziskané zavéry vyjadiuji, prozatim alespon na intuitivni roviné.

Vime, Ze samosdruZenost operatoru je spjata s jeho moznosti zastupovat néjakou fyzikalné pozorovatelnou ve-
licinu, a jeho vlastni vektory jsou spojeny se stavy, pro které tato veli¢ina ma pfesné urcenou hodnotu. Pro
pozorovatelné se spojitym spektrem vlastni vektory neexistuji, ale k vlastnosti Tx = Ax se 1ze alespon asympto-
ticky blizit jednotkovymi vektory ve smyslu |Tx — Ax| — 0 - to je vlastnost viech norméalnich operatoru.

Castice na polopiimce vlastni vektory hybnosti nemiiZe mit v z4dném smyslu (ani zobecnéném), protoze z fyziky
volné castice vime, Ze hybnost je zachovavajici se veli¢inou a takovy stav by si svou hybnost musel zachovavat
ve vSech ¢asech budoucich i minulych. To se ovsem neshoduje s vymezenim pohybu ¢astice na polopfimku.

Jak uvidime zanedlouho, hybnost definovana samosdruzenym operatorem v tomto pfipadé neexistuje, ale jeji
druha mocnina ano. Je tedy mozné mluvit o pozorovatelné P? (co? je imérné energii takové ¢astice), piipadné
jeji odmocniné |P|. Druhé zminéné souvisi s faktem, Ze a¢ konstantni hybnost si ¢astice na polopfimce zachovavat
nemuze, konstantni absolutni hodnotu hybnosti ano, protoZe se na koncovém bodé muze elasticky odrazit.

Otazky souvisejici s definici hybnosti na usecce se opiraji o podobny argument. Operatory P,, ke kterym jsme
dospéli, popisuji stavy Castice, v nichz vlnova funkce v jednom krajnim bodé plynule pokracuje ve druhém (nej-
vyse ziska pii ,preteceni” b — a pevné uréenou dodatenou fazi «). Specidlné pro a = 0 jsme tak konstruktivné
dospéli k pozorovatelné, ktera by byla adekvatni popisu pohybu ¢astice na kruznici. Uvédomme si, Ze ze sta-
vového prostoru samotného toto nelze vy¢ist — L2(S!) a L2({a, b)) jsou izomorfni — toto rozlieni se skute¢né
skryva az ve volbé operatoru, které pfifadime pozorovatelnym veli¢inam.

Pro c¢astici, ktera by skute¢né zila na disecce a na jejich krajich se odrazela, bychom operator hybnosti nezava-
déli. Tim, Ze viibec vyZzadujeme, aby zavedeny byl, skrz rovnici (15) jejim vlastnim vektortim, potazmo vlastnim
vektorim energie apod., a tak celému uvazovanému systému, periodickou okrajovou podminku vtiskneme.



Tenzorovy soudin prostord a operatort

Tenzorovy soudin zavedeme pro Hilbertovy prostory. Tenzorovym soucinem #; a #, rozumime prostor
ozn

H = I\ Q H,, doprovazeny zobrazenim ® : #| x #5 — F, ktery splituje vlastnosti:

- mnozina {x ® y|x € Z,y € #,} je v ¥ totalni (tj. uzdvérem jejiho linearniho obalu je celé %),

« skalarnim sou¢inem (u ® x,v ® y), kde u,v € #, x,y € #>, je soutin (u, v)%1 (x, y)%.
Ve volbé konkrétni konstrukce prostoru # a vektorového zobrazeni ® existuje velka volnost. Jednou z oblibe-
nych definic je brat # jako prostor bilinearnich forem nad #; a #,: to zobeciiuje Rieszovo lemma, Ze prostor
linearnich forem nad # je izomorfni 7 samotnému. V B-E-H 4.6 najdete jinou definici, kdy se buduje vektorovy
prostor linearnich kombinaci abstraktnich dvojic (x, y), které jsou brané za vzajemné linearné nezavislé, a fak-
torizuje se podprostorem, ktery identifikuje vSechny dvojice tvaru [¥; o;x;, X; Bjy;l s X j %, y;]. Podstatné
je védeét, ze

« realizace tenzorového soucinu existuje pro kazdou dvojici #;, # alespon jedna (tj. axiomy lze splnit),

« pro libovolné dvé realizace existuje izomorfizmus, ktery mezi nimi vysledky x ® y prevadi.

Z4dné tvrzeni, se kterym se kdy setkdme, nezavisi na formé této realizace. Budeme proto svobodné pouZivat
oznaceni '} ® #», x ® y vidy pro jednu konkrétni realizaci, adekvatni aktualni situaci.

Priklady

« Tenzorovy souéin kone¢nérozmérnych prostors C™, C" je dimenze m - n a tedy izomorfni C™. Axiomy
tenzorového soucinu splnuje napriklad Kroneckertav soucin

®k: C" @k C" = C™": (a, ..., o) ®K (Brs oo fo) = (1 fr. a1 oo s 1 oy Pt st Br), (1)
mizeme tedy ve smyslu minulého odstavce brat C" ® C" = C"™ a ® = Q.

« Tenzorovy soucin dvou Lebesgueovych prostort #; = L*(X, du) a #, = L*(Y, dv) lze realizovat jako
prostor funkei L2(X x Y, d(u ® v)), tenzorovy soucin vektorit bude piedstavovan

(f ® &)(x,y) = f(x)g(y). (2)
Konkrétné pro Lebesgueovu miru nad R? (¢i podoblastmi): L2(R™, dx) ® L2(R?, dy) = L2(R™™", dx dy).

« Tenzorovy souéin prostoru L2(X, dy) s koneé¢nérozmérnym prostorem C" je prostor funkei zobrazujicich
z X to C", spliiyjicich

fel’X,dp®C" < J £ (0|2 dp < oo. (3)
X
Oznacujeme L?(X,C", dy); pro Lebesgueovu miru postaéi L2(X, C").

« Ciselné téleso (v nasem kontextu C), brané jako jednorozmérny Hilbertfv prostor, je v tenzorovém soudinu
jednotkou: tenzorovy soucin libovolného prostoru # s prostorem C je opét # . Tenzorovy soudin x € #
s vektorem a € C je jednoduse ax.

Tenzorovy soucin bazi

Jestlize oznacime (ex)k<dim 9, re€SP- (fi)i<dim 7, n€jaké ortonormalni baze prostortt #, resp. #,, pak mnozina
{er ® filk < dim #y,1 < dim #,} (4)

je ortonormalni bazi tenzorového soudinu # = # @7, (ve formulaci pro spocetnérozmérné prostory véta 4.6.5).
O takto vzniklé bazi mluvime jako o tenzorovém soucinu bazi (ex)k<dim 7, @ (f)i<dim 7,-

Dusledek tohoto poznatku je, Ze tenzorovy soudin separabilnich prostort je opét separabilni, protoZe mohutnost
vzniklé béaze (4) je sou¢inem mohutnosti {e;} a { f;} a pokud jsou obé koneéné nebo spocetné, plati totéz i pro (4).



Tenzorovy soucin podprostora #

Jakmile je dan vyznam tenzorovému soudinu prostori, mizeme se bavit o tenzorovém souéinu jejich podprostori
G; C #1, Gy C 5 jakozto néjakého podprostoru #; @ 7.

Provedeme to ve dvou krocich: nejprve zavedeme ,algebraicky tenzorovy souéin® G; ® G, jako linearni obal
tenzorovych soucint vektord z G; a G,, tedy mnozinu vSech konecnych linearnich kombinaci takovych vektora.
Pak nad touto konstrukci u¢inime uzavér. Lze se totiz presvédéit, Ze vyraz

G wG, (5)

spliiuje kritéria pfedepsana axiomy tenzorového soudinu pouzitymi na CTl a CTZ, coZ opraviiuje oznaceni
G ®G, =G ®G,. (6)
Pokud G; i G, jsou uzaviené podprostory 7, resp. 5, pak jejich tenzorovy souéin je uzavérem jejich algebraic-

kého tenzorového soudinu ® — netieba délat uzavér na druhé strané podruhé.

Tento rozdil mezi @ a ® je dilezity. V nekonecné dimenzi kone¢nymi linedrnimi kombinacemi sou¢int vektorti
z uzavienych podprostorit G; ; nedosdhneme na cely tenzorovy soucin G; ® G,, dostaneme jen néjaky jeho
neuzavieny podprostor. Ostatné za G; ; miizeme zvolit celé prostory 7 ,. Za ptiklad si vezméme # = #» =
G, = G, = L2(R). Jak jsme stanovili vy3e, G; ® G, = %) ® #; = L*(R?), ale G; ® G, je tvoien jen funkcemi,
které jsou linedrnimi kombinacemi kone¢né mnoha funkci faktorizovaného tvaru f(x)g;(y). Napfiklad funkce
1/(x? + y* + 1) patii do prvni mnoziny, ale do druhé ne.

Tenzorovy soucin operatori

Dulezitost uzavéru se projevi zejména na tenzorovém soucinu operatoru. Je pfirozené tenzorovy produkt ope-
ratort Ay € L (), Ay € L () hledat pomoci linearniho rozsifeni defini¢niho vztahu

Alx® y) = (A1x) ® (Az). (7)

To nés ovsem dovede pouze k operatoru s definiénim oborem D(A;) ® D(Aj,), ktery bychom oznadili A; ® Aj.
Pokud operatory A; , byly uzavfené, totéz nebude automaticky platit pro A; @ A, a pro mnoho aplikaci bude
potfeba uvazovat

Al ® A=A ¥ A, (8)
pouzivat i limitni argumenty, najit, které prvky D(A;) ® D(A,) do jeho defini¢niho oboru patfit budou a pro
které limita neexistuje apod. Pokud si ji 1ze uSetfit a pracovat néjakym zplisobem s A; ® A, je to vzdy vyhodné.

Poznamka. Znaceni, které zde zavadime, je védomé a zamérné odlisné od B-E-H - viz poznamka 7.6.1.
Zvlastni ptipad tvori tenzorovy souéin operatori, které jsou omezené. Plati totiz

Lemma (5.7.1). Necht B; € B(#)), B, € B(H,). Pak operator B; ® B, je omezeny s normou |B; ® B,| <
IB B

Takto vznikly operator definovany na #| © 75, které je hustou podmnozinou %, ma jednoznac¢né rozsireni
na omezeny operator na celém # = #| ® ¥, stejné normy (véta o spojitém rozsifeni). Existence jednozna¢né
limity je tedy zarucena v kazdém bodé. Navic nerovnost norem z tvrzeni lemmatu lze posilit na rovnost:

|B1 ® B = [B1][Bsl, ©)
protoZe snadno ziskame i opa¢nou nerovnost:
IBi@ Byl = sup [(B;@By)z| > sup [(B; @ By)(x ®y)| = sup [Bix|- sup |Byy| =[Bil|B].  (10)

Z2€EH 10K 5 X€H\, yeH, xe€H, VeI,
lzl=1 [xl=lyl=1 Ix=1 [yl=1



Pro omezené operatory pomérné trivialné plati (5.7.3 — 5.7.5):

1. (aBy + By) ® By = a(By ® Bs) + (B, ® B3), By ® (aBy + Bs) = (B, ® By) + (B; ® B3),
2. (B1By) ® (B3By) = (B; ® B3)(B; ® By),

3. (B ® B,)* = B} ® B,

4. jsou-li By, B, regularni, potom je regularni i B; ® B, a plati (B; ® B,)™' = B;! ® B, !,

5. jsou-li operatory B;, B, normélni, resp. unitarni, resp. hermitovské, resp. projektory, pak i operator B; ® B,
je normalni, resp. unitarni, resp. hermitovsky, resp. projektor.

Pro neomezené operatory do diskuse vstupuje i jejich defini¢ni obor a mnohdy je jednodussi se zabyvat pouze
®. Ustanovime jistou podmnozinu pravidel vyse platnych pro néj.

Bilinearita (1) tenzorového soucinu zlstava pro ® v platnosti, ale je potfeba upravit pravidlo pro soucin ve
slozkach (2, oboji viz 7.6.4). MiZe se stat, Ze vynasobenim operandu pied provedenim tenzorového soucinu
snizime defini¢ni obor:

(1T2) © (T3Ty) < (T1 @ T3)(T; © Ty), (11)

rovnost plati jen ve zvlastnich pfipadech. Zeslabi se také tvrzeni 3. Nastésti alespon plati, ze jsou-li Ty, T, husté
definovany, je husté definovan i T} & T, a ma tedy sdruZeny operator. Pro néj plati (7.6.2):

c (ML) DTy 15,

« jestlize T 5 lze uzavfit, je uzaviratelny i Ty @ T, a plati T; ® T D Tl ® 772

Pro prvni tvrzeni uvazujme (pgk) € D(TY), (ng) € D(Ty) a linearni kombinaci
_ Z (k) (k) * *\ _ * *
0= P ®@y € D(TY) 0 D(Ty) = D(T{ ® Ty), K €N. (12)
k<K

Potom podobné

W eDToTy). =Y 9 @y, JeN:

J<J
k k i j
TN =Y Y 6P e (1 o TG @ )
j<J k<K
k j k j « (k j « (k i
=Y Y @, 1y 6P, 1) = 33 (110, y 15080, )
j<J k<K Jj<J k<K
« (k « (k j j « (k « (k j j
=3 3 (116" @ T30,y @ 9 = (Z(n oP @ T, Y wé”))
j<J k<K Ji<J k<K
=(y), kden= Y (TP @ Te8?) = (I} 0 T))o.

i<J

(13)

Tim jsme oviem z definice ukazali, Ze takové ¢ je prvkem D((T; ® T,)*) a ze hodnota (T} ® T)*¢ je pro néj rovna
(T7 © T;)p, coz znamenad Ty @ Ty C (T ® Ty)™.

Uzaviratelnost T; ® T, plyne z toho, Ze jeho sdruZeny operator (T} ® T,)* je husté definovany, pak T; ¥ T, =

(T; @ T,)™". Husta definovanost (T; @ T)" plyne z toho, Ze je nadmnozinou Ty @ T;, ktery jiz sam je husté

definovany. Inkluze z nageho tvrzeni se pak ukaze pfimo z definic: x € D(T}), y € D(T,) pravé tehdy, kdyz
A(x)n<e € D(T1): x, = x, Tyx, = u, pfiemz Tix=u (14)

a podobné pro y,v = D(Y_'z)y. Odsud ovsem plyne také

%0y, = x®y, (T19T)(%,®y,) > u®v = xQy € D(T;®T,), (T19T)(x®y) = u®v = (7_"1Q9f2)(x®y). (15)



vlastnost 5 preformulovana pro samosdruZzenost: jsou-li operatory Ty, T v podstaté samosdruzené, pak Ty & T,
je v podstaté samosdruzeny (a tedy T; ® T, samosdruzeny). Toto se vSak dokazuje az prostfedky spektralniho
rozkladu (10.8.2).

Poznamka. VSechno zavedené znaceni a poznatky maji pfimocaré zobecnéni na tenzorovy souéin konecné mnoha
prostort, vektort, bazi, operatort.

Priklad

Jako piiklad rozdilu mezi rozdily v zakladnich vlastnostech T; ® T, a T; ® T, volme opét #; = %, = L*(R), za T,
volme operator hybnosti P a za T, jednotkovy operator — operace zahrnujici jednotkovy operator jsou zpravidla
velmi jednoduché, ale zde jiz staci pro demonstraci zdkladni myslenky.

Operator P @ I je definovan pro linearni kombinace funkei f; € H'(R) s libovolnymi g; € L2(R). Jeho predpis zni
jednoduse

(PI) (Z a4fi ® gi) =Y a(-if) ® g (16)
i i

Na druhou stranu pro operator P ® I musime najit vSechny limity funkeci takovéhoto tvaru, pro které i prava
strana konverguje ke stejné hodnoté nezavisle na limitni posloupnosti vlevo. Do jeho defini¢niho oboru, ktery
se nebudeme pokouset popsat mnozinové, bude tedy patfit i fada dal$ich funkci, napfiklad (ovSsem ne pouze)
vsechny funkce z H!(R?). Na né se d4 ukazat (pomoci nastrojti, které zatim nemame), ze bude pusobit jako

parcialni derivace podle x:

P®I: F(x,y) € HY(R?) %(x, y) (17)

Co tim chceme ukazat, Ze pro vypocet aplikace tohoto operatoru na obecny vektor jiz nestaéi, narozdil od P& I,
,umét* pouzivat zvlast P na H'(R) a I na L?(R): pro jeho vypocet je potieba novy druh matematické operace,
pfirozeny az na prostoru funkci dvou proménnych, parcialni derivace misto totalni!

Takovyto tvar (a jeho zobecnéni na souéin n operatord, z nichz jeden je P a ostatni I) maji operatory slozek hyb-
nosti pro ¢astice ve vicerozmérném prostoru. Sestavovani jejich plného definiéniho oboru se vyhneme tim, zZe
budeme uvazovat néjaké jednodussi obory, v zzeni na néz si operator hybnosti zachova podstatnou samosdru-
zenost, ktera je pro argumenty zahrnujici tenzorovy soucin (a mnohé jiné) podstatné jednodussi, viz posledni
poucka zminéna v hlavnim textu. Pro vypocty, kde bychom defini¢ni obor potiebovali (napiiklad pro uréeni
spektra operatoru, které pro neuzavieny operator ztraci jakoukoli informaéni hodnotu), pfedstavime nastroje,
které budou schopny pracovat i s operatory v podstaté samosdruzenymi.



Operatory nasobeni funkci

Operator polohy, kterym jsme se zabyvali v riznych situacich (na pfimce, polopiimce, useéce, na cviCeni na
diskrétni mnoziné Z, prostfednictvim tenzorového soucinu na R") vdééi za mnoho ze svych vlastnosti skuteé-
nosti, Ze se jedna o zvlastni ptipad operatoru nasobeni funkci. V této prednasce si predstavime tento zastfesujici
koncept.

Pro dosaZeni co nejvétsi obecnosti operatory nasobeni uvazujeme na obecnych méftitelnych prostorech (X, ).
V souladu s ucebnici budeme uvazovat takové prostory, jejichZ mira y je o-koneéna, coz znamena, Ze prostor
X lze psét jako spocetné sjednoceni mnozin M, kone¢nych mér u(M,). Uvolnéni tohoto pozadavku je v mnoha
budoucich pfipadech mozné, ale a) by se jednalo jen o nahrazeni slabsim, avsak stale omezujicim pozadavkem
tzv. lokalizovatelnosti a b) to nestoji za pfidanou praci.

Necht tedy # = L*(X, dy) se o-koneénou mirou p a bud f: X — C méfitelna funkce. Operatorem nasobeni
funkci f na % nazveme

Tp: D(Tf) > % = y(x) = fG)Y(x), D(Ty) = {lﬁ exX ‘ fy e, . JX £GP ()l du(x) < oof. (1)

Kazdy takovy operéator je zfejmé linearni. Husté definovany je rovnéz, protoze k obecnému vektoru ¢ € # se
Ize blizit z4Zenimi @y, na mnoziny
My ={x € X||f()l <n}. ()

Tato patiido D(Ty), protoze faktor f(x) je namnoZzinach M, omezeny a protoZe jejich sjednocenim je X. Podobné
se ukaze, ze Ty = Ty prave tehdy, kdyz f = g: zavedme

N, ={xe X||x| <nnal|f(x)| <nnalgx)| <n}. (3)

Charakteristické funkce yy; patii do defini¢niho oboru T a T, a norma vektoru (T — Tg) xn;, je rovna L%-normé
zazeni (f — g)xn,, kterda mtze pro viechna N, byt nulové jen pro dvé shodné funkce.

Dulezité pozorovani je, ze sdruzenym operatorem k T je T; = Ty+. Ukazeme to ve zkratce konstruktivné. Vektor

@ € X pro nalezitost do D(T]’f) musi splriovat

We: Y eDTp): (0. Tp) = (n.9) 4

Pouzijeme analogii odvozeni, jaké jsme pouzili v piipadé operatoru Q. Pouze namisto kompaktnich intervali K
nyni volime mnoziny M, zadefinované v (2). Plati tedy s pevnym n

% 3.9 € D(T}) = 3 € 7 Wg € D(T)), supp Yoy My (. Tyian) = (1Y)
o 3ex: vy e DTY): JM,, (pG)" F) — 1)) Y(x) dp) ©)
o Iy e I o(x)f(x)" —n(x) = 0 s.v. na M,
a z obecnosti n a vlastnosti |, M, = X

H>pc€ D(TJ’?) =>IeZ: p(x)f(x)* —n(x) =0sv.na X

* * * (6)
e NfloeZ, (Tre)x)=n(x)= f(x)p(x).
Opacna implikace
¢ € D(Ty+) = ¢ € D(Tp), Tro = f*o )
je vyjadfenim snadné rovnosti
Vo € D(Ty+), ¥y € D(Ty): (9. Tpy) = (T, ). (®)



Zakladni vlastnosti

O operatorech Ty lze jiz na zékladé téchto poznatka fici prekvapivé silné zavéry:

« Prokazdé f je Ty € Ln(#) (C L(H)),
« Ty je samosdruzeny pravé tehdy, kdyz f(x) € R skoro vSude na X,
« Ty je omezeny pravé tehdy, kdyz f € L¥(X, du), a tehdy [T¢] = | f]eo-

« Tpag DT £ Ty, Tpg D TfT,, Tfl existuje a je roven Ty /¢, pokud f(x) # 0 s.v. na X.

Prvni z tvrzeni se opira o skutecnost, ze Tf je sam sdruzenim T]’E , coz zaruCuje jeho uzavienost, a o formulaci
normality ve formé |Ty/| = |T*¢|. Plati totiz pomérné zfejmé D(T¢+) = D(Tf) a

Iy = L FC PR dpx) = jx FEORWGR dutx) = L FCWP du) = Tl ©)

SamosdruZenost je dana skute¢nosti T}’ =Tp a f(x) = f(x)* s.v. na X. Omezenost lze dokazat z patfi¢nych
definic a vlastnosti L-integrace dvojici implikaci, jak je udélano na konci ptikladu 7.3.3. Dalsi vlastnosti plynou
piimocate z pfedpisu akce T na vektor; jediné upozornéni opét je, Ze defini¢ni obor Ty, e ¢i Tr, mize byt vétsi
nez souctu, rozdilu ¢i soucinu operatort, protoze a¢ predpis ma stejny, neklade podminky na mezikroky na
pravych stranach inkluzi.

Spektrum T

Zaveér, ze Ty je bez potieby jakéhokoli dalsiho ovérovani normalni a pro realné funkce pfimo samosdruzeny, je
velice prakticky. Vsechny predchozi vysledky o operatorech polohy mtizeme odvodit i odsud pouzitim L2(R, dx),
L%((0, +00), dx), L?({a, b), dx), L>(R", dx) a funkce f(x) = x, resp. f(x) = x; v poslednim piipadé. A skute¢na
sila se projevi, kdyz si uvédomime diasledky moznosti volby jiné funkce ¢i jiného prostoru.

V podobné obecnosti dokazeme rici i vice, a to kompletné charakterizovat spektrum T. To se shoduje s takzva-
nym esencidlnim oborem hodnot funkce f, definovanym

RES) = {4 € €| u(f 7 W) = 0,Ye > 0}. (10)

Tedy A € C patfi do esencialniho oboru hodnot, nabyva-li f(x) hodnoty A nebo jejiho libovolné malého okoli na
mnoziné, kterd neni y-nulova v X.

V piipadé Lebesgueovy miry do Regs po Cdstech spojité funkce f patii cely jeji obor hodnot, navic v uzavéru,
protoZe i pfipadné hodnoty A, ke kterym se f(x) blizi, ale nedosahne jich, spliiuji podminku formulovanou
pomoci okoli U, (A). Pokud funkce f spojita neni, ale po ¢astech spojité funkci se rovna skoro viude, pak odchylky
od ni na mnoZziné miry 0 se v Reg(f) neprojevi.

V ptipadé obecnéjsi miry se ale muze stat, Ze néjaky cely interval ma pfifazenu miru nula a RE’S‘Q (f) tak ignoruje
hodnoty f(x) na celé této mnoziné. Naopak, samostatné body jakozto mnoziny {x;} mohou mit u({x;}) nenulovou
(takovym fikame diskrétni body miry p) a esencialni obor hodnot potom obsahuje hodnotu f(x;) v téchto bodech,
narozdil od Lebesgueovy miry, kde bodova zména nikdy neni podstatna.

Zvlastni pozornost vénujme tzv. pocitaci mire pount, ktera funguje tak, ze mnoziné M C X prifadi pocet prvka,
je-li kone¢na, a oo jinak. Tato mira existuje na libovolném X, ale pouze na nejvyse spocetnych oborech X je
o-koneéna. V této situaci je L2(X, fieount) totéZ, co prostor koneénych nebo spocetnych posloupnosti £2(X), mé-
fiteln4 je kazda funkce (posloupnost) s a operator T se chova jako operator nasobeni posloupnosti posloupnosti
po bodech. Do této kategorie patii mimo jiné operator polohy na diskretizovaném prostoru Qy ze cviceni.

Tvrzeni o spektru je dobrym procvic¢enim zakladnich postupti platnych pro normalni operatory a proto si jej
dokazeme.



Véta (7.3.8). Necht (X, p) je méfitelny prostor se o-kone¢nou mirou, necht f: X — C je y-méfitelna, oznaéme
T operator nasobeni funkei f na # = L%(X, dy). Potom

o(Ty) = RE(P). 1)

Diikaz. Pripometime, Ze pro normalni operatory — kterym Ty vime, Ze je — plati

Aeo(l) e B cD@): (n<w:|xl=1)aTx, >0 < —dc>0:VxeDT): |Tx— Ax| > c|x].

(12)
Rovnost ukazeme tak, ze z A € R((elsg plyne A € o(Ty) a z negace plyne negace.
=: Necht 1 € RE’S‘Q, pro € > 0 volme
1 _
Yolx) = @), M, = U, (13)
H(M)

Pak trivialné || = 1, ale pfitom na M, je |f(x) — A| < ¢ a odsud takeé [Ty — Ay| < e

<: Necht 1 ¢ Rgélg, volme ¢ takové, Ze u(M,) = 0. Protoze mnozina M, je p-nulova, integral pfes X se rovna
integralu pfes x\ M,. Ov§em na této mnoziné | f(x)—A| > ¢. MiZeme proto odhadnout pro kazdé y € D(Ty)

ITey = W2 = JX\M G = AP O dp > € JX Yol du(x) = e2lyI, (14)

takze plati negace pravé strany (12) pro ¢ = &2 O

S touto teorii nejen operatory polohy zastfesime, ale dozvime se jejich spektrum, které jsme dosud neméli vy-
Setfeno. Prostym dosazenim f(x) = x, pfipadné slozky x, snadno najdeme esencialni obory hodnot

@ =R Q) =(0,0), o@)=/) oI®.00®.8)=R (15)

Spektralni reprezentace

Operatory nasobeni funkci jsou dilezité v mnoha ohledech pro svou podstatu samy o sobé (naptiklad jako po-
zorovatelné potencialni energie ¢astice v potencialnim poli V(x)). Hraji ale dalsi podstatnou roli jako nejblizsi
analogie diagonalnich operatorii z maticové linearni algebry. Nasledujici véta, kterou dokazovat nebudeme, uka-
zuje, co v tomto duchu odpovida diagonalizaci hermitovské matice na prostorech nekoneéné (avsak spocetné)
dimenze.

Véta (10.9.7). Necht A je samosdruZzeny operator na separabilnim Hilbertové prostoru. Pak existuje

« prostor (X, i) s kone¢nou mirou,
» méfitelna funkce f: X - Ra

« izomorfizmus W: % — L2(X, dy)
takové, Ze A = W_leW.

Véta ma zobecnéni i na prostory # libovolné dimenze, ale pfipomefme, Ze v nasi definici Ty separabilita
vystupuje skrz pouziti o-kone¢né miry — to vyfazuje z Gvahy nase modelové nespocetnérozmérné prostory

2(X),|X| > R¢, museli bychom nejprve rozsitit jeho definici.
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Unitarni ekvivalence (nestihlo se — zahajime ji v utery)

Rovnost tvaru A = W_leW je ptikladem mnohem obecnéjsiho konceptu unitarni ekvivalence dvou operatoru.
Casto se s ni setkame i v ptipadé, kdy izomorfizmus W nahrazuje unitarni operator U — mluvili bychom tedy
o unitarni ekvivalenci dvou operatorti T, S na stejném prostoru # . Unitarni ekvivalence je vskutku ekvivalence
jakozto relace. Prakticky vSechny podstatné vlastnosti, které o jednom z operatorts miizeme védét, se na druhy
pienaseji. Necht T = USU ™!, potom (7.4.10 a odkazy tamtéz)

« je-li S husté definovany, je husté definovany i T a plati T* = US*U ™!,
« je-li S uzaviratelny, je T také a T=USU"!,

« je-li S invertibilni, je invertibilni i T a plati T~! = US~!U ™,

« je-li S omezeny, je omezeny i T a ma stejnou normu,

« podobné je-li S uzavieny / ., / normalni / unitarni / symetricky / pozitivni / samosdruzeny / v podstaté
samosdruzeny / ma ¢isté bodové spektrum, tuto vlastnost ma i T,

« spektra operator S a T jsou si rovna v¢etné jejich rozdéleni na o), o, a o, a vlastni hodnoty maji stejné
néasobnosti pro S a T; pro kompaktni operatory se také shoduji singularni hodnoty a kazda || ,-norma.

Tento seznam budeme pfilezitostné i rozsifovat, kdyz se sezndmime s néjakou novou charakteristikou operatoru.
Prozatim je dobré védét, Ze unitarni ekvivalenci se prenaseji napfiklad vSechny vlastnosti T¢ s realnou f, jak jsme
je poznali dnes, na samosdruzené operatory, a naopak, libovolny samosdruzeny operator lze v principu popsat
jako unitarni ekvivalent néjakého operatoru tvaru Ty, jehoZ vlastnosti jsou jednoduché. OvSem to, jak spekt-
ralni reprezentaci hledat, nijak snadna otazka neni, proto tato metoda zistane pro nase ucely spiSe v repertoaru
nastroju pro nekonstruktivni dikazy.



Ziskavani novych samosdruzenych operatora

Po pomérné diukladném sezndmeni s operatory polohy a hybnosti zaméfime svou pozornost na obecnéjsi tfidy
pozorovatelnych. Vzhledem k volnosti, jakou disponuje napfiklad sama definice energie, nema smysl zabyvat se
kazdym moZnym operatorem zvlast a bude potfeba nékolik nastroji obecnéjsi platnosti pro ziskavani novych
samosdruzenych operatort ze znamych ptipadi. To bude téma nékolika pfistich hodin.

Jako prvni takovou metodu si pfedstavime, jak k symetrickym operatortim hledat rozsifeni, ktera jsou samosdru-
zena. NezZ se k tomu dopracujeme, budeme si potfebovat pfipravit nékolik jednoduchych zavéra ze spektralni
teorie normélnich, symetrickych a samosdruzenych operatori.

Normalni operatory, rezidualni spektrum, oblast regularity

Definice. Necht T je uzavfeny linearni operator na # . Jeho oblasti regularity nazveme mnozinu
a(T):={A € ClIc>0:VYx e D(T): |Tx — Ax| > c|x|}. (1)

Upozornéni na nazvoslovi: Nezaménujte ,prvky oblasti regularity T“ a ,regularni hodnoty T“. MnoZina regu-
larnich hodnot operatoru je jeho rezolventni mnozina p(T), ktera obecné neni totéz, co n(T). Pfipomenime:

Definice. Regularni hodnotou uzavieného linearniho operatoru T nazyvame kazdé A € C, pro néz (T — AI)™?
je omezeny operator na # . Rezolventni mnozina p(T) = C\ o(T) je pak mnozinou v§ech regularnich hodnot T.

Vztah mezi obéma koncepty je takovy, ze kazda regularni hodnota do oblasti regularity patfi — staci si uvédomit
Vxe¥: |(T—-AD'x| <|T—-All|lx] e VyeRan(T—-A"'=D(T—-AD:|y|<|T- ATy~ Ay|
1
o VyeD(D):|Ty—2ay| > Ivl; (2)
IT — A1l
———

=:C

opak v$ak nemusi byt pravdou. Podminka (1) implikuje, Ze T — Al je invertibilni operator, ale pro splnéni (T —
A~ € B(H) by jesté jeho obor hodnot musel byt %, o némz (1) nic netvrdi. Miize tedy bod A € C piesto byt
bodem spektra, konkrétné rezidualniho spektra, jak se pfesvéd¢ime.

Dokazeme si za timto Gcelem, Ze pro uzaviené T podminka (1) implikuje, Ze Ran (T — AI) je uzavieny podprostor
— pravidlo, které se bude hodit vicekrat. Necht (y,)n<,, je posloupnost vektort z Ran (T — AI) a x;, jejich vzory
pii T — AL Pokud nyni (y,) konverguje k néjakému y € %, musi posloupnost (x,,) konvergovat také, protoze jeji
Bolzano-Cauchyova podminka plyne ze stejné vlastnosti (y,) a nerovnosti (1). Z podminek

lim x, = x, lim y, = lim (T~ ADx, =y 3)
v$ak uzavienost operatoru T jiz dava x € D(T — AI), y € Ran (T — Al), tedy Ran (T — AI) je uzavteny.
Odsud jiz je zfejmé, ze v ptipadé A € (T) \ p(T) je splnéna podminka A € ¢,(T)

Ran (T — AI) = Ran (T — AI) = 7. (4)

MuzZeme tedy shrnout (pro uzaviené operatory)

m(T) 2 p(T),  m(T)\ p(T) C ox(D). )

Pro ptiklad zminéné situace mizeme volit operator pravého posunuti
Se BN) > E(N): (1, %3, x3,.) > (0,1, %, .. ©)

V ném pro libovolné x € 2(N) plati |S, x| = |x|, takze 0 € 7(S,), ale obor hodnot S, = S, — 0I je pouze
uzavieny podprostor G, posloupnosti za¢inajicich nulou. S;! je omezenym operatorem, ale pouze z Gy do %,
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takze S;! ¢ B(%). Hodnota A = 0 je tedy prvkem oblasti regularity, ktery neni regularni hodnotou, a jedna se
o bod rezidualniho spektra S, .

Rozdil mezi oblasti regularity a rezolventni mnozinou se stira pro normalni operatory (omezené i neomezené),
coz pfimo souvisi s faktem, Ze jejich rezidualni spektrum je prazdné.

Spektrum samosdruzeného operatoru, kritérium samosdruzenosti

SamosdruZeny operator A je normalni z definice. Pomoci rovnosti mezi p(A) a 7(A) snadno dokazeme, Ze spek-
trum A je podmnozinou realné osy. Pro imaginarni ¢islo A = x + iy totiz plati

vy € D(A): [AY = WP = (AY — xy — iyy, AY = xi) — ipy) = |AY — xyI? — iy(AY. ¥) +iy(y, AY) + Y2 Iy I
> Y2yl

coz je postacujici pro A € 7(T) = A € p(T) = A ¢ o(T).

(7)

Dokazeme odsud takzvané kritérium samosdruzZenosti symetrickych operatoru.
Véta (7.3.10). Necht A je symetricky operator, potom nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
I. A je samosdruzeny,
II. A jeuzavieny a Ker (A — AI)* = Ker (A — A*I)* = {0} pro néjaké A € C\ R,
III. Ran (A — AI) = Ran (A — A*I) = # pro stejnou volbu A.

Poznamka: obvykle se tato formulace potka s A = i, tedy Ker (A +iI)*, Ran (A + iI).
Tuto dilezitou poucku si dokazeme.

I = II: Pro samosdruzeny A plati (A — AI)* = A — A*I. Pokud ma neprazdné jadro, pak hodnota A* je prvkem
bodového spektra A, coz je spor s 0(A) C R.

I = II: Pro vSechny husté definované operatory (< predpoklad symetrie) plati
Ran (A — A*I) = (Ker (A — AI)*)". ®)

Pro A imaginarni je z predpokladu prava strana rovna & a zbyva se presvédcit, Ze mezi Ran (A — A*1)
a jeho uzavérem neni (pro takova A) rozdil. OvSem pokud y = ImA # 0, pak pro symetricky operator
stejné jako v rovnici (7) ziskame spodni odhad pro |(A — A*I)y| tvaru y?|¢|, A je prvkem 7z(A), a tehdy
jsme se piesvédcéili vyse, ze Ran (A — A*I) je vskutku uzavienym podprostorem.

Il = 1. A je z pfedpokladu symetricky a tedy A C A*, zbyva ukézat, Ze defini¢ni obor A* neni vétsi nez D(A).
Necht tedy y € D(A*). Z predpokladu IIT je Ran (A — AI) = #, tedy ke kazdému z € # existuje x € D(A)
tak, ze z = Ax — Ax. Takové x naleznéme pro z = A*y — Ay. Vektory x a y tedy soucasné splfiuji

A'x—Ax=A"y -y =z, )
kde se vyuzilo symetrie A pro A*x = Ax. Rozdil y — x je tedy prvkem jadra A* — Al ale
Ker (A* — AI) = (Ran (A — A*D))", (10)

coZ z podminky Il je prazdny prostor. Takze vektor y, ktery jsme volili z D(A*), je roven vektoru x € D(A),
jinymi slovy, D(A*) = D(A).

Tim je dikaz dokoncen.



Spektrum symetrického operatoru

Nerovnost (7) vyuziva pouze symetri¢nosti A, takze plati nejen pro samosdruzené, ale i vSechny symetrické
operatory. Je tedy pro kazdé A € &
C\R C 7(A). (1)

Mnozina 7(A) pfitom muze byt vétsi, zejména pro zespoda omezené operatory mame

W, AY) > mly|>, ¥y € D(A) =  (—oco,m) C n(A) (12)

aanalogicky zavér plati pro omezeni shora. (Pro tuto inkluzi porovnejte nerovnost pro (¢, (A—A)y) z ptedpokladu
s Cauchy-Schwarzovou nerovnosti pro stejny vyraz.)

Pro neuzavreny symetricky operator je otazka spektra trivialni, spektrum libovolného neuzavieného operatoru
je cely prostor C. Na druhou stranu kazdy symetricky operator ma uzavér, ktery je rovnéz symetricky.

Pro uzavreny symetricky operator diky inkluzi (5) vime, Ze jeho bodové a spojité spektrum se bude odehravat
na realné ose (pfipadné na jeji podmnoziné dané spodni a horni mezi, pokud je néktera konecna), ale rezidualni
spektrum muze zasahovat i mimo ni. Lze v8ak najit mnohem silnéjsi obecny zavér.

Pfipomeneme si vétu 7.3.10, kterd — mimo jiné - fika, Ze operator A je samosdruzeny pravé tehdy, pokud je
uzavfeny a existuji néjaka A, A* € C \'R, pro néz jadra (A — AI)*, (A — A*I)” jsou prazdna. Jinymi slovy, pokud

31 € C\R: dimKer (A — AI)* = dimKer (A — A*I)* = 0. (13)
Tuto podminku mtZeme i bez operatorového sdruzeni jako
31 € C\R: dim (Ran (A — AI))* = dim (Ran (A — A*I))* = 0. (14)
Vystupujici prostor (Ran (A — AI))* se nazyvéa defektnim prostorem operatoru A vzhledem k hodnoté A.
Toto kritérium doplnime o zcela klicovou informaci:
Véta (8.1.2). Hodnota dim (Ran (A — AI))! je na kazdé komponenté souvislosti mnoziny (A) konstantni.

Za takové komponenty souvislosti Ize volit C, a C_. Lze tedy mluvit o spole¢né hodnoté dim (Ran (A — AI))*
pro vsechna A € C,Im A > 0 (C,), resp. vSechna A € C,Im A < 0 (C_). Tyto hodnoty se nazyvaji indexy defektu
symetrického operatoru A a znadi se tradi¢né n_(A), resp. n, (A) podle znaménka Im A* namisto Im A. V literatufe
se totiz setkavame s volbou A = i a potom

ny(A) = dim Ker (A” +iI). (15)

Pro obecny symetricky operator se jedna o dvé cela nezaporna (Cisla, piipadné néktery nekoneény kardinal.
Pokud A disponuje horni nebo spodni omezenosti, pak diky (12) existuje v 7(A) také kiivka spojujici C, s C_ a
indexy defektu jsou automaticky dvé stejna ¢isla.

Poznamka: V literatufe neni tolik obvyklé rozliSovat mezi nekone¢nymi kardinalitami a nekoneéné indexy de-
fektu se potom souhrnné oznacuji symbolem oo. Pro separabilni prostory mohou kazdopadné nabyvat jen jedné
nekone¢né hodnoty .

Pokud néktery z indext1 defektu je nulovy, potom Ran (A — AI) je cely prostor # pro vsechna A z odpovidajici
komplexni poloroviny. To je spolu s podminkou (7) postacujici pro to, aby body z této poloroviny byly regularni
hodnoty A (jak bylo diskutovano v prvni sekei).

Naopak, pokud néktery index defektu je nenulovy, feknéme n,(A), pak podle jeho definice Ran (A — AI) nepo-
kryva cely Hilberttv prostor pro zadna A € C,, podobné se zaménou znamének. To znamena, Ze celd polorovina
C,, resp. C_ v takovém piipadé patti do (rezidualniho) spektra.



Pro spektrum uzavieného symetrického operatoru A tak vzdy plati pravé jedna z téchto ¢tyf moznosti:

1. Pokud n,(A) i n_(A) jsou vétsi nez nula, pak do spektra patfi C, i C_. ProtoZe spektrum je uzaviena
mnozina, nemtze v ni chybét ani spole¢na hranice R obou polorovin, a tedy o(A) = C.

2. Pokud n,(A) > 0,n_(A) = 0, pak C, C 0(A) a C_ C p(A). Body na realné ose opét také patii do spektra,
protoze jinak by nebylo uzaviené, proto 6(A) = C, = R® (—00,0) = C\ C_.

3. Pokud n,(A) = 0,n_(A) > 0, pak zcela analogicky o(A) = C_=R®(0, +o0) = C\ C,.

4. Pokud n,(A) = n_(A) = 0 (a pravé tehdy), potom operator A spliiuje kritérium samosdruZenosti. Jeho
spektrum je néjakou podmnoZinou R.

Indexy defektu tedy okamzité rozhoduji, jestli uzavieny operator A je samosdruzeny nebo ne a v pfipadech,
ze neni, odkryvaji celé jeho spektrum. Dopliiujeme tak informaci, e 0(A) C R pro samosdruzené operatory,
upfesnénim, ze symetrické operatory, které samosdruzené nejsou, realné spektrum nemaji.

Uzavienym operatorim jsme vénovali vétsinu své pozornosti. Divod k tomu je jednoduchy. Pfipomenime, Ze

« pokud operator A je symetricky, ale ne uzavieny, pak jeho spektrum je C bez jakékoli dalsi diskuse,

« ma vsak vzdy uzavér A, ktery jiz symetrickym uzavienym operatorem je.

Tyto dvé vlastnosti doplnime o skutecnost, Ze indexy defektu operatorii A a A se shoduji. Toto je trivialni, jakmile
si uvédomime, Ze A i A maji stejny sdruZeny operator.

Najit uzavér je tedy prvnim logickym krokem pfi hledani samosdruzeného rozsifeni. K tloze vsak mizeme
pristoupit i tak, Ze k symetrickému, ne nutné uzavienému operatoru A zkousime hledat v podstaté samosdruzené
rozsifeni, tedy operator, u kterého je zajisténo, Ze pro samosdruzenost jiz staci najit uzavér. Podle posledni poucky
je nutnou a postacujici podminkou podstatné samosdruzenosti n, (A) = n_(A) = 0 (li$i se pouze pozadavek
uzavienosti).

Indexy defektu ptedstavuji pocet linearné nezavislych vektori, které v Ran (A — AI) jistym zpasobem ,chybi®
— odtud i nazev téchto ¢isel. Pfi hledani symetrickych nebo samosdruzenych rozsifeni se tedy, velmi jednoduse
feceno, tuto ,mezeru” snazime zaplnit, aby oba indexy klesly na nulu. Tomu se budeme vénovat piisti prednasku.



Hledani symetrickych a samosdruzenych rozsireni

Pfipomenime z minulé hodiny:
- indexy defektu n,(A),n_(A) jako dim Ker (A—AI)* = dim (Ran (A—AI))* pro néjaka A € C_, resp. A € C,.,
na konkrétni volbé hodnoty z dané poloroviny nezavisi, zejména n, (A) = dim Ker (A* + iI),

« n.(A) = n_(A) = 0 <= A v podstaté samosdruzeny, s pozadavkem uzavienosti < A samosdruZeny.
Ulohou hledani symetrickych rozsifeni je tedy doplnit néjakym zptisobem vektory do Ran (A—AI) a do Ran (A—
A*I), které zasahuji do téchto ortogonalnich dopliiki, aby se jejich dimenze sniZovala k nule. Postup, ktery

ziskame, dokaze rozeznat i maximalni symetrické operatory, které jiz nejdou dale rozsifovat, jak jsme vidéli
ru¢né dokazano u snahy o nalezeni operatoru hybnosti na polopfimce.

Zminénou tlohu pfevedeme na hledani unitarnich (¢i alespon izometrickych) rozsifeni izometrickych operatoru,
ktera je podstatné jednodussi, protoze vSechny zicastnéné operatory jsou omezené.

Cayleyho transformace

Kli¢em k tomuto pfevodu je Cayleyho transformace komplexni roviny, vyjadfena vzajemné inverznimi vzorci

x—1i A1+z
zZ(x)=——, x(z2)=i .
(=20 x@) =i

@

Ma tu vlastnost, Ze bereme-li za x reélna &isla, z(x) vychazi na jednotkové kruznici (mimo bod 1). Naopak, body
z € S! ze zobrazuji na x(z) € R, s vyjimkou z = 1, pro které bychom délili nulou.

Analogicky s touto vlastnosti definujeme podobnou transformaci pro operatory
C: A (A—iD(A+iD7L. (2)

Podivejme se nejprve, jak C plisobi na samosdruzené operatory. Pro né i i —i jsou regularni hodnoty a proto
operatory A —il i A + il jsou bijekce # na # . Také C(A) je tedy bijekce #Z — H a z rovnice

ICA =Dyl = 1Ay + Y17 = I(A + Dy ®)
plyne dosazenim ¢/ = (A + iI)" !¢ také
ICCAl = llol, Vo e, 4)

coz je ekvivalentni tomu, ze C(A) je unitarni. C tedy zobrazuje samosdruzené operatory na unitarni.

Unitarni operatory ziskané touto cestou sdileji vlastnost, Ze ¢islo 1 neni zadného z nich vlastni hodnotou - to
plyne z nesplnitelnosti rovnice (A—il)¢ = (A+il)p mimo ¢ = 0. UkaZeme, Ze naopak kazdy operator U € % (¥')
spliujici 1 ¢ 0,(U) je obrazem néjakého samosdruzeného operatoru pies C. Ozna¢me takovou mnozinu % ().
Rovnéz inspirovani (1) hledejme takovy operator jako

Ay =il +U)I -U)"L )

Je ztejmé, ze I — U je diky podmince 1 ¢ o,,(U) pro U € %(%) invertibilni, takze tato definice dava smysl. Také
se jedna o husté definovany operator, protoze pro unitarni operator U, stejné jako pro kazdy normalni, plati

Aeo,(U) < Ran(U-A)=x 6)
(bez normality by pravou podminku mohly spliiovat i body z rezidualniho spektra), a pro A = 1 odsud
1¢o,(U) = Ran(U-1)=%, (7)

coz znaci hustou definovanost Ay, protoze Ay je definovany pravé pro ta ¢, kterd patii do oboru hodnot I — U.



Jako tteti podminku ovéfime symetrii: necht ¢, € D(Ay) = Ran(I—U). Lze tedy psatp = (I-U)y, ¥ = I-U)p
pro néjaka n, y € # . Potom

(0, Ayy) = (I =)y, Ay =Un) = (I = U)x,id+U)n) =i((x,m) — Uyx.n) + (x,Un) — (Uy,Un))

— (LU - Uxn) ®

a rozpis (Aye, ) vychazi stejné.

Zbyva tedy samosdruzenost Ay a protoze symetrie dava Ay C Ay, postaéi pro ni D(Af;) € D(Ay). Jestlize
¢ € D(A})), pak
I e I : VY € D(Ay) =Ran(I - U): (¢, Ayy) = (n.9)
MeZ :NyeZ: (p,Ay(I=U)x)=(n.(I-U)x)
eI+ U)y) = (. (I =U)x) ©)
H(I+ U, ) = (T =UMn. x)
P (I + U - (I =U"n, x) =0
Z posledni linky plyne (I + U*)p = i(I — U*)n. Chceme ukézat, ze odsud lze odvodit ¢ € D(Ay) = Ran(I — U),
tedy ¢ musi jit vyjadrit jako obraz néjakého vektoru pii I — U. Kdyz ziskanou rovnost patti¢né upravime,

T+U)p=iI-U")n /U
U+De=iU~-Dn /+T-U)p
2p=I-U)(=in+¢), /+2 (10)
@ = (I—U)g

dostaneme praveé takové vyjadreni. Vektor ¢ je v ném zapsan ,pomoci sam sebe®, ale to nicemu nevadi - stadt, ze
z ptedpokladu ¢ i 5 existuji a dohromady davaji vektor, jehoZ je ¢ obrazem pfi I —U, coZ jsme piesné potfebovali.

Muzeme tedy psat:

C: Loy = U (H): A (A—iD)(A+il) ! bijekce, C1: U i(I+U)I-U)"L. (12)

Nesamosdruzené operatory

Predpis (2) mizeme aplikovat i na nesamosdruzené symetrické operatory. Jejich obraz pochopitelné nebude
unitarni, ale co o ném fici 1ze?

Stejné jako pro samosdruzené operatory i pro symetrické jsou A +il a A — il invertibilni, ale jejich obor hodnot
je mensi nez & . Defini¢nim oborem C(A) pro A symetricky bude Ran (A + iI), protoze vektor ziskany aplikaci
(A +i)™! na néj bude zarucené také v definiénim oboru A — il. ProtoZe touto operaci dokazeme dosahnout
kazdého vektoru z D(A — iI), oborem hodnot C(A) bude podobné Ran (A — iI).

Operator C(A) tedy zobrazuje prostor Ran (A + i) bijektivné na Ran (A —il). Na tomto oboru spliuje |C(A)y/| =
[/]. Pokud jesté operator A je uzavieny symetricky, tedy A € L (#), je C(A) izometricky (to je podminka ¢isté
néazvoslovniho charakteru, definice izometrického V vyzaduje D(V) uzavieny). Jestlize neni, miizeme C(A) na
izometrii jednoznacné rozsirit uzavérem, stejné jako u jinych omezenych operatort to nebudeme povazovat za
prekazku.

Zde si vzpomeneme na definici indext defektu: pocate¢ni i cilovy prostor izometrie C(A) jsou uzaviené pod-
prostory v &, pro néz hodnoty n,(A) vystupuji v roli kodimenze! To znamen4, Ze existuje podprostor K_ di-
menze n_(A), ktery je ortogonalni na D(C(A)) a tedy C(A) na ném neni definovan, a podobné podprostor K,
dimenze n, (A) kolmy na Ran C(A).

Zopakujeme-li argumentaci pouZzitou pro samosdruzené operatory, ukazeme snadno, Ze zobrazeni (11) opét zpro-
sttedkovavaji bijekci, tentokrat mezi L.(#) a 71(’) — mnozinou viech izometrii mezi uzavienymi podpro-
story & takovych, ze Ran (V — 1) = .



Hledani symetrickych rozsireni

Kli¢em k hledani izometrickych (resp. unitarnich) rozsiteni C(A), a tim uzavienych symetrickych (resp. samo-
sdruzenych) rozsifeni A skrz C™!, je tedy moznost dodefinovani C(A) na nékterych vektorech z K_. Aby potom
i pfi linearnim rozsifeni zistala zachovana podminka izometrie, musi obrazy, které jim pfifadime, patfit naopak
do K. Spojitym rozsifenim potom dostaneme izometrické rozsiteni V = C(A).

Formalné fe¢eno volime podprostory G_ € K_ = (Ran (A +il))* = Ker (A* —il) aG, C K, = (Ran (A—il))* =
Ker (A* + iI) takové, aby dim G, = dimG_ > 0, a izometrické zobrazeni V5: G_ — G, jehoz pomoci V = C(A)
roz$ifime na D(V) & G_ predpisem

V¢:V¢+VG)(, kdey =9+ y,p e D(V), y € G_, (12)

¢imz vznikne izometrie D(V)®G_naRanV ®G,.. Operator A pak ziskame jako C~1(V). Je-li dimenze d prostorti
G, koneéna, pak indexy defektu operatoru A jsou rovny

ny(A) =ny(A)—d (13)
(véta 8.2.5, ucebnice pouziva pro G, opa¢nou znaménkovou konvenci).
Odsud je evidentni, ze

1. Nutnou podminkou, abychom rovnici (13) mohli dospét k indextim defektu (0,0), tedy k samosdruzenému
operatoru A, je, ze indexy defektu n,(A) a n_(A) jsou si rovny.

2. Je-li jeden z indext1 defektu A € Z.(#) nulovy a druhy ne, pak A je maximalni symetricky operator,
ktery samosdruzené rozsifeni nema.

3. Samosdruzenych rozsifeni libovolného symetrického operatoru A, pro néjz n.(A) = n_(A) > 0, je neko-
ne¢né mnoho riznych — stejné jako izometrii K_ na K.

4. Je-lin, (A) = n_(A) = n € N, kazdé maximalni symetrické rozsifeni A je samosdruzené a je vzajemné
jednoznaéné uréeno unitarni matici M € U(n), pfedstavujici zobrazeni K_ na K, v néjakych jejich pevné
zvolenych ortonormalnich bazich.

5. Jsou-li n,(A) i n_(A) nekoneéné (a rovna-li se kardinalita defektnich prostort), lze dospét k maximal-
nim symetrickym rozsifenim i samosdruzenym i nesamosdruzenym. Pro podprostory K_, K, stejné, ale
nekoneéné dimenze totiz existuji izometrie, které jsou bijektivni, i takové, které nejsou surjektivni.

Je praktické si na zavér preformulovat rozsifeni (12) do tvaru platného piimo pro operatory A, A, abychom
nemuseli pouze za timto uc¢elem pokazdé konstruovat Cayleyho obraz a po provedeni roziifeni V na V jej trans-
formovat zpét. Tuto ulohu plni (druh4) von Neumannova formule (véta 8.3.2): pro kazdé ¢ z defini¢niho oboru
rozsifeni A O A existuje pravé jedno ¢ € D(A) an € G_ takové, Ze ¢ = ¢ + (I — V)n. Potom

Ay = Ap +i(I + Vo). (14)

Toto dava i vyjadieni pro D(A): )
D(A) =D(A) & (I - V5)G- (15)

(pozor na to, ze ,pfidany“ podprostor neni roven G_ a neni ani ortogonalni na D(A), jako platilo pro rozsifovani V
- D(A) ostatné ma ortogonalni doplnék prazdny).

Na cviceni uvidime, jak tento cely proces mize v praxi vypadat.

Poznamka: Zdanlivé se lze obejit bez konstrukce operatoru A*, protoze jediné, k ¢emu jej pouzivame, je nale-
zeni prostortt Ker (A* + iI), které jdou také hledat jako ortogonalni doplitky Ran (A ¥ il). Staci si vSak napsat
odpovidajici vzorec, abychom seznali, Ze se jedna o zcela srovnatelné mnozstvi prace. Jakmile mame pfedpis A*
v ruce, je nalezeni jeho jadra s pfidanym nasobkem identity jiz pfimocary vypocet.



Shrnuti postupu

Kompletni ,kuchatka®“ hledani symetrickych nebo samosdruzenych rozsifeni symetrického operatoru A:

1. Zkonstruujeme sdruZeny operator A*.

2. Najdeme jeho defektni prostory K, = Ker(A* +iI), K_ = Ker(A* —iI) a jejich dimenze n (A) = dim K.

3. Urc¢ime, ktera nastava z moznosti:
« Jsou-li oba indexy defektu nulové, A je samosdruzeny (pokud A = A) nebo v podstaté samosdruzeny,
« je-li nulovy jeden index defektu a druhy ne, A je maximalni symetricky operator, nesamosdruzeny,
« jestlize oba indexy defektu jsou nenulové, pokracujeme v postupu.

4. Zvolime podprostory G, a G_ prostort K, K_ spliujici dimG, = dimG_.

5. Zvolime néjakou izometrii V': G_ na G,, v pfipadé koneénych dimenzi popsanou unitarni matici.

6. Novy operator Ay definujeme na oboru
D(Ay) ={ +¢~Vo|y € D(A).p €G_} (16)

predpisem
Ay(f + ¢ —-Vo) = AY +i(p + Vo). (17)

7. Nové indexy defektu ny(Ay) jsou dimenze ortogonalnich doplikii G, do K., v piipadé dimG, = d je
ny(Ay) = ny(A) —d. Pokud se oba vynulovaly, ziskavame (pfipadnym uzavérem) samosdruZzeny operator.

Dodatek: Prvni von Neumannova formule

Neméné dulezita nez druha von Neumannova formule je i prvni — v dne$nim vykladu jsme ji nepotfebovali, ale
muze se hodit v budoucnu. Mluvi, podobné jako druha o symetrickych rozsifenich, o defini¢nim oboru, tentokrat
vsak sdruzeného operatoru A*:

Véta (Prvni von Neumannova formule, 8.1.8). Necht A je uzavieny symetricky operator. Potom pro kazdé
¥ € D(A™) existuje jednoznaé¢ny rozklad ¢ = )y + ¥/, + ¥_, kde ¢y € D(A), ¥/, € Ker(A™ +il), y_ € Ker(A™ —il).

O prostorech K, = Ker(A* +il) vime, Ze jsou ortogonalni, ale nejsou kolmé na D(A) (neméa ortogonalni doplnék).
V rozkladu analogickém (15),
D(A*) = D(A)® K_ & K., (18)

tedy stejné jako diive vyjadiujeme jen jednoznacnost souctu, ne jeho ortogonalitu. Plyne odsud ovsem zavér
o dimenzi ne ortogonalniho dopliiku, ale faktorprostoru:

dim (D(A*)/D(A)) = n,(A) + n_(A). (19)

Nékdy se mtze podafit tento faktorprostor parametrizovat a ziskat tak ¢astecnou informaci o hodnotéach n,.
Zajimavy je potom novy pohled na (15), Ze z ,chybéjicich® vektori z prostoru K_ @ K, (zde jiz skute¢né direktni
soucet) dopliiujeme jistym zpusobem vybrané, zrovna ty tvaru n — Vgn, coZ zachova symetrii. Rizna rozsifeni
pfidaji do D(A) rtizné vektory, ale nikdy ne vice nez min{n_(A) + n, (A)} linedrné nezavislych, tedy nejvyse
polovinu hodnoty (19).



Operatory energie (1)

Kromé pfipada polohy a hybnosti, se kterymi jsme se celkem dikladné seznamili, a spinu, jehoZ popis je dan
maticemi a proto ve vSech nasich ohledech celkem nezajimavy, je nejdulezitéjsi pozorovatelnou Hamiltonian,
tedy operator energie. Pro Castice typicky nabyva tvaru

H: y(x) = =AY (x) + V(x)§ () ®

na oboru, ktery postupné vysetfime. Dnesni hodinu budeme vénovat jednorozmérnému ptipadu, tedy

H:y(x) = Ay ](x) = 9" (x) + V() (x). (2)
O funkci V budeme predpokladat, Ze je realna a Llloc-integrabilni na néjakém intervalu I := (g, b), kde umoznime
—00<a<b< +oo.
Vysetfime nejprve zfejma omezeni. Stejné jako u diferencidlniho —i d/dx obecné rovnice

b

J

nema zadny dtvod platit u funkci, které neumoziuji integrovat per partes. Jsme nuceni zaclenit podminku ab-
solutni spojitosti, a to do prvni derivace, aby vyrazy viibec $lo touto cestou porovnat. Ozna¢me pro interval I

b

o]Ge) () dx 2 j () Y1) dx )

a

ACYI) ={f: I - C| fif’ jsou absolutné spojité v I} 4)

(nejedna se o ustalené oznaceni). Na této mnoziné lze pro rovnici (3) fici

d d d
|| @1y - o0y dx = | 600 - 9y () dx = | (0 - (oY () )
(5)
a protoZe soucin absolutné spojitych funkei v obou zavorkach napravo je absolutné spojity, je
d
J ()oY $(x) — ()" AY)(x)) dx = [ (x)*P(x) — ()" 9" ()¢ (6)

pro vsechny podintervaly (c,d) C (a,b).
Rozsifeni validity rovnosti (6) i do nékterého z krajnich bodtl, napiiklad d = b, je mozné za podminek, Ze

« tento krajni bod je konec¢ny,
« ze funkce V(x) je az do této meze integrabilni,

« ze funkce ¢, a jejich derivace bereme spojité i v tomto bodé.

Krajni bod spliujici prvni dvé podminky se nazyva regularni a tfeti bod miZzeme zapsat tak, Ze ¢,y € ACY(D),
kde I znadi I rozsifeny o své regularni krajni body. Rovnice (6) pak plati pro vSechna (c,d) C I.

Pro singularni krajni body leva ani prava strana (6) nemuseji existovat ani ve smyslu limit ¢ — a,, resp.d — b_,
ale existence je zarucena, pokud doplnime obor AC!(I) o pozadavek L2-integrability ve tvaru

D= {y e AC'(D nLA(D|Ay] € L*(D}, )

protoze potom funkce na levé strané (6) je L!-integrabilni na (a,b). D4 se také odvodit, e pro funkce ¢/ € D
integral

| eoweor + 1y o) ax ®
konverguje, coz v piipadé V(x) zespoda omezené také implikuje ¢’ € L?(R). Potom miizeme psat D jako pod-

mnozinu H2(I) vymezenou podminkou £[i/] € L%(I) - zejména pro V = 0 je D = H%(I) a operator H: i = —1/”
definovany na tomto prostoru je jednoduse P2. Zajimat nas vice budou situace s nenulovym potencialem.



Operator H definovany piedpisem (2) na oboru D(H) = D je obecné nesymetricky; stejné jako u snahy definovat
P na H'(I),I ¢ R narazime na to, Ze pravé strany (6) mohou byt nenulové. Hlavim rozdilem je, Ze ani I = R
nemusi zaru¢it maximalitu.

Uvedeme si zde hlavni vysledky kapitoly 8.5.

Pro zkouméani moznosti nalezeni samosdruzeného operatoru s pfedpisem (2) je vychozim bodem opét konstrukce
symetrického zuzeni H, které ma stale H za sdruzeny operator. Za jeho defini¢ni obor mizeme podobné jako
drive brat

D(H) := {lﬁ € D(H) ‘ supp ¥ je kompaktni uvnitf (a, b)} 9)

Plati pro néj
Véta (8.5.5). Pro libovolny interval (a, b) a funkci V spliiujici nase zékladni pfedpoklady uruje vyraz

H: D(H) -  : (x) = fy/](x) (10)
symetricky operétor spliujici (H)* = H. Jeho indexy defektu jsou n, (H) = n_(H) = n, kde n € {0, 1, 2}.

Postup odvozeni, Ze podminka pro sdruzeny operator dava operator H, je podobny jako v piipadé derivace
prvniho fadu (hybnosti), ale vstupuje do néj dosazeni feseni n rovnice {[y] = ¢ (vzpomeriite si, Ze pfi hledani
sdruzeného operatoru P jsme také museli integrovat!), které je mimo ramec naseho predmétu.

Zajimavy je vysledek zminujici indexy defektu, protoze ty maji okamzity vyznam pro nasi teorii symetrickych
rozsifeni. Jakmile ale mame (H)*, jejich predpovéd ale je snadnou ¢asti diikazu, proto ji ve zkratce zreplikujeme:

« Hodnoty n,(H) udavaji pocet linearné nezavislych teseni (H + il)ijy = ¢ v prostoru D, coZ je rovnice

Y7 (x) = (V(x) £ Dy (x).

« Bezdodate¢nych podminek ¢ € L2(I), f{y/] € L2(I) jdou linearné nezavisla feseni takové rovnice najit prave
dvé: vychazejice z né&jakého bodu ¢ € (g, b) je vytknou pocateéni podminky napfiklad 4 (c) = 1,¢{(c) = 0
ata(c) = 0,95(c) = 1.

« Pro fe$eni i této rovnice je f[¢/] € L?(I) pravé tehdy, kdy i € L%(I), sta¢i tedy zkoumat jednodussi z pod-
minek. Dodate¢na podminka zpusobi, Ze jen néktera feSeni ,plati®, a proto n, muiZe byt i méné nez 2.

o Je-liyy fesenim ¢/ (x) = (V(x)+i)/(x), je ¥* soucasné fesenim " (x)* = (V(x)* Fi)y(x)* a L?-integrabilitu
komplexni sdruzeni neovliviiuje. Rovnice s +i ma tedy stejny pocet feseni v D jako s —i, odkud plyne rov-
nostn_ = n,.

O indexech defektu miZzeme v nékterych ptipadech fici i vice.

« V piipadé obou krajti a, b regularnich (tj. omezeny interval I = (a,b) s V € L'(I)) jsou indexy defektu H
rovny (2,2). To je proto, ze podminka ¢ € L%((a, b)) je pro / € AC!({a, b)) automaticky splnéna. (8.5.4)

« Pokud je jeden krajni bod singularni, mohou indexy defektu byt (2, 2) nebo (1, 1). (8.5.9)

Abychom ziskali pfedstavu, jakym smérem se budou ubirat symetricka rozsifeni H, podivejme se na jeho uzaveér.
Jamile mame k H sdruZeny operator a symetrii, najde se uz celkem snadno:

p € D(H) = D)) = DY) = ¢ eDavy e DE): (p. Hy) = (Hp,y) ()
o peDaVYeD: [ (x)Y(x) — px) P (x)]L =0

Zde jsme vyuzili toho, Ze jiz nemusime psat 37 € #: pokud existuje, jedna se o obraz ¢ pti (H)*, tim je ale Hy
(H ¢ H= H > (H)"). A pro dvojici funkci z D pak jiz plati (6), a to véetné krajnich bodii a a b.

Definicni obor uzavéru H = H je tedy urcen predpisem

D(H) = {p € D[V € D: [¢" ()" §(x) = 9(x)" P’ ()] = [0" ()" P(x) = 9(x)" ¥ ()], = 0}. (12)



Pro kazdy regularni krajni bod, feknéme a, se odpovidajici ¢ast (12) zjednodusi na
p@)=0n¢ (@) =0 (13)
diky nezavislé moznosti volby /(a) a ' (a), ale podminka
VY € D: [ ()" P (x) = p()* Y’ ()] = 0 (14)

pro singularni krajni bod miiZze a nemusi byt pro ¢ omezujici, podle vlastnosti potencialu V(x) (mtze se stat, ze
je splnéna jiz samotnou nalezitosti ¢ do D). To je, zjednodugené fe¢eno, divodem, pro¢ defektni prostory mohou
pro rizna V(x) za jinak stejnych podminek byt riizné velké. Od tohoto momentu dale miize skuteéné rozhodnout
a7 feSeni konkrétnich diferencialnich rovnic.

Zvlastni vyjimku tvoii - ve fyzice celkem bézna - situace, kdy potencial V(x) je zdola omezena funkce. Zde, jak
jsme zminili dfive, z podminky ¢y € D plynou jesté vlastnosti

L VOl (0 dx < oo, L ()P < oo (tedy y € L*(D)). (15)
Funkce ¢ (x)*/(x) — o(x)*§(x), kde ¢, € D pak nalezi do L'(I) a jakozto takova spliiuje

L lo” ()Y (x) = ()Y’ (x)| dx < 0. (16)

V Z4dném nekoneéném krajnim bodé potom neni jind moznost, nez Ze limita ¢’ (x)*¢/(x) — p(x)*¥/’ (x) je nulova,
a kazda funkce ¢ € D potom spliiuje odpovidajici podminku (14) (v bodé a nebo b). Proto pro zdola omezeny
potencial V(x) na R neni rozdil mezi D(H) a D(H) a dostavame tak automaticky samosdruzeny operator H = H
na oboru

D(H) = D ={y € HX(R) |{[y] € LA(R)}. (17)

Pfikladem tohoto silného zavéru je (jednorozmérna, pfipomenme) volna ¢astice i linedrni harmonicky oscilator.

SamosdruzZena rozsifeni v regularnim pripadé

V piipadé regularniho intervalu, tj. koneného I = (a,b), na nemz je V(x) € L(I) (nejen Llloc), muiiZeme sa-
mosdruZzena rozsifeni H charakterizovat pomoci okrajovych podminek. V knize je tomu vénovana znacna ¢ast
kapitoly 8.6, ale my jsme jiz dva priklady toho, jak se rozsifeni projevi podminkami pro hodnoty ¢i derivace
funkci v krajnich bodech, vidéli jiz na cviceni, a mtizeme tak apelovat na analogii a fici pouze hlavni vysledky.

Kazdé samosdruzené rozsifeni H’ operatoru H je v tomto pfipadé uréeno dvojici lineadrné nezavislych vektort
N1, o z K :== K_ + K, které se rozhodneme k defini¢nimu oboru D(H) pfidat skrz druhou von Neumannovu
formuli

D(H’)=D(H)+ (I -V)K_ (cD) (18)

prostfednictvim volby V: K_ — K. Tyto funkce nepatii do D(H) a jakoZto takové maji nenulové hodnoty
a/nebo derivace v bodech a, b. Lze vsak o nich fici nasledujici, a tim efektivné konstrukei s V obejit:

« Ctvetice hodnot ((a), 7’ (a), n(b), ' (b)) ziskanych pro 7y a pro 5, jsou linearné nezavislé. Pokud by tomu
tak nebylo, uvazujme netrivialni linearni kombinaci a;1; + ayn,, pro kterou by se hodnoty i derivace
soucasné vynulovaly. Takova funkce ov§em patii do D(H), coz je spor s jednoznaénosti rozkladu (18).

« Abychom pfidanim 5y, n, neporusili symetri¢nost rozsifeného operatoru, museji spliovat
[7/ GO () = () mp(lG = 0, ok € {1, 2}, (19)

(Kazda z nich s kazdou funkeci z D(H) toto spliiuje, ale funkce z K vzajemné mezi sebou obecné ne. Do-
konce ani 7; ¢i 5, sama se sebou by tuto zavorku nemusela mit nulovou, jedna se po rozpisu o hodnotu

2iIm (iyj(b)r]]’-(b)* - Uj(a)’ﬁ(a)*))-



« Soustava rovnic
(7)) =m) ¢ ®Dla =0, k=12 (20)
je nyni (spolu se zakladnim piedpokladem ¢ € D) nutnou a postacujici podminkou pro ¢ € D(H’) a hod-

notu H’ ¢ jednozna¢né vymezuje H C H.

Posledni rovnice (20) je ale dvojici linearnich podminek tvaru

orp(a) — Peo’ (@) = yeo(b) — 80" (b), k=1,2, (21)

kde a, f,y, § reprezentuji patfi¢né hodnoty a derivace funkci 5,7, v komplexnim sdruzeni.

Kazdé samosdruzené rozsifenti je tedy uréeno néjakou vazbou mezi hodnotami a derivacemi ¢(x) v bodech a a b.
Podivejme se, jaké viechny takové vazby je takto mozné ziskat. Pro tento Gcel do (21) dosadme za ¢ samotné n,
a1, protoze podle (19) pro né musi byt také splnény. Riznymi kombinacemi dostavame tfi nezavislé podminky

a By = prog = 1165 — vy
afy — fray =116 —éiyy (22)
052,5; - ﬁzaf = Y255 - 52)’2*

Tyto podminky jsou tedy nutné, ale da se ukazat, ze i postacujici: kazda dvojice linearnich vazeb tvaru (21)
spliujici (22) je indukovéana néjakymi nq, 1, (véta 8.6.4).

Jednim piikladem takovych podminek je periodicka okrajova podminka ¢(a) = ¢(b), ¢’ (a) = ¢’ (b), spojujici body
a a b topologicky do kruznice, a jeji iprava tvaru ¢(a) = e%@(b), ¢’ (a) = ¢’ (b), rozifujici podminku nalezenou
pro P na kone¢ném intervalu. V téchto piipadech pii V = 0 skuteéné H = P2. Samosdruzenych Hamiltoniant je
ale vice a existuji i takové, které neodpovidaji druhé mocniné zadného operatoru hybnosti.

Specialni misto mezi podminkami takovéhoto tvaru maji separované okrajové podminky, které davaji zvlast ome-
zeni pro bod a a zvlast pro b. Jsou tedy tvaru

o 9(a) — pro’(a) = 0,

, (23)
0 = y200(b) — 629" ()
s nepouzitymi koeficienty nulovymi. Dosazenim do (22) dostavame omezeni
o1 Bf — B =0,
1'81* A i < a—l, %2 eru {oo}. (29)
Y20, = yy =0 B 8,

Jedna se tedy v kazdém z krajnich bod1 o podminky zavislosti mezi hodnotou a derivaci ¢(x) s realnymi koefici-
enty. Krajnimi pfipady jsou vazby ¢(a) = 0 (Dirichletova podminka - ,pevny konec®) nebo ¢’(a) = 0 (Neuman-
nova podminka — ,volny konec®), mezi kterymi mtZeme vybirat z kontinua pfedpisim odpovidajicim rlznym
odrazim vlny od kraje.

Ackoli jsme tyto vysledky uvedli pro pfipad I = (a, b) s obéma konci regularnimi, posledni zjisténi lze uzpisobit
iproI = (a,+) s regularnim bodem a, pokud dokaZeme zajistit indexy defektu (1, 1), napfiklad omezenosti
potencialu (véta 8.6.7). Samosdruzené Hamiltoniany na polopfimce jsou tedy vzajemné jednozna¢né vymezeny
jednou odrazovou podminkou tvaru agp(a) = p¢’(a), a, f € R ve svém regularnim konci a.



Operatory energie (2)

Na minulé hodiné jsme se vénovali operatorim tvaru —A + V. V jednorozmérném piipadé jsme ukazali, Ze na
jistém defini¢nim oboru, ktery byl zapsan pomérné komplikovanym zptisobem, dava tento predpis symetricky
operator, ktery maZe a nemusi byt samosdruzeny, ale vzdy samosdruZené rozsifeni ma (indexy defektu se sho-
duji).

Ke skutecnosti, Ze néjaky operator tvaru volné plus kinetické energie je samosdruzeny, v mnoha piipadech Ize
dospét i jinymi cestami, véetné takovych, na které teorie z minula nefunguje, zejména na vicerozmérné oblasti.
Predvedeme si ve zkratce dvé mozné dalsi cesty k tomuto cili.

Kato—Rellichova véta

Dulezitou otazkou v kvantové fyzice je stabilita samosdruzenosti vii¢i symetrickym porucham. Myslenka ilustro-
vanéa pro Hamiltoniany je jednoduse takova, ze Hy = P? v jednorozmérném piipadé, & obecnéji

n
Hy=) P, P=19..0IQ@P®I®..0I Q)
j=1 j-ty ¢len
na L%(R") samosdruzeny je a ¢len V, jakoZto operator nasobeni realnou funkei V(x), také. Jeho pficteni k H,

muzeme povazovat za poruchu a ptat se, jak velka mtze byt, aniz by soucet pfestal byt samosdruzeny.

Uvazujme obecnéji operator A € (%) a poruchu S € ZL(F), kterd ma definiéni obor alespon tak velky
jako A. Prvni motivaéni vysledek je jednoduchy: Je-li S omezeny operator, potom A + S je samosdruzeny. Plyne
pfimo z pravidel pro sdruzené operatory, ktera fikaji, ze (A+S)" D A*+S*, a Ze rovnost nastava, je-li alespor jeden
z operator omezeny. (Dovétku jsme se piilis nevénovali, ale jiz se vyuZival mimojiné pro (A —AI)* = A* —A*I)

ProtozZe (oboustranné) omezeny potencial je zna¢né silna podminka, je pfirozené ptat se po moznych zeslabenich
predpokladii. Ukazuje se, Ze ve skutecnosti staci, aby S byl takzvané relativné omezeny viaci A (také A-omezeny).

Definice. Nechf A a S jsou linearni operatory na % spliujici D(S) > D(A). Rekneme, Ze S je A-omezeny
s A-mezi a > 0, pokud existuje b > 0 takové, Ze
vy € D(A): Syl < al Ay[ + bly]. (2)
Poznamky:
a) Tradi¢né se A-mezi nazyva infimum takovych ¢isel a, ale i toto je vhodna definice.
b) Podminka formulovana s kvadraty norem
36,b > 0: ¥ € D(A): [SyI* < @Ayl + By ®3)
je ekvivalentni v tom smyslu, Ze infima moznych a a a se rovnaji.

¢) Nerovnost (3) 1ze ekvivalentné psat ve tvaru
a1 .
|sa—ien™ y| < @yl (4)

kde é = b/a, takze S je relativné omezeny vici A pravé tehdy, je-li SR,(A) omezeny operator pro néjaké
imaginarni p. Takto pozdéji definujeme i relativni kompaktnost (v knize komentar k §10.8).

Véta (T. Kato, F. Rellich). Necht A je samosdruzeny (resp. v podstaté samosdruzeny) a S je symetricky, A-
omezeny operator s A-mezi ostfe mensi nez 1. Potom A + S je samosdruzeny (resp. v podstaté samosdruzeny).

Déle je-li A zespoda omezeny, je zespoda omezeny i A + S.

Dukazem se nebudeme zatézovat, i kdyZz neni naroény (zajemci viz 7.3.14). Dovétek je v nasi ucebnici uveden az
zv1ast v komentafi k §7.3, kde miZete nalézt i formulaci konkrétniho odhadu spodni meze sou¢tu A + S.

Ukazeme si radéji bezesporu nejpodstatnéjsi aplikaci tohoto teorému.



Coulombuv potencial

Potencial tvaru V(x) = —a/|x|, @ > 0 jisté neni omezeny, ani zespoda omezeny, ukazeme vsak, Ze (mozna trochu
prekvapivé) je relativné omezeny vici Hamiltonianu volné trojrozmérné Castice, jak vyzaduje Kato—Rellichova
véta. Po cesté se poucime o nékolika dalsich pozorovanich.

Lemma 1. Na L2(R®) uvazujme operator Hy = P? + PZ + PZ. Pak D(H,) € L®(R3) n L2(R®) a plati

Va>0:3b>0: ¥y € D(Hy): [ < alTVlz + by (5)

Diikaz. Operator Hy mizeme prevést Fourierovou(-Plancherelovou) transformaci na operator nasobeni funkeci
h(y) = |y|? (coz potvrzuje i jeho samosdruzenost, kterou jsme na za¢atku ohlasili bez patti¢ného odtivodnéni):

Hy = F;'TyFs, D(Hy) = F;' Dy, Dh={<peL2<IR3)

J ly[*lo(y)? dy < 00}- (6)
JRB

Kazdé y € D(H,) dokazeme psat jako obraz néjakého ¢ € Dy, pii F; !, ¢i zpétné ¢ = Fz € Dj,. Roznasobme

takové ¢ jednotkou jako
1

1+ h(y)

Zlomek je L?-funkce a zbytek vyrazu podle pfedpokladii také, odsud ¢ € L!(R?) jakozto soucin dvou L? funkei.
Potom ovéem plati standardni pravidla Fourierova transformace a / = F; 1p = 973+<p je omezena spojita funkece.
Jeji supremova norma

o(y) = (1 +h(¥)e(y). (7)

Wleo € —loh < — | ——| 10+ h3))elz < Clolz + [Tuoly) = CAYls + 1T, ©®
N Vo I+ h()

kde v posledni pravé jsme vyuzili unitaritu F a piedpis F; 'Tj,F; = H,.

Oproti tvrzeni je jesté potieba doplnit svobodu volby koeficientu pted |Ty/|,. Za timto Géelem uvazujme funkci

Ys(x) = Y(x/s), o(y) = (Bsype)(y) = s°p(sy). ©)
Jeji L*-norma je stejna jako i, ale ze substituce v integralu celkem piimocafe dostaneme pro ostatni normy
[Wsla = s¥2192,  I1TYslz = IThpsllz = $°s~72IThplz = s~ /21Ty, (10)

Uzitim téchto vztaht je mozno kazdy z faktorti pred |¢/|s, [T¥/|, v (8) libovolné zmensovat na tikor druhého. [J

Lemma 2. Operator nasobeni Ty libovolnou funkei V(x) € L%(R?) je relativné omezeny vici Hy s Hy-mezi
ostfe mensi nez 1.

Ditkaz. Uvazujme pro i € D(Hy) funkci V(x)y/(x). Podle (5) je to soucin L2-funkce s funkci skoro véude omeze-
nou a proto téz L2. Kazdou funkci z D(Hp) tedy lze nasobit V(x) a neopustit L2, proto D(V) > D(Hy). Pro normu

Ty pak plati
Ty, = J j VORGP dx < o, j VR dx = [Y]alV,. (1)
R3 R3

coz opét s pouzitim (5) Ize dale odhadnout jako

Va>0:3b>0: [Tyl < (@VIDITyl, + GIVIDIY (12)

a ¢islo a volit dostate¢né malé na to, aby i souéin |V|,a byl stile mensi nez jedna. O
Lemma 3. Funkci V(x) = —a/|x| Ize psat jako soucet funkce z L2(R®) a jiné z L®(R?).
Ditkaz. Rozdélme potencial na vnitfek a vnéjsek jednotkové koule kolem pocatku soufadnic. Potom

L 2
J V(x)?dx = J a—247rr2 dr = 4na?, (13)
B,(0) or

takze singularita v pocatku o 1/r je (ve tfirozmérném prostoru) L?-integrabilni a V/ XB,(0) € L%(R?). Skute¢nost
VxwB,(0) € L7 (R3) je trivialni. O



Potencialovy ¢len miizeme tedy k Hamiltonianu volné ¢astice pficist ve dvou krocich, nasobeni L?-funkei podle
Kato-Rellichovy véty s pomoci lemmatu 2 a nasobeni L*-funkci je omezeny operator. Oba kroky zachovavaji
samosdruzenost a spodni omezenost, dostavame tedy nejen samosdruzeny Hamiltonian, ale soucasné vime, ze
jeho spektrum ma spodni mez - toto je podstatny disledek znamy jako argument pro stabilitu hmoty.

Protoze k H, pfic¢itame vzdy operator s vétsim definiénim oborem, v zddném kroku se nezméni a zstava tak
D(H) = D(Hy + Ty) = D(H,), (14)

ktery narozdil od D(sz) dokazeme snadno pojmenovat: je jim H2(R®). Casto je praktické pracovat se zizenim
na §(R3) nebo C°(R?), které jsou oba podmnozinou D(H); na nich je v podstaté samosdruzeny.

Neomezené seskvilinearni formy

Z funkcionalni analyzy vite, Ze na Hilbertovych prostorech je jednozna¢né zobrazeni mezi omezenymi operatory
B a seskvilinearnimi formami

fo: # x X — C: fg(o,¥) = (¢, BY) (15)

kde potom fp je omezen normou |B|:

|8, ¥)I < |Bllellvl, (16)

naopak ke kazdé omezené seskvilinearni formé 1ze najit operator B, ktery k ni ma zminény vztah.

Stejnou korespondenci zobecnime i mimo doménu omezenych operatoru, konkrétné na dualitu mezi symetric-
kymi, zdola omezenymi operatory a husté definovanymi, symetrickymi, zdola omezenymi formami, tj. seskviline-
arnimi formami f: D¢ x Dy — C, kde Dy je husty podprostor # a jeji ¢iselny obor

o(f) ={fW.y) |y € Dy Iyl =1} (17)

je podmnozinou R a ma kone¢né infimum. Mnozina Dy neni definiénim oborem f (tim je Ds x Dy), ale obcas se
tak pro jednoduchost nazyva a znaé¢i D(f).

Korespondence mezi formami a operatory je velmi blizka a mnoho vlastnosti se mezi operatem T a jim genero-
vanou formou fr: (@, ) — (¢, TY) se pfenasi. Jsou véak jisté rozdily. Ten hlavni spo¢iva v rozdilné definici, co je
uzavieny operator a uzaviend forma. Uzavienost symetrické, zdola omezené formy s je definovana podminkou,
Ze zobrazeni

(.95 = (0. 9) + so(. ), (18)
kde so(¢, ¥) = s(p, ) — inf O - (¢, ¥), uruje skalarni souéin na #, viéi némuz je D, uzavieny.

Do teorie forem nebudeme tolik zabyvat, ale néktefi autofi ji preferuji nad operatory, proto je dobré znat alespon
nejzékladnéjsi body. Stiedobodem je véta o reprezentaci:

Véta (7.5.8 — zkracend). Necht s je husté definovana, uzaviena, symetricka a zdola omezené forma na % . Potom
existuje samosdruzeny operator A, takovy, Ze

« D(As) C Dy, s je uzavérem formy generované operatorem A,

« operator A, je omezeny zdola hodnotou inf O(s).

Mimo to, jestlize jiny operator A’ splituje podminky prvniho zavéru, potom A’ C A, tedy samosdruzeny ope-
rator je jimi urCen jednoznac¢né.

V teorii forem jsou néktera odvozeni snadnéjsi diky moznosti operovat zvlast na prvnim a na druhém argu-
mentu. Naptiklad pro symetricky operator S namisto zkoumani sdruzeného operatoru k S a defini¢niho oboru
soudinu $*S muzeme jednoduse konstruovat formu (Sg, S¥’) na D(S), ktera automaticky spliiuje pfedpoklady
véty o reprezentaci (defini¢ni obor asociovaného operatoru ale bude mensi — je jim ve vysledku stejné S*S!).



Volné Hamiltonidny zpravidla potkdvame v tomto formalizmu jako (Vo, Vi) a potencialovy ¢len jako (¢, Vi)).
Tyto dva prispévky lze pak secist ve smyslu forem a uvazovat operator pfifazeny souctu vétou o reprezentaci.
Je mozné najit specialni pfipady, kdy tento postup d4 samosdruzeny vysledek, i kdyz ani teorie z minula ani
Kato-Rellichova véta pouzit nejdou. Pfipadné je zde mozné dokonce uvazovat na misté potencialu nékteré (neu-
zaviené) formy, které odpovidajici operator viibec nemaji. Pouziva se pak analogie K-R uzptisobena pro formy,
znama jako ,KLMN theorem® podle autorti Kato-Lions-Lax—-Milgram-Nelson. My se spokojime s védomosti,
Ze néco takového existuje, a detaily pfenechame tém z vas soustfedicim se na teorii operatort ve své studijni
specializaci.

Pozadavek uzavéru formy je silnéjsi nez uzavienost operatoru, a proto teorie forem nabizi vlastni variantu hle-
dani symetrickych rozsifeni, funkéni pro zdola omezené operatory, ktera je zalozena Cisté na provedeni tohoto
uzaveru.

Véta (Friedrichsovo rozsifeni, 7.5.11).  Necht A je symetricky, zdola omezeny operator, necht s je uzavér formy
generované operatorem Aj a A je samosdruzeny operator asociovany s formou s. Pak

+ A, je samosdruzenym rozsifenim Ay, D(Ag) C D(Ag) C Dy,

« infO(A) = inf O(A).

Princip Friedrichsova rozsifeni tak nenabizi volnost nekoneéného mnozstvi rozsiteni danych dfive uvedenym
algoritmem (pfipomerime, Ze zdola omezeny operator jisté samosdruZena rozsifeni ma), ale dava z nich pouze
jedno, které ma mezi nimi jistou specialni pozici. Tou je, Ze mezi ostatnimi samosdruzenymi rozsifenimi A, je
A, v ur€itém smyslu maximalni. Srovnavat neomezené operatory prostifednictvim < je o8idné, ale tato maximalita
plati napiiklad v nasledujicim smyslu: pro pozitivni A, je operator (I + Ag)™! (coZ jiz je omezeny, hermitovsky
operator) mensi nebo roven stejnému vyrazu sestavenému pro kterékoli jiné pozitivni rozsifeni. Pro nepozitivni
Ay bychom si na jeho misté pfedstavili Ay posunuty o |inf ©(Aj)|-nasobek identity.

Timto povidani o hledani skutecné samosdruzenych operatort pro vyrazy, které zname z 02KVAN, opustime
a prejdeme k dal$im postulatim kvantové mechaniky.



Druhy postulat kvantové fyziky

Druhy postulat kvantové fyziky (o méfeni) vyslovime ve formulaci nasi ucebnice, i kdyz existuji i obecnéjsi zpu-
soby. Budeme se vSak nejprve potfebovat v zakladu seznamit s jednim novym druhem matematického objektu,
o néjz se jeho formulace opira.

Projektorova mira
Uvazujme mnozinu X a néjakou o-algebru jejich podmnozin & C X. Projektorovou mirou budeme nazyvat takové
zobrazeni E: of — JB(H'), které spliiuje trojici axiomd,

1. pro kazdé M € o je E(M) projektorem na 7,

2. pro kazdou nejvyse spocetnou posloupnost (M, ),<p, <., disjunktnich mnozin z & plati

E(U Mn> = ) E(My), (1)

n<n, n<n,
3. obrazem celé mnoziny X je E(X) = I.
Projektorové mira je skutetné druhem mnozinové miry, s kuriézni vlastnosti, Ze mnozinam nepfifazuje Cisla,
ale operatory. Axiomy jsou vysloveny v minimalni podobé, samoziejmé mnoho dalsich vlastnosti plyne z nich,

zejména:

« E(@) =0,

M c N = E(M) < E(N),

« E(M) a E(N) pro libovolné M, N € &/ komutuji,

« E(M A N) = E(M)E(N), E(M U N) = E(M) + E(N) — E(M N N),
« pro (Mp)n<., neklesajici, resp. nerostouci posloupnost v & plati

E (U Mn> = S;i}gl E(M,), resp. E (ﬂ Mn) = sn—Eg E(M,), (2)

n<ow n<w
« pro kazdé ¢ € # ma zobrazeni y,(M) := (¢, E(M)p) vlastnosti nezaporné a kone¢né miry na X.

Obzvlasté komutativita libovolné dvojice projektort z E(+) je pozoruhodna. Mozn4 se v tuto chvili hodi pfipo-
menout nékolik zakladnich vlastnosti projektoru (5.4.2-4), ze kterych poznatky vyse plynou:

« Operétor E € B(H) je projektor < je hermitovsky a E? = E,

« E >0, Ran E je vzdy uzavieny podprostor,

« E+F je projektor <= E a F jsou ortogonalni <= RanE | RanF < EF = FE =0,
« E—F jeprojektor <= E>F < RanEDRanF < EF =FE=F,

« E— F je projektor = Ran F @ Ran(E — F) = Ran E,

« EF projektor <= EF = FE < Ran(EF) = RanE NnRanF,

« kazda monoténni posloupnost projektortt ma silnou limitu E = s-lim E,,. Pro jeji obor hodnot plati
n—oo

RanE = ﬂ RanE, ((E,) nerostouci), RanE = U RanE, ((E,) neklesajici). (3)

n=1 n=1



Priklad

Uvazujme kone¢nou mnozinu X = {xi, ..., X,}, pro niz pak mtizeme za algebru & brat celé¢ 2X. Necht (E)™, je
systém vzajemné ortogonalnich projektord, jejichz souctem je identita. Pak pro M € X muzeme definovat

EM) = )" xu(x)E;, (4)
i=1

tedy E({x;, ..., xc}) = E; + ... + Ej. Toto zobrazeni ma vlastnosti projektorové miry.

Projektorova mira a rozklad jednotky

Projektorova mira ma velice blizko k rozkladu jednotky, ktery jste potkali u spektralniho teorému. Konkrétné
existuje jednoznac¢na korespondence mezi rozklady jednotky a projektorovymi mérami nad R, of = 3.

Rozklad jednotky z projektorové miry nad (R, &') ziskame jednoduse tak, 7e uvazujeme miry mnozin tvaru
(—o0,t). Snadno se piesvédéime o dodrzeni pozadovanych vlastnosti:

« t <u=(—0o,1) C (=00, u) = E((—o0,1)) < E((—e0,u)) = E; < Ey,

- silna spojitost zprava: z t, — t, lze vybrat nerostouci posloupnost (Z,), potom E((—,1%,)) je nerostouci
a podle (2) je E((—o0,t)) rovno jeji silné limité,
« pro ts—lim E =1, ts—lim E; = 0 volime neomezenou rostouci, resp. klesajici posloupnost a opét prevedeme
—+00 ——00

na miru sjednoceni nebo prinika (—oo, t,), kterou je E(R) = I, resp. E(R) = 0 podle (2) a axiom.

Naopak, mame-li rozklad jednotky, projektorovou miru musime dodefinovat i na jinych mnozinach nez téch
tvaru (—oo,t). Pro ostatni intervaly pouZijeme pravidla motivovana tim, ze kromé silné limity E; v kazdém bodé
u zprava (ktera je rovna E,) silna limita zleva existuje podle zakladnich vlastnosti projektort také, jen mtize byt
od E, odli§na (ostfe mensi). PouZijeme tento rozdil k dodefinovani E(+) na zprava otevieném intervalu,

E((—OO, t)) = Su_lg,n Eu Oin o (5)

odkud jiz plyne, jak budeme postupovat u intervalt s libovolnymi kraji:
E((0,0)) = Ey— Es  E((0,0)=Ep_g— Eg,  E((a,0)) == Ey — Eqg, E((a,0)) = Eyp_g— Eqy, (6)

Jakmile jistou miru mame definovanu na mnoziné vsech interval v R a spliiuje jisté pozadavky konzistence (je
tzv. regularni funkci intervalu), 1ze jednoznaéné rozsifit na miru, definovanou na vsech borelovskych mnozinach.
V tomto piipadé vznikla mira spliluje pozadavky na projektorovou miru.

Takto je projektorova mira E, pfifazena kazdému samosdruzenému operatoru A a ¢asto i obecnéji, kde usly-
§ime o projektorové mife, si tedy lze predstavit tuto konstrukci provedenou nad néjakym rozkladem jednotky.
Projektorovou miru E4 nazyvame spektralni mirou operatoru A. Koncepce projektorové miry je vsak obecnéjsi
o to, Ze miZze byt definovana na jinych mnozinach nez R a jinych o-algebrach nez borelovskych podmnozinach.

Poznamka: zprava nebo zleva?

Ve skriptu o1FA2 se rozklad jednotky narozdil od B-E-H definuje jako silné spojity zleva. Zprava nebo zleva je
konven¢ni volba, ktera nema na teorii zadny dopad kromé toho, Ze v takovém piipadé bychom E; pfifazovali
intervaliim (—oco, t) namisto (—oo, t), definovali E,, a patfi¢né prohodili v§echny role. Projektorova mira vyjde
v obou pfipadech stejné a pro rozklad jednotky je pouze podstatné, ze v nékterych hodnotach mize mit skok.
Silna limita existuje z obou stran, jde jen o to, kterou z nich v pfipadé nerovnosti pfifazujeme E;. Zde volim
konvenci nasi ucebnice pro konzistenci a pro zdiraznéni, Ze obé volby jsou skute¢né stejné dobré.



Poznamka: pro¢ silné limity?

Od zacatku dnes pracujeme s omezenymi operatory, proto muze vyvstat otazka, pro¢ limity neuvazujeme v to-
pologii indukované operatorovou normou. Divod je jednoduchy: monoténni posloupnost projektori nemuze
stejnomérné konvergovat jinym zpusobem, nez byt od jistého ¢lenu konstantni. Pro libovolné n” > n takové, ze
E, > E,, je totiz E,» — E, nenulovy projektor a mé tedy normu 1. Proto Cauchyovu podminku muZe spliiovat
jediné takova posloupnost, ktera je od jistého n dale konstantni, jiné posloupnosti stejnomérnou limitu nemaji.

Ostie rostouci posloupnost projektorti neni pfitom nijak slozité na prostorech nekone¢né dimenze sestavit, napii-
klad pro L?(R) maji tuto vlastnost operatory nasobeni funkcemi X(0,t,) pro libovolnou rostouci ostie posloupnost
nezapornych ¢isel ,. Silné limita ale existuje je ji nasobeni y(g1im, 1 ). jak se snadno z definice presvéd¢ime.

Druhy postulat kvantové fyziky

Se zadefinovanou projektorovu mirou mtzeme jiz vyslovit druhy postulat v jeho funkéni verzi.
Postulat 2 (o méfeni).

a) Moznymi vysledky méfeni veli¢iny A jsou body spektra c(A) operatoru A.

b) Pravdépodobnost jevu, Ze na systému ve stavu W naméfime hodnotu pozorovatelné A lezici v borelovské
mnoziné A C R, je rovna
w(A, A; W) = Tr(Eo(A)W). (7)

c) Je-li pro binarni méfeni vysledek experimentu kladny (je naméfeno, ze hodnota veli¢iny A lezi v A), pak
stav systému po méfeni je popsan statistickym operatorem

’

_ E4(MWEL(A) ®)
C Tr(E4(AW)

Ve svétle predchoziho vidime, Ze operator A je ve druhych dvou bodech reprezentovan pouze hodnotami své
spektralni miry, a ¢isla z mnoziny R, jimzZ (tj. jejichZ intervalim a jinym mnoZinam) jsou tyto projektory pii-
fazeny, vystupuji jen jako jisté ,oznadeni®, ktery z projektort se v bodu b) nebo c) realizoval. Smyslem ¢ésti a)
postulatu je stanovit fyzikalni ptifazeni témto hodnotam ze spektra jako realné naméfenym hodnotam odpovi-
dajici pozorovatelné veliciny A, které z méfeni vychazeji.

Pokud tato korespondence s experimentalni realitou pro nas neni esencialni, nebo pokud popisované méfeni
neni ve skute¢nosti méfenim operatoru prifazeného néjaké veli¢iné, jak se stit mize, mizeme také uvazovat
méfeni v jistém zobecnéném smyslu, definované ¢isté projektorovou mirou nad obecnou mnozinou X, kde pak
piebira roli mnoziny moznych vysledki méfeni tato mnozina, ktera viibec nemusi byt ¢iselna. Da se ukazat,
Ze na separabilnim prostoru pro kaZdou projektorovou miru E(+) lze najit samosdruzeny operator takovy, ze
mnozina projektort, kterou dava jeho spektralni mira, se shoduje s oborem hodnot E(s+). Dtikaz (jedna se o
adaptaci véty 14.1.4 ve svétle lemmatu 14.1.6) nebudeme uvadét, protoze jeho aplikacni hodnota je nulova, ale
pro ucely teorie budeme tento poznatek brat jako opravnéni na separabilnich prostorech brat tvrzeni postulatu 2
za zcela zaménitelné s vyjadfenim pomoci projektorové miry E: of — RB(H ) na X.

Priklad

Protoze podle formulace vyse bude projektorova mira v méfeni centralnim bodem, a pro méfeni pozorovatelné
veli¢iny A se bude jednat o spektralni miru E4, bude dobré se s timto objektem bliZe seznamit. To bude hlavné
ucelem pfisti hodiny, dnes zakon¢ime jen pfikladem, jak muze tfeba vypadat.

Pro kazdou borelovskou mnozinu M € %! uvazujme operator nasobeni charakteristickou funkei y;(x): T

Z obecnych vlastnosti T plyne, Ze se jedna o projektor (a Ty je projektorem pravé tehdy, kdyz Ran f C {0, 1}).



Soucet charakteristickych funkei disjunktnich intervalt je charakteristicka funkce sjednoceni. Pokud uvazujeme
spocetny systém {M, | n € Ny} disjunktnich a N, = U Mi, N = Upe, Mk, pak

n—oo
Db =T = | WP x50, w e @), ©)
k NAN,
coz je symbolicky zapsano
T,y = sn-kg TXNk' (10)

N:itkonec T, Je identicky operator. Tedy E: B - B(IH): M T,,, splituje viechny vlastnosti projektorové
miry.

Tato projektorova mira predstavuje spektralni miru operatoru Q. Staci se piesveédcit, ze
Et(Q) = Eg((—o0, ) = Ty, (11)
spliiuje vlastnosti konstrukce, kterou jste rozklad jednotky definovali (uzpisobené pro pravou spojitost):

« (Q—tH(I - TX(_M)) > 0: operator [ =Ty jerovenT,  apak

(¥, Q- tDTy,. V) = LR(x — Do) O dx = j (x = DY) dx > 0. (12)
t
« (Q—1tI )T)((_m,g < 0: analogicky,
« Ker(Q —tI) Cc Ran Ty’ trividlné splnéno.

Pokud nyni tuto miru pouZzijeme ve druhém postulatu, ve vyrazu Tr(Eg(A)W) pro Cisty stav W = E;, poznavame
spravné Bornovu pravdépodobnostni interpretaci vinové funkce pfi méfeni polohy:

Tr(Eg(B)Ey) = (. Eg(A)y) = ((x), xa()y(x)) = L [y (ol dx. (13)



Integrace podle projektorové miry

Projektorova mira se muze zdat jako pomérné abstraktni pojem, ale v prvni fadé se jedna o miru a vyvstava
prirozena otazka, jestli nad ni miizeme vybudovat operaci integralu funkce stejné jako nad Lebesgueovou mirou,
jaké funkce jsou integrovatelné a co vysledek znamena.

V prvni fadé si oproti Lebesgueové mife uvédomme nékolik rozdilt (kromé zjevného, ze nezobrazuje do R, ):

« Ijednotlivé body mohou mit nenulovou miru (tzv. diskrétni body miry E): nad R se jedna pfesné o ty body,
ve kterych mé E; skok. Pro spektralni miru samosdruzeného operatoru A to nastava v bodech 1 € o;,(A).

« Naopak, celé podintervaly mohou mit miru nulovou — pfifazeny nulovy projektor. Naptiklad pokud A je
omezeny s ¢iselnym oborem hodnot (m, M), potom E4((—oco,m)) = E4((M, +0)) = 0.

« Zadny interval, ani nekoneény, nema v néjakém smyslu ,nekoneénou” miru: kazda hodnota E(M) je shora
omezena (ve smyslu pozitivnich operatort) I. Jedna se tedy nejen o o-koneénou, ale ptimo koneénou miru.

.....

Otazka, jaké funkce miZeme chtit integrovat, je témito pozorovanimi silné ovlivnéna. Napiiklad funkce f: R —
C, ktera nabyva nenulovych hodnot jen mimo ¢iselny obor hodnot omezeného operatoru A, je z hlediska spek-
tralni miry E 4 skoro vSude nulova. Naopak, dvé funkce, které se lisi hodnotami v jednom bodé, nejsou ekviva-
lentni, pokud se jedna o diskrétni bod miry E4. Nakonec v dusledku posledniho bodu napiiklad i konstantni,
nenulova funkce mize mit dobfe definovany integral.

Integral podle miry E ma smysl definovat pro funkce, které jsou viaci E méfitelné, to znamena, vzor kazdého
intervalu musi byt néktera funkce ze o-algebry & C 2% které je defini¢nim oborem E. Tento fakt neni nikterak
ovlivnén skute¢nosti, Ze mira zobrazuje do projektor: pokud, jak je bézné, za (X, &/) bereme (R?, B"), jedna
se jednoduse o borelovské funkce. Musi ov§em byt definované E-skoro vsude, to znameni, pokud chceme po-
uzit funkci, ktera v nékterych bodech nebo intervalech definovana neni, musi se tak dit na mnoziné E-miry 0.
Mnozinu funkci, které kritéria spliuji, oznac¢ime ®g.

Definice integralu za¢ina identicky jako v Lebesgueové teorii. Nejprve se vezmou jednoduché funkce, které jsou
konstantni na mnozinach M,, € of:

o(x) = Y ag (). neNo. o)
j<n

Tyto funkce jsou sloZeny z ,obdélnikd®, na nichz je integral definovat trivialni. Zavedeme tedy:
J o(x)dE(x) = Y a;E(M)). (2)
X j<n

Konstanta a; podél mnoziny M; se zintegruje na a;-nasobek miry M;, jak je obvyklé — s tim rozdilem, Ze vysled-
kem je operator. Pokud stejnou jednoduchou funkci jsme schopni ziskat raznymi rozklady tvaru (1), hodnota (2)
na zvoleném rozkladu pochopitelné nebude zaviset - to plati pro kazdou aditivni miru.

Pro kazdou jednoduchou funkei plati (9.3.2)

J ROREOE (JX o(x) dE(x)) , (3a)
||, ot aeeo] = maxlas) 2 ol (3b)
X j<n
J' o(x)r(x)dE(x) = J' o(x) dE(x)J- 7(x) dE(x), (3¢)
X X X

kde pravé strana (3b) predpoklada, Ze zapis (1) je proveden ve formé, kdy mnoziny M; jsou zvoleny jako disjunktni
a nenulové miry. Z (3c) je také ziejmé, ze operétory [ o dE a [ r dE komutuj.

V dal$im kroku rozsifime integral z mnoziny jednoduchych funkeci na funkce, které jsou vii¢i E omezené - jejich
tfidu ozna¢ime L(X, dE). Esencidlni omezenost, stejné jako L™ -normu, definujeme pomoci esencialniho oboru



hodnot, se kterym jsme se jiz setkali, jen s jinou mirou, u operatord nasobeni funkci:
E _
RE() = {Aec|Ve>0: E(fLUM)) = 0}. (@)
L*-norma funkce f v prostoru L*(X, dE) je tedy nejmensi takové c, ze |f(t)| < ¢ E-skoro viude v X.
Jednoduché funkce v L™(X, dE) tvofi hustou mnozinu a integral je diky (3b) spojité zobrazeni viéi L-normé,

takze je mozné k integralu obecné f € L*(X, dE) dojit spojitym rozsifenim. V prostoru operatort se tedy jedna
o stejnomérnou limitu (limitu v operatorové topologii) z integralti jednoduchych funkci,

J' f(x)dE(x) = u-limJ- op(x)dE(x), kde o, jednoduché tak, ze | f — opfco — 0. (5)
X n—oo Jx
Pro vyraz (i, Jg(f)), kde Fg(f) je zkracené oznaceni pro operator [ f dE, navic plati

TP = | £ dy ©
i bez potteby jakékoli limity (integrujeme ¢iselnou funkci s ¢iselnou mérou — na tom neni nic nového!).

Integral v této formé je linearni, zobecruje vSechna tfi pravidla (3) pfimocafe i na funkce z L*(X, dE) a produkuje
vzdy normalni operatory (snadny dusledek multiplikativity). Mezi jeho zajimavéjsi vlastnosti patfi (9.3.3):

« spektrum [y f(x)dE(x) je rovno RE) ),

« [ f(x) dE(x) je nulovy operator pravé tehdy, kdyZ f je nulova E-skoro vSude,

- jestlize posloupnost funkei f, € L™ konverguje k f bodové, E-skoro v§ude na X, a jestlize mnoZina
{lfulco | € N} je omezena, potom také f € L™ a jeji integral je silnou limitou

[ reaze) = stim [ i aeco )
X n—eo x

Posledni ze zminénych pravidel se v poslednim kroku pouZije k rozsifeni integralu i na neomezené funkce. K tém
totiZ nelze omezenymi funkcemi konvergovat stejnomérné, takze spojitost (3b) je nepouzitelna. Plati oviem

stejnomérna konvergence (|| f|o) funkci = stejnomérna konvergence (u-lim) integralu, ®
bodova konvergence (f(x)) funkci = silna konvergence (s-lim) integralu.
Silna konvergence je navzdory svému nazvu slabsi nez stejnomérna (ale silnéjsi nez slaba), takze v silné topo-
logii konverguji i posloupnosti, které nekonverguji v normeé. Integral obecné funkce f € ®g podle miry E tedy
ziskame prosttedkem silné limity integraltt omezenych funkci blizicich se k ni bodové, vysledkem bude moci byt
i neomezeny operator.

Silna konvergence posloupnosti operatort T,, k operatoru T znamena, ze posloupnosti vektort T,i konverguji
k hodnoté Ty pro viechna i € D(T) a pro ostatni vektory nemaji limitu. Pokud za T,, nyni dosadime E-integral
omezené funkcee f,, pro tyto vyrazy se dozvidame

1T = (TeC¥ Te(d) = @ Te() I V) = (0. Te( D) = JX | 2O dpy (), ©)

¢imz je otazka konvergence vektor pfevedena na konvergenci c¢iselnych integralt (s neobvyklou mirou, ale
prece), pro kterou jiz mame mnoho poucek. Zejména vime, Ze blizime-li se k néjaké funkci f bodové, s majorantou
nezavislou na n, pak integraly f, konverguji k integralu f (Lebesgueova véta).

Takové vlastnosti mé napiiklad posloupnost

F20) = f@xa, (), kde My = f7'((-n,n)), (10)

jejiz kazdy ¢len navic patfi do L*(X, dE) a tedy ma integral jiz definovany dfivéjsi teorii. Posloupnost ¢lent
(Jx fu dE)Y je potom pro kazdé i € # posloupnost vektori s normami (9). Tato posloupnost miize a nemusi byt
Cauchyovska. Nutnou podminkou konvergence je, Ze viibec konverguje

tim [ 1COR g = tim [ 17O a0 = [ 1R dpo) 1y



Pokud ano, snadno se ukaze, Ze i samotné vektory tvofi Cauchyovskou posloupnost a maji limitu.

Silnou limitou posloupnosti integrali1 [y f, dE je tedy operator definovany na mnoziné

Dy =y e || 1eoR ane <}, (12

ktery oznacime

st [ f,00aEG) = [ f e (13)

Tim je, po ovéfeni konzistence (nezavislosti na volbé f, — f) konstrukce integralu dokonc¢ena a zbyva se podivat
na hlavni vlastnosti, které o operatorech J5(f) := [y f dE lze na zékladé vlastnosti f(x) predpovédét.

Zakladni poznatek je, Ze pro kazdou f € @ je F£(f) husté definovany - integral pfes libovolnou projektorovou
miru E je tedy zobrazeni ®¢ do £ (#). Toto tvrzeni (9.4.1) si dokdZeme. Je potfeba ukazat, Ze Dy je podprostor
v # a ze je husty. Linearni kombinace se maji dit ve vektoru i/, které je parametrem vyrazu py, potfebujeme
tedy zkoumat

Hay+o(M) = [EM)(ayy + @) < 2laP[EADYI + [EAD@I? = 2lal? py (M) + pp(M). (14)

Pokud tedy i ¢ i i patii do (12) a @ € C, pak i integral stejné funkce |f(x)|* vii¢i mite Hay+o je konecny a
ay + @ € Dy. Pro hustotu staci vzit pro mnoZziny M, z (10) vektory y, = E(M,)y, které nezavisle na volbé y do
Dy urcité patfi, protoze

[ G0 a0 (15
pouziva miru
[L%(N) = (Y, EIN)Yp) = (E(Mp)y, EN)E(M,)Y) = (, E(M, 0 N)Y) = .Uz//(Mn N N) (16)

a tedy je roven

jX FGOR dpy, (x) = jm FGOR dpsy () < Inf? anN 41y () = Iy (X A N) < . 1)

Z predchoziho je jesté snadné ukézat, Ze [y f dE je neomezeny, pokud integrand f € ®¢ \ L*(X, dE) - jedna
se tedy o omezeny operator pravé a pouze tehdy, kdyz f je vic¢i E omezena. Divodem je, Ze posloupnost na
levé strané (13) je posloupnost omezenych operatoru, jejichZ normy ale rostou asymptoticky stejné rychle jako
n, protoze takové supremové normy maji funkce f,, podle své definice. Jediny pfipad, kdy dojdeme k omezenému
operéatoru, je tedy, pokud se posloupnost od jistého ¢lenu pfestane ménit — pokud existuje n, pro které [f(x)| > n
jiz jen na E-nulové mnoziné.

Dalsi vlastnosti Jg: & — Z(#): f + [y f dE, které najdete dokazané v 9.4.8 a 9.4.10, si uvedeme formou
seznamu. Zaméfte prosim svou pozornost obzvlasté na podobnost s vlastnostmi operatorti nasobeni funkci 7!

« Integral Fg(f) je homogenni v f,

o Je(f +g) > Fe(f) + Fe(g), Fe(fg) > Fe(f)FEe(g), konkrétné levé strany se rovnaji uzavéru pravych
(9.4.11),

o Jp(f) = Fg(g) praveé tehdy, kdy f = g E-skoro vSude na X,

o JE(f*) = Fg(f)”, zejména odsud plyne, Ze kazdy 7¢(f) je uzavieny, protoZe lze psat jako sdruzeni jiného
operatoru, Jg(f*),

« J&(f) je invertibilni pravé tehdy, pokud f je E-skoro vsude nenulova, pro takové funkce pak Fz(f)~! =
JE(1/ ),

« Jg(f) je normalni operator a je samosdruzeny pravé tehdy, kdyz f je E-skoro vSude reélna,

- o(75(F) = RE(p).



Poznamka: Divodem, pro¢ Ty spliuji tolik podobnych vlastnosti, je, Ze Ty je jednoduse pravé takovym integra-
lem: konkrétné Ty = [x f dEg, kde Q je operator nasobeni nezavislou proménnou na L%(X, dp). I pro spektrum
JE(f) plati zcela stejna kritéria jako pro Ty s mirou y nahrazenou za E.

Spektralni teorém (varianta s projektorovou mirou)

Spektralni teorém pro hermitovské operatory znate z o1rA2 zapsany pomoci rozkladu jednotky:
A
J AdED = A, (18)
R
Nikoho asi nepfekvapi, ze integrace podle spektralni miry poskytuje jeho alternativni zapis
J AdEQQ) = A. (19)
R
Integralem funkce x podle spektralni miry samosdruzeného operatoru A je tedy A sam.

Stejné tak umite pocitat omezené funkce hermitovského operatoru jako

f(A) = LR £ dED; (20)

nyni dokazeme poéitat jakoukoli (méfitelnou) funkci samosdruzeného operatoru jako

) = LR FQ)AEQ). (21)

Vzorec by samoziejmé 3el také napsat integralem rozkladu jednotky, jen neomezeného na (m, M) — v ruce mame
ale nyni silnéjsi nastroj, pomoci kterého lze integrovat i na jinych mnozinach nez R. Jako minimalni pfiklad
uvedme, Ze rozklad (19) existuje kromé samosdruzenych operatort pro vsechny normalni se spektralni mirou
nad C - zde by snaha o konstrukci analogickou rozkladu jednotky byla zna¢né kontraproduktivni.

V ramci (21) stoji za pozornost zejména nasledujici funkece:

« polynomy; jejich integral vychézi stejné jako dosazeni A do stejného polynomu,
« spektralni rozklad je také nasi cestou k operatorové exponenciale pro neomezené operatory,
« funkce 1/(x — p), kterou ziskavame rezolventu R4(p),

- funkce €"%* pro libovolné a € R, ktera zobrazuje samosdruzené operatory na unitarni (jinak nez Cayleyova
transformace — té odpovida (x —i)/(x + 1)),

« funkce arctan x, ktera injektivné zobrazuje samosdruzené operatory na hermitovské,
« redlna a imaginarni ¢ast, komplexni sdruzeni (vSechny pro normalni operatory), absolutni hodnota,

« charakteristické funkce mnozin M € & — v tomto pfipadé ziskavame E(M), nejedna se vsak o prakticky
navod, jak k nim dospét.



Komutativita operatori

Pojmu, ze dva operatory komutuji, jsme se dosud pfi riznych prilezitostech spise vyhybali. Divodem je, Ze je
praktické jej definovat jinak neZ pfirozenym zptisobem AB = BA. Konkrétné jsou celkem tii oblasti, ve kterych
komutativitu zavadime:

1. Dva omezené operatory — zde klasicka definice plati a nepfedstavuje zadny problém.
2. Omezeny operator s neomezenym.

3. Pro dva neomezené operatory zavedeme otazku komutativity jen pro dvojici samosdruzenych.

Komutace neomezeného operatoru s omezenym

Abychom fekli, ze neomezeny operator T komutuje s omezenym B, budeme pozadovat nasledujici:

« pro ¢ € D(T) je definovana akce T i na By, tedy D(TB) je alespon tak velky, jako D(T),

« hodnoty BTy a TBy vychazeji stejné.

(Poznamka: By je definované pro kazdé ¢, takze i pro Ty.) Tyto podminky nepopisuji rovnost operatorit TB a BT:
operator TB muze byt vétsi. Jedna se tedy o inkluzi:

BT C TB. (1)

Podminkou, pfipomenime, je, aby oborem validity BTy = TBy byla cela mnozina, kde T je definovan. Jak se
chovaji hodnoty By pro ¢ ¢ D(T), v¢etné toho, zda ndhodou jsou také v D(T), i kdyZ ¢ samo ne, je irelevantni.
Eliminujeme ale opa¢ny ptipad, kdy Ty by definované bylo a TBy ne. Pokud D(T) = #, zejména pokud T €
AB(H), vyjadtfuje (1) rovnost operatoru.

Piikladem, kdy tento rozdil je podstatny, miiZe jit nasledujici: uvazujme dva operatory nasobeni funkci, Ty a Ty /4,
kde f je omezena funkce. Pokud 1/ f je také omezena, coz byt miize i nemusi, jsou Ty i T;/; omezené opera-
tory, které jsou vzajemné inverzni a jejich soudin v libovolném poradi je identita a tedy komutuji. Pokud vsak
ess infyeg |f(x)| = 0, pak 1/ f je neomezena a operator Ty ¢ také, s defini¢nim oborem

D(Ty/f) = fp € L*(R)| p(x)/ f(x) € LA(R)}. (2)

Defini¢ni obor T¢T; nemize byt vétsi nez D(Ty, f), protoze slozeni operatorti znamena aplikovat nejprve tento
a potom Ty. Mnozina D(T/5) je ale rovna Ran Ty, takZze na kazdé ¢ € Z jdou operatory pouzit v potadi Ty, poté
Ty/s-Je tedy
Ty /¢Te =1, T¢Tyr =1 3
1/fTy M=o ®)

arovnost T¢Ty /¢ = Ty ¢y tak zavisi na tom, jakou funkci f bychom volili. Podminka komutativity ve tvaru

Tle/f CTl/fo (4)
BT T B

ale zstava v platnosti.

Upozornéni: Z prikladu vidime, Ze pfi (1) neni TB — BT nulovy operator, jen jeho zuzeni. Neni opravnéné tvrdit
[T, B] = 0, tato rovnost neplati!

Pokud v tomto pfikladu funkce f je neomezena a jeji pfevracend hodnota také, nebude inkluze platit ani v jednom
sméru a musime se obratit na nasledujici sekci, abychom komutativitu operatort Tf, T, /f zachranili.



Dva samosdruzené operatory

Z vlastnosti projektorové miry E: o/ — B(F) plyne, ze libovolna dvojice projektortt E(M), E(N), M, N € o/ ko-
mutuje. VyuZijeme této skutec¢nosti k definici komutativity dvou samosdruzenych operatort (byla by pouzitelna
i pro dva normalni, ale vétSinou neni divod): fekneme, Ze opetarory A;, Ay komutuji pravé tehdy, kdyz komu-
tuji navzajem jejich spektralni miry, tj. kazdy projektor z E4, s kazdym projektorem z E4,. (Pro samosdruzené
ekvivalentné: kdyz komutuji jejich rozklady jednotky.)

Na zakladé této definice komutuji libovolné dvé realné funkce stejného samosdruzeného operatoru, napiiklad
é4aesd coz je velmi zadouci vlastnost.

Muze byt vyhodné otazku komutativity dvou neomezenych operatort pfevést na komutativitu omezenych, pro-
toze je o tolik snaze vyjadfena. K tomu jsou bézné pouzivany dvé cesty.

Protoze funkce 1/(x — p) je injektivni, maji A a Ra(p), u € p(A) spektralni miry se stejnym oborem hodnot.
Nutnou a postacujici podminkou komutativity A;, A; je tedy, Ze R4, (1) a R, (v) komutuji pro néjakou, libovolné
zvolenou dvojici hodnot g, v z jejich rezolventnich mnozin.

Funkce ¢/ neni injektivni pro zadné a € R, takze operatory ¢4 mohou mit spektralni miry hrubsi nez A.
Komutuji ale vSechny vzajemné a sjednocenim obort hodnot vsech jejich spektralnich mér dostaneme opét
Ran E 4 (detaily vyZzaduji trochu prace, daji se najit v dasledku 11.1.5 véty 11.1.4). Druhou podminkou ekvivalentni
komutativité A;, A, je tedy, Ze

eitAleisAz — eiSAzeitAl,VS,t €R, (5)

a kromé velmi specialnich pfipadu si nelze pro implikaci < dovolit obecny kvantifikator vynechat.

Piekryv definic

Méli bychom jesté prokazat, ze pokud A je samosdruzeny a B hermitovsky, coz zasahuje do aplika¢ni oblasti
obou sekci, pak se také jejich pozadavky na tvrzeni o komutativité shoduji.

Vyuzijeme zminéného, ze A € Z,(#’) komutuje s omezenym B pravé tehdy, pokud pro kazdé y € p(A)

RA(#)B = BRA(p). (6)

Uvazujme obecné ¢y € D(A) a ¢ = (A — ul)y. Protoze R4o(p) je k A — ul inverzni, dostavame z podminky (platné
pro vsechna ¢ € %)
V) € D(A):  RaGOB(A - pl)y = BRACA — ul)y = By )

Ovsem vektor na levé strané je v Ran R4 (i) = D(A — pI) = D(A) (tudiz musi byt i prava strana) a na rovnici lze
A — pl izleva:
Yy € D(A):  B(A - puD)y = (A - pl)By. 3)

Pfi¢tenim py k obéma stranam ziskavame BA C AB a vSechny provedené upravy byly ekvivalentni.

Pokud A; a A, komutuji podle definice pro samosdruzené operatory, da se ukazat (na zakladé dosazeni do funkce
dvou samosdruzenych operatort, coz je téma a7 ptisti hodiny) ponékud obecnéjsi vysledek, Ze

Yy € D(A1A) N D(AxA1): A1Az) = AyArY )
(viz ptiklad 10.7.5). Pro jeden nebo oba operatory omezené se tato podminka redukuje na (1), resp. A; Ay = AyA;.

Zajimavé je, Ze podminka tvaru pravé strany (9) obecné neni pro komutativitu postacujici, ani pokud plati na
mnoziné husté v #, jak by ¢lovék mohl ocekavat. Existuji, a¢ znacné vykonstruované, protiptiklady (16.2.2).



Reducibilita operatoru

Komutativita neomezeného T s projektorem E Uzce souvisi s otazkou reducibility na podprostor.

Uvazujme inkluzi ET C TE z hlediska vektoru ¢y € #: jestlize ¢ € D(T), pak Eyy € D(T) a T(Ey)) = E(Ty).
Z posledni zapsané rovnice je evidentni, ze obraz Ey pfi T je rovnéz v Ran E, a tedy T zobrazuje vektory z Ran E
zpét do Ran E.

Srovnejme toto kritérium s podminkou toho, kdy Ran E je invariantni podprostor T (kap. 3.6), ktera je jednodussi:
G je takovym podprostorem, pokud Viy € D(T)NG: Ty € G. Jestlize T komutuje s projektorem E, 1ze odsud ovsem
vyvodit, ze

1. RanE, (Ran E)* jsou T-invariantni,
2. ED(T) c D(T),

z ¢ehoz okamzité vidime, Ze pozadavek komutativity je silnéjsi. Diky poslednimu vztahu mizeme libovolny
vektor ¥ € D(T) rozlozit na ¢ast v Ran E a v jeho ortogonalnim dopliiku a T pouZit zvlast - toto pro obecny T-
invariantni podprostor neni validni krok. Posledni dvojice uvedenych podminek je ve skute¢nosti nejen nutna,
ale i postacujici pro ET C TE (véta 7.4.4).

Zapodminky ET C TE tedy miizeme velmi dobie Fici, ze T plisobi na (uzavienych) podprostorech Ran E a (Ran E)*
nezévisle na sobé. Je tedy plné specifikovan operatorem T; na prvnim a T, na druhém z nich a lze psat

T=T,0T,. (10)
V takovém pripadé fikame, ze projektor E (¢i ekvivalentné I — E) redukuje operator T a ten je tedy reducibilni.

Muze se stat, Ze zadny takovy projektor kromé trivialnich 0,1 nelze najit. Potom nazyvame T ireducibilnim
operatorem.

Koncept reducibility ma pfimocaré zobecnéni i na mnozinu operatorti: projektor E redukuje mnozinu 7, jestlize
redukuje kazdé T € ; mnozina I je ireducibilni, jestli neni redukovana zadnym netrividlnim projektorem.

Normaélni operatory a reducibilita

Pro T € Z(#) uvazujme néjakou vlastni hodnotu A, pokud existuje, jeji vlastni podprostor K := Ker(T — AI)
a projektor E; na néj. Pak pro kazdé € D(T) je jisté E i € D(T), protoze je prvkem podprostoru definovaného
akei T. Podminka TE) iy € RanE) je také pro vlastni vektory trividlné splnéna. Mohla by se tedy pokazit jen
T-invariance Ran(I — E}).
Pro kazdy husté definovany operator je

Ker(T — AI)* = (Ran(T — AD)", (11)
ale pokud navic T je normalni, pak

Ker(T — AI) = Ker(T* — A*I) = (Ran(T — /H))J' ,

- 12
(Ker(T — AI))" = Ran(T — AI). 12)

Uvazujme ¢ € Ran(I — Ey), tedy ¢ =  — E)¢ pro néjaké ¢ € D(T). Pak Ty = Ty — T(E;y), ale E) i/ je ve vlastnim
podprostoru lambdy, takze T = Ty — Ay = (T — AI)y. Dostavame

g€ RanE)* =Ran(I—-E;) = TpeRan(T—A) = Tope Ker(T—AD)" =(RanE):, (13)

coz je posledni chybéjici informace pro postacujici podminku komutativity T a E;. Normalni operator je tedy
redukovan projektorem na kterykoli ze svych vlastnich podprostort.



Dodatek k unitarni ekvivalenci

K nasemu seznamu vlastnosti, které jsou invariantni nebo se jednoduse transformuji pro unitarné ekvivalentni
operatory T, S = UTU ™!, miizeme ptidat:

« pokud T € L, (%), pak S € L,(#) a jeho spektralni mira spliiuje Eg(A) = UEr(A)U 1,
« mnoziny @ jsou pro Er a Eg stejné a Vf € dg: f(S) =Uf(T)U Y,
« T komutuje s R < S komutuje s URU ™!,

« jestlize projektor E redukuje T, pak UEU ! je projektor, ktery redukuje S.



Soubory komutujicich pozorovatelnych

Uvazujme samosdruzené operatory Ay, ..., A, vzijemné komutujici podle nasi definice z minula - tedy, Ze jejich
spektralni miry jsou tvofeny komutujicimi projektory.

Pro mnozinu vysledki A tvaru kartézského soucinu, A = A x ... x A, je pravdépodobnost naméfeni hodnot A;
v intervalech A; nezéavisla na pofadi méteni, stejné jako stav po méfeni - to jiz dobfe vime z kvantové mecha-
niky. Tato vlastnost se nazyva kompatibilitou pozorovatelnych veli¢in. Ukazeme, ze kompatibilita je komutaci
ekvivalentni, pro dva operatory a Cisty stav E, — zobecnéni je pfimocaré. Pravdépodobnost naméfeni hodnoty
A; v intervalu A; nésledovaného naméfenim A, v intervalu A, je dana

W(AL, Ar; Ag, Ags ) = Tr(Ea, (A )W) w(A1, Ay Ey) = Tr(Ea, (A2) Ea (A1)EpE4, (A1) = (E19, E2E19))

= (QD, E1E2E1q)), W(Alel;E(p)W,

kde E; = E A}_(A ), a v opatném potadi (¢, EyE; Ey¢). Evidentné pro komutujici operéatory se pravé strany rovnaji
a také vychazi stejny stav po méfeni. Naopak je-li rovnost splnéna pro kazdé ¢, pak operator C = E{E,E; —E,E | E,
je nulovy. Ovsem pro B = E{E; — E;E; je

B*B = EZElEZ - EZEIEZEl - ElEZElEZ + E1E2E1 = (El - Ez)c = 0, (2)
coz nenechéva jinou moznost, nez ze operatory ze spektralnich mér A; a A,, a potazmo A; a A,, komutuji.

Pro n-tici vzajemné komutujicich operatort Ay, ..., A, miZeme projektory dané témito mirami sloucit do stejné
komutujici mnoziny. Lze viak i vice - sestavit projektorovou miru E, z niz kazdy A; lze psat jako integrél [ f; dE
s néjakou funkci f;. Pro tuto konstrukci mizeme volit X = R" a projektorovou miru E definovat na n-rozmérnych
intervalech

E(Jy % ... % Ju) = Eo,(J1)Ea,(J2) ... E4, (Jn). ®)

Rozsifeni na plnohodnotnou miru pak probiha stejné jako v pfipadé konstrukce miry z rozkladu jednotky -
detaily jsme neuvadéli, ale existuje a je jednozna¢né. Nazyva se potom direktnim soucinem projektorovych mér

n

Tato projektorova mira pak — v zobecnéném pojeti postulatu, abychom nemuseli hledat néjaky zastupny samo-
sdruzeny operator — umoziuje mluvit o sou¢asnych métenich operator {A;}l-,. Tato formulace pfidava oproti
méfeni v jakémkoli pofadi navic moznosti binirnich méfeni na podmnoZzinach A € %", kterych nelze doséh-
nout sekvenci méfeni jednotlivych z nich: pfikladem muze byt pozorovani vzdalenosti od pocatku soufadnic,
kde bychom za A volili objem mezi dvéma sférami. Znacime pak

E(AWE(A)

w(A {Aq, ..., Ak W) = TH(E(AW), W’ = THEOW)

4)

Funkce komutujicich samosdruzenych operatoru

Stejna projektorova mira na R" se da pouzit k Géelu definovani funkei vice komutujicich samosdruzenych ope-
ratort: definujeme

(AL, Ay) = J}Rn £y ey %) AEGxy, oo, %) 5)

pro kazdou E-skoro v§ude definovanou borelovskou funkci f. (Sta¢i, aby byla definovana na kartézském sou¢inu
spekter.)

Pro funkce komutujicich operatort plati nékolik logickych zavéri, které jsou analogické dfivéjsim vysledkim
pro podobné konstrukce. Naptiklad dosazeni A;, A, do funkei tvaru f(x,y) = g(x) + h(y) ¢ f(x,y) = g(x)h(y)
mize dat operator ,,0 uzavér” $irsi nez soudet, resp. soulin operatortt g(A;) a h(A,) — pro priklad si pfedstavme
dosazeni A, = A; do funkci x — y ¢ xy~ L. P¥ibyva logické, ale ne automatické pravidlo, Ze pro f(x,y) = g(x)
vychazi f(A, A”) stejné jako g(A).



Mezi potencialné dulezité aplikace patti, ze f(Qy, ..., Q,) davéa operator nasobeni funkci f(xy, ..., x,) a Ze dosazeni
slozek hybnosti do funkce Y, j sz dava operator kinetické energie volné ¢astice, i kdyz k obéma témto operatorim
jsme dosli jiz dfive jinymi metodami. Tim spiSe ale mohou oba ptiklady slouzit pro lepsi predstavu, jak obecna
funkce vice proménnych v operatorech muze v praxi vypadat.

Uplné soubory komutujicich samosdruzenych operatora

Soubor komutujicich samosdruzenych operatort & = (Ay, ..., A,) nazveme Gplnym, jestlize libovolna dalsi pozo-
rovatelna, ktera by s nimi byla kompatibilni, je jiz rovna né&jaké funkci Ay, ..., A,. Omezujeme se zde na kone¢né
soubory, coZ z hlediska matematické formulace neni univerzalni, ale pro praktické ucely zcela staéi (n je obvykle
1,2, 3, 4).

Diilezita formulace ekvivalentni této na separabilnim # je takova, ze § je USKO, jestlize operatory, které ko-
mutuji se vSemi prvky &, komutuji také mezi sebou. To je algebraicky vyjadieno podminkou, Ze kazdy prvek
komutantu mnoziny & patti také do komutantu tohoto komutantu, tedy bikomutantu (§’)" = 8.

Pro¢ tyto dvé formulace jsou ekvivalentni, je pomérné hluboké tvrzeni, ale pro kone¢né & lze shrnout nésle-
dovné:

1. Jestlize B € B(#) komutuje s operatorem A, pak komutuje také s libovolnou funkei operatoru A. To zna-
mena, Ze kazdé f(A) € B(H) patii do komutantu komutantu jednoprvkové mnoziny {A}. (Z technickych
divodd do pojmu ,komutant® zahrnujeme jen omezené operatory.)

2. Na separabilnim # kazdy samosdruzeny operator, ktery komutuje s kazdym takovym B, 1ze napsat jako
néjaka funkce operatoru A. Toto velmi netrivialni tvrzeni (10.5.9) je historicky vysledkem praci mnoha
prukopnikt funkcionalni analyzy a neni ted v nasich moznostech zkoumat, pro¢ plati.

3. Pro mnoZinu vice neZ jednoho operatoru roli komutace s A nahrazuje komutace s projektorovou mirou
ziskanou direktnim soucinem spektralnich mér Ay, ..., A,, rozsifit potom pfedchozi vysledek i na tento
piipad jiz neni naro¢né.

Co si zapamatujeme, je, Ze existuje dobry dfivod v otazkach USKO vyzadovat separabilitu.

Setkame se jesté s tieti ekvivalentni formulaci USKO. (V$echny tfi shrnuje v knize véta 14.2.1, ale jeji ditkaz se
opira o obsah nékolika pfedchozich kapitol.) Soubor & je Uplny pravé tehdy, kdyz existuje tzv. cyklicky vektor
@ € X s vlastnosti, ze mnozina {Ap| A € §”} je v # totalni. Co si pod touto abstraktni formulaci predstavit?

Podle ptedchoziho je kazdy operator A € §” vyjadfitelny jako funkce operatori Ay, ..., A,. ProtoZe z alge-
braickych predpokladl je omezeny, je mozné jej vyjadfit jako integral né&jaké f € L™(R", dE) pfes spole¢nou
projektorovou miru E. Jestlize vyrazy

{], ras | £ e Lo, ap)] ©

jsou husté v # a lze se tedy jimi blizit k jakémukoli € 7, budeme chtit ukazat, Ze existuje funkce fy, ne jiz
nutné omezena, tedy jen f € ®g, ze Ix(fy)o = ¢.

Lemma 1. Je-li ¢ cyklicky vektor souboru &, pak pro kazdou E-nenulovou mnozinu M je y,(M) # 0.

Diikaz. Uvazujme M € RB" takovou, ze E(M) # 0, ale E(M)g = 0. Pro libovolnou funkci f € L(R", dE) a kazdé
X € je

(s | fedzep) = (e En) | sGaEGa0) = (x| saesane) =0, @)

takze Ran E(M) je ortogonalni na Ag pro kazdé A € §”, cozZ je spor s totalitou. O
Lemma 2. Kazda funkce f € L?(R", du,) splituje f € ®p, vektor ¢ patii do D(f(Ay, ..., Ap)) a plati

|T(Hel® = 11, (®)



takze zobrazeni V : L2(R", dy,) = Z - f — Ip(f)e je izometrie.

Dikaz. Miry E a i, maji jisté stejné o-algebry. Pokud je f p,-s.v. definovan, je také E-s.v. definované podle
lemmatu 1. To jsou pfedpoklady pro f € ®5. Pro f € L2(R", Hy) dale

- (], Foazeon. | faEe)= (0| 1R dm@0) = [ 17C0R dpyte) <o ©)

|| reaze

coz odpovida na oba zbyvajici body, protoze [ |f|? dy, < o je ptimo ptedpisem defini¢niho oboru f(Ay, ..., Ay).

Po tomto ditkazu si jiz staéi uvédomit, ze z predpokladu USKO do obrazu izometrie V patfi mnozina totalni v %
(obraz mnoziny L*(R", dp,), ktera diky koneénosti miry je C L?), takze koncovym prostorem je jisté celé .

Definici USKO mohou dokonce spliiovat i nékteré jednoclenné soubory & = {A;}. Podminka, ze méteni A nebo
jeho funkci dokaze v principu rozlisit mezi libovolnou dvojici linearné nezavislych vektoru, je zobecnénim kon-
cepce Cisté bodového a nedegenerovaného spektra. Rikame, Ze takovy operator ma jednoduché spektrum.

Posledni podminka pro né znamena, Ze existuje vektor ¢ € # takovy, ze mnozina {E A(M) o | M € %'} je totalni
v Z (zde se z historickych diivodii nenazyva cyklicky, ale generujici vektor). Nas vysledek fika, ze musi mit
nenulovou projekei do v8ech Ran E4 (M) a poté, Ze z néj libovolného / € # miZeme dosahnout jako f;,(A;)e.
UkéZeme, Ze tuto vlastnost ma operator polohy na R: za ¢ miZe slouzit libovolna L2(R) funkce, ktera je vsude
nenulova, napiiklad ¢(x) = 1/(x? + 1). Protoze funkce operatoru Q jsou operéatory nasobeni funkei f(Q) = Ty,
sta¢i pro obecné ¢ € L2(R) volit fy(x) = 9(x)/p(x).

Jestlize podminku {E A (M) e ‘ Me @1} totalni v # pfijmeme jako definici jednoduchého spektra, pak takové
operatory existuji pouze na separabilnich prostorech, protoze tato mnozina je spocetné generovana intervaly
s krajnimi body v Q.

Pro kvantovou fyziku je nakonec jiz jen diilezité, jak pro dany stavovy prostor ziskavat USKO z jeho znalosti na
néjakych jednodussich prostorech. K tomu slouzi nasledujici uzite¢na pravidla:

« Q, je operator s jednoduchym spektrem na libovolném prostoru (X, du) se o-koneénou mirou (automa-
ticky zahrnuje polohu na intervalech v R a oblastech v R"),

« Jedna se opét o unitarni ekvivalent: naptiklad operator hybnosti na R ma také jednoduché spektrum.

« Kazdy operator s nedegenerovanym ¢isté bodovym spektrem na separabilnim #’, naptiklad Hamiltonian
jednorozmérného linearniho harmonického oscilatoru (LHO), ma jednoduché spektrum a mize tak sim
slouzit za USKO.

« pokud &}, &, jsou USKO na %, #,, pak mnozina
(AQT|Ac SIUT®A A €8y} (10)

je USKO na #; ® ' (14.2.5-9, ditkaz opét zabih4 do teorie operatorovych algeber).

Pomoci nich opravnime zcela viechny piipady USKO, se kterymi jsme se setkali v kurzu 02KVAN, 02KVANM2.

USKO a reprezentace stavu

Zakon¢ime kratkou poznamkou o reprezentaci vinové funkce. V kvantové mechanice jste mluvili o polohové,
hybnostni, energetické (LHO) reprezentaci a nemusi byt ziejmé, pro¢ pro prvky stejného stavového prostoru
L%(R) v nékterych potiebujeme funkci (tj. ,spojité“ mnoho hodnot) a v jinych nam sta¢i posloupnost (,spocetné*
mnoho).

Kazda z takovych reprezentaci se opira o néktery USKO, konkrétné zminéné ptiklady o jednoprvkové soubory,
tedy kazdy o néjakou pozorovatelnou A s jednoduchym spektrem. Obecny vektor potom mtizeme hledat v kro-
cich, ze z jeji projektorové miry ,poskladame” operétor [ f(x) dE4(x) a aplikujeme na generujici vektor ¢.



Funkce f jsme vidéli, Ze je tieba brat z prostoru L(R, dy,), pticemz nosi¢em miry y, je spektrum operatoru A
(je nosicem E, ale lemma 1 dava implikaci p,(M) = 0 = E4(M) = 0 a opacna je trividlni), takZe zavisi jen na
hodnotach f na o(A). Pravé jsme ovSem méli moznost vidét, ze i operatory s jednoduchym spektrem mohou
spektrum porad mit stejné dobie diskrétni i spojité.

Pro operéator Q je
Ho(M) = (9, Eg(M)p) = (p(x), xr()p(x)),  dpty(x) = lp(x)? dx 1)

a podminka f € L4(R, du,) tedy je ekvivalentni tomu, Ze f(x) = f(x)p(x) € L*(R).

Pro LHO je mira soustiedéna na spocetném spektru a proto podminka L?-integrability funkce f znamena

j}R R dg) = Y IfOF 0 Ea@Dp) = Y IfFDRIEl (12)

Aea(A) Aea(A)
a prevadi se na £2-podminku jisté posloupnosti.

Po vymezeni se na L?-integrabilni funkce a £2-integrabilni posloupnosti je zfejmé, ze oba druhy objekti patii do
vzéajemneé izometrickych prostort, a tedy je mezi nimi bijektivni korespondence.



Hodnoty pozorovatelnych veli¢in

Zvysloveného postulatu o méfeni Ize odvodit nékolik dalsich skute¢nosti dobfe znamych z kvantové mechaniky,
obcas ovsem s upozornénimi na pfedpoklady.

Stfedni hodnota

Necht A € Z,(9). Pro kazdy stav ¢/ € # a kazdou mnozinu M € &' lze mluvit o pravdépodobnosti naméfeni
hodnoty A v M, ale ne pro kazdy stav toto pravdépodobnosti rozdéleni toto pravdépodobnosti rozdéleni ma
stfedni hodnotu dobie definovanou (pfedstavme si naptiklad stav

Y=Y n'e, 1)
n=1

pro LHO s energetickou bazi (¢,),<,,: norma ¢ je koneén, ale pokus o urleni sttedni hodnoty energie vede na
fadu Y e 1@ Y)IP = X e 1/1, ktera diverguje).

Vénujme se nejprve stredni hodnoté A v Cistém stavu Ey. Necht a zna¢i odpovidajici ndhodnou veli¢inu. Pro

A € B! je pravdépodobnost
P(a € A) = Tr(EA(A)Ey) = (¥, EA(A)Y), (2)

coz ale neni nic jiného, nez yl(pA)(A). Ciselna mira pl(f) ziskana ze spektralni miry A pro jednotkovy vektor ¢
ma tedy piimocary vyznam pravdépodobnostni miry vysledki méfeni pozorovatelné A ve stavu Ey. Stfedni
hodnotu potom muzeme poditat podle vzorce

)y = | 2P = (| 2dEa ) = . a) )
a je evidentni, Ze pro ¥ € D(A) se jedna o kone¢né ¢islo a pro ¢/ ¢ D(A) neni vyraz definovan.

Pro smiseny stav roli (2) pfejima vyraz /1‘(,? )(A) = Tr(E5(A)W) a stfedni hodnotu pak miizeme opét psat jako
integral A s touto ¢iselnou mirou

(A)y = JR AduiP ), (4)

ktery mlize a nemusi konvergovat. Mlizeme se ptat, za jakych predpokladi Ize integral a A ,vnofit“ dovnitf stopy
a pravou stranu hledat jako Tr(AW). Evidentné samotnéa smysluplnost takového zapisu je podminéna tim, aby
AW byl jaderny operator. Toto je zaruceno, pokud A je omezeny, ale i pro neomezeny operator se mze stat, ze
jeho slozeni s jadernym operatorem padne do % ().

Pokud tento pfedpoklad ustanovime, vyplyva z néj

+ Aje definovany na celém Ran W,
« pro kazdy rozklad W do ¢istych stavii jako W = 3, i1, E,, tedy vSechna ¢, patii do D(A),

« hodnoty (A), = (¢, Ap,) jsou tedy konecné a Tr(AW) je jejich vazenym primérem s vahami .

Podminka AW € #;(#) je tedy postatujici pro to, aby vyraz (4) byl dobfe definovany a byl roven stopé AW.
Neni v§ak nutna — lze najit kombinace A, W, pro které (4) konverguje, actkoli AW jaderny neni.

Poznamka: Pro neomezeny A nezarucuje AW € (), ze by také W A byl jaderny. Dokonce se ani nejedna
0 spojity operator, protoze jeho defini¢ni obor je D(A) # # . Diky samosdruZenosti A a W a omezenosti W ale
plati (WA)* = A*W™ = AW a tedy do 7;(#) patii uzavér operatoru W A, protoze

WA = (WA)*™ = (AW)* (5)

a protoZe prostor .#; je vii¢i * uzavieny. Stopa tohoto operatoru se se stopou AW shoduje.



Neurditost méreni

Stfedni kvadratickou odchylku pozorovatelné veli¢iny A definujeme tradi¢né,

(AA)y = \[(A2)y — (A)ey, ©6)

jeji konec¢nost zaruéi postacujici podminka AW, AW € .#;(%). Vyraz na pravé strané lze psat nékolika ekviva-
lentnimi zpuisoby, z nichZ vyzdvihneme

(AAY, = LR(A (A O, )

protoZe nevyzaduje konstruovat vedle spektralni miry A jesté E 42.

Jestlize pro dvé pozorovatelné A;, A, doplnime k témto pfedpokladiim jesté A; AW, Ay A\W € F1(F), Ize psat
relaci neurditosti ve tvaru )
(AADW(AADw > 3 [Tr (A1 Az — Ay ADW) )

a dokazat naprosto identicky jako v kvantové mechanice.

Poznamka: Operator A A, — Ay Ay, vystupujici v (8) na misté pozorovatelné, nema vlastnosti pozorovatelné veli-
¢iny. Nemusi viibec byt husté definovany: pro (A; Ay — A, A )W € F staci, aby jeho defini¢ni obor pokryval celé
Ran W (které naptiklad ma netrivialni kodimenzi, pokud o,(W) > 0). Pokud je, dosdhneme sice symetrického ope-
ratoru, doplnime-li prefaktor i, ale ne nutné samosdruzeného. Ptiklad 16/2 v B-E-H ukazuje jednoduchou volbu
Ay, Ay, pro kterou i(A; Ay — Ay A1) méa nestejné indexy defektu a neumoziuje tak ani samosdruzené rozsiteni.

Pfiklad: Pro komutujici operatory A;, A, jei(A1 Ay —AyA;) zizenim nulového operatoruna D(A; Ay)ND(AyA4).
Pro operatory Q a P na R je i(PQ — QP) zuzenim jednotkového operatoru na D(PQ) N D(QP) a v pfipadé, ze
jsou splnény piedpoklady PW,QW, P2W, Q?W, POW, QPW € .%,(L?(R)) (z nichz nékteré jsou zavislé), pak plati
(AP)y (AQ)y > 1/2. Snadno ale najdeme piiklady, kdy splnény nejsou — jedna se pak zpravidla o situace, kdy
jedna nebo obé odchylky nejsou dobie definované.

Ke znalostem z kvantové mechaniky doplnime jen jednu zajimavou poucku, ktera by se metodami z fyziky
dokazovala dosti nesnadno, ale s projektorovou mirou je pfimocara.

Véta (pfesnost dosazitelnd méfenim.). ~ Pro kazdé A € 0(A) akazdé e > 0 existuje ¢isty stav Ey, takovy, ze

|<A>¢ —A<e  (AA)y < 2e 9)

Dilkaz. Nutnou a postacujici podminkou pro A € o(A) je, ze E4(U.(1)) je nenulovy projektor pro kazdé ¢ > 0.
Pro dané ¢ tedy oznacime tento projektor E a zvolime libovolny jednotkovy vektor ¢ € Ran E. Protoze Ey = i/,
plati
A A
WP = (1 Ea(0) = (., EA(VEATD) = (f Ea(A n U = (A 0 T(2) (10)
a tedy mira ,ul(pA) je soustfedéna na U.(4). Pro stfedni hodnotu A potom

Ay = | raPw- | ,rne, (1)

3

ale funkece, kterou stfedujeme, je po poslednim kroku omezena na interval (1 — ¢, A + ¢) a stfedni hodnota tedy
rovnéz tak. Pro rozptyl veli¢iny A vyuZijeme rovnici (7),

Ate

ARy == [ = a2 000 ()

a skuteénost, ze prox € (A — e, A +¢)je 0 < (x — (A)l/,)2 < (2¢)2. O



Kanonické komutaéni relace

Komuta¢ni relace mezi polohou a hybnosti se nazyva kanonicka. Vidéli jsme ale jiz v pfikladu vyse, Ze neni
opravnéné psat

QP —PQ =il, Q;P; - PQ; = il (13)
operator na levé strané, a¢ husté definovany (do jeho defini¢niho oboru spada Schwartziiv prostor), je pouze
zuzenim jednotkového operatoru. Muze byt tedy zadouci vyjadrit skutecnost, ze ,komutuji na jednotku®, zpa-
sobem, ktery na omezeni defini¢nich obori nenarazi.

Vidéli jsme na kapitole o komutaci samosdruzenych operatoru, ze otazku komutativity A, A, 1ze pfevést néko-
lika zptisoby na otazku komutativity omezenych operatori. Pocitat fukncionalni realizaci rezolventy, arkustan-
genty nebo Cayleyho obrazu operatoru hybnosti neni zadna pfijemna vyhlidka, ale pfipomenme posledni zmi-
nénou ekvivalentni formulaci:

Ay, A, komutuji o  komutuji €41, €542 pro viechna s, t € R. (14)

Porovnani sou¢inti takovychto exponencial v obou potadich ndm tedy o dvou operatorech muze fici, ,jak moc®
nekomutuji, a tak nahradit roli rozdilu souc¢inu operatort. Exponencialu it P jsme vidéli spo¢itanou na nedavném
cviceni a exponenciala isQ je jednoduchy operator nasobeni funkci, pouzit tedy tyto dva je snadné. Rozepsanim
pusobeni obou unitarnich operatorti na vektor a porovnanim jejich sloZeni v obou poradich dostavame Weylovy
relace. Pro % = L*(R):

exp(itP) exp(isQ) = € exp(isQ) exp(itP). (15)
V piipadé prostoru L2(R") musime exponenciély operatoru nahradit
n n
U(t) = exp (i tkPk) , V(s)=exp (i Z 3ka> , (16)
k=1 k=1

na néz lze pohliZet jako na funkce komutujicich operatora Py, resp. Ok, a Weylovy relace v tomto ptipadé znéji
UV (s) = ersv(s)U(t). (17)

Jednou z vyhod tohoto postupu je, Ze zachyti nékteré patologické situace. Uvazujme operatory Q a P na prostoru
= 12((0,27)), z toho P s periodickou okrajovou podminkou. Operétor i(PQ — QP) je definovan na prostoru

D(PQ - QP) ={y € D(Q)|Qy € D(P)} n{y € D(P)| Py € D(Q)}
={y € I |y, xy absolutné spojité,y’ € I, (xy) € I ,¢(0) = y(2r),04(0) = 2xy(27)}  (18)
={y € H'((0,2m)) | xy’ € %,y(0) = y(27) = 0}.

Na tomto oboru plati

Vi € D(PQ — QP): QPY — PQY =iy (19)
a dokonce se jedna o husty podprostor #, pieci v§ak operatory polohy a hybnosti na kruznici Heisenbergovu
relaci nesplituji. Konkrétné operator

P: {y € H'((0,21) | §(0) = y(2m)} > 7+ Y(x) > iy (x) (20)

ma ¢isté bodové spektrum a pro libovolny jeho vlastni vektor ¢ je (AP),, = 0. Operator Q na tomto 7 je omezeny
a tedy (AQ), < oo. Leva strana relace neur¢itosti je tedy pro tento stav nula a porusuje nerovnost > |¢f/2.
Problém nastava v tom, Ze vSechny tyto protipfiklady spadaji pfesné mimo D(PQ — QP).

Zajimava je otazka, jestli néjaka jina dvojice (¢i 2n-tice) operatori miize spliiovat (15), resp. (16), které muzeme po-
vazovat za cestu od Hamiltonovské mechaniky ke kanonické kvantizaci (opravujici nedostatky intuitivnéjsi (13)).
Ukazuje se, Ze ano, ale volnost neni tolik velka. Véta M. Stone a J. von Neumanna z roku 1931 ukazuje, ze kazda
takova 2n-tice operatort1 je bud ptimo unitarné ekvivalentni (P, )} _;, (Qk )}, nebo Ize redukovat systémem pro-
jektort (E,) takovym zptisobem, ze kazdy z podprostorit %, je izomorfni L“(R") a ¢asti operatort v %, jsou jiz
unitarné ekvivalentni béZnym slozkam polohy a hybnosti, pfes izomorfismy zavislymi na a.

Jinymi slovy, pokud k Weylovym relacim pfidame poZzadavek ireducibility, pak az na izomorfismus jsou stavovy
prostor L2(R™) a operatory Py, Qr na ném, piedepsané nasim znamym zptisobem, jedinym fesenim. Nazyvaji se
pak tzv. Schrodingerovou reprezentaci kanonickych komutacnich relaci.



Cesty ke spektru operatoria

Spektrum operatoru je podstatné tim, Ze urcuje mozné hodnoty pozorovatelnych. Pro jiné ucely potfebujeme
i patfi¢nou projektorovou miru, ale vZdy je dobré mit prvni pfedstavu o tom, jak spektrum vypada a jaky méa
rozklad na bodovou a spojitou ¢ast. Predvedeme si dnes nékteré metody, jak k 0(A) dojit, pokud operator A byl
vytvoren z néjakych jednodussich operatord, jejichz spektra zname.

Funkce operatoru

O spektru f(A), kde f € ®,, mame jiz jednu informaci: jedna se o esenciélni spektrum funkce f pii mife E4.
To je sice univerzalné pravda, ale neni to obecné prilis prakticky navod. Ukazeme si tvrzeni, které nam o spektru
fekne vice.

Véta (10.5.4). Necht A € Z,(#), necht f € Op,.

L Je-li A € 0,,(A), pak f(4) € o,(f(A)) a vlastni vektory A piislusejici A jsou také vlastnimi vektory f(A)
pfislusejicimi f(1).

2. Je-li funkce f na spektru A spojita, pak o(f(A)) = f(c(A)).

Diikaz. Necht ¢ je vlastni vektor A piislusejici vlastnimu ¢éislu A. Vyuzijeme toho, ze E4({A}) je projektor na
vlastni podprostor, a tedy E4({A}){ = ¢. Odsud plyne, ze ,u](/\) je soustfedéna na mnoziné {A}: plati totiz

WPOD = @ Ea@by) = @) = 1 ®) M

(4

a pozitivita miry p]//A spolu s kone¢nosti nenechava jinou moZznost, nez Ze vSechny mnoziny disjunktni s {4}

zobrazuje na nulu.

Necht nyni T = f(A) — f(D)I = Ig,(f(x) — f(1)). Z pravidel funkcionélniho po¢tu vyuZijeme rovnici

175, (FGO) = FOWIE = LR G~ FOP a0, 2)

ale diky objevené vlastnosti miry pl(ﬁA) stali integrovat na mnoziné {1}, a na té je integrand nulovy. Proto

|£CAY — fWIE =0,  f(AY = f(Dy. ®)

Pro druhou ¢ast uvazujeme funkci, ktera je spojita. Poznamenejme, Ze spojitost na spektru je ve skute¢nosti
postacujici podminkou pro f € ®g,, protoze implikuje obé vlastnosti definujici tuto vét$i mnozinu. Mtizeme
psat: C(c(A)) C O,
Vezméme A € 0(A) a p = f(A). Napiseme podminku spojitosti f ve tvaru
Ve >0:35 > 0: f~1(U.(1) D Us(A) (4)
a na obé strany D pouzijeme spektralni miru E4:
Ve > 0:35 > 0: Ex(f ' U()) > EaUs(D) (5)
Nutnou a postac¢ujici podminkou A € o(A) je ale
V8 > 0: Eo(Us(1)) = 0, (6)

takze i Eo(f~1(U.(1))) # 0 pro véechna ¢ > 0, coZ je defini¢nim vztahem pro u = f(1) € Rg?)(f) = o(f(A)).



Pro opa¢nou implikaci uvazujeme p mimo uzdvér mnoziny f(o(A)), takze p lezi mimo f(o(A)) vietné néjakého
e-okoli:

3 >0: U(p) N f(a(A)) = ™)
Na obé strany pouzijeme postupné f~! a E4 a dozvidame se
3 > 01 Eo(f 7 (U) 0 o(A)) = 0. (8)

Protoze o(A) je nosicem E,, E4(M N o(A)) a E4(M) jsou stejné. Tak se dozvidame, ze mnozina f~1(U.(y)) je
E 4-nulova pro néjaké ¢ > 0, coz implikuje f(A) ¢ Rgg“)(f).

Z predchozich dvou ¢asti diikazu se dozvidame:

f(e(A)) c o(f(A), o)

C\ f(a(A)) c CNa(f(A)),
ale kdyz nad prvni inkuzi udélame uzavér, coz pravou stranu nezméni, dostdvame nutnou a postacujici podminku
rovnosti mezi mnozinami o(f(A)) a f(c(A)). O

Poznamky: Opatrnost, s jakou je véta formulovana, je opodstatnéna:

« V bodovém spektru f(A) se mohou objevit i hodnoty, které nejsou zadnym obrazem vlastnich hodnot A.
Napiiklad Q ma bodové spektrum prazdné, ale do o,(Ty) = 0,(f(Q)) patii kazda hodnota, které f(x)
nabyva na néjakém nenulovém intervalu.

« Uzavér je dulezity, protoZe obraz uzaviené mnoziny pfi spojitém zobrazeni nemusi byt uzavieny. V né-
kterych pfipadech to vsak zajisténo je, naptiklad pokud o(A) je omezené (tedy pro A hermitovsky).

Druha ¢ast véty ma naprosto pfimocaré zobecnéni i na funkce n komutujicich operatort A; az A, (10.7.6): je-li
f eC(o(Ay)x...xa(A,)), pak spektrum operatoru f(Aj, ..., A,) je rovno uzavéru mnoziny f(o(A;)x...xc(A,)).
O bodovém spektru oviem mnoho fict nelze.

Priklady:

« Spektrum hybnosti na L?(R) je o(P) = R, totéz plati pro operatory slozek hybnosti na L?(R"). Protoze
obrazem mnoziny R pfi x + x?, stejné jako mnoziny R” pfi x + xlz + ...+ x2, je (0, +0), je tato mnozina
spektrem operatoru volné energie v obou situacich.

- Spektrem operatoru H = P2 + Q% na L2(R) je mnozina lichych piirozenych &isel. Pro y € p(H) dosazenim
H do f(A) = 1/(A — p) dostavame rezolventu Ry (). Z véty vyplyva, ze 1/(2n + 1 — p) jsou vlastni ¢isla
Ry s vlastnimi vektory stejnymi, jako ma H, jedna se tedy o operator s ¢isté bodovym, nedegenerovanym
spektrem. Kromé téchto hodnot je ve spektru jesté jejich hromadny bod, 0, ktery neni obrazem Zadného A
— musi tedy byt prvkem o.(Ry(p)). Tyto spektralni vlastnosti odpovidaji kompaktnimu operatoru; lze se
snadno presvédiit, Ze skuteéné Ry (i) € Foo(H') pro kazdé p € p(H).

SamosdruZena rozsireni

Mnoho se o spektru mizeme dozvédét i v ramci teorie samosdruZenych rozsifeni symetrickych operatoru.

Pripomeiime, Ze pro uzavieny operator T definujeme oblast regularity jako mnozinu hodnot
a(T) ={A€ClIc>0: Yy € D(T): |Ty — AY| > ||} (10)
Zabyvejme se jejim doplnkém. Do néj patfi ¢isla, pro ktera |Ty — Ay pro jednotkova ¢y neméa spodni hranici
jinou nez nula. To miZe mit pouze dvé pficiny,
1. existuje nenulové § € D(T) takové, ze Ty = Ay, tedy A € ap,(T),

2. A ¢ 0(T), ale existuje posloupnost jednotkovych ¢, € D(T) takovych, ze (T — A}y, jsou vektory s normou
limitné klesajici k nule.



Ve druhém piipadé mazeme psat: (T — AI)"! je na svém defini¢nim oboru, kterym je Ran(T — AI), neomezeny
operator. Snadno nahlédneme, Ze se jedna o nutnou i postacujici podminku.

V prvnim piipadé tedy mé rovnice Ty = Ay nenulové feSeni, ve druhém se této vlastnosti lze alespon v jis-
tém smyslu blizit. Uzavienou mnozinu C \ 7(T) z tohoto diivodu ob¢as nazyvame priblizné bodovym spektrem
0ap(T). Je evidentni, ze pokud dva uzaviené operétory T, S splituji T C S, pak 0,p(T) C 0,p(S): vlastni vektor ¢i
posloupnost vektorti z D(T) zarucujici A € 0,,(T) mizeme pro operator S jednoduse pouzit stejnou.

Pro normalni operator T je z(T) = p(T) a rovnaji se tedy i jejich dopliiky. Celé spektrum kazdého normélniho
operatoru je tedy priblizné bodové. Zejména si to budeme pamatovat pro samosdruzené operatory.

Uvazujme nyni symetricky operator A s indexy defektu (n,n) a jeho uzaviené symetrické rozsifeni A’. Podle
druhé von Neumannovy formule je D(A”) roven D(A) zvétsenému o néjaky podprostor G, dimG = m < n. Podle
predchoziho odstavce se pfiblizné bodové spektrum A mize pfi rozsifeni na A’ pouze zvétsit.

Muze se stat, Ze vektory piidané do defini¢niho oboru zahrnuji néjaké vlastni vektory A’, ovSem nejvyse m
takovych linearné nezavislych. Bodové spektrum se tedy muze rozsifit o vlastni hodnoty s nasobnosti nejvyse
m, nebo se pro existujici vlastni podprostory muize navysit dimenze jejich vlastnich podprostoru.

Muze také pfibyt bod A € C, které spliiuje druhou z moZnosti vyse, tedy pro ktery je A” — Al invertibilni a
(A’ — AI)"! neomezeny, i kdyz (A — AI)™! nebyl. (Ze nemusime ovéfovat invertibilitu A — AI, je jednoduché
cviceni pro posluchace.) Bod z A € 7(A) tedy pfechdzi do 0,,(A”). OvSem o oblasti regularity vime, ze A — AI ma
uzavieny obor hodnot. Zvétsenim oboru D(A) o podprostor G dojde ke zvétseni

Ran(A’ — AI) = Ran(A — AI) + (A — AIG. (11)

Touto operaci nemutiZze z uzavieného podprostoru vzniknout neuzavieny, pokud prostor G je kone¢nédimenzio-
nélni, tedy zejména, pokud indexy defektu jsou koneéné. V takovém ptipadé je operator (A’ — AI)~! uzavienym
operatorem definovanym na uzavieném podprostoru, a tedy omezeny, a moznost, kterou jsme zkoumali, je vy-
loucena.

Shriime tato pozorovani:
* Oap(A”) D 0p(A),
+ 0p(A’) D 0p(A), dimKer(A — AI) < dim Ker(A” — AI) < dimKer(A — AI) +m,

« pro konecné dim G plati 0,,(A”") \ 0,(A”) C 0,p(A) \ 0,(A) (mnoZzina se nemiize zvétsit, zmensit ale ano,
pokud z nékterého jejiho bodu vznikla rozsifenim vlastni hodnota).

Pro kone¢né indexy defektu tedy k pfiblizné bodovému spektru mohou v ramci symetrického, potazmo samo-
sdruzeného rozsifeni piibyt pouze vlastni hodnoty kone¢né nasobnosti. Pokud tedy néjakym zptisobem o,,(A)
zjistime, sta¢i pro operator A’ dofesit rovnici vlastnich ¢isel (ktera je pfimocara) a zname celé spektrum.

Esencialni a diskrétni spektrum

Alternativou k hledani o, uzavieného operatoru T je takzvané esencialni spekirum oess. Podminka nalezitosti

A€ 0es(T) & Atpnew € D(T): (VY € N: ] = 1), Ty — Aty — 0, Yy — 0. (12)

je oproti a,,(T) posilena o pozadavek, Ze posloupnost jednotkovych vektori (¢;,) konverguje k nule ve slabé
topologii, tedy napfiklad se jedna o vzajemné ortogonalni vektory. (Alternativné se setkame s formulaci, Ze neméa
konvergentni podposloupnost.) Odsud je ziejmé, Ze Os(A) C 0,p(A). Podminka (12) je zndma jako Weylovo
kritérium (ve variantach pro oegg i pro oyp).

O néco vice mlizeme Fici pro uzaviené symetrické operatory. Do esencidlniho spektra A € Z((#) patii A € C
pravé tehdy, je-li bud viastni hodnotou nekonecné nasobnosti, nebo (A, — AI)™! je neomezeny operdtor, kde Aj je



¢ast A v prostoru Ker(A — AI)t. (Symetrie A je zde vyuzita k tomu, Ze A je jadrem A — AI redukovan, diky ¢emuz
konstrukce Ay ma smysl.)

Druha ¢ast formulace umoziuje byt prvkem og¢ i nékterym vlastnim hodnotam kone¢né nasobnosti. To v pii-
padé, Ze by stale byly soucasti ptiblizné bodového spektra operatoru A, ktery z A vznikne, odstranime-li vlastni
podprostor pfislusejici A. Jedna se pfesné o ty vlastni hodnoty, které jsou soucasné hromadnymi body a.p. spek-
tra A, protoze jejich pfitomnost v o,,(A) je i po odstranéni vlastniho prostoru stale zarucena uzavienosti mno-
ziny. Jediné body, které jsou v o,,(A) oproti oess(A) navic, jsou tedy izolované vlastni hodnoty konecné nasob-
nosti. Tato mnoZina se nazyva diskrétni spektrum cq(A).

Pomoci esencialniho, pfip. diskrétniho spektra mizeme preformulovat pfedchozi vysledek. Pro uzaviené syme-
trické rozsiteni A’ uzavieného symetrického operatoru A plati

* O'p(A,) ) O'p(A)s

¢ Oess(A”) D Oess(A),
v pfipadé kone¢nych indext defektu n(A) konkrétnéji

o 04(A”) D 0q(A), protoze z vlastni hodnoty kone¢né nasobnosti nemize vzniknout nekoneéné néasobnosti
nebo z izolované neizolovana,

* Oess(A”) = 0ess(A), protoze mnozina se nemiize zvétsit ze stejného diivodu, jako nemohla oy, \ 0}, ale

zmens§it se také nemuiZe.

Posledni rovnice je velice dulezita: pro A € Z((#’) s koneénymi indexy defektu ma kazdé jeho & rozsiteni
esencialni spektrum stejné a muze se lisit jen v diskrétni ¢asti.

Poznamka: Inkluze pro o}, 0ap a 0ess plati pro jakékoli uzaviené rozsiteni jakéhokoli uzavieného operatoru, sy-
metrie nehraje roli. Vsechny mnoziny jsou urceny existenci néjakych vektort nebo posloupnosti vektort v de-
finiénim oboru operatoru, ktera se v rozsifeni nemize pokazit.

Stabilita esencialniho spektra

.....

ratory energie. Plati (bez diikazu, viz véta 10.4.9 a komentat k §10.4):
Véta. Necht A € &, (#), necht C je relativné kompaktni vici A. Pak oeg(A + C) = 0gs5(A).

Relativni kompaktnost je zde definovana analogicky relativni omezenosti (viz 25.3.): C je relativné kompaktni
vuci A, je-li CR4(p) kompaktni operator pro libovolné p € p(A) (pokud plati pro jednu hodnotu, plati jiz pro
v$echny diky rezolventnim formulim).

Esencialni spektrum je nedocenitelnym pomocnikem v argumentaci, jak vypada spojita ¢ast spektra pozorova-
telnych, protoze jej stai najit v néjaké jednodussi situaci (symetricky operator pfed rozsifenim, operator bez
poruchy) a dohledat jen vlastni vektory. Pfikady uvidime na cviceni.



Treti postulat kvantové fyziky

Pro vysloveni tfetiho postulatu potfebujeme tentokrat doplnit jen jednu rychlou definici.
Definice.  Operéatorovou funkci U: R? — % (%) nazveme unitarnim propagatorem, spliuje-li
Vr,s,t € R: U, s)U(s,r) = U(t,r) 1)
a je-li v obou parametrech silné spojita.
Postulat 3 (o ¢asovém vyvoji).

a) Casovy vyvoj uzavreného kvantového systému je popsan unitdrnim propagatorem: existuje takové U(Z, s),
7e pro vSechna t, s je

W, = U(t,s)W,U(t,s)"}, resp. 4 = U(t,s)ys (pro &isty stav). (2)

b) Propagator konzervativniho systému U(t, s) spliiuje Vt,s,7 € R: U(t + 7,s + 1) a je uréen pozorovatelnou
energie — Hamiltonidnem jako _
U(t,s) = e it=S)H (3)

c) Casovy vyvoj systému s ¢asové zavislym Hamiltonidnem je pro smiSené, resp. Eisté stavy uréen rovnicemi

i%(wtw = (HOW, - W,H®))Y,
d ¥
lalﬁ = H(t)lﬁt

Vsechny tii ¢asti postulatu spolu souviseji. Cast a) je univerzalné platna, ale neurcuje zadnou spojitost s fyzikou.
Cast b) ukazuje, jak miize propagator byt jednoduse vyjadien pomoci operatoru energie, ale funguje jen pro
konzervativni systémy. Cast c) nakonec zobectiuje Schrédingerovu rovnici, ktera plyne z b), i na systémy ne-
konzervativni. Toto pochopitelné otevira nékolik otazek o vzajemné konzistenci pozadavki, kterou dnes a zitra
prozkoumame.

Stoneuv teorém

Nejprve prozkoumame, jak souvisi ¢asti a) a b). Dodate¢na podminka na propagator U(t + z,s + 7) = U(t,s)
vyjadfuje nezavislost ¢asového vyvoje fyzikalni soustavy na volbé pocatku c¢asové reference, coz je jednoduse
definice konzervativity. Unitarni propagator je tak plné pfedepsan jednodu$sim zobrazenim U : R — % () jako
U(t,s) = U(t —s) (pouziti stejného symbolu U typicky neptisobi Zadné zmateni), které ma vlastnosti silné spojité
jednoparametrické grupy unitarnich operatoru, ¢i jednoduseji silné spojité jednoparametrické unitarni grupy
(v tomto textu budeme zkracené psat SSUG).

Pozadavek silné spojitosti je pfi vyjadfeni b) motivovan tim, Ze podle pravidel funkcionalniho poétu z bodové
spojitosti funkci e ¥ v parametru ¢ plyne silnd spojitost e *H 7 hlediska stejného parametru. Ukéazeme, Ze je
i postacujici podminkou k opa¢nému zavéru. Pro tento ucel prozkoumame hlavni vlastnosti silné SSUG.

Z grupové vlastnosti U(t + s) = U(#)U(s) a z podminek unitarity okamzité plynou nasledujici vlastnosti:

« libovolné dva prvky SSUG komutuji,
U0 =1,
UMD =U® =UQ®)".



Pro pevné ¢ € # dale zkoumejme vektorovou funkei f : t — U(t)y). Ze silné spojitosti plyne, Ze prot — 0
konverguje f(¢) k i, pficemz miZe a nemusi konvergovat také derivace v nule, definovana limitou

s JO=f0O)  U@®) -1
f(())—}l_{% —t _}1—{%(—1‘ 1//) (5)

Sestavime mnozinu D vSech takovych ¢. Linearita vystupujicich zobrazeni implikuje, Ze se jedna o podprostor #,
aze

t—0 j

T:Dﬁ%:lﬁHlim(U(t?t_Ilﬁ) (6)

tedy piedepisuje néjaky linearni operator. Takto definované T nazveme generatorem SSUG U(2).

Poznamky: Jakmile ¢/ € D, patii do D také U(s)y pro kazdé s a operator T s U(s) komutuje. Oboji plyne z nasle-
dujiciho rozpisu:

Ty = i SOV U, VOO ) W _yry. )

= lim

U0l

Véta (1L.11).  Jestlize A € Ly(F), pak U: t > €4 je SSUG a A je jeji generator.

Diikaz. Vsechny podminky SSUG plynou z pravidel funkcionalniho po¢tu, o silné spojitosti jsme v této souvis-
losti mluvili jiz vySe a ostatni jsou podobné pfimocarymi disledky. Pfesvéd¢me se tedy o druhé ¢asti tvrzeni.
Oznalme T generator U(t).

Necht iy € D(A). Limitu na pravé strané (6) mizeme pro U(t) = e!'4 ekvivalentné vyjadiit pomoci funkce
operatoru A jako

lim (AW, i) = (€% = 1)/, ®)

Funkce f; je prot # 0 omezena a spojita, coZ jsou postacujici podminky i pro f; € L*(R, dEg). Dale funkce
x > x patii do L?(R, dEp). Vyjadiime

I = AW = | 100 =t i ©)

V integrandu na pravé strané vystupuje funkce shora omezena funkei (2|x])?, ktera je podle d,ulglA) pro ¢ € D(A)

L'-integrabilni a tvofi tak integrabilni majorantu potiebnou pro pfevedeni na integral limitni funkce. Ovsem

Vx € R: }51(1) filx) =x (10)
a tedy
lim [(fi(4) — AI* =0, lim f,(A)y = Ay. (11)

Odsud také ¢ € D(T) a Ty = Ay.
Necht naopak ¢ € D(T). Limita lim,_, f;(A)y tedy existuje a je rovna Ty =: ¢. Stejny vysledek plati pro normy:
Ve>0:30>0:VieR |t <J: |fi(AW] — ol < e (12)
Za ¢ zvolime libovolné. Pro |t| < & je
|ACAYE < (ol + ),

A (13)
[ LGP a2 < ol + 02
Protoze na levé strané jedna o integraly nezapornych funkci, mizeme pouzit Fatouovo lemma. Podle néj mizeme
integrovat lim inf,_, | f;(x)|? = lim;_,o | f,(x)|* = x? a integral bude shora omezen lim inf,_,, integral®, ale protoze
vSechny sdileji (alespon na §-okoli nuly) stejnou horni mez, je tento vyraz konec¢ny. Rovnice

J x? dyl(pA)(x) < 0 (14)
R
je vak pfedpisem pro nalezitost  do D(A). Spolu s pfedchozim vysledkem jiz A = T. O



Neméné dulezita je véta, ktera ukazuje opac¢ny smér, ale kterou jiz ponechame bez dikazu.

Véta (Stone, 11.1.2).  Ke kazdé SSUGU: R — U () existuje pravé jeden samosdruzeny operator A takovy, ze
Vi e R: U®t) = €4,

Toto pro konzervativni systémy opraviiuje soucasnou platnost ¢asti a) a b) postulatu: spliuje-li propagator
U(t, s) podminku invariance véi ¢asovému posunu, pak ¢ — U(t, 0) tvofi SSUG, ke které nalezneme generator a
podle Stoneovy véty je samosdruZenym operatorem. Cast b) potom tik4, Ze timto operatorem musi byt (zdporné
vzaty) Hamiltonian. Naopak, vyjdeme-li z rovnice (3), prvni véta fika, ze U(s+1, s) je SSUG z hlediska parametru
7, z ¢ehoZ snadno odvodime, Ze splituje (1).

Poznamka: Pro hermitovsky operéator A je operatorové funkce U(t) = €4 stejnomérné spojita. Naopak genera-
torem stejnomérné spojité jednoparametrické unitarni grupy je omezeny operéator, protoze limitu (U(t) — I)/(it)
lze provést v operatorové normeé. Plati tedy analogie obou tvrzeni za téchto uprav predpokladi i zavért. Ovsem
v kvantové fyzice Hamiltoniany béZné omezené nejsou.

Schrodingerova rovnice

Trieti ¢ast postulatu je jesté zcela jiné formy nez prvni dvé a mluvi o vyvoji stavu jako o diferencialni rovnici.
Podivame se nejprve, jak rovnice tohoto tvaru vznikne z (2) v pfipadé konzervativniho systému, o kterém jiz
mame dodate¢nou informaci poskytnutou ¢asti b).

Véta. Necht H € £,(#) je Hamiltonian konzervativniho systému, necht pro nékteré s € R je ¢/, € D(H). Pak
funkce R - # : t — i, piedepsana (2), spliiuje V¢ € R: ¢4 € D(H), je diferencovatelna a pro jeji derivaci plati

d
i% = Hy,. (15)

Diikaz. Proy € D(H) mame Vt € R: U(t)y € D(H) v dasledku skute¢nosti, ze U(t), jakozto funkce H, komutuje

s H soucasné jako omezeny operator:

Ut —s)HC HU(t —s), ys€ D(H)= 1 =U(t — s)y; € D(H). (16)

Derivaci na levé strané (15) 1ze psat jako
o Y= U+t = s UG =)
ilim ——— =ilim =
7—0 T —0 T

—U(t—s) 11_{% w 17)

1T

Ovsem na pravé strané rozeznavame defini¢ni vztah pro generator U(t) piisobici na s € D(T). ProtoZe genera-
torem je —H, existence limity je podminkou ¢, € D(H) zaru¢ena a hodnota pravé strany rovnice je U(¢t —s)Hy, =
HU(t - s)ys = Hyy. O

Véta (17.1.1).  Necht W je statisticky operator vystupujici v (2) a H Hamiltonian uzavieného systému. Plati-1i
W,D(H) C D(H), pak pro viechna ¢ € D(H) je funkce R — % : t = W, diferencovateln a spliiuje rovnici

W = (HW, — W), (18)

Diitkaz. Ze vztahu U(t)D(H) C D(H) odvodime

(16) predp. (16)
W,D(H) = U(t — )W, U(s — )D(H) C U(t — s\W,D(H) C U(t —s)D(H) C D(H), (19)

takze vlastnost W;D(H) C D(H) se také, podobné jako v minulé vété i, € D(H), pfenasi z s na viechna t € R,
coz dava smysl pravé strané (18). Pro levou stranu potom

i Ve =W J = lim U@WU(-1) - W, J = lim U@OWU(-1) —U@OW, + UDW, - W, " (20)
=0 T 7—0 T 7—0 T
Po posledni upravé 1ze limitu rozdélit na dvé ¢asti, které zvlast konverguji k iW,Hy a —iHW, ). O



Vsimnéme si obzvlast, Ze rovnice (19) je formulovana v ,silném® smyslu, akci na vektor . Diivodem je, Ze opera-
tor vystupujici na jeji pravé strané zpravidla neni omezeny. Takovy by nemohl byt limitou omezenych operatora
ve stejnomérné topologii, a tedy ani derivaci.

Nyni je evidentni, Ze ¢ast c) postulatu je formulovana jako zobecnéni téchto dvou zavéra, platnych pro konzer-
vativni systémy, ndhradou operatoru H za operatorovou funkci H(¢). Tam ale zaruky, které davaji konzervativni
systémy, kon¢i. Zatimco pro konzervativni systém je Schrédingerova rovnice ekvivalentni formulaci (3) (protoze
e it=9)H s je jejim feSenim na D(H) a odsud spojité rozsitime), ktera je ¢asti a) ekvivalentni a jen dodava vyznam
generatoru ¢asového vyvoje, v ¢asti ¢) se muize ledacos pokazit:

« vektor i, ktery byl v D(H(s)), se muze vyvinout na ; ¢ D(H (%)),

« mnozina pocatecnich vektord, pro které Schrodingerova rovnice méa feSeni na daném intervalu, nemusi
byt husta (a urovat tak propagator jednoznacné), a pokud je, neni zaruéeno, Ze vyvojovy operator ma
vlastnosti propagéatoru,

« naopak, derivaci akce propagatoru na ¢ nemusime dostat samosdruzeny operator.

Je tedy tieba brat Casti a) a c) tak, Ze se vzajemné dopliuji. O vyvoji nekonzervativniho systému tak tfeti postulat
pozaduje, aby byl jednak unitarni, ale k tomu jesté uréeny Schrédingerovou rovnici. O nékterych situacich, kdy
z Casové zavislého Hamiltonidnu mizeme unitarni propagator s jistotou sestavit, se pobavime na pfisti hodiné.



K nekonzervativnim systémum

Neni mnoho, co by §lo o nekonzervativnich systémech fici v takové obecnosti, s jakou mame vysloveny vysledky
z minula pro konzervativni. Myslenkou v podstaté je v néjakém smyslu zintegrovat Schrédingerovu rovnici. Aby
takova myslenka viibec davala smysl, budeme potfebovat zavést integral z vektorové funkce.

Bochneruv integral

Myslenka integrace vektorové funkce podle ¢iselné miry neobsahuje zadné kroky, které jsme nevidéli pouzité
jiz u integrace komplexni funkce podle projektorové miry, postup si tedy jen v rychlosti zopakujme. I kdyZ by
§lo pracovat na libovolném méfitelném prostoru (X, dy), zlistaneme u R a Lebesgueovy miry A, zobecnéni je
nasnadé.

Necht & je Banachtv prostor. Pro jednoduché (vektorové!) funkce

n
o) = Y (D B
j=1
kde M; jsou vzajemné disjunktni borelovské mnoziny a y; vzajemné rtzné prvky 2, definujeme
n
J o(x)dx = AM;)y;. (2)
R j=1
Dostavame tak linearni zobrazeni z (linedrniho) prostoru jednoduchych funkei do ', splitujici
|| ot < [ lowiax ®)
R R

Na zakladé této spojitosti dokaZeme integral rozsifit na funkce f(x), ke kterym je mozno se blizit posloupnosti
jednoduchych funkci (0,)pen Ve smyslu

lim 0,(t) = f(t) s.v.naR A J 1f(x) — op ()] dx — 0 4)

(pozor na to, Ze prvni limita je v topologii ). Mnozina takovych funkei tvofi linearni prostor, miizeme ji ozna-
¢it ®g. Pro kazdé f € &g potom definujeme Bochnerav integral vztahem

J f(x)dx == lim J op(x) dx, (5)
R n—o JR
o kterém se snadno ukaze, Ze na volbé aproximujici posloupnosti (o;,) nezavisi.

Je jednoduché ukazat, Ze pro kazdou borelovskou mnozinu M a funkei f € ®q- je také soudin f(x)yp(x) € @q.
Pomoci této soucinové funkce definujeme Bochnertv integral na podmnozinach R jako

j () dx ==f FO () d. ©)
M R

Poznamka: Pokud porovname s konstrukci integrace podle projektorové miry, nebyl zde potfeba mezikrok od-
povidajici omezenym funkcim. Zasadni rozdil je v porovnani vztahtt pro normu ziskaného vyrazu, tj. vektoru

A
[

s podobnym odhadem pro integral ¢iselné funkee o(x) = ¥, @, ¥ podle projektorové miry, tj. operatoru

gj ool dx. )
R

H JX o(x)dE(x)

= max || ®)
j<n



Zatimco ve druhém pfipadé odhad zarucuje konvergenci levé strany pro stejnomérné konvergujici posloupnost
jednoduchych funkci, v prvnim postacuje konvergence posloupnosti funkei |o;,| v L-prostoru. Souéasna bodova
konvergence hodnot o,,(x) je pozadavkem pro to, aby integral nezavisel na volbé posloupnosti.

Bochnerav integral spliuje nékolik péknych vlastnosti:

« jedna se o linearni zobrazeni ®q- do X,

[r fG) dx] < [glfGoll dx,

« pro omezené linearni zobrazeni B: 2 — % plati Bo f € &g/ a

| B =] seoax). ©)

Za prostor & muzeme volit napfiklad Hilbertiv prostor a integrovat vektorové funkce, ale Banachovym prosto-
rem je napiiklad také JB(#’) a dostavame integral operatorti zavislych na x.

Pro pouziti Bochnerova integralu je nejvétsi prekazkou ,kostrbatost” podminek (4). Jisté v aplikacich nebudeme
chtit kazdou funkci aproximovat jednoduchymi funkcemi. Da se ukazat, a¢ trochu naro¢né, Ze prvni pozadavek
ma za postacujici podminku, ze funkce f(x) je spojita a ma vlastni limity v obou nekoneénech (v knize cviceni
3/38). Druhou z podminek (4) mizeme, pokud prvni plati, nahradit snadnéji ovéfitelnym pozadavkem

j}R Gl dx < oo, (10)

tj. | f(x)] € L*(R) jakozto funkce x (3.7.4c). V praxi budeme vidy vyuzivat pravé tato alternativni vyjadien.

Dysonuv rozvoj

Pravé integral vektorové funkce nam pomuze vyjadfit unitarni propagator ze Schrodingerovy rovnice s ¢asové
zavislym Hamiltonianem.

Véta (Dysontv rozvoj, 17.5.1). Necht H: R - B(¥) je silné spojita funkce, jejiz hodnoty jsou hermitovské
operatory. Potom existuje unitarni propagator U(t, s) takovy, Ze pro libovolna ¢, s € R a ¢ € # ma rovnice

<Ly, = HOW (1)

s potatetni podminkou s = ¢ feSeni tvaru vektorové funkce ¢ = U(t, s)@. Pfitom plati

¢t = Z Un(t= S)(P,
n=0 t (12)
Uyt,s) =1, Uyt s)o = (i) J H@)U, (', s)pdt’,¥n € N,

pfi¢emz fada takto uréenych operatorii Z;o:() U,(t, s) konverguje k U(t, s) ve smyslu operatorové normy.

Poznamka: Potfeba psat rovnice (12) ve formé rovnosti operatorti ptisobicich na vektor, pfestoze jsou vsechny
omezené, je pravé v tom, aby v Bochnerové integralu vystupovala spojita funkce ziskana akei silné spojitého H(t)
na vektor. Pokud si miizeme dovolit zesilit poZzadavek na spojitost H(t) v operatorové normé, potom lze rovnici

psat pro operatory samotné:
t

Up(t,s) = (—i)J- HE)U,_,(t',5) d". (13)

N

Dysoniv rozvoj se také potkava v plné rozepsaném tvaru jako

¢ t 1
Un(t,s)(pZ(—i)”J dy _[ dtz...J dt, (H(ty) ... H(t,)e) (14)

N S N

a jedna se o jeden ze zakladnich nastroji kvantové mechaniky.



Pii pohledu na vyslovenou vétu okam?zité identifikujeme zcela zasadni limitujici faktor: pozadavek H(t) € B(¥).
Kvantové Hamiltoniany zpravidla jsou neomezené operatory a véta potom nelze pouzit. Je rozsahlym tématem
celé teorie, za jakych podminek to mozné je. Uvedeme jednu myslenku v tomto sméru.

Pievod do Diracova obrazu

MiiZe se stat, ze za neomezenost Hamiltonianu je ,zodpovédna“ jeho kineticka ¢ast P? a potencial V' jiz omezeny
operator je, pficemz naopak cela ¢asova zavislost se skryva v ném. V takovém ptipadé mizeme vyuzit pfechodu
do Diracova pojeti ¢asového vyvoje, kde za H, zvolime ¢asové nezavisly operator P? a rovnici Schrédingerova
tvaru sestavime s operatorem

VOX(t) = exp(i(t — ) Ho)V (1) exp(=i(t — )Hy) = Up(s, OV(D)Up(t, ), (15)

ktery jiz omezeny je. Potom, pokud je funkce VD)(1) i silné spojita, Dysonuv rozvoj pouzit jiz mizeme a ziskany

prubéh (ﬁt(D) prevedeme zpét do Schrédingerova obrazu.

Mozna komplikace v popsaném postupu je, ze ¢asovy vyvoj muze opustit D(Hy), takze a¢ mame fe$eni rovnice

S0 = vy, (16)
tvaru
yP(e) = U, sy, (17)
vektorova funkce
wt = UO(t’ S) U(D)(t’ S) ¢s (18)
nemusi byt feSenim rovnice
. d
lalpt = P2+ V) 19)

a tedy ve skutecnosti nevyhovovat postulatu ¢asového vyvoje ve formé, v jaké je vysloven.

Ukazuje se, ze postacujici podminkou pro pouzitelnost Dysonova rozvoje v tomto duchu je, pokud (stale ome-
zeny) ¢len V(¢) ma silné spojitou derivaci, tj. pro véechna ¢ € # a vSechna t existuje d/dt V(t)p a operatorova
funkce touto relaci definovana je silné spojita v parametru ¢t (17.5.3-5, v knize bez dikazu).

Po rozepsani Dysonova rozvoje v operatoru (15) zpét do Schrédingerova obrazu dle (18), vyhodnoceni vP)(r)
zpét pomoci V(t) a pouziti ,navazovacich® vlastnosti propagatoru dostivime pomérné znamou fadu

N

0 t tn—l
Y = Uplt,s) Y (=) J dt ... J dt, VO (1)) .. v, s
n=0 S

N

o t tnfl
=Up(t,s) Z(—i)" J d ... J dt, Up(s, 1) V(1) Up(tr, 8) Up(s, 1) ... Up(ta—1,8) Up(s, 1) V() Up(ts 8) Y5 (20)
n=0 S

o t b1
= )= J dy J dty, Up(t, t1) V(t1) Up(t1 1) .. U (-1 1) V (t) Up(tn 8) Y.
n=0 S

N

kde '
Up(t,s) = e it=)H, (21)



Zakladni propagatory
Volna castice

Uvazujme % = L%(R) a Hamiltonian (2m)~!P?, m > 0. Z kvantové mechaniky zname propagator ve tvaru

WO = [ | om0y . 0

Podobné jako v jinych piipadech je tento vzorec ale neopravnény, pokud ¢ ¢ L'(R). Navic pfi jeho odvozeni se
zpravidla pouziva ndhrada m za m + ie (nebo podobny krok) a limitni pfechod. Vzhledem k tomu, Ze se jedna
o pomérné oblibeny trik, bylo by dobré mit pfedstavu, jaké je jeho matematické opravnéni.

Funkce
P2
U(t) = exp (—it—) ()
2m

ma tvar funkce operatoru P — takové jsme zkoumali, ale podminkou, aby vysledek $el psat ve tvaru konvolué-
niho operatoru, jak indikuje (1), bylo, aby funkce, do niz se dosazuje, byla L?-integrabilni. Pravé této podminky
dosahneme zavedenim

fo(x) = e~it=iex®/(2m) o 5 . J |f.(x)|* dx = J' e /M dx < oo, (3)
R R
Pro tyto funkce tedy miizeme psat

GV j FL — () dy (@)

1
v2m JR
Funkce f. je soucasné L!-integrabilni a proto miizeme psat

2

R U i _ 1 Cetit 5 . _ [m imy
(ng)(y)—mJ]Re yﬁ(z)dz-\/ﬁexp( s 1yz> dz = i exp i) (5)

s.v. im(y — x)*
o™ [ [ e (G o ©

Bodovou limitou f, ve — 0, je i’/ (2m) | takze operatory f,(P) konverguji k f(P) = U(t) v silné topologii.
Proto funkce f.(P)y/, uréené vztahem (6), konverguji k U(t)y v L?-normé. Tato konvergence implikuje existenci
posloupnosti f. (P)y, &, — 0, kterd konverguje bodové skoro vsude (poznamka 2.2.2). Pro tuto posloupnost in-
tegrandy v (6) spliiuji pfedpoklady Lebesgueovy véty (integrabilni majorantou je [/(y)|) a je tedy mozné provést

limitu uvnitf integralu:
2
UGHICENES j (""(y *) )w( )dy @)

(prefaktor konverguje sam). Tim je odvozen vzorec tvaru (1) pro i € L'(R) n L2(R).

Potom

Proy € L2 (R)\L'(R) je mozné, podobné jako u Fourier-Plancherelova operatoru, pouzit aproximaci L!-funkcemi
a limitu podle stiedd. K tomuto u¢elu je mozné integral v (1) zkratit na omezeny interval, jehoZ konce se budou
blizit Foo, naptiklad (—n,n). Toto odpovida nahradé y/(x) za (x) x(—nn)(x).- Na misté charakteristické funkce
mize byt vyhodné pouzit néjakou jinou posloupnost funkei 5, (x), které pouze potiebuji spliiovat

1. Vn e N: ,(x) € LA(R),
2. VneN,Vx e R: p,(x) < 1,

3. Vx € R: lim,_, o, 5,(x) = 1 (stadi s.v.).



Pro ziskani l.i.m. muze byt praktické jednotku aproximovat napiiklad posloupnosti hladkych funkci, zvlasté je-li
¥/(x) sama hladka. Prostor funkci & (R) je viaéi U(¢) invariantni, coz plyne z vyjadieni

2
CGHICENES j (”"(y ) )rﬂ )dy

_ |m imxz/(Zt) 1 —imxy/t imyz/(2t) d (8)
= —e — e e
A / it ,—2 lﬁ( V) y

= \E e(x)F [e(y)Y(y)](mx /1), e(x) = em**/ (@),

v némz v8echny tfi kroky zachovavaji &' (R). Je-li tedy tfeba hledat limitni vyjadfeni

2
VN tim [ e (""(x ) )¢(y)nn(y) dy, ©)

postaéi pro ¥(x)n,(x) € S(R) hledat opét mezi hladkymi funkcemi, coz miZe vypocet limity vyrazné usnadnit.

Harmonicky oscilator

Podobna poznamka jako pro volnou ¢astici plati i pro harmonicky oscilator: vzorec

J K (x, y)¥(y)dy, ot € R\{nr|n € 7}
R

U®Y)(x) = Ki(x,y) = | 2ni|s;)z(wt)\ exp ( Zsin(aD) (x cos(wt) —2xy +y cos(a)t)) m [%t]) , (10)
e/ 2y ((=1)"x) jinak,

odvozovany na 02KVANMz2, plati (Cast s integralem) pouze, pokud ¢ € L2(R) n L'(R). Jinak je potfeba psat

WONG = Lim [ Kl WOy 1

se stejnymi pozadavky na 1,(x) jako u volné ¢astice.

Vice rozméru

Pro L?(R™) a Hamiltonian tvaru souétu operéatori piisobicich pouze v jednotlivych soufadnicich miizeme pouzit
obecnéjsi poucku pro stavové prostory tvaru tenzorového souéinu # = #; ® #y:

Véta. NechtU;: R - %(#1),Uy: R » U(H,) jsou SSUG. Pak vyraz
U:R—> U, Ty): t = Up(t) @ Up(t) (12)

uréuje SSUG na prostoru Z; ® #,. Jsou-li A; € L, (1), Ay € Loo(H5) generatory Uy, resp. U, je generatorem
U operator
A:A1 ®12+11®A2. (13)

Dukaz této uzite¢né véty (viz 11.1.7) je pfimocary, ale je dobrym procvi¢enim zakonitosti pro tenzorovy soucin
operatoru, které brzy nam pfijdou vhod. Provedeme na prednasce.

Poznamka: Pro volnou ¢astici v R? mizeme uvitat také piimé zobecnéni (9),

d/2 .
WO 2 Lim () [ e (B yE)voIm»)dy (1)

kde funkce 1,(y) lze volit rovnou v L%(RY), a vyhnout se tak ur¢eni Li.m. d-krat.



Feynmanuv integral

V dnesni hodiné zkusime poskytnout zdkladni opravnéni vypocétu propagatoru pomoci integralu Feynmanova
tvaru. Myslenka je zaloZena na vété znamé jako Trotterova formule:

Véta (11.2.1). Necht A, B € Z,(¥) takové, ze C = A + B je také samosdruzeny. Potom pro kazdé t € R plati

¢C = s-lim (A/n eitB/n)n_ 1)

n—>oo

Tento vysledek méa piimocaré vyuziti pro Hamiltoniany tvaru P?/(2m) + V (ptipadné s uzavérem): umoziuje
k propagatoru e H dospet stiidavou aplikaci propagatoru odpovidajictho samotné kinetické energii a jiného
odpovidajiciho samotnému V.

Propagator volné ¢astice v L(R?) mame z minula,

m \¥? im 2
GOPE =Lim (L) | e Dy - 2 ) poam0) @)
27it RY 2t
a pro operator V = T,y je exponenciala snadna,

U@ =™ U@y)(x) = e @y (x). (3)

Pro soudin U; a U, vyhodnocenych v ¢/N dostavame piedpis

mN
2it

d/2 . .
/NI /N = L (250) [ exp (B ly =l = )OIy, @

Pro druhou mocninu operatoru by to znamenalo tuto L? (R?) funkci nalézt a dosadit do stejného predpisu znovu.
Nicméné vzhledem k tomu, Ze se jedna o aplikaci spojitého (< unitarniho) operétoru, limitni pfechod v L-
normé, vyjadfeny Li.m., miZeme provést i na vysledcich vnéjsiho operatoru. Proto

2d/2
(U t/N)Uy(t/N)Y*Y) (x) = Lim Lim, ) JdKz(x,y) (JdKz(y,z)w(z)ﬂnz(Z)dz) T, () dy,  (5)
R R

1—>00 11, —>00

(mN

27rit

kde N "
im 9

K = Py —xf-= . 6

wGx.y) = exp (25 ly = xf? - v(») ©)

Diky Fubiniové vété mizeme vnoienou integraci piepsat jako integral pfes dvé proménné z RY a integrandy
sloutit do jednoho. Opakovanim této myslenky dospivame ke vzorci

Uy x) = lim (W &/ Nt/ NN Y ) (x)

N \Nd/2
= lim (—> Lim. J(Rd)xN Kn(x, y)KN (15 ¥2) - Kn(YN—-1, YN) ¥ )

N—co \ 27Tit Ny, iy —>00

YN, (Y1) -+ My (YN) s - dyn-

V poslednim vzorci miizeme jesté sloucit funkce

it N
Kn(x, 1) . Kn(yn—1, ¥N) = eXP( Z Iy = vl — ]% >, V(yk)), (8)
k=1
kde yq = x.

Toto je vyjadieni Feynmanova integralu platné pro jakykoli Hamiltonian tvaru soué¢tu kinetické energie a po-
tencialového ¢lenu, ktery je operatorem nasobeni funkci, dokud se jedna o (v podstaté) samosdruzeny operator.



Souvislost se znaméjsim drahovym integralem je takova, Ze (8) 1ze psat zplisobem

. N .. N
imt it
Kn (6 31) -+ Kn(n-138) = exp (ﬁ NP v(yk))

N
k=1 k=1
)
3 it i mlluy[* (7)
mew| g ol
=1
kde Yk — Yk—1
== - 10
uy /N (10)

odpovida rychlosti rovnomérného ptipoc¢arého pohybu mezi body yx_; a y; za ¢as t/N. Vzorec (7) tedy po-
pisuje limitu ,drdhovych integrald®, kde pro kazdé N uvazujeme lomenou ¢aru o N + 1 vrcholech v ekvi-
distantnich ¢asech mezi 0 a t. P¥itom pro ,Lagrangian® mlu|?/2 — v je tieba rychlost dosazovat z piimych
useku, ale potencial vyhodnocovat ve vrcholech ¢ary. Takova funkce, po ¢astech konstantni na intervalech
(0,t/N),(t/N,2t/N),...,(t —t/N,t), by pak v integralu od 0 do ¢ skute¢né dala exponent vystupujici v (8). Toto
je smysl, ve kterém je tfeba uvazovat drahovou integraci, pokud chceme vylouéit pochyby, zda konverguje.

Poznamka: o akci

Fyzikalni vyrazy jsou v pfedchozim odstavci uvedené v uvozovkach zcela zamérné. Fyzikalné by akce podél
drahy y(s), s € (0,t) byla uréena vzorcem

t

s = |

0

(17 - Vp(s)) s )

I pokud bychom doslova uvazovali lomenou ¢aru dosahujici vrchola y, az yn v ¢asech s odpovidajicich celo¢i-
selnym nésobktim ¢t/ N mezi 0 a t, dostaneme vyraz

N
S(y) = k; — - J i V(y(s))ds, 12)

ktery se od exponentu na pravé strané (8) lisi v potencialovém ¢lenu. Je tedy dulezité tento rozdil udrzovat na
paméti. MiiZe se stat, a pro mnoho potencialti to tak dopadne, Ze pokud ve (7) nahradime integrac¢ni jadro vzorcem

K(x, y1,.... yn) = exp (iS(p)) , (13)

kde y vyjadiuje vyse popsanou lomenou ¢aru, hodnota limity ztstane, i kdyZ jednotlivé konvergenty se zméni.
Vysledek pak ale uz nemtzeme opraviiovat Trotterovou formuli, diky ¢emu? ziska dodate¢né predpoklady. Pro
jaké pripady tomu tak je, je pfedmétem celych monografii.

Poznamka: o integraci

Posledni poznamka, kterou si k fyzikalni formulaci dovolime, se tyka pojmu integrace podél vsech spojitych drah,
tedy moznosti zapisu vyrazu tvaru (7) bez limity pfes N. Je pomérné znamym varovanim, Ze takovy integral neméa
dobfe definovanou miru. Podivame se na jeden argument, pro¢ tomu tak je.

Za prostor viech funkci, pfes které bychom radi integrovali, maizeme zvolit H = L2((0, 1), RY). Jedna se o realny
Hilbertiv prostor nekone¢né dimenze. Mame tedy pojem miry a metriky, konkrétné vzdalenost dvou kiivek

t
p(B.y) = J j 1B~y ds (14)

ma dobrou fyzikalni interpretaci.



Z H muzeme udélat méfitelny prostor tak, Ze vybudujeme o-algebru nad mnozinou vsech kouli v H. Na tomto
prostoru bychom chtéli zavést miru p, ktera ma vlastnosti:

1. pokud M C H je omezena borelovsk4a mnozina, pak pu(H) < oo,

2. mira je invariantni viiéi posunu: u(y + M) = p(M).
Druha vlastnost vyjadfuje, Ze stejné variace oproti riznym kfivkam by mély mit stejnou vahu.

V prostoru H ale snadno najdeme protiptiklad: vzhledem k tomu, Ze ma nekone¢nou dimenzi, existuje néjaka
ortonormalni baze (¢,),«,- Pro libovolné jeji dva prvky plati

P((ﬂm, (Pn) = \65mn~ (15)

Koule o poloméru 1/2 kolem kazdého ¢, jsou tedy vzajemné disjunktni: jsou p¥ilis malé na to, aby se protnuly.

Vezméme mnoZinu
M =) By/2(gn)- (16)
n<ow
Kazdy jeji bod je vzdalen méné nez 3/2 od pocatku, takze M C Bs/,(0). Pokud oviem mira g ma spliiovat
pozadavky stanovené vyse, musela by vSem koulim o stejném poloméru piifazovat stejnou koneénou hodnotu.
To je vSak sporem s tim, Ze by mélo byt

(M) = 3" 1(By /5(9n)) < (B3 5(0)) < oo. (17)

n<w

Tento argument neznamena, Ze by na H nesla zavést mira, ale dokézali jsme, Ze nemuzZe mit vlastnosti, na které
jsme zvykli z Lebesgueovy miry.



Ctvrty postulat kvantové fyziky

Ctvrty (a posledni) postulat — o slozenych systémech - vyslovime nezvykle ve dvou oddélenych &astech.

Postulat 4a: Stavovy prostor systému S slozeného z kone¢ného poctu podsystému Sy, ..., Sy je tenzorovym sou-
¢inem stavovych prostort téchto podsystémi, # = #71 ® ... @ #'y.

S touto ¢asti a vSemi jejimi dusledky jsme velmi dobfe obeznameni. Zaslouzi si snad jen jedinou poznamku, Ze
vzdy uvazuje slozeni kone¢né mnoha systému. Duvodem pro absenci zobecnéni na vyssi kardinality je jednoduse
skutecnost, Ze vétsinou neni zkoumat nekonecné pocty ¢astic fyzikalné opodstatnéné. P¥ipadny zajem o rozsifeni
na N > w by s sebou nesl pottebu dodefinovat tenzorovy soucin odpovidajiciho poctu prostort (¢ehoZz nelze
dosahnout iterativné souc¢inem dvojic prostort) a prestaly by platit nékteré zaruky, které nam konecny tenzorovy
soucin dava. Jednou z takovych je, Ze uvazujeme-li prostory #7, ..., #n separabilni, pak je separabilni i jejich
tenzorovy soucin — pro soucin nekoneéné mnoha prostort toto muze byt poruseno.

Druha ¢ast se tyka systému nerozlisitelnych ¢astic, ale budeme si pro ni potfebovat zavést nékolik prvki znaceni.
Pokud nas slozeny systém (nebo néjaky jeho podsystém) je tvofen N identickymi ¢astmi, pak za stavové prostory
1, ..., N dosazujeme N kopii stejného Hilbertova prostoru, ozna¢me jej #;. Je tedy

H =HEN = H . 6)

Pro N € N budeme oznacovat &y grupu permutaci mnoziny {1, 2, ...,n}. Pro prvek o € &y a zvoleny Hilbertav
prostor #; necht U, oznacuje unitarni operator na () piedepsany vztahem

U (01 ® ... ® N) 1= 05(1) ® ... ® O(n)- (2)

Pro libovolné dvé permutace 0,7 € Sy je U,U; = Uy, zobrazeni ¢ — Uy je tedy unitarni reprezentaci grupy Sy
na prostoru Z(y.

Pro stejnou volbu N a #’; oznacime

1 1
SN = N Z U,, Ay := N Z sgno U. (3)
oESy oeSN

Podivame se na nejvyznamnéjsi vlastnosti této dvojice operatort (na pfednésce s dukazy):

1. Pro kazdé N € N se jedna o dvojici projektoru.
2. ProN =1jeS = A; =1.Pro N > 1 se jedna o vzajemné ortogonalni projektory.
3. Plati S, + A, = I. Pro N > 2 vSak pouze Sy + Ay < I.

4. Pro kazdé o € Sy je
UO'SN = SN’ UJAN = sgncrAn. (4)

Pro tvrzeni, ktera budou platit obdobné pro Sy nebo Ay, budeme pouzivat zastupny symbol Py .

Postulat 4b: Stavovy prostor N identickych bosont (resp. fermiont) s jednocasticovym stavovym prostorem 7
Ize vymezit na podprostor Sy 7|y (resp. AN (n)) prostoru Z () = %’I‘X’N.

Casti b) je potieba rozumét tak, Ze ne vsechny stavy na prostoru #;° N ktery by jinak pfedepisovala ¢ast a),
jsou piipustnymi stavy soustavy nerozlisitelnych bosont / fermiont: musi se jednat o statistické operatory re-
dukované odpovidajicim projektorem Py, jejichz obor hodnot spada do Py 7. (Pro Cisté stavy to znameng, Ze
stavovy vektor musi byt prvkem Py |y).) Takové operatory je potom moZzné ztotoZznit s jejich ztzenim na po-
sledné jmenovany prostor. Tento prostor je, jakoZto obor hodnot projektoru, uzavienym prostorem, a se zizenim
skalarniho soucinu z #{ ) je Hilbertiv. Pro N = 1 neni mezi #, # (1), $1%(1) a A17 1) rozdil.

Je samozfejmé potifeba zabyvat se konzistenci takového ztzZeni. Ta se opird o matematické vyjadfeni principu
nerozlisitelnosti ¢astic. Fyzikalné nerozliSitelnost znamena, Ze neexistuje pozorovani, které by od sebe odlisilo



stavy ¢, y € #(n), které spliji y = Uy¢ pro néjakou permutaci o € 8. Matematicky tento pozadavek vyjad-
fime tak, ze pro kazdou pripustnou pozorovatelnou A, kazdou A € B! a kazdy stav i € ¥, (n) musi platit

w(A, A; ) = w(A, A; Uy ¢)
(W, EA(A)Y) = Usy, EA(MUp ) = (¥, Uy ' Eo(D)U, ).

Diky obecnému kvantifikatoru Vi € #(x) posledni fadka ale znamena, ze E4(A) — Uy LEA(A)U, je nulovy
operator, a potazmo, Ze E 4 (A) a U; komutuji. Nakonec, jestlize s operatorem U, komutuje kazdy prvek spektralni
miry E4, znamena to, ze s nim komutuje i pozorovatelna A sama. Dostavame tak hledané matematické vyjadfeni
principu: Pfipustné pozorovatelné na systému N nerozlisitelnych ¢astic jsou takové, které komutuji se v§emi
operatory Uy, o € Sy .

(5)

Vratme se tedy k otdzce bezespornosti formulace ¢asti b) postulatu. Komutuje-li A € Z,(# ) s operatory U,
pro vSechna o € &y, pak podle (3) komutuje také s projektory Py. To je nutnou a postacujici podminkou pro to,
aby jimi byla redukovéana. Pokud potom v néjaky okamzik vymezime stav soustavy na vektor z prostoru daného
¢astib), je tfeba si uvédomit, Ze jediné dva zpusoby, jakymi se v ramci nasi (nyni jiz kompletné vyslovené) sady
postulatd mize ménit, je

« zména stavu po méfeni: W = EWE/ Tr(EW), kde E = E4(A) pro né&jakou pozorovatelnou A,

« Casovy vyvoj dany Schrédingerovou rovnici, tedy pozorovatelnou H.
Jestlize kazda pozorovatelna je vézana pozadavkem reducibility na prostor Py#(yy, pak totéz plati pro je-
jich projektorové miry a vysledek méfeni nemtize tento prostor opustit. Podobné rychle ukazeme, Ze vlastnost

PyW = WPy se pfenasi i na dW/dt (pro H omezené, jinak s potfebnymi tipravami) a piedchozi zavér plati tak
i pro ¢asovy vyvoj.

V piipadé zahrnuti nerozlisitelnych ¢astic do popisovaného kvantového systému tak ¢tvrty postulat omezuje
obecnost prvniho: ne kazdy ze stavi prostoru daného 4a) je pfipustnym stavem fyzikalni soustavy a ne kazdy
samosdruzeny operator miZe popisovat néjakou pfipustnou pozorovatelnou veli¢inu. Obé omezeni ale mtizeme
obejit, pokud se vymezime na podprostor pfedepsany 4b).

Prostory funkci

Uvazujme %, = L?(R®). Plati, ze N-nasobnym tenzorovym souc¢inem tohoto prostoru sama se sebou dostaneme
prostor # () = L2(R3N). Tenzorovym soucinem funkci ¢y, ..., on z L?(R*) dostaneme funkci

¢ RN o € xp,, xn) = 01(%) 02(x5) .. on(xn). (6)
Operator Uy, 0 € Sy na ni plsobi dle vzorce (2) jako
(Us@) (1,5 xN) = @)+ o) Oen) = 01 (%5-1(1)) - on(%o10w)) = @(%51(1)s 5 X)) (7)

Posledni vzorec ma zobecnéni na celé # () a snadno nahlédneme, Ze toto rozsifeni predstavuje soucasné linearni

rozsifeni (7) na %ng a spojité rozsifeni na %’1®N. Predpis

(onﬁ)(xl,...,xN) = 1//(xg—1(1),...,xg—1(N)) (8)
popisuje tedy akci U, na libovolnou ¢ € ().

K pfedpisu obecného vektoru z Sy #(n) mliZzeme dojit ptes vlastnost (4) snaze nez pres definici (3). Takova funkce
totiz musi spliovat
S.V.
E=SNE=USNE Vo €Sy = Vo €8y E(Xp(1) Xo(2)r > Xo(n)) = E(X1, s XN)D. 9)
Prostor Sy () je tedy tvofen funkcemi, které jsou s.v. symetrické vici libovolné zaméné svych argument.
Analogicky pron € AN (N
S.V.
n=Ang=sgnolUsp, Voe Sy = VoedSy: ry(xa(l),xa(z), ...,xg(N)) = sgno n(xy,...,xy). (10

Protoze dalsi akce Sy, resp. Ay na &, resp. n nechava tyto vektory invariantni, jsou podminky na pravé strané
pro nalezitost do Py () soucasné nutné a postacujici.



Fockuv prostor

Ctvrty postulat dava néstroje pro popis systému slozeného z pevného poétu ¢astic, ale ve fyzice mikrosvéta neni
nouze o situace, ve kterych se pocet ¢astic nezachovava. Nemusime kvuli tomu tvrzeni postulatu ménit. Pouze
N-¢asticovy prostor pouzijeme pro konstrukei vétsiho stavového prostoru, ktery bude zahrnovat i jiné stavy.
Pokud uvazujeme v§echna N € Ny, ziskdme takto Fockav prostor.

V ramci této kapitoly budeme uvazovat, Ze popisujeme soubory stejného jednoho druhu elementéarni Castice.

Pokud pfi interakcich vznikaji a zanikaji rizné druhy ¢astic, je potfeba sestavit Fockav prostor pro kazdy z nich
zvlast a uvazovat systém vznikly slozenim téchto komponent.

Nekonecny direktni soucet prostoru a operatoru

Pro konstrukci Fockova prostoru se potfebujeme blize seznamit s rozsifenim koncepce direktniho souétu pro-
stortl na nekoneény pocet.

Uvazujme pro tento tcel néjakou indexovou mnozinu I a zobrazeni, které kazdému prvku a € I pfifazuje néjaky
Hilbertav prostor %, (ne nutné riizné). Direktni soucet sestavime nasledovné:

@%a:%@’:§X5a€I'—>%a

ael

Y IX@lg, < 00} ®

a€l

Zobrazeni X si mizeme pfedstavit jako zobecnéni posloupnosti ,a-ty vektor z %, pokud by I byla pfirozena
¢isla. Podle nasich pravidel pro zobecnéné sumy v sobé druha podminka zahrnuje podminku, ze kazda takova
zobecnéna posloupnost ma nejvyse spocetny pocet prvka, které nejsou nulovy vektor.

Na prostoru #g zavedeme skalarni soucin jako

(X.Y) =) (X(@). Y(@)g,. (2)

a€l

Tato suma ma také nejvyse spocetny pocet nenulovych ¢leni a jeji absolutni integrabilita je zaru¢ena Cauchyo-
vou a Holderovou nerovnosti spolu s definici (1), coz zajistuje korektnost definice. Skalarni soucin (2) indukuje
normu

IXI? = ) IX (@), ®)

a€l

rovnéz podle pfedpokladu dobie definovanou pro kazdy prvek.

Piesvédcime se jesté o uzavienosti vici této normé. Pokud uvazujeme posloupnost (X;,),2; vektori z #g, mi-
Zeme najit sjednoceni véech podmnozin « € I, na kterych nékteré ze zobrazeni X, je nenulové — jako spocetné
sjednoceni nejvyse spocetnych mnozin je to také nejvyse spocetna mnozina. Diky konstrukci normy zarucuje
Cauchyova podminka posloupnosti (X;,);>; skute¢nost, Ze v kazdém bodé a € I posloupnosti (X,(a))pe; kon-
verguji zvlast. Lze tedy z téchto individualnich limit, kterych je nejvyse spocetné mnoho, sestavit nové zobra-
zeni X, doplnéné vsude jinde nulami. Pfimocaré dosazeni do patfi¢nych vzorci1 ukaze, ze X spliiuje podminku (1)
a v normé (3) je limitou (X;)p=;.

Takto sestaveny nekone¢ny direktni soucet spliiuje nasledujici vlastnosti, které bychom od operace @ ocekavali:

podprostory dané zobrazenimi X, ktera jsou nenulova v nejvyse jednom, pevné zvoleném, bodé « € I, jsou
uzaviené, vzajemné ortogonalni podprostory #,, C #g, izomorfni #,,

rozklad libovolného vektoru X € #g do téchto %, je jednoznaény a dany ortogonalnimi projekcemi,

« druha mocnina | X| je sou¢tem druhych mocnin norem téchto projekei (zobecnéné Parsevalova rovnost),

« z projekci X € #g na %;a je nejvyse spocetné mnoho nenulovych a jejich soucet konverguje k X (zobec-
nény Fourierav rozvoj),

« jestlize mnozina I je kone¢né, podminka v (1) se stane trividlné splnénou a tato obecna konstrukce da

vysledek identicky dfive zavedenému direktnimu souc¢tu Hilbertovych prostoru.



Zcela analogicky potom mtZeme konstruovat direktni soucet libovolného systému vzajemné ortogonalnich uza-
vienych podprostort # jako podprostor 7.

Direktni souéin operatori

Myslenku konstrukce direktniho souétu prostortt (%) reflektuje i konstrukee direktniho souétu sady ope-
tarort (T,)yes definovanych na nich (nebo na defini¢nich oborech D(T,) C %,). Abychom dodrzZeli podminku
definice (1), ktera zajistuje dobrou definovanost skalarniho sou¢inu a normy na @,¢; %, je potieba defini¢ni
obor Ty := @1 T, vymezit pfedpisem

D(Tp) = ix €Iy

Va € I: X() € D(T,), Y. T X(@)]* < oof,
a€l (4)

Tp: D(Tg) > #5: (TeX)(a) = T,X(a).

Kontrola absolutni konvergence je opét nadbyte¢n4, je-li mnozina I kone¢na.
V komentafi k §7.4 se dozvidame nékolik poznatkti o této konstrukei, které pouze vypiseme:

« Jsou-li T, omezené pro viechna a € I a zdrover sup,c; [Tylz, < oo, potom Tg je omezeny a |T| =
super 1 Toloz, -

« Jsou-li T, husté definované na &, pro vSechna « € I, je také Ty € L (Hg). Za tohoto piedpokladu také
Tg = Duer Ta-

« Jsou-li T, pro vSechna a € I uzaviené, resp. symetrické, resp. samosdruzené, resp. v podstaté samosdru-

zené, plati tato vlastnost také pro Tg,.

Direktni souéet operatort souvisi s ponékud jednodussim konceptem algebraického souétu. Pro stejné (T,,)yer
definujeme

Ts: e D(Ty) = o )
stejnym predpisem jako Tg. Rozdil je v tom, Ze defini¢nim oborem je pouze algebraicky soucet podprostorts #
ZaEID(T(x) = <U D(Ta)) - D(T@), (6)

a€l lin

kde vInka zna¢i pouziti izometrie mezi komponentnim prostorem %,, a podprostorem %,, C %, -

Jsou-li T, uzavrené, je Tg uzavieny, ale pro I nekonec¢nou Ty obecné ne. Je vSak Ty uzavérem Ty. Obecnéji pro
neuzaviené, ale uzaviratelné operatory plati, Ze uzavéry Tg a Ty se rovnaji. Pro I kone¢né jsou obé konstrukce
shodné.

Fockiv prostor

Z minula mame stavovy prostor N identickych bosont, resp. fermiont dany jako

PN, N = %1®N, (7)
kde P = S, resp. A. Oznaceni #y, které pro dnesek piijmeme, je konzistentni s #. Dodefinujeme pro stru¢nost
jeste

%0 = C, S(),AO = 1. (8)

Tato volba je pro ,prazdny tenzorovy souéin® smysluplna v tom smyslu, ze rovnost #,,,1 = #, ® ¥ s ni plati
ipro n = 0. Fockuv prostor pak zavedeme vzorci

Fp(91) = P Pyn. 9)
N=0



Vsechny N-casticové podprostory, symetrizované ¢i antisymetrizované, v ném tedy vystupuji jako ortogonalni
podprostory, dale obsahuje linearni kombinace napfi¢ riznymi pocty Castic a i jejich zobecnéni na spocetné
mnoho ¢lent. Ortonormalni bazi Fockova prostoru mizeme zkonstruovat v ramci tohoto vnoteni # — N
jednoduse slou¢enim ortonormalnich bazi jednotlivych #’. Odsud plyne dulezita poucka, Ze pro separabilni
jednodasticovy prostor #; jsou Fs(#1), F () separabilni také.

Zavést muzeme také
F ) =Pz (10)
N=0

bez projekce na symetricky nebo antisymetricky podprostor. Ackoli se nebude jednat o stavovy prostor Zadného
druhu ¢astic, je prakticky snaz$i v ném uvazovat nékteré operatory. Ty pak podle principu nerozliSitelnosti
budou redukovéany podprostory Fs i 4 a mohou tak zastoupit popis operatort definovanych na nich. % (%)
umoziuje také pfimocary zapis baze pomoci tenzorovych soucinii jedné pevné zvolené baze #; se sebou.

Zajimavy je prostor #;, = C dimenze 1. Za ortonormalni bazi v ném muzeme volit jednoduse ¢islo 1. Na prostoru
 existuje jediny statisticky operator, kterym je identita, na Fockové prostoru mu odpovida I @006 ..., coz
je ortogonalni projektor na %;0. Takovy stav reprezentuje nulovy pocet ¢astic ¢i vakuum s nulovym poctem
¢astic. Odpovidajici jednotkovy vektor (X(a))pZy = (1,0%,,0%,,...) mizeme oznacit Q,. Na konkrétni volbé
faze zvoleného ¢isla stav vakua nezavisi, ale v linearnich kombinacich, naptiklad

aQy + po, @ e X, (11)

zalne byt podstatnd i relativni fAze mezi ¢isly a a f, naptiklad volby a = 1, § = +1 davaji pro |¢| = 1 dva
vzajemné kolmé stavy z Fp(F). Vakuum tedy neobsahuje zadnou kopii Zadného stavu z #7, ale je stale tfeba
jej brat jako jeden z bazovych vektord, ktery vstupuje do linearnich kombinaci, ne jako nulu.

Rozsifeni jednocasticovych operatori na Fockav prostor

Uvazujme libovolny operator T € Z (). Pro N € N, uvazujme operator
T =Tol®w. 9] +[9T®..0 + .. + [0][®..0T. (12)

Defini¢nim oborem tohoto operatoru je husty podprostor Dy © ... @ Dy C #y. Pokud T je omezené, miizeme
rovnou uvazovat na misté & operaci ® a dostat operator definovany na celém %FN .Pro N = 0 definujeme
Ty = 0g,- Tyto operatory jsou automaticky redukovany projektory Sy i Ay.

Vlastnosti husté definovanosti i reducibility operatory Py se potom pienaseji i na operator

=) T} (13)
N=0
(coz je tfeba v rychlosti ovéfit) a husté definovany jsou pak i jeho ¢asti v Fg a v Fy.
Pokud T je samosdruZeny operator pro jednu ¢astici, pak Ty, (stejné jako jeho ¢asti v Fp) je v podstaté samo-

sdruZeny a jeho uzavér muze slouzit jako pozorovatelna na Fockové prostoru (opét redukovana projektory na
Fp). Jedna se o operator, ktery mizeme psat jako

=P} =T (14)
N=0

Diky konstrukeci se jedna o celkové pozorovatelné: celkovou hybnost systému, celkovou energii apod.

Operatory poctu ¢astic

Zajimavou volbou za T pro predchozi sekci jsou projektory. Uvédomme si nejprve, Ze ackoli volba pozorovatelné
T = I pro jednoc¢asticovy systém vibec nijak zajimava, plati pro ni

=18.®I+.+I8..81=Nly,, (15)



takZe pro sou¢tovy operator mame
® _ 5
=% NEg (16)
N=0

v silném smyslu (jedna se rovnou o spektralni rozklad). Protoze N-¢asticové stavy jsou vlastnimi stavy ptislus-
nymi vlastni hodnoté N, jedna se o operator celkového poétu ¢astic. Jako zajimavost uvedme, zZe pfi pfechodu
od (15) k (16) operatory pozbyly omezenosti (v souladu s tim, Ze jejich normy nemaji kone¢né supremum).

Podobné, pokud namisto I zvolime ortogonalni projektor E, na néjaky jednorozmérny podprostor #, dosta-
vame operator s vyznamem pozorovatelné poctu Castic v odpovidajicim stavu a plati, Ze celkovy pocet ¢astic je
roven souctu poctu ¢astic ve stavech prvki néjaké ON baze 7, protoze stejna relace plati mezi [ ]% a (Eq,j_ )ZN pro
kazdé N € IN,.

Propagatory

Podobnou konstrukei jako pro pozorovatelné mazeme vyuzit pro unitarni operatory. Jedinym rozdilem je, Ze je
tfeba zacit s operatory
Ul=U0U®...0U, Ul=I 17)

a z nich konstruovat (jiz stejné jako u pozorovatelnych)

vt = Pull = Y Ul (18)
N=0 N=0

Tento operéator, jakozto direktni souéet unitarnich operatoru, je rovnéZ unitarni. Snadno ovéfime, Ze (4) jeho de-
fini¢ni obor oproti (1) nijak nezuzuje, Ze skalarni soucin (2) se zachovava a ze inverzi je (U~1)! Je také redukovan
projektory na Fs(#1), Fa(1).

Pokud za U dosadime evoluéni operator jednocasticového systému, pak Ul mé4 vyznam vyvoje soustavy neur-
¢eného poctu takovych identickych, ale neinteragujicich ¢astic. Plati i vice:

Véta (19.1.6).  Necht U(+) je SSUG na %}, jejimz generatorem je H € Zg,(%;). Pak U: R — %(F (#)): t —
U®))T je SSUG na F (#;) generovana operatorem H?®, podobné Ull.;I it (U(t))g je SSUG na Fp(%,) genero-
vana Hf‘? pro P € {S, A}.

Transformace U(t) +— U(t)! tedy jednocasticovy propagator zobrazi na propagétor vyhovujici postulatu ¢a-
sového vyvoje slozeného systému a jeho odpovidajici Hamiltonian je vskutku operator celkové energie podle
predchozi sekce.



Kreaéni a anihila¢ni operatory — pevna baze

Souctové a soucinové operatory z minulé hodiny jsou redukovany projektory na podprostory Fockova prostoru
o konstantnich poctech ¢astic, tedy na téchto prostorech operuji nezavisle. Aby Fockav prostor byl vice nez jen
soucasnym zapisem variant chovani slozeného systému pro kazdou hodnotu N zvlast, potfebujeme operatory,
které pusobi napfi¢ riznymi pocty ¢astic. Hlavni motivaci je interakce mezi riznymi druhy ¢astic, pii které
muze dochazet k jeviim jako k pohlceni ¢astice, vyzareni ¢i jeji pfeméné na ¢astici jiného druhu. Popis takovych
pfechodi je obvykle zaloZen na krea¢nich a anihila¢nich operatorech.

V nésledujicim textu budeme vzdy pfedpokladat, Ze jednocasticovy stavovy prostor #; je separabilni prostor
dimenze d < Xy, d # 0. V tomto prostoru provedeme pevnou volbu ortonormalni baze (¢;);<q-

Obsazovaci ¢isla

Krea¢ni a anihila¢ni operatory budou pusobit na symetrickém nebo antisymetrickém Fockové prostoru. Bude se
nam hodit si sestavit néjakou bazi, ve které bude praktické pracovat. Z minulé hodiny mame bazi celého & (%)
tvaru vSech tenzorovych soucinti véech moznych kombinaci N-tic bazovych vektorti ¢; pro viechna N € N,
(za prazdny tenzorovy soucin v pfipadé N = 0 dosadime vakuum Q). Prvky této baze bychom mohli zobrazit
odpovidajicimi projektory Sy nebo Ay a ziskat tak néjakou totalni mnozinu v odpovidajicim Fp(%), ale ne
ortonormalni bazi: projektory skalarni soucin nezachovavaji.

Pripomenime si definice:

1 1
SN = ﬁ Z Uo-, AN = m Z sgno UO-,
: O'ECS)N : UGSN (1)

Uy (11 ® - @ Y) = Yo(1) ® = ® Y ()-
Jestlize toto pravidlo aplikujeme na bazové vektory tenzorového soucinu #. 1® N dostaneme
U0(901'1 ® ¢j, @ ® (ij) = oy @ Pipy ® 7 ® Py (2)

Vzhledem k tomu, Ze soucet v definici Sy nebo Ax navstivi postupné vSechny permutace indexu j,, vysledek
se nezméni (pfipadné u Ay zméni nejvyse znaménko), provedeme-li v N-tici (ji, ..., ji) jakoukoli permutaci. Je
tedy vyhodné viechny tyto permutace reprezentovat jedinym prvkem, abychom zbyte¢né nedostavali linearné
zavislé vysledky. Za tento reprezentativni prvek vezmeme uspofadanou N-tici

J=0lesin), W< <. <N 3)

a jeji odpovidajici tenzorovy souéin v bazi % (%,). Pfipomeiime, Ze ¢isla j; (a potazmo j;) indexuji prvky baze %,
a jsou tedy z mnoziny {j < d}.

Symetrizace
Uvazujme akci symetrizujiciho projektoru Sy na vektor @B ®¢; -
1
SN0}, ® = ®05) = 31 20 Py © @B @
oeSN

V sumé na pravé strané stoji pouze tolik riiznych vektortl, kolik je rtiznych pieusporadani j. Kazdy z téchto
vektori se obecné objevi opakované.

Z grupy Sy vezmeme podgrupu H;, ktera stabilizuje posloupnost j (tj. prohazuje pouze prvky, které mély stejnou
hodnotu). Velikost této podgrupy je
I (5)

j<d



Podle H] muzeme grupu $y rozdélit na levé kosety tvaru xH] Protoze kazdy z nich ma velikost H] pocet riznych

kosett je
!
Cc = —N. \ . (6)
Hj<d n;-:
Toto ¢&islo ¢ predstavuje pocet linearné nezavislych prvka vystupujicich na pravé strané (4). Kazdy z nich je
pfitom zastoupen v poétu (5) vydéleném podle piedpisu (4) ¢islem N, coz dava hodnotu 1/c. Podle Pythagorovy
véty je tedy evidentni, Ze normalizaci miZeme provést faktorem /c. Oznatme

1
T 0 ® Oty 0
N! H]<d nj. GECTN

Vektory tvaru qu)(/) jsou jednotkové, pro riizné neklesajici posloupnosti j ortogonalni a do jejich tvaru spada
aplikace Sy na libovolny z uvazovanych bazovych vektor prostoru #y. Ziskavame tak univerzalni pfedpis
konstrukce ortonormalni baze prostoru Sy #n .

o\ () = Ve Sn(p; ® = ®p; ) =

Jiz vyse jsme pouzili, Ze neklesajici posloupnosti (fk)kN ; indext Jk < d prislusi pocet opakovani nj prvki j < d.
Tato korespondence je oboustranna: k posloupnosti { | i< d} spliiujici

Vj<d:nj€]N0, an:N’ (8)
j<d

lze Jednoznacne sestavit takova neklesajici N-tice j, kde postupné zafadime n; kopii kazdého ¢isla j. Mizeme
tedy prvky ‘PN (]) ekvivalentné pfeznacit pomoci takovych posloupnosti obsazovaczch Cisel. Budeme pouzivat
znaceni se slozenymi zavorkami

oS () = Oglng,ny, .} )

kde na pravé strané index N neni potieba, protoze jeho hodnota je urcena (8).

Antisymetrizace

Zopakujme nyni stejné kroky pro projektor Ay,

1
An(p; ® - ®¢; ) = ¥ > sgno 0, ® 00 . (10)

oESN

Hlavnim rozdilem oproti Sy je, Ze opakuje-li se v posloupnosti j néjaka hodnota j vice nez jednou, dostaneme
stejny vektor na pravé strané s koeficientem 0, protoze podgrupa H; ma stejny pocet prvkl s kladnym a se
zapornym znaménkem.

Do sumy proto stale pfispiva stejny pocet (6) ortogonalnich vektort, ale jejich celkové koeficienty jsou nulové,
ma-li j jakékoli opakovani. Pokud nem4, zjednodusuje se ¢ na N!, kazdy prvek sumy bude ortogonalni na ostatni
a objevi se se znaménkem +1 nebo —1. Prava strana ma tak normu

1/\/ N! pokud j je ostfe rostouci,

A ® - ® 1
[4n(e;, o)l = jinak ()
Ortonormalni bazi prostoru Ay # 'y tedy budeme konstruovat z vektort
@ 1
oN = —— Z sgnog; @ ®¢; (12)

VN! oSN

pro ostfe rostouci posloupnosti j. (Pokud takova N-prvkova posloupnost nelze sestavit, protoze N > dim %, pak
je také prostor Ay # N prazdny.) Stejné jako u Sy muzeme zavést obsazovaci ¢isla, ktera budou bez opakovani
¢lenti vymezena na nulu a jednic¢ku:

o) o Oangony,y: (pefo,ph, Yom=N. (13)

j<d



V obou pripadech jsme tedy ziskali ortonormalni baze prostortt Sy # 'y, Any# N pro libovolné N € IN. Vime,
ze kazda dvojice téchto prostort je v rAmci F(#) vzajemné ortogonalni a také jsou vsechny ortogonélni na
Hy = SoH o = Aoy Bazi Fockova prostoru tedy ziskame jejich sjednocenim a pfidanim vakua, které popiseme
obsazovacimi ¢isly n; = 0 Vj < d. Plati tedy

Ds{ng,ny, ...} |nj € Ny Vj <d, Z nj < oop je ON bazi F5(), (14)
j<d

Dafng.ny...}|n; €40,13Vj < d, Y nj < ooy je ON bazi Fa(%)). (15)
j<d

Kreaéni a anihila¢ni operatory — bazové vektory

Symetricky i antisymetricky Fockav prostor je tvofen direktnim sou¢tem prostort tvaru Sy #y, resp. ANZN,
které jsou do néj vnofeny jako uzaviené vzajemné ortogonalni podprostory. MiZeme tedy uvazovat zobrazeni
mezi nimi.

Pro na8i zvolenou bazi ¢; krea¢ni a anihila¢ni operatory dJr(q)j), resp. a(¢;) zavedeme provizorné jako zobrazeni
predepsana pravé takovymi vztahy znamymi z kazdého kurzu kvantové mechaniky

d+((pj) Dging, ny, s 1y b= /nj +1 Dging, ny, ... i+ 1, b

_ n; ®ging,nq,...,n; —1,..}, n;>1, (16)
a(pj) @sing,ny, ..., nj, ..} = {\ﬁ / /
0: n] =0

pro symetricky pifipad a

aJr((pj)fI)A{no,nl, N (TR

- (—1)Zi<fni<I>A{no,n1, N TS 1,..} n; =0,
0, n;, =1,

a7

—D)Zi NP g fng,my, i — 1,00, ny =1,
a(q)j)(DA{nOsnla"'anj»"'} = i( ) A{nO nq n] } n]

0, n] =0
pro antisymetricky, rozsifenymi na linearni obal celé baze (14), resp. (15) (aby se jednalo o linearni zobrazeni).

Operétory a(p;), a+(<pj) by také korektné mély mit oznaceni S nebo A, ale jedna se bez indexu o tolik ustalené
znaceni, Ze jej také nebudeme pouzivat.

Timto pfedpisem je pro kazdé ¢;, j < d zadan operator aJr(qoj), ktery pro kazdé N € IN; zobrazuje hustou podmno-
zinu Z 'y do # 41, a operator a(g;), ktery plisobi v opaéném sméru. Nejedna se jesté o finalni zapis - budeme se
potiebovat oprostit od zavislosti na pevné volbé baze (¢;) ;4. To si véak ponechdme na pfisti hodinu a zakoné¢ime
doplnénim nékterych vlastnosti konstrukce Fockova stavu a téchto provizornich operatort.

Pripad kone¢nérozmérného 7

Uvazujme jednodasticovy stavovy prostor #; kone¢né dimenze, tedy d < w. Podminka kone¢ného souétu v (14)
je pak automaticky splnéna a bazi symetrizovaného Fockova prostoru lze psat v mnohem jednodussim tvaru, kde
se pro lepsi pfehlednost vratime k indexaci od 1:

{®s{ny,ny, ..., ngt 0y, ....,ng € Ny}. (18)

Uvazujme nyni néjaky jiny, nekonec¢nérozmérny separabilni Hilberttiv prostor €, naptiklad € = L2(R), s orto-
normalni bazi (e, e;, ey, ...). Jeho d-nasobny tenzorovy souéin sam se sebou £®d m4 bazi tvofenou viemi tenzo-
rovymi souliny d ¢leni tvaru e,, n € INj. Zobrazeni

Ding, ..., ngk > e, ® ey, ® ... Qe 19)

je evidentné izomorfizmem mezi F4(%;) a €%,



Tento postup dava moZnost, jak si piedstavit strukturu Fockova prostoru Fg(#). Obzvlasté zajimavé je za
(én)ne, Vzit bazi vlastnich stavii jednorozmérného linearniho harmonického oscildtoru. Potom totiz nejen prvky
©® |z brat velmi ndzorné jako funkce L2(RY), ale je§té akce krea¢niho ¢&i anihilaéniho operatoru (16) v tomto
izomorfismu pfesné odpovida akci operatoru zndmého jako kreac¢ni ¢i anihila¢ni operator harmonického osci-
latoru. Focktv prostor nad d-rozmérnym prostorem #; a operace nad nim lze tedy velmi pfirozené popisovat
jako slozeny systém d (rozlisitelnych) harmonickych oscilatort.

Co se tyka antisymetrického ptipadu, situace je mnohem jednodussi. Tim, Ze obsazovaci ¢isla jsou vymezena na
nulu a jednic¢ku, dokdZeme vSechny kombinace vycerpat, napiiklad v posloupnosti binarnich zapist ¢isel:

(©4{0,...,0,0}, ®4{0,...,0,1}, ®4{0,...,1,0}, ®4{0,...,1,1}, ..., Da{L,...,1,1}) (20)

Prostor F4(9) je tedy kone¢nérozmérnym prostorem dimenze 24 na ktery muzeme pohlizet jako na prostor
d qubitu.

Nekoneénérozmérny 7#;

Pokud dimenze #; je nekoneéna (uvazujeme dle tvodu jen spocetné nekoneénou), piedchozi analogie jiz nelze
pouzit. V symetrickém p¥ipadé by nas vedla na prostor funkci nad RNo, ktery je neseparabilni a navic nema smysl
v ném mluvit o L? normé, protoze nema Lebesgueovu miru (viz pfednaska o Feynmanové integralu). Nelze tedy
jiz fici, Ze systém bosonu s nekoneéné dimenzionalnim jednocasticovym prostorem byl ekvivalentni soustavé
harmonickych oscilatori.

Prostor nekone¢né mnoha harmonickych oscilatorti 1ze zavést metodami tenzorového souéinu nekone¢né mnoha
prostort (které jsme neprobirali) — pfedchozi odstavec ale fika, Ze mu jiZ nelze rozumét jako prostoru funkei.
Dostaneme tak prostor nespocetné dimenze, tedy neseparabilni. Kde se obé konstrukce rozchazeji, je pravé do-
datena podminka na konecény celkovy pocet ¢astic v (14). Pokud bychom ji nezatadili, kardinalita baze kon-
struované nad posloupnostmi {n;};; by vskutku byla ]Ng\IO, coz je kontinuum. Stejné dopadne v tomto pfipadé i
antisymetrizovany Fockv prostor — z kone¢né dimenze pro d < w pfeskoc¢i rovnou do nespocetné, pokud d = w.
Dodate¢na podminka ale posloupnosti obsazovacich ¢isel vymezuje na spocetné mnoho moznosti, takze Fockiv
prostor zustava separabilni.

Pfimé zobecnéni metod z ptedchozi sekce (uvazovani soustavy harmonickych oscilatort, resp. dvouhladinovych
systémi) je tedy chybou v tom smyslu, ze by dalo jiny stavovy prostor nez Fg(#)), resp. F4(#;). Neni viak
takovou chybou, ktera by zneplatnila veskeré vysledky. Fockuv prostor v tomto vétsim prostoru tvoii uzavieny
podprostor, ktery zadné operace ziskané z jednocasticovych pozorovatelnych nebo interakci kone¢ného poctu
¢astic nemohou opustit. Je tedy mozné v této analogii pracovat, drzime-li na paméti, ze fyzikalni budou jen
takové stavy, ke kterym lze dospét Cisté z téch bazovych vektort, v nichz celkovy pocet excitaci harmonickych
oscilatort, resp. pocet excitovanych stavi dvouhladinovych systému, je konecné ¢islo.



Kreaéni a anihila¢ni operatory — obecny pripad a komutaéni relace

Na minulé hodiné jsme pifedbézné zavedli krea¢ni a anihila¢ni operatory pro bazové stavy néjaké pevné zvolené
béaze (¢;)j<q prostoru 77, pro symetrizovany i antisymetrizovany Fockv prostor, jako linearni rozsifeni vztaht

a+((pj) Dging, ny, N 78 b= /nj +1 Dgi{ng, ny, ... ,nj+ 1, b

) n; ®s{ng,ny,...,n; — 1,..}, n; > 1, @)
a(gj) @sing,ny, ..., nj, ..} = {\ﬁ / J ~

pro symetricky pfipad a

. (_l)ziqniCI)A{n(),nl, woni+ 1, ni =0,
a*(@j)fbA{no,nl,...,nj,...} = i ! ;

0, n;, =1,

(2)

D)X g ng, e — 1,0, =1,
a(¢j)®A{n0’nl""’nj9"'} = 3( ) A{no nq nj } f'l]

0, n] =0
pro antisymetricky.
Protoze defini¢ni obor ziskany pouhym linedrnim roz$ifenim vztahi vyse dava zbyte¢né omezeny prostor a pro-

toze vzorce (1), (2) jsou prilis silné spjaty s konkrétni volbou baze na 7, podivame se, zda by nemélo smysl
dodefinovat na nékteré dalsi prvky hodnotu limitou. Za timto i¢elem se rozepiSme jinym zptsobem

) . e cgmg! (nj + Dgcany!
a*(qﬂ,-) Sn(p, ® ~®¢;,) = a+(¢,j) /% Dg{ny,ny, ..} = /T Osi{ny,ng,....,n;+1,..}

H - ==
(]\I;<d ! ﬁ@s{nl,nz,..-,n]‘ +1,..} = mSNH([“PJ;?,‘(pj] @ ® (ij)’

®)

kde 7. znaci posloupnost ng s j-tym ¢lenem zvysenym o 1 (jejimz souctem je N +1). Tato rovnice nabizi potencial
pro zobecnéni, kdy by ¢leny tenzorového soucinu ani argument v a+((p) nebyly vymezeny na bazové stavy.
Skuteéné, to je rovnost, se kterou se setkavame jako s definici (19.2.6a) a na zakladé linearity tenzorového soucinu
a projektort Sy, Sy41 se snadno presvéd¢ime, Ze je korektni.

Pro symetrizovany Fockiv prostor je irelevantni, zda ¢len ¢; pfidame v (3) na zacatek nebo na konec tenzorového
soudinu, ale v ptipadé F, () je s volbou znamének v (2) (danou zvolenym potradim vektort v bazi) konzistentni
jen pfidani na zacatek, protoZze Ay méni znaménko pfi prohozeni prvki tenzorového soucinu. Vypocet se tim
ponékud zkomplikuje, podivejme se na néj za predpokladu n; = 0:

a'(@DAN(9), ® ~ ® ¢;) = sgnlis, o, - ) &' (@) AN (9, ® ~ ® 97 )

N N
= Sgn(]l’]Za"' a]N) a (q)])rq)A{nl’nZa} = sgn(.ll’jZa""]N) m q)A{nlan"" anj + 1’}
o a2 P
= Sgn(jla]Z"">]N) r V(N+ 1)'AN+1(¢ ® - ‘® (p] ®‘ ®(p]N) (4)

_,_/
Yicj 1 Clent - kazdy pieskocime za —1
= Sgn(jbjz’ >]N) v N+1 AN+1([50]7?,‘¢]A1 ®® (pr)
=VN+1 AN+1([?];?,‘¢]'1 ®® (ij)’
kde znaménko ¢asteéné permutace (jq, ..., ji) se objevilo za prerovnani (j;) na (j;) a zmizelo pii provedeni stejné
zdmény nazpét v poslednim kroku. Posledni ziskany tvar je pouZitelny i v ptipadé n; = 1, protoZe potom na pravé

strané vznikne tenzorovy soucin obsahujici ¢; dvakrat a operator Ay jej zobrazi na nulu, coz je konzistentni
s (2). Opét tak ziskavame vzorec, ktery je mozné okamzité zobecnit i mimo bazové vektory ¢;.

Co se tyka zobecnéni anihilacniho operatoru z formy (1), (2) na formu podobnou (3), (4), pfedvedeme si moznou



jeho logiku na symetrizovaném pripadé. Zacneme tedy stejné, pro N > 1

. . My cam! My<qny!
a(9)Sn (9, ® -~ ® 9;,) = alw;) J<\] Osing,ny, ..} = ;“ Jnj @s{ng,ng, .. on;—1,..}
I d”k .
== Hk = SN (0, @0, ® @@ ~®¢,)  (fix=n— &) (5)

n;
= \/—NSN—l(%a B, ® BBy )

Posledni fadka ma pro odpoutéani se od bazovych stavii problém, Ze odkazuje na hodnotu n;, ktera je vlastnosti
konkrétniho vstupniho stavu na levé strané, a ze obsahuje operaci ,$krtnout ten spravny ¢len®. Nicméné n; je
zrovna pocet opakovani hodnoty j v posloupnosti ji, ja, ..., jy. Obou problémi se tedy elegantné zbavime tak, ze
budeme scitat pies vSechny ¢leny tenzorového soucinu a zapocitame jen ty, kde se ji. s j shoduje:

r Z 5 SN-1(0, ® ), ® - ® ¢, ® - ® ¢ ) (6)

Poslednim krokem je nahrazeni §; ; skalarnim soucinem (¢}, ¢;, ), ktery mé stejnou hodnotu, ale jiz dava spravny

zobecnitelny piedpis, tedy linearni v proménnych ¢; az ¢; a antilinearni v proménné ¢ (protoze ¢ vystupuje
na levé strané skalarniho soucinu). Dostavame tak pfedpis (19.2.6b) s P = S.

Antisymetricky piipad je potom kombinaci tohoto postupu s myslenkami pouzitymi v odvozeni (4). Pro N = 0
sta¢i v obou situacich zobecnit a(p)Q, = 0 na libovolné ¢.

Defini¢ni obor takto zobecnénych operatort a(), at(¢) pak lze psat jako

Dp ={PN(1 ® ~ ®YN) [¥1. . YN € 1, N € Noly, = ZPN : (7)

Navic plati, jakoZto zobrazeni z #; do L(F (#)),

« a'(¥) je linearni v proménné v,

« a(i) je ve stejné proménné antilinearni.

Plati tedy rozklad (19.2.10a,b) do ,,bazovych® kreaénich a anihila¢nich operatort

dP)0= Y (P)a (@)®  al)® =) (o) alp) @, (®)

k<d k<d

pro viechny stavy ® € Pp, kde a’(pr) a a(gy) jsou linearni rozsiteni (1), (2) na obor Pp. Rady konverguji v normé
Fockova prostoru.

Operétory a' (i) a a(i))) potom nazyvame kreacni a anihilaéni operétory obecného stavu i € %;.

Poznamka: Zamérné pouzivam symbol 1, aby nedoslo k predstavé, Ze se jedna o dva vzajemné sdruzené opera-
tory. Neni tomu tak, ani krea¢ni ani anihila¢ni operator nejsou uzaviené a tedy nemohou byt sdruzenim jeden
druhého. Je vsak mozno fici, Ze jsou ziZenimi néjakych vétsich sdruZenych operatorti na &p. Pro antisymetricky
piipad jsou ale a,a’ omezené operatory a maji tedy spojita rozsifeni na celé F4 (%)), tato vzajemné sdruzenymi
operatory jsou.

Komutaéni relace

Diky tomu, ze na zékladé definic (19.2.6a,b,c) zobrazuji krea¢ni a anihila¢ni operatory libovolného stavu obor Zp
sam do sebe, mé smysl na téchto vektorech je zcela libovolné skladat. Pfedevsim je dulezity vztah (19.2.7)

PN(h ® Y ® - ®Yy) = \/%fﬂ(%)f(lﬁz) e at (YN, O]



ktery umoznuje nagenerovat zcela libovolny vektor ® € Zp kone¢nou linearni kombinaci vektora ziskanych
pusobenim kreaé¢nich operator na vakuum.

Nejméné stejnou dilezitost potom maji komutaéni relace (19.2.11a,b)

[a(¥), a(p)]p¥ = 0,
[a* @), a'(p)]p¥ =0, (10)
[a(¥), a’(@)]p¥ = (¢, p)¥

pro kazdou dvojici ¢, ¢ € # a kazdé ¥ € Dp, kde hranata zavorka znaci komutator ¢i antikomutator

ozn. ozn.

[X,Y]s = [X,Y]= XY -YX, [X.Y]4 = {X.Y}Z [X.,Y], = XY +YX, 11)
jehoz smysluplnost je p7i aplikaci na ¥ opét zarucena citovanou invarianci mnoziny Jp.
Operatorovy zapis komutac¢nich relaci, se kterym se bézné setkavame ve fyzikalni literatute (tedy bez vektoru ¥),
je opravnény v piipadé P = A, kdy kreac¢ni i anihila¢ni operatory jsou omezené a platnost rovnic (10) tak mtizeme
spojité rozsifit z hustého podprostoru D4 na celé F4(#).
V pfipadé P = S tomu ovSem brani stejné argumenty jako v piipadé operatort polohy a hybnosti a tudiz je
takovy krok neopravnény. Lze ovSem pouzit stejny trik jako tamtéz: najit néjaké funkce téchto operatori, které

budou omezené a budeme tedy moci operovat na celém Fockové prostoru. Posledni ¢ast této prednasky tedy
budeme vénovat jiz pouze symetrickému ptipadu.

Segaluv polni operator a Fockova reprezentace

Za zminénym Ucelem se zavadi pro libovolné ¢ € #; Segaliv polni operator
1
() 1= —(a) +a'@)), 12
s \/E( ¥y ) (12)

ktery je v podstaté samosdruzeny (19.3.1) a definuje tedy néjakou pozorovatelnou na Fockové prostoru. Je dulezité
védét, ze kvili rozdilnym chovéanim a(y) a a* (1) vzhledem k nasobeni argumentu skaldrem neni ®g(i/) ve svém
argumentu ani linearni, ani antilinearni. Rovnice

Os(py) = p@s(¥), (13)

plati pouze pokud u € R: operatory ®5(1/) a ®5(iy)) jsou na sobé nezavislé. Konkrétné plati:
(i) = —=(a(y) - a' @), 14
s@iy ﬁ( y)—a'¥) (14)

Rovnice (10) implikuji podobnou relaci pro tyto operatory (19.3.1):

[P5(@), Ds(W)IY = ilm(p, ) ¥, Yo,y € 1, ¥Y € Ds. (15)

Zejména pii volbé ¢ jednotkového vektoru a ¢/ = ip dostavame
[q)s(qﬂ), (Ds(lq))]‘{’ =1iY, V(p € %1, V¥ € 95, (16)

coz napadné pfipominé kanonické komutac¢ni relace polohy a hybnosti. Je tedy zcela opravnéné se ptat, jestli se

pozorovatelné ®5(1) a Dg(itf) nedaji takto v néjakém smyslu interpretovat.

Presné k takové otazce mame pfipraven Stone-von Neumanniv teorém. Zkusme tedy, jak se chovaji unitarni
grupy generované touto dvojici pozorovatelnych pro rtizna ¢, to znamena napiiklad v nasi referen¢ni bazi #;

Uj(t) = exp (itCDS(qu)), Vi(t) :=exp (it@s(i(pj)), j<d. 17)



kazdé t, s € R splnuji (19.3.10)
Ui(OU(s) = Ur(s)Uj (1),
Vit)Vi(s) = Vi(s)Vi(0), (18)
Ui(OVi(s) = e OV (s)U; (1),

a19.3.2, ze tvori ireducibilni mnoZinu.

V pfipadé konecné dimenze #; a indexace od jednicky z komutujicich operator {Uj(t) | 1<j< d} muzeme
sestavit soucin
Ut) : RY - %(F (1)) : t = Up(t)Us(t) - Uylty) (19)

a analogicky V(#), posledni z rovnic (18) potom pfechazi do tvaru, ktery zname jako Weylovu relaci. Stone—von
Neumanntv teorém potom fika, Ze existuje unitarni ekvivalence mezi U;(t), Vi(s) a exponencidlami operatort

slozek polohy a hybnosti na L2(RY).

Z minulé hodiny vime, Ze pro d-rozmérny prostor #’; pravé takovyto stavovy prostor L3(R%) je s F () svazan
jednoduchou bijekci bazovych vektort: pfesné toto unitirni zobrazeni je takové, jakého existenci Stone-von
Neumannova véta pfedpovida. Pod stejnym zobrazenim jsou unitarné ekvivalentni také grupové generatory na

obou prostorech, takze uzaviené Segalovy operatory ®s(y;) a ®5(it);) v kone¢nérozmérném piipadé skutecné
odpovidaji pifesné pozorovatelnym slozek polohy a hybnosti soustavy harmonickych oscilatort, kterou jsme
minule ziskali.

Pro % nekone¢né dimenze predpoklady Stone-von Neumannovy véty splnéné nejsou. V takové situaci mohou
vznikat — a vznikaji - ireducibilni reprezentace zobecnénych Weylovych relaci (18), které nejsou unitarné ekvi-
valentni ani mezi sebou vzajemné, natoz pak poloham a hybnostem néjakého systému. Reprezentace Weylovych
relaci pomoci exponencial (17), ktera v dusledku toho méa obecnéjsi vlastnosti nez Schrodingerova reprezentace,
se nazyva jejich Fockovou reprezentaci.





