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(@1

Predmluva

Kvantové teorie je tou & onou formou pfitomna prakticky ve vSech
oblastech moderni fyziky. Proto je, podle mého nizoru, nezbytné, aby
kaZdy, kdo se mé dnes € zitra aktivné zabyvat fyzikou, ziskal solidni
zéklady této teorie. Rozumim tim takové znalosti, které mu umozni po-
rozumdt vysledkiim v ramei této teorie (jinymi) jiz difve ziskanym, a
kvalifikované je aplikovat v oblasti, ve které sdm aktivné ptisobi. I kdy?
takovéto znalosti jeSté nemusi byt dostatecné k aktivni Gcasti na dalSim
rozvijeni kvantové teorie samotné, piipadnému zédjemci o praci v této
oblasti by mély podstatné usnadnit studium odpovidajici specializované
literatury. Poskytnuti takovychto znalosti nasim studentim jsem chépal
jako cil svych ¢tyfsemestrovych prednidek o kvantové teorii, konanych
jiz fadu let na Matematicko-fyzikdlni fakulté Univerzity Karlovy. Se
stejnym zdmérem jsem psal i Uvod do kvantové teorie [1], ve kterém
byly nejprve vysvétleny zdkladni principy kvantové teorie a na nich pak
byla vybudovina nerelativistickd kvantovd mechanika. TémuZ cili ma
napomoci i kniha, jejiz prvai dil laskavy ¢tendl pravé oteviel, a kterd
organicky navazuje na [1], tj. aplikuje tytéZ principy na oblast relativis-
tické mechaniky a relativistické teorie pole. Z pedagogického hlediska
odpovid4 jeji prvni a druhy dil zhruba latce predndSendé ve tfetim, resp.
Stvrtém semestru vyse zminéného kurzu — i kdyZ v nékterych partiich
tuto latku mirné presahuje. Proto je prvni dil vénovdn prevdiné re-
lativistické kvantové mechanice, véetné jejich principidlnich problémi
a cest sméfujicich k jejich prekondn{. Druhy dil pak jiz bude vénovin
pfevazné kvantové teorii pole. Poddni litky je motivovdno snahou vSe-
stranné zdiraznit, Ze i kdyZ hovorfime o ncrelativistické kvantové me-
chanice, relativistické kvantové mechanice a kvantové teorii pole, stéle
mame na mysli jednu a tutéZ teorii — teorii kvantovou. Samoziejmé je
zpiisob vykladu silné ovlivnén i ndzorem autora na tuto teorii. Pocho-
pitelné existuje i celd fada dalSich moZnych pfistupl k vykladu téZe
(nebo pi{buzné) ldtky. Dnes mé nd§ ¢tendr vyhodu v tom, Ze miize sh-
nout po fadé vynikajicich publikaci z této oblasti. Viele mu doporucuji,
aby tak u¢inil. Mnohdy mu to umozni pohlédnout na tenty? problém
z rdznych stran, a tak mu lépe porozumét. Mezi publikace, které se vé-
nuji nékterym partiim latky probirané v prvnim dile této knihy, patii
vedle takovych klasickych monografii, jakymi beze sporu jsou [2] nebo



[3] i dila mnohem pozdéjsi jako napt. [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10] a Fada
dalich. Vedle toho existuji i publikace, které sc vénuji exaktni mate-
matické analyze vybranych okruhii problémi z jednotlivych oblasti zde
probirané latky. Za vSechny upozornéme alespoil na monografii [11].

Ctenaf ma tedy 7 éeho vybirat. Nechei ho proto dédle zdriovat dlou-
hym uvodem. Presto mi snad laskavy ¢tendr dovoli, abych na zdvér
zdliraznil, Ze si velice cenim jak zdjmu studentd, kteifi mne k sepsdni
této knihy primdli, tak zajmu spolupracovnikil, ktefi v mnoha smé-
rech k uskuteénéni tohoto cile prispdli. Predev8im bych rad podékoval
M. Stohrovi — jen diky jeho schopnosti prekonat viechny zdludy soft-
waru a jeho ochoté obétovat mnoho hodin svého Casu ediéni apravé
textu, mohla tato kniha nabyt svého soucasného tvaru. Mij dik patii
také J. Dolejsimu, Z. Dolezalovi, J. Hofejsimu a I. Wilhelmovi za ne-
ziStnou pomoc slovem i skutkem.

Praha
Prosinec 1997 Jiri Formének

Nekolik slov k druhému vydani

Druhé vydani se¢ od prvoniho nelisi ani obsahem ani rozsahem pojed-
navané latky. Pokusil jsem se vSak v ném odstranit vSechny zjisténé
tiskové chyby, zlepsit grafickou dpravu tisku a upfesnit formulace né-
kolika vyrokd.

Praha
Leden 2000 Jifi Formanck




Jednotky, znaceni, konvence

Je uZivana FEinsteinova séitaci konvence: ples dvojici stejnych indexd
se s¢itd (pokud neni vyslovné Feceno néco jiného). Pfitom pouze u ten-
zorovych indext z hlediska Lorentzovy grupy vyzadujeme, aby jeden
7z indexil v této dvojici byl dolni a druhy horni.

V pripadé tenzort Lorentzovy grupy uzivame feckd pismena k oznaceni
index?, probihajicich hodnoty 0,1, 2, 3, kdeZto latinskd pismena rezer-
vujeme pro indexy probihajici pouze hodnoty 1, 2, 3.

Metricky tenzor ma komponenty

0 pro  pu#v
Guv = 1 pro p=v=_0
-1 pro p=v#0.

Levi-Civitdv symbol e#77 je takovy uplné antisymetricky tenzor, 7Ze
1125
1B =1 e £g193 = —1.

Pro parcidlni derivace jsou uZivany zkratky'

0 0
= ,‘l o
On = ozr’ o= oz,

“Antisymetrickd derivace”:

pla) B(x) = ple) Gai(e) ~ (Gup(e) w(z)

Tecka nad symbolem znadi ¢asovou derivaci.
Cdrka u funkce jedné proménné znaéi derivaci podle této proménnd, tj.
pokud

f=1@),

potom

)
f :Z{*Z(Z)

Pro oznadeni trivektord je ve valné vétsiné pripadi wzivdno tuénych
typl pisma (napf. A), pouze vyjimecné k jejich zapisu uzivime pismeno

! Nepiehlédnste, 7e k-tou komponentou gradientu V je 9y = —8* .
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doplnéné Sipkou (napt. M).
K oznadeni jednotkouvcho vektoru ve sméru zadaného vektoru je casto
vyuZivana vlnovka, tj.

A

|Al

K oznaleni jednotkového vektoru ve sméru j-té souradné osy budeme
vétdinou uZivat symbolu e;.

Skaldrni soudin étyfvektoru a s Ctyfvektorem b je zapisovan jak ve tvaru
a-b, tak ve tvaru (a- D).

Skalarni, resp. vektorovy soudin trivektoru a s trivektorem b je zapiso-
van jak ve tvaru a - b, resp. a x b, tak ve tvaru (a - b), resp. [a x b].
Pokud néjaky tiivektor nepfedstavuje prostorovou éast ctyrvektoru, ne-
budeme pii specifikaci jeho komponent ¢init rozdil mezi hornimi a dol-
nimi indexy. Tak. nap?. v pfipad¢ intenzity elektrického pole

A=

EgEE'SE(E'Gg).

Pro téZistovou soutadnou soustavu uzivime obvyklou zkratku CMS.
Pokud budeme chtit zdiraznit, Ze néjaké kinematické veliciny jsou vy-
jadreny v CMS, budeme jim odpovidajici symbol doplhovat hvézdickou,
napf. jestlize ndjaky impuls oznaéime pismenem p, potom p* bude pred-
stavovat hodnotu tohoto impulsu v CMS.
Sdruzenost, komplezni sdruzenost, transponovanost:
Al = matice (nebo operator) sdruZend k A,
A* = velidina komplexné sdruzend k A,
A" = matice transponovana k A.
Pokud prislugné veliciny zdviseji na néjakych proménnych, budeme vét-
Sinou uzivat zjednoduSenou symboliku typu

AT (z) = [A@)]".
V explicitnim vyjadfeni matic je ndkdy uZivina tecka - (nebo prazdné
misto) k zapisu téch clementd, které jsou rovny nule.
Pod Feynmanouvyjm symbolem B rozumime ¢tvercovou matici piifazenou
¢tyrvektoru B vztahemn

B= B, +",

kde 4* jsou Diracovy matice.
Zkratka h.c., resp. c.c. oznaduje vyraz hermitovsky, resp. komplerné




sdruZeny k vyrazu predchizejicimu.
Pod terminem matice m X n rozumime matici, kterd méa m radkn a n
sloupet.
Terminu Lieova grupa je uZivino vidy ve smyslu souvisld (connected)
Lieova grupa.
Pod terminem tcorie relativity vidy rozumime specidlni teorii relativi-
ty.
Pod terminem soutadnd soustava vidy rozumime inercidini soufadnou
soustavu.
Pod terminem hmote Castice vidy rozumime jeji hmotu klidovou.
Pod terminem stav, pokud nebude fedeno néco jiného, rozumime éisty
stav.
Pro zjednoduseni vyjadfovani budeme mezi elementy Hilbertova pro-
storu formdlné zahrnovat? i “vektory” normalizované k pfislugné 4-
funkci.
K oznaceni skuteCnosti, Ze néjaky termin je sice bézné uzivan, pripadnd
nazorné vystihuje podstatu véci ap., ale na druhé strané by nemél byt
chiapin doslovné (at jiz proto, Ze neni zeela pfesné definovan, nebo i
z divodii jinych) budeme ¢asto vyuZivat uvozouvck.
Pri popisu elektromagnetickych velidin uiivame Heavisideovu-Lorent-
zovu soustavu jednotek, kterd je pro oblast zde studovanou cvidentné
nejvhodnéjsi. Protoze v8ak existuji i publikace vyuzivajici soustavy
odlisné®, je v Dopliku A provedeno shrnuti informaci o soustavich
elektromagnetickych jednotek v rozsahu, ktery ¢tendfi umozni bez prob-
lémii “p¥ekladat” z kazdé soustavy jednotek do libovolné jiné.
Poéinaje Kapitolou 4. je uZivina “pfirozend soustave jednotek”, v niz
je

h=c=1.

?Ve smyslu, ktery jsme osvatlili jiz v [1].
3Bohuzel i v [1] jsme jeté byli nuceni pracovat v SI soustavé.



Kapitola 1

Lorentzova grupa

1.1 Lorentzovy transformace

Bodové4 udélost (svétobod) X je v pevné zvolené inercidlni soustave
uréena okamZikem t a polohovym vektorem . Jinymi slovy feCeno,
svétobod X je uren Ctyfvektorem z, jehoZ kontravariantni komponenty

a* = {ct,x} ,

tj.
2P =t s

F=x- e

je projekce vektoru @ na k-tou soufadnou osu.
Soufadnice 2 tého# sviétobodu v libovolné jiné inercidlni soufadné
soustavé souviseji s z# linedrni transformaci

o = ALY+ b (1.1)

Interval mezi dvéma svétobody z, v je velidina invariantni, tj. musi
platit

(@ =) (2 =) = (a)—y)) @ =" =@ -9,  (12)
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kde kovarianini komponenty
" —_ 14
Ty =G T . (13)

Pozadavek (1.2) je splnén pravé tehdy, kdyZ redlné parametry transfor-
mace (1.1) vyhovuji podmince

U A 4
Yo A v A/p = Yup - (14)

Vechny takovéto transformace tvofi Poincaréovu grupu (< nehomo-
genni Lorentzovu grupu ).

V této kapitole se omezime pouze na vySetfovani Lorentzovy grupy,
kterd je tvofena témi z uvaZovanych transformaci, pro néz je b, = 0,

tj. na transformace!

= A", z¥. (1.5)
PovSimnéme si, 7e diky relaci (1.4) je posledni formule ckvivalentni
inverznimu vztahu

ot = A 2" (1.6)

Pro dalsi je vvhodné transformaci (1.5) zapsat v maticovém tvaru
Je V¥

@ =ANx, (1.7)
kde jednosloupcova matice
20
1
x .
T = 1.
(18)
23

a elementy ¢tvercové matice A jsou definovany jako?
o 13
Ny = AP, (1.9)
Zavedeme-li je$t¢ Ctvercovou matici g, jejiz elementy

() = Gy (1.10)

'K diskusi celé Poincaréovy grupy se vratime v Kapitole 4.
2Zavorkou zdraziiujeme, 7e na levé strand nejde o tenzorové indexy, ale o indexy
Cislujici maticové elementy.
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miZeme podminku (1.4) vyjidfit v maticovém tvaru jako
Ngh=g, (1.11)

co? je ckvivalentni s
At =gA'g. (1.12)

Porovnanim determinantt obou stran této rovnosti dostavame
(det A)* = 1. (1.13)

Komponentu (0, 0) maticové rovnosti (1.11) lze prepsat do tvaru

(/\(0,0)>2 =1+ 2; (/\(i,o))2 , (1.14)

z n¢hoz vidime, Ze
2
(/\(0,0)> 2 1. (1.15)

Na zdklad¢ formuli (1.13),(1.15) miZeme vSechny elementy Lorent-
zovy grupy rozdélit do ¢tyi podmnozin:
Elementy, pro néz plati

detA =1 s /\(0’0) > 1 y (116)

tvori wlastni Lorentzovu grupu’( = VLG).

Ostatni podmnoZiny ji7 nepfedstavuji podgrupy, z VLG je v8ak obdr-
Zime velice snadno:

Libovolny element Lorentzovy grupy, pro ktery*

d()t/\ = —1] y /\(U,OJ Z 1) (117)

resp.
detA = -1 5 /\(U,O) S —1 y (118)

3Standardng se pro ni uzivd znaceni SO(3,1). Obecngji SO(m,n) znadi grupu
vlastnich Lorentzovych transformaci v m + n dimenzionadlnim Minkowského pro-
storu, v némz Cas je n dimenziondlni.

4Vgechny elementy s Aoy = 1 tvoli grupu izochronnich Lorenizovych lrans-
formact.
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resp.
det A =1 : /\(070) S ‘*1, (]19)

mizeme vyjadfit jako soudin ndjakého elementu VLG s prostorovou
inverzi P = A(P):

1
P= -1 1 , (1.20)
—1
resp. éasovou inverzi T = NT):
-1
1
= 2
T= . , (1.21)
1
resp. casoprostorovou inverzi PT = ANPT) = AN(P)N(T):
-1
-1
PT = . (1.22)

—1
-1

Vénujme se proto ponékud podrobnéji vlastni Lorentzové grupé.

1.2 Vlastni Lorentzova grupa

Libovolny element VLG lze ziskat sloZenim specidlni Lorentzovy trans-
formace s pootodenim soufadnych os. Pootodeni soufadné soustavy o
thel ¢ kolem osy urdené jednotkovym vektorem m je popsino trans-
formadni matici®

A(r, ) = exp(ipn - M) , (1.23)

5Zatimeo v [1] (Doplnék M) 3lo o aktivni interpretaci grupy rotaci (naticeni
vektoru v zadané soustavé soutadné), zde diskutujeme pasivni transformace (popis
tého# vektoru v natodené soufadné soustavd). Proto v exponentu (1.23) je opaéné
znaménko ne? ve formuli (M.14)/[1].
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kde

M, = _7 My=| My —
7. .=
(1.24)
Jsou generatory rotaci kolem piistusnych soufadnych os. VSechna moZné
pootoceni soufadné soustavy tvori grupu SO(3), kterd je samozfejiné
podgrupou grupy SO(3,1).
Prechodu k soufadné soustave, kterd se vié vychozi pohybuje rych-
losti v ve sméru jednotkového vektoru r, odpovida transformadni matice®

A(n,v) =exp(iun - N), (1.25)
kde parametr (rapidita)’
v 1. c+w
U= artgh; = 5111 P~ (1.26)
2 matice

(1.27)

50 tomto pohybu (piipadné o odpovidajici transformaci) se fasto mluvi jako
0 boostu. Této mezindrodné vzité terminologii se nebudeme vyhybat ani my. Ne
snad proto, Ze by nam &esky vyraz posouvani nezngl libozvuinéji, ale proto, 7e je
vyrazné odlidny od terminu posunuti, a tedy dovoluje zietelné odlidit, zda mluvime
o elementech VLG, ¢ o elementech grupy Lranslaci.
Pro matici (1.25), odpovidajici Cistému boostu, budeme nékdy uZivat symbolu B(v).

"Rapidita je formuli (1.26) definovéna jako lunkce rychlosti: © = u(v). Abychom
predesli piipadnému nedorozumeéni, zdtraznéme, %e terminu rapidita se (zejména. ve
vysokoenergetické fyzice) uzivd také k oznadeni jedné  kinematickych charakteristik
castic. Rapidilou édstice v soufadné soustave, v niZ jeji impuls p svird s osou es

2‘;—% =y(E,9), kde p* = p-es = |p| cos¥.

Ghel ¥, se pak rozumi veli¢ina y = .f;ln

Povéimnéte si, ze

i} pro Castici s energii E je y € (—u(v),u(v)), kde v = |p|c?/E je rychlost
uvazované Castice,

ii) pokud je I > Mc?, potom y(E,9) = 5(9), kde n(¥) = -—lntang Je tav.
pseudorapidita.
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jsou generdtory specidlnich Lorentzovych transformaci podél prislus-
nych soufadnych os. SloZeni dvou boostil podél stejné osy predstavuje
op&t boost podél téze osy, ale transformace vznikld sloZenim boosti
v riznych smérech jiz boostem byt nemusi, tj. vSechny mozZné boosty
(na rozdil od rotaci) grupu netvori.

Matici odpovidajici libovolné vlastni Lorentzové transformaci lze
jednozna¢né urdit pomoci Sesti redlnych parametri tak, Ze

3
Nar,- -+ as) = exp iy (a; My +a;aNg) o (1.28)
3=

S0(3,1) je sestiparametrickou nekompaktni Licovou grupou®. Odpo-
vidajici Licova algebra je determinovina komutacnimi relacemi mezi
generdtory (1.24),(1.27) :

(M, Mg] = €50 My, (1.29)
[Nj,Ng] = —dgju My, (1.30)
[Nj, My] = [M;, NgJ = i gz Ny - (1.31)
Definujeme-li
IjkE“lkj'EEjklMly |0kE——IkUE Nka (132)

miZzeme komutalni relace (1.29) — (1.31) zapsat jako
[I/u/ ‘[J()] - ((/[LU |l/() _ q,u»p ]l/(r + (]l/p |/1cr . (}l/(r ]/lp) ) (]33)
Zavedeme-li parametry

Wy = — Wik = Egly Ay Wy = — Wy = Ar+3, (1-34)

8Pro Gplnost poznamenejme, 7e grupa SO(3,1) je dvojndsobné souvislou a tlohu
univerzalni pokryvaci grupy v tomto piipadé hraje grupa viech dvourozmeérnych
unimodulérnich komplexnich matic (= SL(2,C) ).
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miZeme matici (1.28) zapsat jako?
7 p
Aw) = CXP(:Z‘ Wap |“"> : (1.35)
Porovndnim s formuli (1.23), resp. (1.25) vidime, Ze natoceni o Ghel
¢ kolem osy n odpovidaji parametry
wor =0,  wjr = PEjp U, (1.36)
resp., ze posouvdni rychlosti v ve sméru n odpovidaji parametry
Wy = U, Wi = 0. (1.37)

s

Z formuli (1.24),(1.27),(1.32) nalezneme, 7¢ elementy matic 1% maji
tvar
ad el
(1 )W) = 0B, (1.38)

kde na pravé stran¢ vystupuji clementy (invariantniho) tenzoru 4. fadu
O — g (712N o G
(R p =1 ((] # 9,4, .{]pu) . (139)
Poviimnéme si, ze plati
el —. By jaBwn — javseB (]_ 4(])
7 formuli (1.35)—(1.39) vidime, 7¢ v pripadé infinitesimalnich transfor-
h bl
maci nabyva vztah (1.5) tvaru

r'H =k —wh, ¥ (1.41)

9Snadno se lze presvddéil, ze transformace (1.33), pro které wjo = 0, tvoii pod-
grupu vlastni Lorentzovy grupy. Jednd se samoziejmé o viechna moZnd prostorovd
pootodeni (= R), tj. o grupu SO(Y) (blize viv [1]-doplnék M). Odpovidajici matice
maji kvazidiagondlni tvar

100 0
NR) = | )
0

Pokud nebude hrozit nebezpedi 7 nedorozumeni, budeme v daldim ¢asto uzivat zjed-
nodusenou symboliku. Tak napi. i pro celou matici A(R) budeme uzival symbolu

R.
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Na zdklad¢ komuta¢nich relaci (1.33) snadno zjistime, Ze matice

1

5 I;u/ = M2 - N2, (142)
IV I 4
4° pp lpe = WL (1.43)

komutuji se véemi gencratory SO(3,1). Z Schurova lemmatu'® vime, Ze
témto veli¢indm jsou v libovolné ireducibilni reprezentaci SO(3, 1) pfi-
Fazeny ndsobky operdtoru identity. Hodnoty téchto nasobki je mozno
vyuZit ke klasifikaci ireducibilnich reprezentaci. Tak napt. pro vektoro-
vou reprezentact, definovanou maticemi(1.24),(1.27), nalezneme

M2 — N2 =3, M-N=0. (1.44)

Ireducibilni reprezentace SO(3,1) se vSak dnes Castéji specifikuji
zaddnim hodnot jinych parametr. K tomu zavedme velidiny

1 .
Jy = 5 (Mi+iNy),
Ry :l(M—'N‘ 45
@ =5 (Mi—1Nyj. (1.45)

t

Komuta¢ni relace (1.29)—(1.31) jsou pak ekvivalentni relacim

[Jfl)’%)] = demdfy,

[sz)’J?z)} = i o), (1.46)
J k _

[y 3] = 0.

Veliciny Jiyy, Jo) tedy mzeme formdiné identifikovat jako dva nezdvislé
impulsmomenty. Ireducibilni reprezentace SO(3,1) pak urCujeme zadi-

s . v . . o . - v . . .
nim velikosti téchto impulsmomentd, tj. DU oznaduje (25 + 1) (25" + 1)

rozmérnou ireducibilni reprezentaci SO(3, 1), v niZ veli¢ing J%l) , Tesp.
T2
J @

2 je pfifazena jednotkovd matice vyndsobend faktorem j(j + 1),

10V [1] - Doplngk L.
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resp. j' (7' + 1). VSechny kone¢nérozmérné ireducibilni reprezentace ob-
drzime, kdyZ nechdme parametry j, 7' nezavisle probihat vSechny ne-
zéporné celé a polocelé hodnoty'!. Pfitom kazdd z veli¢in Jfl) ,J@] je
reprezentovana hermitovskou matici. Z definice(1.45) pak vidime, Ze
v libovolné kone¢nérozmérné reprezentaci jsou pfifazeny generdtorim
M, matice hermitovské, ale matice odpovidajici generdatorim N; se od
hermitovskych 1isi faktorem 7. Tedy, s vyjimkou trividlni reprezentace
DOO | Fidnd konecnérozmérnd reprezentace SQ(3,1) neni unitdrni.'?
Z definice (1.45) dostavime

Tty = (W - R 0ifi ),

Ty = 5 (W~ - 20 - ). (1.47)
Z formule (1.44) pak vidime, Ze vektorovi reprezentace je ireducibilni
reprezentaci p(E3)

Omezime-li se v libovolné reprezentaci grupy SO(3, 1) pouze na ope-
ritory odpovidajici elementim 7z jeji podgrupy SO(3), obdrZime repre-
zentaci grupy SO(3). Z definice (1.45) dostdvame pro generdtory této
grupy vyjadreni

— —

M = J(l) + J(g) . (1.48)
7 komutaénich relaci (1.46) vidime, #¢ (formalng) M predstavuje cel-
kovy impulsmoment, obdrZzeny slozenim dvou nezavislych impulsmo-
menti I(l) ,](2) . 7 pravidel o skladani impulsmomentid je pak zicjmé,
%e ireducibilni reprezentace D) grupy SO(3,1) predstavuje z hle-
diska grupy SO(3) dircktni soucet

S oD (1.49)

1 Pro pfesnost poznamenejme, 7e (v souladu s terminologif uZivanou ve vétsing fy-
zikdlnich publikaci) zde pod pojem “reprezentace” zahrnujeme i reprezentace dvoj-
znacné.

12)de o piimy disledek nekompaktnosti SO(3,1): Unitarni reprezentace nekom-
paktni grupy maze byt koneénérozmérna pouze tehdy, kdyz celou nekompaktni ¢4st
realizuje trivélng, j. tak, ze viem jejim elementiim odpovidd generdtor identity.
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jejich ireducibilnich reprezentaci'?

Nakonec je8td uvedme vztahy mezi maticemi odpovidajicimi cis-
tému natodeni, resp. boostu a maticemi odpovidajicimi jednotlivym
druhiim inverze:

PA(n, )P = A(n,¢),
PA(n,v)P = A(—n,v), (1.50)

TA(n, )T = An,¢),
TAn,v) T = A(—n,v). (1.51)

1.3 Ulohy

U.1.1. Dokaite, %¢ matice vlastni Lorentzovy transformace A (w) je
ortogonalni, resp. symetrickd pravé tehdy, kdyz predstavuje pouhé po-
ototeni soufadnych os, resp. ¢isty boost.

U.1.2. Necht U(R), Ji jsou operatory pfifazené rotaci R, resp. genera-
torim M; v ndjaké unitdrni reprezentaci grupy SO(3) a necht trojice
operdtort A, vyhovuje komutaénim relacim

[.Jj, Ak} = ifjklA[ .
Dokazte, Ze potom plati

Ul(R)A Z Rk

Poviimnéte si, Ze diky tomu mj. ihned vidime, 7e matice (1.24),(1.27)
vyhovuji relacim

/\gl(R) M, /\(R) = Z ’\ Mg,

AN RYNg A(R) = ZA’%
3

13Nepiehlédnéme, 7e 7adn4 ireducibilni reprezentace grupy S(X3) neni v ireduci-
bilni reprezentaci grupy SO(3, 1) zastoupena vice nez jednou.
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U.1.3. Ukaite, e viechny (komplexni) unimoduldrni'® matice n x n
tvofi grupu'® (= SL(n,C) ).

UkaZte, 7¢ vSechny unitirni unimoduldrni matice n x n tvoli grupu
(= 8U (n) c SL(n,C) ).

Na zakladé véty o polarnim rozkladu'® dokaZte, 7c libovolnou matici
A e SL(2,C) lze zapsat ve tvaru

A =UcxpH,

kde Ue SU(2) a hermitovskd matice H mé nulovou stopu. UkaZte, Ze
takovyto rozklad existuje praveé jeden.
Dokaite, #e matice U patif do SU(2) prave tehdy, kdyZ ji lze zapsat ve

tvaru

U— Ny + ZN3 Ny + 1Ny
—JZV‘Z + iNl [\‘C} - ’L"]\T;i ’
kde Nj; jsou libovolnd redlnd ¢isla vyhovujici podmince

4

Z NJ2 =1,

i=
tj. pfedstavuji kartézské souradnice bodu na tfirozmérném povrchu

(= 53) koule ve ¢tyfrozmérném Euklidove prostoru.

DokaZte, Ze 2 x 2 hermitovskd matice ma nulovou stopu pravé tehdy,
kdy#Z ji lze vyjadfit pomoci Pauliho matic o ve tvaru

H=b-0,

kde b = b* je libovolny vektor z t¥irozmérného Euklidova prostoru

M Pfipomenime, e matice se nazyva unimoduldrni, kdy? je jeji determinant roven

jedné.

15MIgky piitom rozumime, e grupové nasobeni je identické s ndsobenim mati-
covym. Podobné je tomu i v daldich pripadech, kdy to jiz explicitné zdarazhovat
nebudeme.

16Pyipomenme, Ze tuto vétu lze formulovat jako tvrzeni: Pro kaZzdou nesinguldrni
matict A existuje pravé jedna dvojice matic U, H, z nichZ prvni je unitarni a druhd,
hermitovska a pritom plati UexpH = A.
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Povsimnéte si, Ze odtud jiZz plyne, Ze Sestiparametrickd Lieova grupa
SL(2,C) je jednoduse souvistd.!”
UkaZte, ze kazdou matici A € SL(2, C) lze zapsat ve tvaru

A:exp{i%n-cr}oxp{b-cr}EA(_oz,'n,b),

kde 7 je jednotkovy a b libovolny vektor z Ry a redlné ¢islo « € (0, 4r).
Rozhodndte, zda toto tvrzeni plati i tehdy, kdyz se omezime na
a € (0, 27).

Ditkaz posledniho tvrzeni se stane témér trividlnim, pokud si uvédomite,
¥e kartézské soufadnice bodu na Sz lze vyjadfit pomoci 3 Ghld jako

Ny = singsindsina,
Ny = cosgsindsina,
Ny = cosdsin o,

Ny = cosa,

kde ¢ € (0,27), 9, € (0, 7).
Ukazte, 7e v8echny matice A(a, n, b), pro né7 je b = 0 a n je libovolny
pevnd zadany jednotkovy vektor, tvo¥i grupu ( = U(1) C SU(2) C
SL(2,C) ). Rozhodnéte, zda toto tvrzeni platii tehdy, kdyZ se omezime
na o € (0, 2m).
U.1.4. Necht @, u jsou redlna Cisla a n2, IV jednotkové vektory. UkaZte,
ze pro matice
; P
U(n,¢) = exp {’L ’Z o- n} ,
u
B(n,u) = exp {E o- n}

plati relace

17Stad si uvedomit, ¥e vyde nalezené vysledky ukazuji, e mnoZina hodnot para-
metra grupy SL(2,C) je topologicky ekvivalentni Sy x R3. Pfitom Euklidtv prostor
je evidentné jednoduse souvisly a totéz je pravda také o viech S, pron > 2.
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U(o-n)Ul = cosg (0-N)+ (1—cosg) (n-N)(o-n)
+sing [n X o]- N,
B? = chu+ shu (o-n),
B(oc-n)B =shu (n-N)+ (chu—~1)(n-N)(o-n)+(c-N).

Dokazte, Ze tyto relace jsou ekvivalentni vztahGm

U(n,p) o Ul (n,0) = A% (n,¢)d",
B(n,u)c* Bl (n,u) = A*(n

kde ¢ = 1 a of je k-t4 Pauliho matice.

Na zdkladé téchto vysledkl ukazte, Ze

i) ke kazdé matici A € SL(2, C) existuje pravé jedna vlastni Lorentzova
transformace A (w (A)) takovi, Ze

ActAl = A, * (w(A)) 0,

ii)
, 1 1
A (w(A)) = BSpO” ActAT = aSpAa“Afa",
iii) ke kazdé vlastni Lorentzové transformaci A(w) existujf pravé dvé

matice A(w,j) € SL(2,C), j = 1,2 takové, 7e
A(w, 5) o*Al(w, §) = A, ¥ (w) o,

iv) pro
Aw) = AN, ¢) A(n, v)

je
Alw, §) = (=1)" " exp (Z g N- U) exp (% - 0) ,

kde u = u(v) je rapidita.

Jinymi slovy FeCeno, matice A (w (A)) tvofi ¢tyfrozmérnou reprezentaci
grupy SL(2,C) a matice A (w,j) tvoli ”dvojznaénou” dvourozmérnou
reprezentaci SO(3,1).

ProtoZe jiz vime, Ze grupa SL(2,C) je jednoduse souvisla, vidime na
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zékladé prévé nalezenych vysledki, ze SO(3, 1) je dvojnisobné souvisld
a jeji univerzdlni pokryvaci grupou je SL(2,C).

Ukazte, %e zcela analogicky vztah plati také mezi grupami SO(3) a
SU(2).

U.1.5. Na zakladé véty o poldrnim rozkladu dokazte, Ze libovolnou
vlastni Lorentzovu transformaci lze ziskat provedenim boostu nésle-
dovaného pootolenim, tj. Ze pro kazdé w existuji jednotkové vektory
n, N, rapidita v (= u (v)) a Ghel ¢ takové, Ze

ANw) = AN, ) A(n,v) .

Rozhodnéte, zda je tento rozklad jednoznaény.

Pokud uvazovand Lorentzova transformace vznikla provedenim dvou po
sobé nasledujicich boostll, nazyva se vySe zminéné pootodeni Thoma-
sovou precest. Specifikujte tuto precesi pro kazdou uspofadanou dvojici
boosti, tj. ukaZte, Ze v pripadé

ANw) = N(ng, v2) A(ny, v1)
Thomasova precese predstavuje natoCeni kolem sméru rovnobézného
s vektorem [ny X m] 0 Ghel ¢, takovy, Ze
_ 2sin | B Bavive [(n + 1) (2 + 1) + 8182712 cos V]
(1 + 1) (v2 + 1) {1y + 1) (1 + c08 20) + (71 + v2) (1 — cos 20) + 201 Bava vz cos V)
kde ¢ je Ghel svirany vektory ny,ng a 8, je standardni oznaceni pro
bezrozmérné veli¢iny f = v/c, v = \/# .

tgy

U.1.6. Ukazte, Ze pro matice uvedené ve formulich (1.24),(1.27) plati
M)° = M,
(N;)* = —Nj.

Na zaklad¢ téchto relaci pak dokazte, Zze matice odpovidajici natocent
kolem osy, resp. ¢istému boostu mo7no zapsat ve tvaru

A(n, ) =1+ising (n- M) —(1—cosp) (n- M),

respektive

2 1
An,v) =1 +il~—————( (n-N)-—
v p =5 |
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U.1.7. Dokazte, Ze matici odpovidajici boostu ve sméru jednotkového
vektoru n je moZno obdrzet z matice popisujici boost ve sméru osy ey
podobnostni transformaci

A(n,v) = R(n) Ales,v) R™ (n),

kde matice
R(n) = A(—es, ¢) A(—es, ),

v niz 9, ¢ je azimutalni, resp. polarni thel sméru n.
UkaZzte, Ze podobné lze vyjadrit také matici odpovidajici natoceni kolem
zadané osy, tj. Ze plati

Aln, @) = R(n)Aes, o) R (n),

Presvédéte se, Ze smér, ktery je ve vychozi soustavé shodny se smdérem
tleti soufadné osy, je v soustave, kterou z vychozi obdrzime nato¢enim
R(n), determinovany dhly 9, ¢ . Jinymi slovy fefeno (tj. v terminech
aktivni interpretace),'® transformace R(n) natddi vektor n do sméru
€3.

UkaZte, Ze v8echna vySe zminéna tvrzeni zistanou v platnosti, kdyz
v nich provedeme zaménu R(n) — Ry(n), kde

Ro(n) = R(n)Ales, ¢)
= exp(—ipMy) exp(—iIMs) exp(ieMy) .

U.1.8. Komponenty libovolného &tyfvektoru v transformované sou-
staveé souviseji s komponentami tohoto ¢tyfvektoru v soustavé vychozi
vztahem

AT = AF, AV

Na zdkladé formuli (1.25)-(1.27) dokaZte, Ze pokud se transformovand
soustava vidi vychozi pouze posouva konstantni rychlosti v, potom

8Viz Kapitolu 9 v [1].
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tento vztah lze vyjadfit ve tvaru

A0 = -—1—-—2{.40—3614}
; v ¢
1-(2)
1 N\ 2 3
A = A4 —— |- Al|l~— 1~(%> ——%AO .

v 2
1= (2)
Obdobné ukaZte, #e transformadéni zakon pro tenzor druhého rddu

e — Aup[ ”a lal

je mo¥no, pokud se jednd o tenzor antisymetricky, v pripadé vySe uva-
zovandho boostu vyjadiit ve tvaru

B = (B-8)5+——— {3 x [Ex 3]+ *[5 x B},

- (2

B = (B-ﬁ)ﬁ+———1—~{5x[Bxﬁ]-%[ﬁxzﬂ]},

kde
Bk = ——Sk[mFlm.

U.1.9. Ukazte, Ze veli€iny guu, €uupo Predstavuji komponenty tenzoru
druhého, resp. étvricho fadu invariantni viici vSem vlastnim Lorentzo-
vym transformacim, tj. dokazte, Ze v piipadé téchto transformaci plati

/ o .
-’XupAul ,(Jpo - .(]/,Wa

£ 7 w . _
A, AN e = Epvpo-
Obdobné dokaZte , %e pii prostorové inverzi

G - g Hry

Em/prf - _Sl_u/pa-
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U.1.10. DokaZte, 7e plati

E oo™ ~(9u°9" = 9,°9.%) (q,ﬂqa" - qp‘sr)ﬂ)

+(9x%9," = 9:79,°) (95°95° = 9,°9.”)
+ (900" = 9:°9,%) (9,9, — 9”957
(q;/’q "= 0.79.°) (95%95° = 95°95°)
(s
-

9:"9.° — g, (Juﬁ> (959" = 957 95")

+

v

9u (Jl/. (Ju g gzr' - gp' Jo )7

5uup¢75aﬁva - - .{Jua.(]l/d.{]py + .(]ua.quﬂ/gpﬁ - guﬁgl/vgpa
8 : 3
+9.°9.%9," - 9.79.°9,° + 9.7 9. 9,".

Euup(rgaﬁpa =2 (guﬁgua - gp,aguﬂ) )

aupo __ «
Epvpat e ——‘69/1 y

E o€’ = —24.

U.1.11. Uka¥te, Ze komutaéni relace (1.29)-(1.31) jsou invariantni viici

zamendé

1 - )
Mo J== — K==
27 2
Jinymi slovy fedeno, ukaZte, Ze Pauliho matice, resp. jejich nésobek
imaginarni jednotkou pfedstavuji dvojndsobek generator rotaci, resp.

boostu v n&jaké reprezentaci VLG. UkaZte, 7e se jednd o ireducibilni
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(0.2
reprezentaci D (03) .
Dokazte analogické tvrzeni o maticich

a, K=--5.

J

i

N
[N

1
v .« wr « . . . 1
UkaZte, 7¢ v tomto piipadé se jednd o reprezentaci D(3:9) 19
U.1.12. UkaZte, Ze matice

A = Nl—MQ,
B N, + M,

vyhovuji komutacnim relacim

[A,B] = 0,

Ms, Al = iB, 1.52
)

[Ms,B] = —iA.

Povsimnéte si, Ze tyto komutadni relace jsou shodné s komutaénimi
relacemi generdtord grupy 1S0(2).2 Tedy viechny transformace

N, B;¢) = S(e, B) exp(ioM3)

kde
S{e, B) = exp {i (A + (B)}
tvolf tfiparametrickou podgrupu (izomorfni grupé 7.50(2)) vlastni Lo-
rentzovy grupy.
Ukazte, ze z komutadnich relaci (1.52) plynou vztahy

exp (ipMy) Aexp (—ipM3) = Acosp — Bsing,
exp (1¢Ms) Bexp (—ipM;) = Asing + Bcosp,

A iy 1 1 e
YVeliginy transformujici se podle reprezentace p(o:3) resp. D(%:9} se nazyvaji
Y . p s Y
spinory s “teCkovanymi”, resp. “neteckovanymi indexy”.
y ) ) Y Y
20Euklidova grupa I'SO(n) je grupou viech translaci a natoeni v n-rozmérném
euklidovském prostoru. V nasem p¥ipadé matice A, B, resp. My hraji tlohu gene-
ratort translaci, resp. rotaci v roving.
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tj. matice A, B se vidi rotacim kolem osy ez chovaji jako prvni dvé
komponenty vektoru.
UkazZte, ze plati

AS =B =0.
Vyuzijte tohoto vysledku k tomu, abyste ukizali, 7e

1+(¢ —a =8 =(
- 1 0 18"

Slfl=| 5 o 1 3
{ - -8 1-¢
kde ,
E§(cx2+52>.

Povsimnéte si, Ze vidéi vem transformacim A, ;) je invariantni
kazdy ¢tyfvektor, jehoZz komponenty vyhovuji podminkim

k() — k:.ij

o= k=0



Kapitola 2

Kleinova Gordonova rovnice

2.1 Volna ¢astice

Casovy vyvoj (¢istého) stavu je podle kvantové teorie popisovan Schri-
dingerovou rovnici

in 1’5?» — A (D), (2.1)

kde H je hamiltonidn pfislusného systému. 7 [1] vime, Ze pro volnou
bezspinovou bodovou &dstici md tato rovnice v nerelativistickém piibli-
Zeni v x-reprezentaci tvar

0l i B2
i 2h@t) 2 Adb(a, t), (2.2)

ot 2M
nebot podle nerelativistické mechaniky energii takovéto ¢dstice je
2
ner — I) (r) 3)
2M
a v X-reprezentaci operatorem impulsu je
= —ihV. (2.4)

Pokusme se nyni nalézt relativistické zobecnéni pohybové rovnice
(2.2). JestliZe v predchozim postupu zaménime nerelativistickou Ha-
miltonovu funkei volné éastice (2.3) odpovidajicim vztahem relativis-
tickym

D i ¢ ;
E =cy/p?+ M2, (2.5)
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obdrZime misto diferencidlni rovnice (2.2) rovnici

. |
87”@ D /TR 5 M 29(, 1). (2.6)

S vyuzitim Fourierovy transformace ji mizeme prepsat do tvaru

alli(m 6
ot B (2.7)
1 ' P - — 7 ,
W/ B / d“pc\/mcxp(ﬁp. (& — )) b, 1),

ze kterého vidime, ze operator vystupujici na pravé strané je nelokalni.
(To by pfirozené mohlo vyvolat pochybnosti, zda takovouto rovnici lze
bez problémd zobecnit tak, aby mohla kandidovat i na popis Castice
interagujici, aniz by pfitom doslo k naruSeni podminky kauzality.) To-
hoto nepfijemného nelokdlniho operatoru se snadno zbavime, kdyZz obé
strany rovnice (2.6) zderivujeme podle Casu. Zjistime tak, Ze libovolné
FeSeni rovnice (2.6) vyhovuje Klein-Gordonové rovnici

(O+6") ¥le,1) =0, (2.8)
ke Me
= (2.9)
je prevricena hodnota Comptonovy vinové délky uvazované Cistice a
0 0 102

- Oat Ox, 2 Ot?

je d Alembertiv operdtor.

Rovnice (2.8) tedy skutetné jiz Zadny nelokilni operdtor necobsabuje.
Navic je tato rovnice evidentn¢ relativisticky invariantni, pokud funkei
1 povazujeme za skaldrni, tj. pfi pfechodu k nové inercidlni soustave,
kdy (viz (1.1))!

z—a =Ne+0b, (2.15)

'Formuli (2.16) zde interpretujeme jako vziah mezi popisem téze skutecnosti
z hlediska dvou soutadnych soustav (blize viz pozndmku piedchézejici fornmiuli
(3.36)). Na druhé strang je dobfe si uvédomit, ze uvedeni invariance nam také
umoziuje ke kazdému fefeni K-G rovnice nalézi FeSeni dalsi (z nich nékterd mohou
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v(z) = ¢ (") = v(z). (2.16)
Obé tyto skutetnosti mluvi ve prospéch rovnice (2.8) jako kandidata
na roli relativistické kvantové mechanické pohybové rovnice volné bez-
spinové ¢dstice.
Mo#Znost konzistentni pravdépodobnostni interpretace nerelativis-
tické kvantové mechaniky se odrdzi mj. v tom, Ze bilinedrni vyrazy

pla,t) = [z, 1)]°, (2.17)

Jjlx,t) = MN {(x, t) V" (@, t) — ¥ (2, t) Vip(x, 1)} (2.18)

vyhovujl rovnici kontinuity,
Dp(w

+div j(=,t) = 2.19
- (2, = (219)

kdykoliv funkce (@, ¢) je feSenim Schrodingerovy rovnice.
Snadno nahlédneme, e také kazdé feSeni rovnice (2.8) umoZziuje
konstrukei Ctyfvektoru,

() = {eple), F(2)}, (2.20)

oviem byt identickd s feSenim vychozim), tj. jestlize () je FeSenim rovnice (2.8),
potom této rovnici vyhovuji také funkee

y(z) = ¢z —b) (2.10)
pro libovolny ¢tytvektor b,
walz) = L/)( :1:) , (2.11)
pro libovolnou vlastni Lorentzovu transformaci A,
ez, ) = ¥(—x,t) (2.12)
a
Yr(x,t) =Pz, —t). (2.13)

Poviimndme si pii této prilezitosti také toho, 7e diky realité koeficientli v rovnici
(2.8) ji vyhovuje také ndbojové sdruZené Tefeni

ele) =¢=(x). (2.14)
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pro ktery plati
Op j*(x) = 0, (2.21)

€07 je kovariantni z4pis rovnice kontinuity (2.19). Skutené, vynasobime-
li rovnici (2.8) funkei ¥*(2), potom imagindrni ¢éist takto vzniklého
vyrazu ma tvar
WOy — 4 O™ = 0,
tj.
Op (" 0"1h — p0"1p™) = 0.

Tedy pro libovolné feseni ¢(z) K-G rovnice (2.8) &tytfvektor

jH(a) = K v(a) (o), (

Do
[\
[N
=

kde K je konstanta, vyhovuje rovnici kontinuity (2.21).

2.1.1 Vlastni stavy impulsu
V nerelativistické kvantové mechanice mé feSeni Schriédingerovy rov-

nice popisujici volnou ¢dstici s impulsem p tvar rovinné viny

(x, t) ~ exp{% (p-x— E"‘”t)} , (2.23)

kde energic E™" je dana nerelativistickym vztahem (2.3).

Dosazenim do (2.8) zjistime, Ze rovinnd vina

h(w, t) ~ cxp{% (p-x— poct)} 2.24)

je FeSenim K-G rovnice pravé tehdy, kdyz
E
Do = i‘(j, (2.25)

kde energic E' je dina relativistickym vzorcem (2.5).
Vzhledem k tomu, Ze pro rovinnou vinu (2.24) (stejné jako pro ro-
vinnou vinu (2.23)) plati

Py(z,t) =pu(x,t), (2.26)
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chtdli bychom feseni K-G- rovnice (2.24) interpretovat jako vinovou
funkei volné éastice s impulsem p. Na druhé strané, pokud je

P < M, (2.27)

miiZeme pravou stranu (2.24) dobfe aproximovat vyrazem
exp (¥f~_M(:1t) cxp{f— (p-xF B t)} . (2.28)
3 )

V pifipadé pomalych éastic by jejich relativisticky popis mél byt prak-
ticky ckvivalentni s popisem nerelativistickym. Tomuto poZadavku vy-
hovuje FeSeni (2.24) pravé tehdy, kdyZ ve formuli (2.25) zvolime horni
znaménko, nebot potom se vyraz (2.28) lisi od pravé strany formule
(2.23) pouze nepodstatnym (nezdvisi na prostorovych proménnych!) f4-
zovym faktorem. Mame proto dobry diivod pfedpokladat, Ze FeSeni K-G
rovnice ve tvaru rovinné viny (2.24) s “kladnou frekvenci”, tj. pro
popisuje volnou Castici s impulsem p.
Rovinné viné (2.24) odpovida podle (2.22) hustota

. -2 po 2

plz)=7%%) =K ey [(z)|”. (2.30)

Cheeme-li tuto veli¢inu interpretovat jako hustotu pravdépodobnosti,

potom v p¥ipads, kdy plati podminka (2.27), musi byt formule (2.30)

prakticky ckvivalentni nerelativistickému vzorci (2.17). Tento poZada-

vek je splnén pro feSeni (2.24) s kladnou frekvenci pravé tehdy, kdy?
ihe

K =200 2.31
YV (2.31)

V pifpads feseni (2.24) se “zdpornou frekvenci”, tj. kdyz

B
Po=—"",
C

?Nekdy se misto o “zdpornych frekvencich” v téchto (a obdobnych) souvislostech
mluvi o “zépornych energiich”.
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vSak 7z formuli (2.30),(2.31) dostdvame

. HaY2 < 9 e
n(z) = ——— |¢¥(z)|” <0 2.32
o) =~ () (2.32)
Nekladnou veli¢inu pochopitelné nemiZzeme interpretovat jako hustotu
pravdépodobnosti. Nic ndm v8ak zatim nebrdni v tom, abychom Fesent

9.24) se zapornymi frekvencemi prohldsili za nefyzikalni, tj. abychom
W o P,
predpokladali, Ze témto feSenim Zddng stav necodpovidd. Problém s ne-
kladnymi veli¢inami (2.32) tim automaticky zmizi. Jinou otdzkou ovSem
je, do jaké miry je uvedeny piedpoklad udrZitelny. K tomu se v dal$im
jesté vratime.

2.2 Castice ve vnéjsim elektromagnetic-

.

kém poli

V predchézejicim paragrafu jsme nalezli celon fadu skuteénosti mlu-
vicich ve prospéch interpretace K-G rovnice (2.8) jako relativistické
kvantové mechanické pohybové rovnice pro volnou &astici. Jak vSak
tento formalismus zobeenit tak, aby umoznoval i popis ¢astice intera-
gujici s vadjsim polem? Pro urditost pfedpoklidejme, Ze se jednd o pole
elektromagnetické. V tomto pfipadé vime, Ze odpovidajici Hamiltonova
funkce je dana vyrazem (A.35), z n¢hoZ na zdklad® principu korespon-
dence dostancme odpovidajici Hamiltonliv operdtor v x-reprezentaci
prostou zaménou®

7 — —ihV. (2.33)

Rovnice (2.1) by tedy v x-reprezentaci méla mit tvar

L0 . e 2 o
[Zh—fﬁ — ep(wx, f):l Y(x,t) = cx/(—zhv - ;A(:z:, t)) + M2c¢? w(x, t),
(2.34)
kde e je naboj uvaZované castice.
V limité ¢ — 0 sc¢ tato rovnice redukuje na “pohybovou rovnici”
(2.6). Uvazime-li, 7c

¢ =A°

3Nezapomefime, 7e operator (2.4) odpovidd kanonickému impulsu.
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a %e k-tou komponentou gradientu je
) d

Ok Oy’
kdeZto k-tou komponentou vektorového potencialu A je A¥ | vidime,
Ze rovnici (2.34) lze obdrZet z rovnice (2.6) prostou zdménou
0 0 ie
— e A
dxr  dar ke
Predpokladejme, Ze takovouto zanmeénou lze vystihnout vliv vnéjsiho
elektromagnetického pole i v pfipadé jinych pohybovych rovnic. Speci-
dlné z rovnice (2.8) po takovéto substituci obdrzime K-G rovnici pro
castici ve vnéjsim elektromagnctickem poli

dct

V této rovnici (na rozdil od rovnice (2.34)) se uZ Zidny nelokalni opera-
tor nevyskytuje?, a pritom ji lze vyjadfit v manifestadné kovariantnim

2 2 2 2 < <
[v‘.hi S ] Wz, 1) = [(vmv - %A) +Mzc"] w(z,t). (2.35)
C S

tvaru ;
(D,,,D/—” + fi2) W(z) =0, (2.36)
v ném? operace 4
e
D,=0d,+ ;%AN (2.37)

se nékdy nazyva (kalibra¢ni) kovariantni deriaci.
Zavedeni elektromagnetické interakce vyZaduje modifikaci definice
4-proudu. Snadno sc presvédéime, Ze rovnici kontinuity (2.21) vyhovuje

A(z) ()P (2.38)

) th o R e

Hla) = v (z) 0" d(x) —

JH(@) = 550" (@) OTle) = 3
kdykoliv ¢ (z) je FeSenim rovnice (2.36). Nezbytnost této modifikace je
fyzikalné snadno zddvodnitelnd argumenty, které jsme jiz uzili v ptipadé
nerelativistickém?®.

1Poviimnéme si, 7e “operaci nidbojového sdruzeni”: 7)(z) — 1*(z) obdrzime ke
kazdému fefeni rovuice (2.35) feSeni nové rovnice, kterd se od (2.35) li§i pouze
zdménou e — —e. V tomlo smyslu je prozatim tfeba rozumét vyroku, Ze ndbojovou
sdruzenosti se méni znaménko ndboje.

5Srov. formule (8.29),(8.30) a text za nimi nésledujici v [1].
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2.2.1 Stacionarni stavy ¢astice ve vnéjsim elektro-
magnetickém poli

V piipadé asové nezdvislého Ctyfpotencidlu se v rovnici (2.35) separuje
¢asové proménna od prostorovych. Jeji FeSeni proto miZeme hledat ve
tvaru

z N
Yr(r) = Yp(z) exp (“ EEt> . (2.39)
kde ¥p(x) je feSenim rovnice

(E — ep)* tp(x) = [ — K2’ +iche (24 - V + divA)

+ AT+ M (). (2.40)
Po zavedeni
E' =FE— Md& (2.41)
ji miZeme prepsat do tvaru
h? ¢eh el er
A+ i—A- livA ?
oM AN T g A T g
E — ep)? . .
-+ ey — '(-'——iﬂ‘ 'L,’//'F}(m) = E, 'l/f‘[g(ﬂ)) s (242)

2Mc?

ktery se od odpovidajici nerelativistické bezéasové Schridingerovy rov-
nice lisf pouze pfitomnosti posledniho ¢lenu na pravé stranc®. Pokud
je B/ <« Mc¢? a pokud vndj§i pole nenf extrémné silné, predstavuje
tento ¢len zFejmd jen malou opravu, a tedy TeSeni uvaované ulohy
by se v takovémto piipadé nemdlo prilig lisit od feSeni odpovidajiciho
probléinu v ramei nerelativistické kvantové mechaniky.

Jestlize k popisu uvaZovaného vnéjsiho pole staci skaldrni poten-
cidl a jestlize ten je navic invariantni vid rotacim, miZeme prejit ke
sférickym soutadnicim a dale pokracovat obdobné, jako kdyZ jsme stu-
dovali v nerclativistické kvantové mechanice staciondrni stavy Castice
ve sféricky symetrickém vnéjsim poli: Reseni odpovidajici rovnice (2.40)
hledame ve tvaru

’lj)Elm(flt) = ,Rp;[(’f') r[m(:‘lli) s (243)

SPii porovnani s formulemi uvedenymi v [1], nesmime zapomenout, 7Ze tam jsou
uvadény v SI soustavé.
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kde Y}, je kulova funkce a Ry vyhovuje rovnici

2

1d{,d {l+1) (E~a(p> 9
— = = , — w7 Ryy(r) =0. 2.4
['r'? dr (T d'r') 72 + he ! r(r) (2.44)

Vazané stavy v coulombickém poli
V pfipadé “potencidlni energie”

Zo
e = ~7—hcg Zo > 0. (2.45)

mé rovnice (2.44) tvar

@R 2dR [I(+1) = (Ze)’ 2BZa M - E?

! ki ; — =0
dr?  rdr T2 her B2
(2.46)
Po zavedeni nové bezrozmdérné proménné
p = fr, (2.47)
kde” 5
3= 7_—\/11,125-,4 — E%> 0, (2.48)
(e
z ni dostavame rovnici
d? 1 A U({l"+1)
—~>;<,— — =+ - (———l y =0, (2.49)
dp? 4 p p? '
kde
x(p) = pR(p), (2.50)
V(' +1)=1(+1) - (Za)?, (2.51)
2Za FE
= - —. 2.52
he 3 (2:52)
TZajimame se o vizané stavy. Pro né je E = Mc? — Ep, kde Ep > 0 je

vazbovd, energie. Tedy parametr 3 definovany formuli (2.48) je redlny. Pov8im-
néme si také toho, ze pokud je vazbovd energie nepatrnd vici energii klidové, je
E? ~ M?c* — 2Mc?Ep, a tedy § ~ Y8¥En Posledni vyraz viak neni ni¢im jinym
nez velidinou, kierou jsme nazyvali 8 v [1] ve formuli (2.447), pti fefeni téZe Glohy
v ramei nerelativistické kvantové mechaniky.
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K rovnici formdiné naprosto shodné jsme dospéli pfi feSeni stejného
problému v rameci nerclativistické teorie®, a proto i nas daldi postup
muze byt zcela stejny: ZapiSeme-li

¥(p) = p" T exp (—— g) w(p), (2.53)

zjistime, Ze w musi byt feSenim rovnice pro degenerované hypergeome-
trické funkce

&w dw
T2~ p) = — "+ w=0. 2.
pdp2+(l+ p)d/) A+U+1w (2.54)

Ta mé Feleni, které pro p — oo neroste rychleji nez mocnina p (a tedy
R nediverguje pro r — oo) pravé tehdy, kdyz

A+l +1=—n,, n, =0,1,2,---. (2.55)

Pfitom, v zajmu konelnosti funkce (2.53) v poéatku, musime pod I’
v posledni formuli rozumét vétsi z korentd kvadratické rovnice (2.51),
t).

WE%JQL+Q?—@Z@2—1. (2.56)

[\

Parametr A zdvisi na E, a tedy formule (2.55) pfedstavuje rovnici pro
energetické hladiny vizanych stavi ¢istice v coulombickém poli. Jejim
FeSenim pro né dostaneme vzorec

nl -1

, 2.57
\/(n + 1 =0+ (Za)? (257

E, = Mc?

kde hlavni kvantové ¢islo je definovano stejné jako v nerelativistickém
pripadg, tj.
n=n, +1+1. (2.58)
7 obdrzeného vysledku vidime, Ze relativistické korekce snimaji na-
hodnou degeneraci, tj. diky nim zadanému hlavnimu kvantovému &islu
n neodpovida pouze jedna energetickd hladina, ale cely multiplet ses-
tavajici z n hladin prislusnych k n riznym velikostem impulsmomentu
(=0,---,n—1). :

8Rovnice (2.445) v [1].
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Porovnéani s vysledky nerelativistické teorie

Diive ne? se pokusime porovninim energetického spektra (2.57) s ex-
perimentalnimi daty usoudit na to, do jaké miry je opodstatnénou na-
déje, Ze uvazovany algoritmus mize hrat roli hledané fyzikdini teorie, je
dobfe si uvédomit, jaké odchylky od predpovédi nerelativistické teorie
bychom méli v daném pripadé otekivat.

Jak vime, nerelativistickd kvantovi mechanika predpovida toto spek-
trum ve tvaru

5 1
E, = -Mc*(Za)’ 5 (2.59)
4N

Z viridlového teorému® pak pro stiedni hodnotu kvadratu rychlosti
v n-tém stacionarnim stavu dostivime

p 2 vZ e\ 2
{nlm| ” [nlm) = ME" - (a ') .

(2.60)

n
Odtud vidime, Ze pomér typické hodnoty rychlosti (= ) ¢dstice vizandé
coulombickym polem v n-tém stacionarnim stavu k rychlosti svétla je

TEVAY

-~ — 2.61

L2 2.01)
Tedy alespoii v pFipadech, kdy je'®

Zo < 1, (2.62)

jsme opravnéni ocekdvat, Ze rclativistické korekee jsou malé, a proto by
mély byt dobfe vystizitelné poruchové.
Uvazime-li, 7e relativisticky vyraz pro Hamiltonovu funkci volné
dastice je
)

- - ; 2 1 2 i\ 6 ,
c\/p?+ M2c2 = Mc* + 5% — §1(111)1Jp_z +0 ((i) My,

vidime, Ze prvnf relativistickd oprava'’ k nerelativistickému hamiltoni-

anu je dana vyrazem
.2\ 2
.17
oH ' —. (2.63)

YViz § 3.6 v [1].

0Pfipomenme, %e o ~ 1;7 a pro vodikovy atom je Z = 1.

HKonstantni &len reprezentujici klidovou energii je samoziejmé z hlediska nere-
lativistické mechaniky zcela irelevantni.
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Pro odpovidajici opravu k n-té encrgetické hladiné v prvnim fadu po-
ruchové teorie dostavame

N 1 1 .
AE, = {nlm| 6H |nlm) = YV 1Pl s (2.64)
kde s
|Pim) = P~ |nlm) . (2.65)
Ale vzhledem k tomu, Ze plati
P Vi(r Im) = Ey, |nl 2.66
m—% (7) | [ndm) = E,, |nlm) , (2.66)
miZzeme vektor (2.65) ekvivalentné vyjadiit jako
|Ppim) = 2M (B, — V(7)) [ndmy) , (2.67)
a tedy
(1@ pim||” = 402 (E,i — 2B, (nlm| V() [nlm) + (Zahe)® (nlm| 772 Inlm)) .
(2.68)
7 viridlového teorému dostiavamne
(nlm|V (7) |nlm) = 2E,. (2.69)
Vime také!?, 7e
(nlm| 772 [nlm) = 2 (2.70)
/ T a3 20+ 1) ’
kde Bohrav polomdr
L n (2.71)
Q= ———. .
Zo Me

Po dosazeni do formuli (2.68),(2.64) tak obdrzime pro energetické spek-
trum Gistice vizané coulombickym polem predpovéd

; 5 1 1 3 \
Ey=—-M& |(Za)? +(Za)* — (n — —g(?l + 1))] .

202

12Vig tabulku 2.5 v 2. kapitole {1].
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Na druhé strané rozvineme-li pravou stranu formule (2.57) podle
parametru Ze, dostdvame

+ (Za) (—QZ—:L%F (n - g 21+ 1))

+0((20)%)], (2.73)

a tedy pro slaba pole, tj. pokud je Za < 1, je pfedpovéd vazbové
energie obdrZend v ramci algoritmu opirajiciho se o Klein-Gordonovu
rovnici shodnd s pfedpovédi nerelativistické kvantové mechaniky po
zapo¢teni prvnich relativistickych korekei v prvnim fadu poruchové te-
orie. To je pro tento algoritmus jisté zprava priznivd, protoZe nade v&i
pochybnost vime, Ze nerelativistickd kvantovd mechanika mé v nerela-
tivistické oblasti v8echny atributy fyzikdini teorie.

Podivejme se proto, do jaké miry tato pfedpovéd odpovidd po-
znatkiim experimentdlnim: 7 druhého ¢lenu na pravé strané posledni
formule vidime, Ze vazbova energic Mc¢? — E,; by pii daném hlavnim
kvantovém &isle méla (alesponi pro nepfilis silnd pole) monoténné kle-
sat s rostoucim impulsmomentem. Tedy nejnizsl energie v kazdém mul-
tipletu by méla pfipadat na s-stav a n-ty multiplet by mél mit Sitku

. 5 1
p r 2
En! — A’[Uz = ——A’ICQ (ZO.’) ‘—2-']’.23

; n—1
ABy = Eppy — Eng = 2Mc* (Za)' ———. 2.74
n n,n—1 7,0 ( ) n3 (27L _ 1) ( { )
Predpovidané rozs§tépeni nabyva svého maxima pro n = 2:
1 .
AE, = EM& (Zo)*, (2.75)
co? je velidina podstatné mensi nez vzdalenost mezi multiplety:
3. . .
Ey, — E ~ gMcz (Za)®. (2.76)
Pro Z = 1 podle formule (2.75) v pripadé¢ elektronu, tj. pro
Mc? ~ 0.5 MeV, odekdvame “§iftku” prvni excitované hladiny
AE; ~1.2x 107%V. (2.77)

Z experimentu je¢ jiZz munoho let znidmo, Ze spektrum vodikového atomu
mé “jemnou struktury” . Pozorovand Sirka jeho prvni excitované hladiny
je viak ve srovndni s pfedpovedi (2.77) témdf 2.7 nasobné mensi.



44 KAPITOLA 2. KLEINOVA GORDONOVA ROVNICE

Svedé tento vysledek v neprospéch Klein-Gordonovy rovnice? Snad-
no nahlédneme, Ze nikoliv. Svéddi totiz pouze o neadekvatnosti pouZiti
algoritmu z ni vychazejictho k detailni analyze encrgetického spektra
elektronu v coulombickém poli. To by nis vSak nemélo prilis prekvapit,
nchot vime, Ze elektron ma vlastni magneticky moment, ktery je (pfi-
blizng) roven zdporné vzatému Bohrovu magnetonu jug, tj."

eh _ e|h

PN T aMe M (2.78)

Jeho existence je moZnd pouze diky nenulovosti spinu elektronu. Ska-
larnost (2.16) “klein-gordonovské vinové funkce” v8ak nenulovost spinu
odpovidajici ¢astice vylucuje. Jak velkou odchylku nutno ocekdvat mezi
predpovédi energetického spektra (2.57) pro “bezspinovy elektron” vi-
zany coulombickym polem a spektrem vodikového atomu? Jinymi slovy
fedeno, jak odhadnout vliv existence vlastniho magnetického momentu
na diskutované energetické spektrum? 7 klasického hlediska jde o to,
urdit interakéni energii magnetického dipélu g pohybujiciho se rychlosti
v v elektrostatickém poli . Uvazime-li, 7Ze v klidové soustavé uvazo-
vaného dipélu ma magnetickd indukce hodnotu

1
\/T @)
&
mohlo by sc zdat, Z¢ hledand interakéni energie je vyjadfena pomoci
tohoto vyrazu vztahem —p - B, ktery vyjadiuje interakeni energii mag-
netického dipdlu g s magnetostatickym polem B. Ve skutecnosti je
tato interakéni energic poloviéni'®. Pi{modarym pouZitim principu ko-
respondence pak dospiviame k zavéru, Ze interakce vlastniho magne-
tického momentu elektronu s elektrostatickym polem £ by mdla byt

Y« B, (2.79)
C

B=-

B Nezapomeiime, 7e zde e pfedstavuje naboj elektronu, tj. Ze e < (.
Soucasnd, experimentalni hodnota (viz [18]) magnetického momentu elektronu je

p=— (1.001159652193 % 10 - 107'2) s .

HMSchazejict faktor 1/2 bezprostfednd souvisi s existenci Thomasovy precese zmi-
néné v dloze (U.1.5.).
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popséna interakénim hamiltonidnem

. 1 g [P X E']
SE= SR YT e
]. /Jr - G

coZ v pfipadé sféricky symetrického skalarniho potencidlu se zjednodusi
na
~ 7 1 dgp “
Vg, = — —-—0o-|Pxa
st 2Mer dr { }
hup 1de -
adiaten.d o- L.
2Mer dr

(2.81)

Pokud je navic velikost magnetického mormentu rovna Bohrovu magne-
tonu, dostavime pro hledany operator, ktery by mél adekvatné popiso-
vat opomenutou interakei vlastniho magnetického momentu elektronu
s coulombickym polem, vyraz

Gor = eh? 1dyp i

L 2.82
SETUM2 y dr (2:82)

Pomoci tohoto operatoru jsme jiz v nerelativistické kvantové mechani-
ce popisovali spin-orbitdini interakei. '® Tam jsme jiz také nalezli, Ze
v pfipadé coulombického pole je odpovidajici oprava (E E‘,(jj)) k n-té
energetické hladiné v prvnim fadu poruchové teorie ddna vyrazem

E‘,(LE = (nljm| Vs, [nljm)
JU+D) = 1{+1)—s(s+1) (Zw)” 15|
2 n(l+3)0+1)
kdy7 je [ #£ 0, t].
g _ (Za)'j(i+1)—1(+1)~3 (2.83)

T op3 [(20+1)(1+1)

15Viz 8. kapitolu (zejména pak formule (8.115), (8.116) a 8. (ilohu) v [1].
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Tedy po zapodéteni nenulovosti vlastniho magnetického momentu dos-
tavame pro energetické spektrum elektronu v coulombickém poli pred-
poved

Enlj = FEn + Er(z}g) + O((ZLY)G> ’ (2'84)
kde energic E,; je ddna formuli (2.72). Nalezeny vysledek miiZeme s vy-
uZitim rozvoje (2.73) po jednoduchych dpravich vyjddrit ve tvaru

1 1 3

. . 5 1 .
T2 — A2 N2t 4 e - 7 N0
Mc* =By = M |(Z0)’ o + (Z0)" 5 T +0((2a)")
(2.85

Poviimnéme si, e podle této predpovédi'®

a) relativistické korekee sejmuly ndhodnou degeneraci,

b) encrgetické spektrum nezdvisi na velikosti orbitdlnfho impulsmo-

mentu, ale pouze na velikosti impulsmomentu celkového,

c¢) “8itka n-té hladiny”

an—1
2n4

sice op&t nabyva svého maxima pro n = 2, ale ve srovnani s predpovédi

(2.75), ktera by méla platit pro Castici bezspinovou, je faktorem 3/8

mensi.

Viechny tyto predpovédi jsou (pro Z = 1) v pozoruhodné dobrém
souhlasu s experimetdlng zjisténymi spcektroskopickymi daty o vodiko-
vém atomu. To je jist¢ silny argument ve prospéch algoritmu opirajiciho
se 0 Klein-Gordonovu rovnici. Samoziejmé bychom se v argumentaci ve
prospéch tohoto algoritmu radéji obesli bez nezbytnosti zahrnovat do-
dateéné korekce vyvolané existenci vlastniho magnetického momentu
elcktronu. K tomu bychom ovSem potfebovali experimentilni tdaje
o vazanych stavech néjaké bezspinové &istice v elektrostatickém poli.
Ani ty dnes nedostupné nejsou: V principu lze elektrostatickym polem
jadra zachytit nejen elektrony, ale i jakékoliv jiné, zaporné nabité ¢ds-
tice. Takto vznikld objekty sc nazyvaji exotické atomy. Dnes jich zname
jiz celou fadu.'” Z nich pro nasi diskusi hraji nejdilezitéjsi roli tzv.

AE, =E — B, ;1= Mc* (Za) , (2.86)

n’7j:n"12' J

16 Alespoit pokud jsou leny Mc""O((Za)G) zanedbatelnd.

17 Jde samoziejmé o objekty umele vytvorené, které maji kratkou dobu Zivota. Ex-
perimentalns jiz bylo prokdzdno zachyceni na “atomérni orbity” miond g, mezont
7, K7, hyperont £,Z" a dokonce i antiprotoni.
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m-mezoatomy, u nich? je jeden 7 elektrond nahrazen mezonem 7.

Mezon 7~ ma stejny elektricky naboj juko elektron, ale na rozdil od
ného mé nulovy spin, a tedy i vlastni magneticky moment. Diky tomu,
7e jeho klidova energie

Mc? =~ 140 MeV (2.87)

je o dva Fady vétsi nez u elcktronu, je odpovidajici Bohrdv polomdér
(2.71) o dva Fady mensi neZ pro elektrony. Jinymi slovy Fefeno, v m-me-
zoatomech se bude w-mezon nachazet podstatné blize k jidru ne? elek-
trony. Diky tomu je odstinéni elektrostatického pole jadra elektronovym
obalem prakticky zanedbatelné. Samotné jadro miZeme v rozumném
pfibliZeni opdét povaZzovat za pouhy zdroj vnéjsiho pole. V této apro-
ximaci je vySetfovani pionu v m-mezoatomech pfevedeno na problém
bezspinové ¢astice ve vnéjsim poli. Pokud by toto pole bylo ryze clek-
trostatické, potom bychom energetické spektrum pionu méli obdrzZet
na zakladé rovnice (2.40). Pokud bychom toto pole navic mohli pova-
zovat za coulombické, mélo by toto spektrum odpovidat formuli (2.57).
Takto obdrzené predpovédi jsou v dobrém kvalitativnim souhlasu s ex-
perimentem. Abychom si udinili alespoit hrubou predstavu o jaké ve-
lidiny se jednd, uvedme hodnoty v této aproximaci pfedpovidané pro
vzdalenost mezi prvnim a druhym multipletem a 8itku druhého z nich:

E,— L =~ 28x27%keV,
AFEy ~ 33x 2% x107%eV.

K tomu, abychom mohli aspirovat na kvantitationi souhlas s expe-
rimentem, bychom museli nag vypocet upfesnit ve dvou smérech:
i) Ryze coulombické pole nahradit elektrostatickym polem odpovidaji-
cim realistickému rozlozeni naboje v koneéném objemu jadra.
ii) Zohlednit fakt, Z¢ mezi 7-mezonem (na rozdil od elektronu) a nuk-
leony existuje vedle elektromagnetické interakce také interakece silnd.
V obou pifipadech je nutnost zapocteni odpovidajicich korekei vyvolana
tim, Ze m-mezon se mize v 7-mezoatomu nachazet s nezanedbatelnou
pravdépodobnosti velice blizko (nebo dokonce i uvniti) jadra.’® Vypo-

I8 Pfipomeiime, Ze tzv. silné interakce (1j. interakce, které jsou mj. zodpovidné
za jaderné sily) jsou skuteéné “silné” pouze na malych vzdélenostech — jejich dosah
je Fadu 1fm. Diky tomu je jejich vliv na spektrum m-mezoatomu mozino zapodist
poruchoveé.
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Stem tochto korekel se zde bliZe zabyvat nebudeme. ZdGraznéme vSak,
%e po jejich zapocteni je dosaZeno velice dobrého kvaentitativniho sou-
hlas s experimentalnimi daty.'

2.3 Zavér

V predchizejicim jsme uvedli fadu argumenti, které pfesvédcivé hovo-
fily ve prospéch Klein-Gordonovy rovnice jako kandiddta na roli po-
hybové rovnice v ramci relativistické kvantové mechaniky. Pfesto se
snadno presvédéime, Z¢ naznadeny algoritmus na zdkladé této rovnice
budovany nemiZe predstavovat aplné vnitiné konsistentni fyzikdini te-
oril:

Tak napt. jiz z formuli (2.56),(2.57) vidime, Ze pro velice silnd pole,
kdy

1
Za> 1+, (2.88)

piedpovida tento algoritmus komplezni hodnoty energetickych hladin.
Vsimnéme si, #e pro takto siln pole by Bohriv polomér (2.71) byl srov-
natelny, nebo dokonce mens{ nez Comptonova vinovd délka prislusné
gastice. Tuto situaci bychom se moZnd mohli jesté pokusit na chvili
zachranit napf. tim, Ze bychom nalezeny vysledek nepovaZovali za sve-
dectvi v neprospéch diskutovaného algoritimu, nebo jeho fyzikéln{ inter-
pretace, ale v neprospéch existence pilis silnych coulombickych poli.?
Existuje v3ak ndmitka padndéjsi:

Podle kvantové teorie lze (Cisté) stavy libovolného fyzikalniho sys-
tému jednoznadné popsat pomoci vektort pfislusného Hilbertova pro-
storu. Cely diskutovany algoritmus spoliva na predpokladu, Ze Feseni
(x,t) pFisludnych rovnic pfedstavuji vyjadfeni t&chto vektord v x-
reprezentaci, tj.

w(z, to) = (z ¢ (t)), (2.89)

19Pravé diky tomu dnes m-mezoatomy piedstavuji velice cenny zdroj informaci
o jadrech a silngch interakcich v nizkoenergetické oblasti.

20 J¢ bezesporu skutenosti, 7e v pfirodé nezname zadny objekt, v némz by alespon
.]Za"l ~ 68 elementarnich naboji bylo soustfedéno v objemu, jehoz rozméry jsou
mensi nez Comptonova vinova délka elekironu.




2.3 ZAVER 49

kde [¢(ty)) je vektor popisujici stav uvaZované ¢astice v okamziku ¢y a
@) popisuje vlastni stav jeji polohy. Jinymi slovy Feceno, funkce 1(x, ¢y)
by méla pfedstavovat amplitudu pravdépodobnosti toho, Ze pfi méfeni
polohy bude Castice nalezena v mist¢ & . Na druhé strané v8ak v uva-
zovaném algoritmu hustota pravdépodobnosti toho, Ze v okamziku g
bude ¢istice nalezena v misté x, neni rovna absolutni hodnoté této
funkce, ale podle formuli (2.20),(2.31) je ddna vyrazem

h Kl
G * 3 / ¢
ﬂ(l', t()) = m (] (iv,t()) EW(:E,{?U) : (290)

Krom toho znalost stavu podle kvantové teorie umoznuje urcit pravdé-
podobnost vysledku libovolného méteni, které je provadéno na systému
nachdzejicim se v tomto stavu, kdezto k urdeni veliiny (2.90) znalost
samotné funkee ¥ (w, ¢y) nestali — potfebujeme zndt 1 jeji Casovou deri-
vaci v okamziku g.

Posledni problém mad spoleéné kofeny s dalsi velmi zdvaZnou sku-
te¢nosti: Podle kvantové mechaniky stav libovolného systému v kazdém
okam?Ziku t je jednozna¢né urcen jeho stavem v kterémkoliv pevné zada-
ném okamZiku ¢y < £.2! Jestlize tedy vektor v (%)) popisuje stav tohoto
systému v okamziku £;, potom FeSeni piislusné pohybové rovnice musi
umoznit pfifazeni

| (t0)) = (1)), (2.91)

kde vektor |1 (¢)) popisuje jeho stav v okamziku ¢. Tedy, pokud by
funkce? 1 (z, t) méla predstavovat kvantové mechanickou vinovou funk-
ci popisujici stav néjaké ¢astice, musela by prislusna pohybovi rovnice
umoziovat jeji uréeni pro libovolné ¢ > ¢, na zdkladé znalosti ¥(x, ).
To oviem vySe diskutovany algoritmus neumoZiiuje ani v nejjednodus-
§im pripadé ¢astice volné — stadi si uvédomit, 7¢ Klein-Gordonova rov-
nice (2.8) je (pokud jde o ¢) diferencidlni rovnici druhého Fadu.

Na zakladé téchto poznatkd se pochopitelné vnucuje otdzka, zda

jsme pouze negjistili, Ze cena za to, jak snadno jsme s¢ zbavili ne-

lokdlniho operdtoru v rovnici (2.6), je prilis vysokd. Neméli bychom

21Zde mltky rozumime, 7e v dobé mezi okamziky £y a ¢ nebylo do systému zasa~
hovano z vngjiku, tj. nebyla provadéna zadna filtrace, méieni ...
Z2Mluvime zde o funkci nezdvislé proménné = pii zadané hodnotd parametru (.
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se tedy pokorné vratit zpatky k této rovnici a postupné na jejim za-
klad@ vybudovat novy algoritmus zcela analogickou cestou, jako jsme
ho budovali na zikladé rovnice Klein-Gordonovy? Jisté ndm v tom
nikdo branit nemiZe a naznadeny program je realizovatelny. BliZze se
mu vSak zde vénovat nebudeme. Poznamenejme pouze, Ze v pripadé
tloh, s jejichZ FeSenim jsme v rimci algoritmu dosud uZzivaného byli
spokojeni, vede takovyto “novy algoritmus” k vysledklin, které nejsou
o nic hordi. S dosud uZivanym algoritmem v8ak sdili i to, Ze ho nelze
pfijmout jako vniting zcela konsistentni relativistickou kvantovou me-
chaniku. Tak napt. ani funkci ¥(z, t) vystupujici v rovnici (2.6) nelze
interpretovat jako vinovou funkci popisujici v x-reprezentaci stav, ve
kterém se Gastice nachdzi v okamZiku ¢. Ukazuje se, Ze zdroj zdsadnich
problémi Gzce souvisi s otdzkou dynamické proménné, kterd by méla
hrat tlohu polohy studované ¢astice. Prozatim se spokojme s timto kon-
statovanim. K pochopeni jeho hlubSiho smyslu doporucujeme ¢tendfi,
aby se nejprve sezndmil s nasledujici kapitolou.

2.4 Ulohy

U.2.1. Necht funkee ¢;(z) vyhovuji Klein-Gordonové rovnici
(O+#)@se) =0, =12 (2.92)
Ukazte, Ze potom plati
Buj“(:z:; [901,@2]) =0, (2-93)

kde
ih
@i lonea)) = 557241(0) P ale), (291)

a tedy velidina

(o1] o) = /dsw/ s [1,602]) (2.95)
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je nezdvisla dase t = 29/¢.B
Ukaite, Ze pro jakkoliv zvolenou®® funkci ¢;(p) funkce

. = L L4 2 2.2 (20 e 7 R
(PJ(Z) — W/d])(;(p ﬁ]\/[ ()O(j})(,}\p{_.ﬁpLL}s/J(p)
C dsp 7» B
B W./ﬁc“p{_};wt“?'fﬂ)}%(p) (2.96)

vyhovuji K-G rovnici. Pov8imndéte si, kazda funkce vyjadfend v prave
uvedeném tvaru predstavuje superpozici Feseni s kladniymi frekvencemd.
UkaZte, Ze pro takovéto funkce funkciondl (2.95) nabyva tvaru

1 rdp_,, . .
<‘P1!992>—"2‘M QEwl(p)wz(p)- (2.97)

Povsimnéte si, Ze pro funkce vyjadfitelné integrilem (2.96), v ndmz
@;(p) spliiuje podminku

. de

~ 2
[ 52161 < oo,

funkciondl (2.97) vyhovuje vSem pozadavkim kladenym na skaldrni
soudin. Praveé takové funkce ¢;(2", z) se tedy miZeme pokusit inter-
pretovat jako vinové funkcee®® popisujici stav klein-gordonovské ééstice

23Ml¢ky predpokladdme, Ze
/ d’z Azl 92 =0,
tj. Ze tkivektor j dostatetns rychle vymizi pro || = oo.
245amoziejmé zde mléky rozumime, %e musi jit vidy o funkce, pro které nize
uvadéné vyrazy maji smysl. V poslednim vyrazu formule (2.96) je tfeba rozumst
#i(p) =35 (0° = /PP + M7, p)

Podobng zjednoduSenou symboliku budeme uzivat i v daldim.
25Nepiehlédnéte, e pohybovou rovnici pro tyto vinové funkce miizeme zapsat ve

tvaru diferencidlni rovnice
i 210} ) ,
zh-éﬁ =c\( P + M3,
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v okamiiku t = 2°/¢, a to v reprezentaci, v ni% je impulsu pfirazen
operator P = —ihV. Jeho vlastni funkee, prisluSnd k vlastni hodnoté
P’ je tedy amérnd funkci
exp{-p -xt.
h

Ukajte, ze tuto funkei miZete vyjadrit ve tvaru integralu (2.96) (pro
t = 0) a najdéte odpovidajici funkei @py (p), takovou, aby byla splnéna
normaliza¢ni podminka

(p|p") =d(p-p).

Amplituda hustoty pravdépodobnosti toho, Ze pfi mdfeni impulsu ve
stavu popsaném vinovou funkef

o) = ,/z/w wiipalom 29

bude obdr#cna hodnota p, je ddna vyrazem

ktery definuje vinovou funkei zminéného stavu v p-reprezentaci. Na-
jddte vyjadieni této amplitudy pomoci funkee @(p).
Ukazte, Ze ndsobeni nezdvislou proménnou @ nepfedstavuje na Hil-
bertove prostoru funkei (2.98) samosdruZeny operétor.”®
UkaZte, %¢ pro operdtor X definovany tak, 7e
5 e d’p (i ih P 3
Xoto)= o [ e (fo-s} [09 - 5 ] o)

je splnén pozadavek

(2 X902> = (sl X<f91>*,

i. odvrzenim fefeni se zapornymi [rekvencemi odpadd problém s druhymi ¢asovymi
de1 ivacemi v K-G rovnici ~ oviem pouze za cenu, Ze mame zpatky nelokalni operdtor
na pravé strané.

26Poviimnéte si, e v uvarovaném algoritmu nésobeni “vlnové funkee” (x) ne-
zévislou proménnou z nemtize predstavovat realizaci operatoru polohy, a tedy w(x)
nemfze pfedstavovat vinovou funkci v x-reprezentaci.
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kterému samosdruZené operatory musi vyhovovat.

Ukazuje se, Ze takto definovany operitor X je totoZny s “operdtorem
polohy” | o ném?# Newton s Wignerem [32] dokizali, 7e je jedinym Fe-
Senim poZadavkil (jimi specifikovanych), které musi respektovat kazdy
operator, pokud mé byt interpretovatelny jako operdtor polohy.??
Ukazte, Ze vlastni funkci ¢, () tohoto operdtoru piisluSnou k vlastni
hodnoté¢ y lze vyjadfit ve tvaru integrilni reprezentace (2.98), v niz

#(p) = By(p) ~ VEexp {—%p . y} :

VyuZijte toho, Ze pokud je a > 0, Ref > 0, Rev > -2, potom
plati?®

/°°d ( 2+52)""1/2bir ax ! Jo) 26 U(,) F( + 1) K, 11(ap)
. sin g = —— — COS VT V0, b
| drz(s Nz “ 2 +114

kde modifikovanid Hankelova funkce K, souvisi s Hankelovou funkci
prvniho druhu vztahem

Ko(2) = exp (i} HO(2),

k dikazu, zZe
K\ ¥/ 1) .
py () ~ (; Hy 3 (inr),
kde
r=lz-yl.
Povimnéte si, %¢ odtud plyne®, ¢ (aZ na normalizaéni konstantu) je
na velkych vzalenostech r
K\ /4
Oy () ~ (—l—) exp {—xr}.

UkaZte, Ze transformace odpovidajici boostu neprevadi vlastni vektor
operatoru X op&t v ngjaky vlastni vektor tohoto operatoru. To zabra-
huje, aby i tento operdtor mohl byt aplné konzistentné interpretovin

27Blize viz té% konec 3. kapitoly.
28Viz [42).
29Viz napt. formule (E.6) v [1].



54 KAPITOLA 2. KLEINOVA GORDONOVA ROVNICE

jako operitor polohy K-G Castice.

Diskutujte zavislost odvozenych vysledki na velikosti hmoty uvaZovand
Castice.

Pokuste se odtud usoudit na meze aplikovatelnosti naznacenych algo-
ritmd jako “relativistické kvantové mechaniky” jedné Castice.



Kapitola 3
Diracova rovnice

Pokusli o pfekondni potiZi, na které jsme narazili pri snaze interpreto-
vat Klein-Gordonovu rovnici jako relativistickou kvantové mechanickou
pohybovou rovnici jedno&asticového systému cxistuje celd fada. Zadny
z nich v8ak nebyl korunovan naprostym tspéchem. Tato skute¢nost mé
hlubsi fyzikdlni pFiciny, ke kterym se vratime pozdéji. Teprve jejich po-
chopeni umoZhuje stanovit meze pouzitelnosti algoritmil naznacenych
v pfedchazejici kapitole, jakoZ i algoritmi, ke kterym dospivame pii po-
kusech prekonat vySe naznadend interpretacéni potize cestou modifikace
matematického tvaru pohybové rovnice jednocasticového systému.

I kdyZ cesta hleddni alternativniho tvaru pohybové rovnice jedno-
¢asticového systému k predpoklidanému cili neptivedla, a ani pfivésti
nemohla, bylo na ni dosazeno mnoha cennych vysledkd. Mezi né beze-
sporu pat¥l Diracova rovnice, kterd nejen sehrila historicky dileZitou
roli, ale nachézi i v souasnosti Siroké pole uplatnéni. Proto ji vénujeme
tuto kapitolu.

3.1 Volna d¢astice

Jaké vlastnosti musi mit pohybova rovnice pro volnou éastici?

JiZ v predchazejici kapitole jsme zdiraznili, 7e k tomu, aby néjaka
diferencidlni rovnice mohla hrat roli pohybové rovnice v ramci kvantové
teoric, je nezbytné, aby se jednalo o rovnici pruniho 7ddu v casové
proménné. Tedy jestlize t(x, ) ma byt vinovou funkei popisujici v x-
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reprezentaci stav jedno¢ésticového systému v okamziku ¢, potom must
vyhovovat rovnici typu
oY(x,t n
zh;’——z = Hy(x, 1), (3.1)
ot

kde operator H jiz ncobsahuje Zédnou ¢asovou derivaci. I'yzikalné tento
operitor predstavuje hamiltonidn '.

ProtoZe impuls volné ¢astice je integrdlem pohybu, musi operdtor
H spliiovat kormutadni relaci

[H,P] = 0. (3.2)

Energie volné &istice je jejim impulsem jednoznacng ur€ena. Tedy
vlnové funkee 1, (x) stacindrniho stavu uvazované Castice s impulsem
p musi vyhovovat rovnicim

By(@) = p () (33
F{"L‘p(w) = Ep(z), (3.4)

kde
E = ¢/ p? + M?c?. (3.5)

Prvni z nich vyZaduje, aby
i
Up(@) = dpexp (7P T ), (3.6)
kde 1, jiZ nezéavisi na .
Jestlize jsme vinovou funkei 1, () popsali stav uvaZované ¢dstice
v okamziku ¢ = 0, potom

Ppl(z, t) = vp(x) exp (~%Et> = 1hp exp {% (p-o- Ef)} (3.7)

je tim FeSenim rovnice (3.1), které chceme interpretovat jako vinovou
funkci stavu této Cdstice v okamziku ¢.

YSrov. rovnici (2.1).
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Porovnanim s (2.24) vidime, Ze ¥p,(x,t) (tj. vinovd funkee volné
¢astice se zadanym impulsem) vyhovuje také K-G rovnici (2.8). Na zd-
kladé& principu superpozice pak dospivame k zavéru, Ze feSeni pohybové
rovnice odpovidajici jakémukoliv stavu volné ¢istice musi vyhovovat
K-G rovnici (2.8), tj. jestlize ¥(x, t) je takovymto feSenim rovnice (3.1),
potom musi platit

, 0? . .

2 2 2 124 _

B — B A+ Mc Pz, t) = 0. (3.8)
ot

Na druhé strané, zderivujeme-li podle ¢asu obé strany rovnice (3.1),

zjistime, Ze libovolné jeji feSeni vyhovuje rovnici

, 0 ~
2 2 ol ) —
h w +H ?T/,(.L, [) = 0. (39)
Tedy libovolné FeSeni pohybové rovnice (3.1) bude vyhovovat K-G rov-
nici (2.8), pokud pro operdtor (3.13) plati

F2 = —R2EA + M2cH, (3.10)

tj. pokud uvaZovany hamiltonidn predstavnje druhou odmocninu 7 o-
peratoru vystupujicitho na pravé strané. Z piedchazejici kapitoly vime,
Ze pokud by poloha ¢astice predstavovala dpinou mnoZinu pozorovatel-
nych, tj. pokud by ¢(x,t) byla jednokomponentovou vinovou funkei,
potom by tato odmocnina pfedstavovala nelokialni operdtor. Pokud se
tedy nechceme smifit 8 nelokdlnimi operdtory, musime pfijmout, 7e pro
uvazovanou ¢astici jeji poloha Gplnou mnozinu pozorovatelnych netvoii.
S podobnou situaci jsme se jiz setkali v nerelativistické kvantové mecha-
nice u ¢astic s nenulovym spinem. Tam? jsme také poznali, jak vyhodné
je v takovémto pFipadé pouwiivat formalismus vicekomponentovich vl-
novych funkei. Pod ¢ (x,t) budeme tedy v daldim rozumét jednosloup-
covou N-Fddkovou matici

7:/)1 ({D,f)
Wz, t) = w'z(in’t) . (3.11)

’l/),!\r (w, t)

2Viz [1] - § 8.3.
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Ve formuli (3.10) je pak mléky rozuméno, Ze na pravé stran¢ stoji di-
rektni soudin operitoru explicitné uvedeného s jednotkovou matici, t].
A2 je ¢tvercovd, N-fadkova diagondlni matice, jejiZ vSechny diagonalni
clementy piedstavuji diferencidlni operdtor uvedeny v této formuli®.
7Z veli¢in, které mame k dispozici, maji stejny rozmér jako energic
. he R

Mcd, P, —, —

y T

(3.12)

kde operator impulsu P je definovén formuli (2.4). Homogenita pro-
storogasu vylucuje moznost zdvislosti operatoru A na poslednich dvou
7 nich. Mo#na zévislost na P je poZadavkem lokality omezena na poly-
nomialni. Vyraz na pravé strané (3.10) pfedstavuje polynom druhého
¥adu, jeho odmocnina je tedy alespoii polynomem fddu prvniho. Na
zdkladé vyse uvedeného snadno nahlédneme, Ze polynom prvniho fadu
\ P ktery by mohl predstavovat operdtor H musi mit nutné tvar®

. P 0
H = hc C—x—ﬁ—— + 0k| = —zhcz i + BMc? (3.13)
7=1

kde prevricenda hodnota Comptonovy vinové délky £ je definovdna

formuli (2.9) a elementy ¢tvercovych matic «;, G jsou bezrozmérné kon-
8 B 7 o

stanty. Nezdvislost matic ¢y, 8 na x zaruluje, Ze

[aj,r“)k] = [ﬁ, ﬁ‘k] =), (3.14)

a tedy samosdruzenost hamiltonidnu vyZzaduje, aby také matice oy,
byly samosdruZené:
o

gt = 4. (3.15)

3Pokud nebude hrozit nebezpedi 7 nedorozuménti, budeme obdobné zjednodusené
znaceni uzivat i v daldim. Tak napf. symbolem P budeme znagit jak diferencialni
operator (2.4), tak direkini soutin tohoto operdtoru se zminénou jednotkovou matici
ap-

47de mltky predpoklddame, Ze jedinym nezavislym parametrem (piipadné az
na parametry bezrozmérng) charakterizujicim uvaZzovanou bodovou ¢astici je jeji
(klidovd) hmota 1.
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Z vyjadfeni (3.13) dostavame

. 3 az . ] 3 8
H? = —p2¢2 jgl o + BEM et zhcg (Boy, + o 5) B
(3.16)

odkud vidime, Z¢ pozadavek (3.10) je splnén pravé tehdy, kdyZz matice
oy, § vyhovuji relacim
{(.Yj, ak} = 26_7’1: s
{e5,8} = 0, (3.17)
Q2
5 = L
Pokusme se nyni zkonstruovat étvercové N-Fadkové matice vyhovu-
jici vem vySe uvedenym pozadavkim. Jakd je minimdlni hodnota N,
pro kterou lze tyto poZadavky spinit?
7Z formule (3.17) vime, Ze
F=al=1, j=1,2,3, (3.18)
a tedy vlastni hodnoty kaZdé z hermitovskych matic 3, «;; mohou byt
rovny pouze £1. Navic, s vyuZitim invariance stopy vici cyklickym
permutacim faktord z téchto relaci dostavame

Sp 3 = Sp foi = Spaifay = ~Sp ;= ~Spf,

a tedy musi platit

Zcela analogicky zjistime, ze také
Spa; =0, j=1,2,3. (3.20)

Tedy pocet vlastnich hodnot +1 kazdé z matic 8, o; musi byt stejny
jako podet jejich vlastnich hodnot —1. To je ovSem mozné splnit jedingé
tehdy, kdyZ N je ¢islo sudé. Snadno se té7 presvédéime, Ze matice 3,
; jsou linedrné nezavislé. Skuteéné, v opaéném piipadé bychom mohli
napf. matici § vyjadrit jako linedrni kombinaci

3
B => ajoy.
j=1
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Diky ni by vSak muscla platit relace

3

. 3 1 3
Br=>ao8="3 a;fo; = 52“1‘ {8, ¢4},
=1 j=1 =t

co? oviem moZné neni, nehot
B2 =1, kdezto {B,a;} =0.

N=2:
Libovolnou &tvercovou dvourddkovou matici 1ze vyjadrit jako linear-
ni kombinaci ¢tyf linearnd nezavislych matic, za které miZzeme zvolit

napf. jednotkovou matici (= 1) a Pauliho matice

U__Ol - 0 —1 0_1() (
= 2 = . q = -
! 10/ i 0 ) 0 0 -1 )°
o kterych uZ vime?, e pro né plati
00 = j/ng’iEjk[O”[, (3.22)
a tedy vyhovuji komutacnim ralacim
[Uj, O'/;] = Z‘iEj/mg (o)} (3.23)
a antikomutaénim relacim
{05, 0k} = 205 (3.24)
Pauliho matice tak predstavuji trojici linedrné nezdvislych matic, které
vechny navzajem antikomutuji, ale kazda z nich ovSem komutuje s ma-
tici jednotkovou. Tedy pro N = 2 neexistuje ¢tverice linedrné nezavis-
lych navzajem antikomutujicich matic, tj. nelze splnit poZadavek (3.17).
N=4:
Libovolnou &tvercovou &tyfradkovou matici 1ze vyjadrit jako linedrni

kombinaci Sestndcti linedrné nezdvislych matic, za které lze zvolit napt.
direktni soudiny vyse uvedenych matic dvourddkovych:

1@1, Uj@l, 1®O’j, O'j®(7k. (325)

®Viz dlobu 2. k Doplitku F v [1].
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Prvni z nich pfedstavuje matici jednotkovou. Snadno nahlédnemc?,
ze kazda ze zbyvajicich patndcti je hermitovski, mé nulovou stopu a
kvadrat roven jednotkové matici — jednu z matic 3, a; miZeme tedy
identifikovat s kteroukoliv z nich. Bez Gjmy na obecnosti miiZeme zvo-
lit napt.

1 0

o -1 (3.26)

/3 =03 1=
kde v poslednim vyrazu kaZ?dy clement predstavuje submatici 2 x 2.7
Z antikomutacnich relaci (3.24) vidime, Ze s touto matici antikomu-
tuje trojice matic oy ® o;. ProtoZe tyto matice také vSechny navzdjem
antikomutuji, miZeme identifikovat

0 Uj

o =0 Qo= , 7=1,2,3, 3.27
J J J; 0 ( )
coz Casto zapisujeme jako

a=0Q0c= 0 ((; (3.28)

Matice definované formulemi (3.26), (3.27) pfedstavuji tzv. Diracovu
realizaci® Diracovy algebry (definované vztahy (3.17)). Explicitni kon-
strukei jsme tak ukdzali, Ze pro N = 4 existuji matice 5, o, vy-
hovujici relacim (3.15), (3.17). Samoziejmé, Ze také vSechny matice,
které s nimi souviseji libovolnou wunitdrni transformaci, budou vyho-
vovat témze relacim, nebot jde o vztahy invariantni vQéi takovymto
transformacim. JiZz méné trividlni, ale o to dilezitéjsi skutecnosti je, Ze
v piipadé N = 4 plati i tvrzen{ opa¢né: libovolnd ¢tvefice matic (3, o;
vyhovujicich relacim (3.15),(3.17) souvisi s ¢tvefici matic definovanych
formulemi (3.26),(3.27) unitdrni transformaci.”.

8Stadi si uvédomit, e Pauliho matice maji nulovou stopu a kvadrat kazdé z nich
je jednotkovou matici.

“Pokud nebude hrozit nebezpeti z nedorozuméni, budeme podobné zjednodugeni
zapisu uzivat 1 v daldim.

8Ngkdy je nazyvdna Pauliho realizaci. Také termin “realizace” je nékdy nahra-
zovan terminem “reprezentace”.

9Ve skuteénosti lze toto tvrzeni jeitd zesilit, je totiz moino dokdzat tzv. Pauliho
teorém:
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V pripadé ¢tyikomponentové vinové funkce predstavuji vztahy (3.1),
(3.13) slavnou Diracovu rovnici (pro volnou Eastici):

hy
zha—@/%;’—t)— = (wihca -V + ,Gﬂxfcﬂ W, t). (3.29)
Podstatné v ni je pouze to, ze matice f, «; tvori hermitovskou reali-
zaci Diracovy algebry. Z Pauliho teorému totiz vime, Ze libovolné dvé
rovnice, které vyhovuji tomuto pozadavku, jsou unitdrn¢ ekvivalentni.
Této skutetnosti se v praxi bohaté vyuzivd. V dalsim budeme mit pri-
leZitost se o tom presvéddit v nékolika souvislostech i my.

3.1.1 Invariance Diracovy rovnice

M4&-1i Diracova rovnice predstavovat relativistickou pohybovou rovnici,
musi mit stejny tvar'® ve viech ckvivalentnich souradnych soustavéch.
Pro vysetieni splnitelnosti této podminky je vyhodné nejprve rovnici
(3.29) vyndsobit (nesinguldrni) matici 4. MiZeme ji pak zapsat jako

%)
<i7“‘5—x7 - /@) P(x) =0, (3.30)

kde Diracovy gama-matice

‘=4
7= Ba,. (3.31)

2
|

V terminech téchto matic nabyvaji pozadavky (3.17) tvaru antikomu-
tacnich relaci
(v, 7"} = 24" (3.32)

i) Ctvefice matic 8,; vyhovujicich relacim (3.15),(3.17) existuje pravé tehdy,
kdyz N =4n. :

ii) Kazdou takovouto &tvefici lze unitdrni transformaci prevést na kvazidiagonalni
tvar, v ném ka%d4 ze submatic na diagondle je ddna pravou stranou formule (3.26),
resp. (3.27).

10M4me na mysli tvar rovnice vyjadiené v odpovidagicich proménnych. Nemeén-
nost tvaru rovnice v tomto smyslu nazyvame tnvarianinosti rovnice. Pro tutéz vlast-
nost se ¢asto uziva Léz terminu kovariance rovnice.
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a hermiticita (3.15) je ckvivalentni vztahim

A,,,UT — A,,U
AL — L (3.33)

které, diky (3.32) miZeme zapsat té7 jako
P ‘
Pyt =t (3.34)
Uvazujme dve inercialni souradné soustavy, které spolu souviseji Lo-

rentzovou transformaci'' A | tj. soufadnice, kterymi v téchto soustavich
popisujeme tentyz svétobod, spolu souviseji vztahem

P =AF, 2" & gt =AM (3.35)

JestliZe néjakd fyzikilni skutecnost je v neCarkované soustavé popsana
funkei ¥ (), potom tutéz skutetnost popise pozorovatel v soustavé ¢ar-
kované funkci

W(a') = S(A) vla), (3.36)

kde S(A) je matice pfifazend transformaci A v néjaké reprezentaci

HPozadavek invariance viéi Caso-prostorovym translacim jsme jiz pouzili pii
“konstrukci” Diracovy rovnice. Proto pouze pfipomenme, ze pokud

't =gt + 0",
potom misto relace (3.36) plati
¥ (z') = ¥(z).

Ekvivalence rovnic (3.30) a (3.37) je v tomto piipadé zajisténa konstantnosti matic
.

Na druhé strané je dobfte si uvédomit, 7e ne viechny inercidlni systémy, které na-
vzajem souviseji obecnou Lorentzovou transformaci, jsou ekvivalentni. Specidlné se
to tyké prechodu od pravotodivych soustav k soustavam levotofivym. Tedy pozada-
vek invariance pohybovych rovnic viéi celé Lorentzové grups je silnéjdi nez pozada-
vek, aby tyto rovnice mély stejny tvar ve vSech fyzikalné ekvivalentnich soustavéich.
Tak napi. sama skutecnost, ze néjakad rovnice neni invariantni viéi prostorové in-
verzi, neni dnes dostateénym divodem k tomu, abychom ji nepfijali mezi kandidaty
na tlohu rovnice pohybové.

Pro zjednodudeni vyjadfovani v3ak zatim tuto skutefnost ignorujeme.
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Lorentzovy grupy.'? Ekvivalence uvaZovanych soufadnych soustav pak
vyZzaduje, aby funkce 9 a ¢’ vyhovovaly stejné pohybové rovnici. Tedy
Diracova rovnice miiZe hrat tlohu relativistické pohybové rovnice, po-
kud existuje ¢tyirozmdrnd reprezentace Lorentzovy grupy, v niz je cle-
mentu A piifazena matice S(A) takovd, Ze funkce (3.36) vyhovuje
rovnici

J

o | W) =0, (3.37)

o

pravé tehdy, kdyz funkee w(z) je FeSenim rovnice (3.30). V takoviém
piipadd totiz miZeme postulovat takové transformacéni vlastnosti ctyi-
komponentové vinové funkee, které ponechaji tvar Diracovy rovnice
nezmdénén.

Rovnici (3.30) m@zeme na zékladé formule (3.36) pfepsat do tvaru

’ J
. N At Q=1 _ (! —
(LS(A)«, SA) 5 — ) W) =0, (3.38)
ktery je shodny s (3.37), pokud
4 d
A) S THA) = = o 3¢
S(A)757HA) o =75 (3.9)

12Posledni tvrzeni se stane ziejmym, jakmile nade ivahy rozsitime na vztahy mezi
vice inercidlnimi soustavami navzéjem souvisejicimi Lorentzovymi transformacemi.

Pokud (z) ma hrat (lohu vlnové funkce, potom téze “fyzikalni skutecnosti”
(stavu studovaného systému) je piifazena celd mnozina téchto funkei (odpovidaji-
cich tému¥ paprsku). 7 tohoto hlediska by bylo mozné uvedeny pozadavek pongkud
zeslabit (srov. podobnou situaci diskutovanou v {1] - § 9.1). Touto problematikou
se zde viak blize zabyvat nebudeme. Pro nas el si staci uvédomit trividlni fakt,
ze pokud se podaii vyhovét podmince silngjii, je automaticky zaruceno i spinéni
podminky slabsi. V daldim toti# dokdzeme existenci matice S(A), vyhovujici viem
podminkdm, vyplyvajicim z pozadavku (3.36).

30bdobnou Gvahu lze zopakovat pro libovolnou rovuici. Je dobfe si uvédomit,
Ze v principu mohou nastat til rizné ptipady:

Prislusné vlastnosti

i) nem# 7adna reprezentace Lorenzovy grupy => rovnice neni invariantni.

ii) ma prévé jedna reprezentace Lorentzovy grupy = poZadavek invariance rovnice
jednozna¢né determinuje transformaéni vlastnosti feSeni.

ii) ma vice neZ jedna reprezentace Lorentzovy grupy = pozadavek invariance
rovuice jedté neuréuje translormadni vlastnosti jejich fefeni.

S posledni situaci se setkdvame napi. u K-G rovnice v pfipadé vicekomponento-
vych funkei.
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Z formule (3.35) v8ak vime, Ze

0 , 90 ,
ax“/ - A[// —8_(2/7 3 (340)

a tedy predchézejici poZzadavek je splnén pravé tehdy, kdy7z plati
S(A)y#S™HA) = 4" A, * (3.41)
coz je ekvivalentni se vztahem

SU(A) YA S(A) = AP, . (3.42)

Vlastni Lorentzovy transformace

Kazdy element vlastni Lorentzovy grupy miZeme jednoznacné zadat
ve tvaru (1.35) pomoci Sesti nezdvislych parametrii wag . Oznadime-li,
v souhlase se vzitou konvenci, matice odpovidajici dvojnasobku gene-
ratord 1% v hledané reprezentaci jako ¥*? | potom Lorentzové trans-
formaci A(w) je v této reprezentaci pfifazena matice

S{w) = exp (i Wod Z“ﬁ) . (3.43)

Vzhledem k tomu, %¢ vSechny koneéné transformace mtZeme obdrZet
iteraci transformaci infinitesimalnich, stadi se pfi vySetfovani splnitel-
nosti podminky (3.41) omezit na veli¢iny prvniho fidu v w. Z formuli
(3.41),(3.43),(1.35) pak vidime, Ze tim se Gloha vySetfeni invariance Di-
racovy rovnice vidéi vlastnim Lorentzovym transformacim redukuje na
tlohu zjistit, zda existuji matice ¥ které by (do veli¢in prvniho fadu
v w) vyhovovaly vztahiim

i/ af # _.Z. af *NIJ'_‘,Z._ of v
(1+4“"“ﬁz )7 (1 gWan X )f’ 2”““,:(' ><u,u>7 ‘

S vyuZitim formule (1.38) snadno zjistime, Ze tento pozadavek miZzeme
vyjadrit ve tvaru

[):“"‘H: 7/‘} =924 (gﬂ“' Nt — g™ "/'6) . (3.44)
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Na zékladé antikomutacnich relaci (3.32) a algebraické identity
[AB,C]=A{B,C} — {A,C}B (3.45)
pak zjistime, Ze matice

g = L 349

B e

tomuto pozadavku vyhovuji.

Zbyva oviem jedté dokézat, ¢ odpovidajici matice (3.43) skutedné
predstavuji reprezentaci vlastni Lorentzovy grupy. Zavedme proto mati-
ce f\—/‘L N, keerd by v uvazované reprezentaci mély odpovidat generdtorim
M,N:

1 i

1 v ; .
My = ZL €Lty Zl] = E Zk = —ZEklmtl{l(){m, (3.47)

oo ¢ q
R (3.49)

Z formuli (3.26),(3.28),(3.31) vime, Ze Diracova realizace matic v* ma

tvar
_ 1 0
n]/U e 03@91:(0 _1>j

vo= iU‘), & o = ( _Oo- g ) . (349)

V této realizaci je tedy

- 1 1
M = 1®a:——(a 0),

2 ) 0 o
N loge—2(0° (3.50)
= 9 o)W o = 9 o 0 Q
S vyuzitim relaci (3.22) pak dostavime
, 1 ¢ ,
Mi,My] = —1®|oj,0k] = s i L ® 0y = igj My,
4 2
1 . 1 ‘
[Nj, Nk] = ——i 0"12 ® [O’j, O’k} = ngjkt 1® O = —E kL M] y (351\)

7 1 .
[MjaNk] == [Nj, Mk] = 71_671 X [Oj,Uk] = “5 gkt 0 @ O = ZEjI:tNIa
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a tedy matice (3.47),(3.48) skutetné reprezentuji generdtory vlastni Lo-
rentzovy grupy.'*
7 téchZe relaci také vidime, Ze pokud m je libovolny jednotkovy
vektor, potom
- -\ 2 A -y 2
(272-M) = (2i7-N) =1. (3.52)

Tedy pootodeni kolem osy m, resp. specidlni Lorentzové transformaci
podél této osy je v uvazovandé reprezentaci pfifazena matice'”

S(n, @) = exp(z’cpﬁ . I\7l> = exp (i g n- Z)

- cosg—Jrin-Esing, (3.53)
resp.
oL s u
S(n,v) = cxp(zu 7l - N) = exp (—; n- a)
= cosh% -n- asinhg, ~(3.54)
t]-
14 € 1 v
S 3 e - 1 - R 3 3 5:
() o€ [ 1+€c ] (3.55)
kde
1
= = 3.56
cosh v (3.56)
Pov8imnéme si, Z¢ pro matice (3.50) plati
Mt=M, N =-N (3.57)
a
(M) = {N,A/O} =0. (3.58)

MK témuy zavéru jsme mohli dospét (8% na zdkladé vysledkd alohy U.3.5., z nichz
bezprostfedné plyne, Ze matice 2 ¥ vyhovuji komutaénim relacim (1.33) pro ge-
y 2 8
nerdtory VLG.
5 Pripomefime vyjadieni téchto transformaci formulemi (1.23),(1.25).



68 KAPITOLA 3. DIRACOVA ROVNICE
Tedy nalezend reprezentace vlastni Lorentzovy grupy sice neni unitdrni'®,
ale zato matice S(A), odpovidajici libovolnému elementu této grupy vy-
hovuji relaci

P ST(A) % = S7H(A). (3.59)
Skutedn¢, ze vztahi (3.58) je evidentni, Ze této relaci vyhovuji matice
(3.53),(3.54). Na druhé strané vime, Ze libovolnou Lorentzovu transfor-
maci lze obdrzet sloZenim dvou natodeni a jedné specidlni Lorentzovy
transformace, tj. libovolnou z matic (1.35) miZeme vyjidfit ve tvaru

MNMw) = ANy, 1) N(ng, u) AMng, @s) . (3.60)

To ov8em znamend, 7¢ také matice odpovidajici této transformaci v li-
bovolné reprezentaci musi byt vyjadritelnd v analogickém tvaru, tj.
S(A) = S(n1, ¢1) S(ns, u) S(na, v2), (3.61)

a tedy ve zde zkonstruované reprezentaci vyhovuje relaci (3.59), nebot

(+) =1

Nakonec se jeSt¢ podivejme, o jakou reprezentaci vliastni Lorentzovy
grupy se jednd. K tomu staci, kdyz si uvédomime, Ze matice

Juy = 2 (M+iR),

2
- 1/ o= i
Joy = 5 (M —iN) (3.62)
maji v Diracové realizaci tvar
- 1 o —o - 1/ o o q nn
Jm~g(,a U), J(z)~1(ag>. (3.63)
Odtud vidime, Ze matice
- 3/ 1 -1 - 3/1 1
2 —_ 2 = — (o N ¥4
J(UﬁS\fl 1 >, Jo) 8(1 1) (3.64)

6 Matice odpovidajici libovolnému pootodeni viak unitarni jsou.
Tento vysledek nés jisté nijak nepiekvapuje, pokud jsme nezapomnéli na po-
znamku pod Carou ¢. 12 v kapitole 1.
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nejsou nasobkem matice jednotkové (a tedy nalezena reprezentace nend
ireducibilng). Snadno se viak presvédcime, Ze je lze obé souasné dia-
gonalizovat pomoci matice

Tz%(ii):?& (3.65)

a pritom
- 3/00 -1 3/10
D o1 7 _ y
TI2,T _1(01)’ TR, T ”4<00>. (3.66)
Tedy maticemi S{w) je realizovina reprezentace
p(o3) @ p(0). (3.67)

Veli¢iny, které se podle této reprezentace transformuji, se nazyvaji bi-
SPINOTY.

Prostorova inverze

V pripadé prostorové inverze P muZeme formuli (3.42) zapsat ve tvaru

STHP)Y'S(P) = o,
SP)S(P) = — (3.68)

Z antikomutacnich relaci (3.32) je zfejmé, Ze témto podminkam vyho-
vuje matice
S(P) = np’, (3.69)
kde np je libovolné nenulové ¢islo. Snadno lze téz dokdzat, Ze Zidné
jiné Tedeni téchto podminck neexistuje (viz Glohu (U.3.6.)).
Z formuli (3.47),(3.48) vidime, 7e¢ tato matice vyhovuje téZ relacim

[s(P), M| = {s(P),N} =0, (3.70)

tak jak to poZzaduje skldddni vlastnich Lorentzovych transformaci s pro-
storovymi inverzemi (srov. (1.50)).
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Pokud by matice (3.69) méla odpovidat inverzi v jednoznacné rep-
rezentaci, musclo by navic platit

S*(P) =1, (3.71)

protoZe dve prostorové inverze provedené po sobd vedou k soustave
shodné s vychozi. Ve skuteénosti miiZzeme tuto podminku zeslabit. IS to-
mu si poviimndme, %e¢ podle formule (3.53) je pootogeni kolem pevné
osy o Uhel 27 pfifazena matice

S(n,27) = -1, (3.72)

prestoze transformovand soustava soufadnd je shodnd s vychozi. Jingmi
slovy fedeno, ji# reprezentace vlastni Lorentzovy grupy v prostoru bi-
spinorti je reprezentaci dvojznacénou, a tedy i podminku (3.71) miZeme
nahradit slabsim pozadavkem

S?(P) = +1, (3.73)

kterému vyhovuje matice (3.69) pravé tehdy, kdy# koeficient
np (= (vniténi) parita uvazované ¢astice) méd nékterou z nasledujicich

hodnot
Tip = j__.]_, i'/‘.. (3.74)
Nakonec nepfehlédnéme, Ze (nezdvisle na tom, kterou ze Ctyr vyse
uvedenych hodnot ma parita np) je

7 SH(P)y° =S7H(P), (3.75)

tj. relace (3.59) plati pro libovolnou izochronni Lorentzovu transfor-
maci.

Casova inverze

V kvantové teorii je Casova inverze popsana antiunitdrnim operdtorem!'?
T . Casové invertovanému stavu ke stavu popsanému vektorem |1) od-
povida vektor

[y T) = T |4) . (3.76)

Viz [1] § 9.4.
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v

Jestlize “Casov® zavislé vektory” (tj. vektorové funkce redlné proménné
t) |1(¢)) vyhovuji evoluéni rovuici

m% () = A [6(2)), (3.77)

potom vektory R
() ;T) = Tw(t)) (3.78)

vyhovuji, diky antiunitarité operitoru T, rovnici
L d NP
—ih— [v(t);T) =THT |o(t);T).
Pokud dynemika uvezovaného systému je T-invariantni, potom
THT ~ =H, (3.79)

a tedy vektory (3.78) vyvhovuji rovnici
1 .
—ih [9(t):T) = Al(t); 7). (3.80)

Stavové vektory jednodasticového systému mlizeme popsat pomoci
vinovych funkci
kde ¢ probiha hodnoty (pfipadnych) dalsich dynamickych proménnych,
které spoletné s polohovym vektorem tvofi Uplnou mnoZinu pozoro-
vatelnych uvazované &istice. Ve vicekomponentovém formalismu po-
sledni formule definuje &-ty element jednosloupcové matice ¢ (x). PTi-
tom vime!®, Fe

Uz, t;T) = S(T) ¥ (a,1), (3.82)
kde ¢(x,t) a ¢ (x,;T) jsou jednosloupcové matice s elementy
(z, & |w(t)), resp. (x, &0 (6);T)
amatice S (7) je unitdrni. Z formuli (3.77),(3.80) vime, 7c pokud ¢(x, t)

je FeSenim evoluéni rovnice

d . A

—~’l[)(£l,‘ f) = H'W(ma t) ’ (383)
ot

#Viz formuli (9.189) a Doplné-k R v [1].

ih




72 {APITOLA 3. DIRACOVA ROVNICE
potom (x,t; T') vyhovuje rovnici

wéhg;w(:n, ET) = Ao(e, 1 T), (3.84)

—z'n;% S(T) v (2, £) = FS(T) v (x, 1),

coZ je totéz jako

—ih—(%w*(:n, t) = SHT) AS(T) v*(z, 1) .

Porovnanim této rovnice s rovnici obdrZenou komplexnim sdruzenim
(3.83) vidime, %e v pFipad® T-invariantni dynamiky musi hamiltoniin
zapsany v x-reprezentaci vicekomponentového formalismu vyhovovat
relaci
S(T) WSH(T) = A, (3.85)
Diracova rovnice ma tvar (3.83), kde

A = —ilica -V + gMc?, (3.86)

a tedy poZadavek jeji T-invariance je ekvivalentni poZadavku existence

unitarni matice S(7°), pro kterou plati
S(T) a* 5H(T)
S(T)p*SH(T) = 6. (3.87)

I
|
R

Diky hermitovosti matic «, § jsou tyto podminky ekvivalentni relacim

S(TYa"SHT) = —aq,

S(rgTsHT) = 3, (3.88)
coZ je totéz jako B B

()" = SH(T) 7" S(T). (3.89)

Transponovanim matic vystupujicich na obou stranich relace (3.32)
vidime, ze plati

{7, ()"} =29, (3.90)
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tj. matice (’y“)T predstavuji reprezentaci Diracovy algebry, a tak exis-
tence podobnostni transformace (3.89) je zarucena Pauliho teorémem.
Zbyva nam tedy pouze nalézt, do jaké miry vyse uvedené pozadavky
determinuji matici S(7).

V' Diracové reprezentaci jsou matice 3, ¢q, a3 redlné a matice
je ryze imaginarni. Tedy v této reprezentact miizeme pozadavky (3.87)
vyjadrit ve tvaru

[S(T), ] = [S(1), 8] = {S(1),n } = {5(1) , 05} =0, (3.91)
coZ v terminech y-matic znamend
[S(T), 7] = [S(1),7°] = {S(1) '} = {S(T), "} =0.  (3.92)

7Z antikomutacnich relaci (3.32) je zfejmé, Ze témto pozadavkim vyho-
vuje unitarni matice

S(T) = mS(T), (3.93)
kde matice dasové inverze (v Diracové reprezentaci)
S(T) = y'4° (3.94)

a np je ndjaky fazovy faktor, tj. libovolné komplexni ¢éislo, vyhovujici
podmince

[ne| = 1. (3.95)
Snadno se t6é% presvédéime,'® Fe Zadné jiné feSeni téchto podminek ne-
existuje. V Diracové reprezentact je tedy

S(T) = i¥y =i < o2 0 ) (3.96)

0 09

Abychom predesli zbyte¢nym nedorozumeénim, zdiraznéme, 7e jak-
koliv relace (3.87) a (3.92) jsou v Diracové reprezentaci ckvivalentni,
v jinych reprezentacich jiz tomu tak byt nemusi, a tedy ani formule
(3.93) v nich nemusi platit. Pfitom je z pfedeslého ziejmé, Ze vztahy
(3.87) mezi Diracovymi maticemi a matici ¢asové inverze musi byt spl-
nény v libovolné reprezentaci. Z Pauliho teorému navic vime, %e pokud

97Uloha (U.3.6.)
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matice v predstavuji jakoukoliv reprezentaci Diracovy algebry a pii-
tom vyhovuji “podminkdm hermiticity”, vyjadienym relacemi (3.33),
potom existuje unitdrni matice A takova, Ze

Y = AyrAL (3.97)

kde y* jsou vySe uvazované matice v Diracové reprezentaci. Snadno
nahlédneme, e odpovidajici matici Casové inverze lze zapsat ve tvarn

S(T) = AS(T)AT (3.98)
Ay ATAYSATAAT,
tj.
S(T) = 4"y AAT. (3.99)

Nakonec si poviimnéme jesté toho, Ze z relaci (3.87) plynou nasle-
dujici vztahy mezi maticemi asové inverze a maticemi reprezentujicimi
generdtory vlastni Lorentzovy grupy

S =
S(T)N*S(T) = N. (3.100)

Tyto relace samoziejmé plati pii libovolné realizaci Diracovy algebry.
Bez nich by nebylo mo#no vyde zavedeny antiunitarni operator T fy-
zikalnd interpretovat jako operdtor asové inverze.””

Nabojové sdruzeni

Diky invarianci Diracovy rovnice viici vySe diskutovanym caso-pros-
torovym transformacim vime, Ze pokud () je feSenim této rovnice,
potom téZe rovnici vyhovuji i

o (z) = (z —a), (3.101)
kde a* je libovolnd Gtverice pevné zadanych redlnych isel,

wa(z) = S(A)w(A ') (3.102)

208rovne] (67 relace (1.51).
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kde A je libovolnd vlastni Lorentzova transformace,
Ye(z,t) = np S(P)v(-a,t) = y%(~z, 1), (3.103)
Yr(z,t) = S(T) v (x, —t). (3.104)

V této ¢asti nalezneme dalsi diskréini transformaci, vidi niz je Di-
racova rovnice invariantni, tj. prirazeni

¥(z) = Yol(z), (3.105)

takovd, Ze Yo(z) je FeSenim této rovnice pravé tehdy, kdyZ ji vyho-
vuje 1(z). Tato transformace, kterou (na rozdil od difve uvazovanych)
nespojujeme s fyzikaln{ ekvivalenci riiznych soufadnych soustav, se ob-
vykle nazyva ndbojovym sdruZenim (&ndbojovou konjugact). Pozdgji
se postupné seznamime s jeji fyzikalni interpretaci a pochopime tak i
vystiZznost uvedendé terminologie. Zde se viak omezime jen na matema-
tickou stranku této transformace.

Na zdkladé relace (3.34) snadno zjistime, Ze pokud bispinor ¢(z) je
feSenim Diracovy rovnice (3.30), potom diracovsky sdruZeny bispinor

(z) = i z)° (3.106)

vyhovuje rovnici

0 = bl () e —
—in Pa)y —(z)r =0, (3.107)

kterou mazeme ekvivalentné zapsat ve tvaru

o _
(i (=) oxr ’“) 7+[”T(5L') =0. (3.108)

Transponovanim obou stran rovnosti (3.32) dostaneme antikomu-
tacni relace
T AT v
{(=9) (=)} =29 (3.109)
Musi tedy existovat unitdrni matice C (= matice ndbojovcho sdru-
Zeni?!), pro kterou plati

C (r}/ﬂ‘)T Ch= —A#. (3.110)

2IN&kdy se pro ni uzivé Laké ndzvu Schwingerova matice C.
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Z formule (3.107) pak okamzité vidime, %e
—T
Yolz) = CY (2) (3.111)

skutetné vyhovuje Diracové rovnici

— k| ¥e(z) =0. (3.112)

e
iy
Oxh
Rikame, 7e TeSeni ve(z) je ndbojovd sdruzené k feSeni (x).

K tomu, abychom nalezli konkrétni vyjadfeni matice C, si nejprve
povSimnéme toho, Ze jiZz sama moZnost pfepisu antikomutadnich relaci
(3.32) do tvaru

(7)) = 20 (3.113)
zaruCuje existenci unitdarni matice s, takové, Ze plati
Y ()T = =, (3.114)
coZ je totéz jako
{7s, 7"} = 0. (3.115)

Z antikomutad¢nich relaci (3.32) je zfejmé, %e soudin vSech Ctyf y-matic
(nezavisle na poradi faktorl) antikomutuje s kazdon z matic 4, a tedy
pozadavku (3.114) jist¢ vyhovuje matice

i — A0 1.2, 8 fop V2 0
Yo = WYY = 421] Epvpa VY ,'pﬁf
= —io'0’e’ = =3 €kt ol oF ol (3.116)

Ctendi se jiz jistd sdm snadno presveédd, e kaZdd wunitdrni matice
antikomutujici se vdemi Styfmi y-maticemi se od ni muze lisit jen fazo-
vym faktorem.?? V dalsim budeme pod 75 rozumét matici definovanou
posledni formuli.?? Takto definovand matice je nejen unitérni, ale také
hermitovskd, tj. pri této definici plati nejen

W= (%), (3.117)

22Viz lohu (U.3.6.).

23Tuto konvenci dnes uziva pievazna vétsina autort. Ctenaf se vak mize setkat i
s publikacemi, v nichZ se pod oznafenim s rozumi matice, kterd se od nasi definice
lisi znaménkem, nebo faktorem +i.
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ale 1
W=, (3.118)

a tedy {
(5)* = 1. (3.119)

V Diracové reprezentaci je

01 o
= < 0 1 ) (3.120)

Porovnanim s formulemi (3.89), (3.114) vidime, Ze matice nabojo-
vého sdruzeni je pozadavkem (3.110) urena, aZ na libovolny fazovy
faktor. Pro jednoznac¢nost budeme v dal§im pod touto matict vzdy

rozumét?*
C=S(T). (3.121)
V Diracové reprezentaci dostdvame pro tuto matici vyjadreni
C =" =0y, (3.122)
tj.
|
{0 oy _ - - =1 -
C—z(a2 0 >— AT (3.123)
B

7 definice matice s je ziejmé, %e pii pfechodu od Diracovy repre-
zentace k jiné reprezentaci definované unitérni transformaci (3.97)

Sl e

prechazi
s = 75 = ArsAT, (3.124)

a tak na zdkladg formuli (3.121),(3.98) vidime, Ze matice nabojového
sdruZeni mé v této nové reprezentaci tvar

C'= ACAT, (3.125)

24 Ngkteii autofi uzivaji konvence, které se od nasi mohou lidit znaménkem, pii-
padné faktorem -ti.
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tj.
C' = iy"92AAT. (3.126)
Matice (3.123) je antisymetrickd. Tato vlastnost je invariantni vidi

transformaci (3.125), a tedy v libovoiné reprezentaci plati®

T
C =-C (3.127)
Na zdkladé této relace se pak snadno presvéddéime, Ze

Cou(z) = (), (3.128)

a tedy vyrok “prvni bispinor je ndbojové sdruZzeny k druhému” je ekvi-
valentni s vyrokem “druhy bispinor je nibojové sdruZeny k prvnimu”.

3.1.2 Bilinearni formy

Jiz v predchdzejici kapitole jsme naznadili; jak je pro konzistentni prav-
dépodobunostni interpretaci vinové funkce v x-reprezentaci podstatna
existence vhodncho zachovavajiciho se ¢tyfproudu, tj. moznost provést
prifazeni

le) = (s []),

tak, aby podminky
Ouj*(z; W) =0 a Oz []) >0 - {3.129)

byly splnény alespon pro ta feSeni evoluéni rovnice, kterd chceme in-
terpretovat jako vySe zminéné vlnové funkee.

V pfipad¢ Klein-Gordonovy rovnice se ndm takovyto étyrfproud na-
lézt podarilo, ale jen za cenu, %e jsme znacnou Cist feSeni (vSechna
feSeni se zdpornymi frekvencemi) oznadili za “nefyzikidlni”. V tomto
sméru je situace pro Diracovu rovnici priznivéjsi. Odeéteme-li od rov-

“>Matice (3.123) je redlnd, tj. v Diracové reprezenlaci té7 plati
C=C a Cf=-C.
Tyto relace viak vici transformacim (3.125) invariantni nejsou, a tedy v jingch
reprezentacich jiz platit nemusi.
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nice (3.30) vyndsobend zleva ¢ (¢) rovnici (3.107) vyndsobenou zprava
w(x), zjistime, Ze

8y (%) 7" (x)) = 0 (3.130)
a pritom B
() Y (z) = ¥’ (z) ¥ (z) > 0. (3.131)
Tedy velidina B
7 (x) = e() Y () (3.132)
vyhovuje viem vySe uvedenym podminkdm. Diky tomu miZeme vyraz
1
ple,t) = — 1%z, ) = o (z, 1) ¢ (z, 1) (3.133)
¢

interpretovat jako hustotu pravdépodobnosti, nalézt Cistici v misté @,
kdy? je ve stavu popsaném bispinorem (@, t) . Obecenéji, jestlize bispi-
nor ;) (x) reprezentuje stavovy vektor "t;’)(j)> , potom amplituda prav-

\

dépodobnosti (“nalezeni stavu vj;(1)> 7

'g/:(z)> ve stavu

<-u’;(2) ,1,,/;(1>> = /ngg\(fc) woy(z) dz. (3.134)

Zbyvia nam oviem jeSté ukdzat, Ze j(z) se transformuje jako étyi-
proud. Tyto transformadni vlastnosti jsou ve skutecnosti specialnim
pripadem mnohem obecndjSich vataht, které nyni dokdzeme, a o jejichZ
praktické uZite¢nosti se presvidéime pozdéji. Celou fadu velicin totiz
nalezneme vyjddienych ve tvaru bilinedrni formy

4

> canta(1)¥5(2), (3.135)

o, =1

kde 14 (n) znadi a-tou komponentu bispinoru® ¢(n); (n =1,2) a cup
jsou skaldrni koeficienty. Je zfejmé, Ze pro kaZdou zadanou dvojici bis-
pinort Ize libovolny vyraz tohoto typu zapsat jako linedrni kombinaci
Scstnécti linedrné nezdvislych (jakymkoliv zpiisobem pevné zvolenych)
takovychto bilinedrnich forem. Tuto tlohu jisté mohou sehrit napr. ve-
liciny

Ya()95(2) a,f=1,---,4 (3.136)

26Miaze, ale nemusi jit o fefeni Diracovy rovnice.
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Tato volba “bize” ovSem neni pravé nejstastndjsi, a to alespon ze dvou
divodi:
i) Jednotlivé elementy této baze zaviseji na tom, jakou realizaci Dira-
covy algebry uzivame.
ii) Transforma¢ni vlastnosti téchto elementd nejsou “jednoduché”?” a
samoziejmé také ziviseji na volbé realizace Diracovy algebry.
Na druhé strané je zfejmé, 7e pii libovolné volbé vySe zminéné baze
miZeme jejich Sestnact elementld vyjadiit ve tvaru
(1) T(2) a=1,---,16, (3.137)
kde T, je Sestnict linearné nezavislych ¢tvercovych matic.
Navic z formuli (3.59),(3.75) vimne, Z¢ v piipad¢ izochronnich Loren-
zovych transformaci je
W=SNy o P =9SYA) (3.138)
az (3.42), ¢
STHA) Y S(A) = A*, "
Tedy jestlize ve vyrazu (3.137) misto [, dosadime soucin N Diracovych
y-matic
VeV
bude obdrZend veli¢ina zcela nezdvisld na volbé realizace Diracovy al-
gebry a pfitom bude pFedstavovat odpovidajici komponentu tenzoru

N-tého fadu.
Jak se lze snadno pfesvéddit (viz tlohu U.3.3.), vech 16 matic

1, 4", T s, ey (3.139)
je linedrné nezdvislych. Mohou tedy hriat dlohu vySe uvedenych matic
I, a pfitom plati®®

A va(2) = »(1)¥(2),

27 Jinymi slovy feéeno, vyrazy (3.136) nepiedstavuji bazi ireducibilnich reprezen-
taci, na které se rozpada direktni soudin reprezentaci realizovanych na prostoru
bispinordl a velicin k nim komplexné sdruzenych.

28Pokud jde o posledni dvé z relaci (3.140), jejich platnost je po formalni strince
piimym dusledkem toho, Ze matice 5 komutuje se vSemi maticemi T#¥, a tedy
také s libovolnou matici S(A), pokud A je vlastni Lorentzovou transformaci. Na
druhé strané jsme jiz pfedem védéli, Ze 7adny jiny vysledek obdrzet nelze, protoze
libovolny tplng anstisymetricky tenzor Ctvrtého Fadu je ekvivalentni skaldru.
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) = A1) (),

) = AN (1) E7Y(2), (3.140)
) = o(1) w(2),

) = ALO(1) 1y (2)

pro libovolnou vlastni Lorentzovu transformaci A, kde (srov. (3.102))
Pa(n) = S(A) ¢ (n) (3.141)

a S(A) je definovano formuli (3.43).

Tedy pri této volbd matic I, se veli¢iny (3.137) z hlediska vlastni
Lorentzovy grupy chovaji jako skaldr (pro I'y = 1 nebo «;), kontrava-
riantni komponcty vektoru (pro I, = v nebo y39*) a kontravariantni
komponenety antisymetrického tenzoru druhého tddu (pro [, = L),

Podobné nalezneme, jak se tyto veli¢iny chovaji pii prostorové in-
verzi. Staci si uvédomit, Ze matice

AN jk k
1) Y P » VY
komutuji s 4%, kdeZto matice

E o0k 0
V55 772 y V5

s v antikomutuji, a tedy plati

Tl Tatbe(2) = L T Fa(2), (3.142)
kde L k
c={ o RIIRT e
a (srov. (3.103))
Yp(n) = ¢ (n). (3.144)

K vySetfeni chovini uvaZovanych bilinedrnich forem pii casové in-
verzi si nejprve povsimnéme toho, ze

gt = () = (37) = (+*) T =) ST,

Ay
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kde posledni rovnost plati diky relacim (viz (3.89))
()7 = SI(T) 7 S(T) . (3.145)
Odtud vidime, %¢ vztah (srov.(3.104))
¢r(n) = S(T)w*(n) = 4°S(T )’L_) (n) (3.146)

miZeme v terminech diracovsky sdruZenych bispinort ckvivalentné vy-
jadrit ve tvaru

Gr(n) = (S(T) %" ()" = T (n) SHT) +°, (3.147)
a tedy
Gr()Fabr(2) = ¢T(1)SHT) ATy’ ST % (2)
= oT(1)(T.) 4 (2), (3.148)
kde T
(Ta) =S'T)4°Tr* S(T). (3.149)
Na zakladé vztahu (3.145) se Ctendf snadno presveéddi, Ze
To=clTa, (3.150)
kde
(T ke IR e

a tedy, pokud elernenty bispinoru w(1) komutuji s elementy ¥(2), mi-
zeme relaci (3.148) prepsat do tvaru

(1) Tawr(2) = cL 0(2) Ta (1) (3.152)

Zeela analogicky lze postupovat i pii vySetfovani chovani biline-
drnich forem p¥i ndbojovém sdruZeni. Definujeme-li ndbojové sdruzené
bispinory jako (srov.(3.111))

Ye(n) = CET(TL) , (3.153)
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potom na zdkladé dfive uvedenych vlastnosti matice ndbojového sdru-
Zeni nalezneme, ¥e odpovidajici diracovsky sdruZeny bispinor

Ye(n) = - (n) C. (3.154)
Tedy
Po(1) T (@) = — (1)L (3(2) (3.155)

Na zdkladé relaci (3.110) se jiz ¢tendl jisté sdm snadno presvéddi, Ze
plati

Ctr,C=¢Sr,, (3.156)
kde
¢ +1 pro ra = 17 Vs, 75’)/“7
o = { —1 pro o= " ™, (3.157)

a tedy, pokud elementy bispinoru (1) komutuji s elementy $(2), mi-
Zeme vysledny vztah zapsat ve tvaru

Yo (1) Tatbe(2) = —&5 $(2) Taw(1). (3.158)

Poéinaje formuli (3.135) jsme uzivali struénou formu zépisu, kterd
by mohla vzbudit dojem, Ze nalezené vysledky se tykaji pouze pfi-
padu, kdy elementy jednotlivych spinort jsou konstantni. Opak je vSak
pravdou. Ze zplisobu odvozeni téchto vysledkil je zfejmé, Ze zlstavaji
v platnosti i tehdy, kdyZ vSude nahradime

p(n) — P(z(n);n),
daln) — valza(n);n),
vp(n) — vr(ze(n);n),
vr(n) — Yr(zr(n);n),
vo(n) = yelze(n);n),

kde kaZdy ze symbolt z(n),---,z¢(n) pfedstavuje hodnotu promén-
nych, jejich# funkei p¥islusné bispinory jsou. Pfitom nemusi jit o stejné
prom&nné (tim méné o stejné jejich hodnoty) pron =1 an = 2. Privé
tak platnost nalezenych vztah@ viibec nezévisi na relacich mezi z(n)
a za(n), -+, z¢(n) pii pevném n. Toho v dalsim bohaté vyuZijeme.
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Prozatim si alesponi poviimnéme toho, Ze v uvedeném smyslu pfedsta-
vuje definice (3.102) specidlni p¥ipad definice (3.141) pro

(1) = 9(2),
z(l) = z(2) =z,
za(l) = za(2) = Az.

Druhd z rovnosti (3.140) tak zarucuje, Zc plati

Pa(Az) Yipa(Az) = A () vb(z) (3.159)
a tedy ¢tyfproud j#(z) definovany formuli (3.132) skuteéné m4 spravné
transformadni vlastnosti.

3.1.3 Impulsmoment

Jak jsme jiZ difve ukdzali?®, pokud stav fyzikalniho systému je z hlediska
néjaké soufadné soustavy popsian ketem [|¢), potom z hlediska soufadné
soustavy, kterd z vychozi vznikne natoéenim o thel ¢ kolem osy n, je
tento systém ve stavu popsaném ketem

') = exp(ipn - J) ), (3.160)

kde J je operator jeho celkového impulsmomentu?’.
Jestlize uvazovany systém je tvofen jedinou déastici, miZeme tento
vztah zapsat v x-reprezentaci jako

¢ (x) = exp (z'(p n- .7) w(x). (3.161)

Tedy pokud bispinor 1(z) vystupujici v Diracové rovnici je vlnovou
funkci, popisujici v x-reprezentaci stav, ve kterém se studovana ¢astice
(= diracovskd ¢dstice) nachizi v okamziku ¢ = 2°/¢, musi tato Estice
byt z hlediska natocené soustavy (v tomtéz okamiiku t) ve stavu po-
psaném vinovou funkei

¥ (z) = exp (i(pn . .7) ¥(z), (3.162)

BViz § 9.1 v [1].

30Zde a v dal§im (pokud nebude fe¢eno néco jiného) rozumime pod terminem
impulsmoment tuto velidinu v jednotkich f. Obdobng je tfeba rozumét terminu
Spin.
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kde J je operator jejiho celkového impulsmomentu.
Na druhé strané z formuli (3.35),(3.36),(3.53) vime, 7e*!
! 1 —1
¥ (z) = exp (igan E) 1/1(/\ :c) , (3.163)
kde (viz (1.35), (1.36))

A"l =exp <ﬂ—;waﬁ |“ﬁ>
a
wee =0, Wi = PEjrMu -
S vyuZitim relace (1.39) odtud dostdvdme
0
(/\‘%) = 2,
(/\*I:L')j = ol — peunta® + 0 ( ) (3.164)

a tedy v pFipadé infinitesimdintho natoceni je

o(hia) = (1-muntat ) vl
= (1 +ipn - L> (), (3.165)

kde operator
L=-ilzxV]= Tth] (3.166)

jiz dobfe zndme z nerelativistické kvantové mechaniky jako operdtor
orbitdlniho impulsmomentu.

Natodeni kolem zadané osy o ahel ¢ je ekvivalentni N po sobé
provedenych natoceni o thel ¢/N kolem téZe osy. Pro pfipad libovolného
pootoleni kolem osy mn tak nalezneme, 7e

n “ N
w(ne) = (g £) v

= cxp(ig&n . i) v(z). (3.167)

31 Abychom piedesli zbyteénému nedorozuméni, zdiiraznéme, ze zatim co ve for-
muli (3.163) argumenty funkci ¢ a v odpovidaji popisu téhoZ svétobodu 7 hlediska
dvou soufadnych soustav, tj. jejich ¢iselné hodnoly jsou odlisné, formule (3.162)
predstavuje vztah mezi dvéma vyrazy, jejichz argumenty maji hodnotu stejnou.
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Tedy vztah (3.163) miizeme skutednd zapsat ve tvaru (3.162), ze kterého
pro operator celkového impulsmomentu diracovské ¢astice dostavame

J=L+5, (3.168)
kde operdtor jejiho spinu
- 1
S = —E. (3.169)

V Diracovd reprezentaci je (viz (3. 5( )

., 1{fo 0 o 1
5—5(0 a')’ (3.170)
a tedy (v libovolnd reprezentaci) je

.2 3

S =-1, (3.171)

4 \

tj. kaZdy bispinor '0 vlastnim vektorem tohoto operdtoru prisluSnym
k vlastni hodnotc 2, Fyzikidlné to znamend, ze dlmcovska ¢astice musi

mit spin 2 .

Spole¢né vlastni stavy celkového impulsmomentu a velikosti
orbitalniho momentu

Z pravidel o skladani 1Inpulsmomcntu 2 vime, Ze existuji spoleéné vlastni
vektory operdtor ] J. 3, L S’ , prave tak jako, Ze v uvaZovaném
pfipadé pii zadané \rchkosm celkowho 1mpulsmomentu 7 miuze velikost
orbitdlniho momentu nabyvat pouze hodnot I = j =+ ]E Vime také jak
zkonstruovat odpovidajici vlastni funkce. Jejich explicitni tvar samo-
ziejmé zavisi na tom, v jaké reprezentaci Diracovy algebry pracujeme.
S podobnou situaci se setkdme ¢astdji. Proto v dalsim budeme (pokud
ncbude Fedeno néco jiného) vyrazy, které zavisi na realizaci Diracovy al-
gebry vidy zapisovat ve tvaru odpovidajicim realizaci Diracové.3® V ni
m# operdtor celkového impulsmomentu (3.168) kvazidiagondlni tvar

- L+io 0
J = 2 . . 3.172
( 0 L+ %0' ) ( )

2Viz § 2.7 v [1].
337 dhraznéme viak jedté jednou, ze pokud jde o jakékoliv predpovédi fyzikalng
ovefitelnd, lze je vidy formulovatl ve {varu nezavislém na volbé této reprezentace.
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. + ol o
Bispinor L/)J(-m)(:n), vyhovujici pozadavkim

T (@) = 0+ D),
33w§;)(:c) = muj(m)( ), (3.173)
EuGl@) = 10+1) 95 @),
kde ]
I=jF; (3.174)

mé tedy strukturu
(=)
a(r) ¢
Yim () = ( ) Zm)( )) (3.175)
b(s

kde
€
r=le], n=-—
T

Zatimco funkce®* a(r), b(r) jsou omezeny pouze normalizadnimi pod-

minkami kladenymi na 1/)1(-“;;) (x), dvoukomponentové funkce gogm)( ) musi

vyhovovat rovnicim

.1 \? .

(+50) &2m = G+ m),

co 1 () ()

(L3+§U3) (pjm(n) = Tn(r”]m( ): (3176)

~2 +
Lpln) = 10+1)¢5)m),

tj. rovnicim, které jsou formalné shodné s rovnicemi pro vinové funkce
popisujicimi spoleéné vlastni stavy kvadratu celkového impulsmomentu,
kvadratu orbitalniho impulsmomentu a tfeti komponenty celkového im-
pulsmomentu ¢astice se spinem % v teorii nerelativistické. Tyto vinové
funkce vSak jiZ zname,* tj. vime, 7e pozadavky (3.176) doplnéné nor-
maliza¢ni podminkou

/' ]wﬁ)(n)lﬁ dQ =1, (3.177)

34Tyto funkce samoziejmé mohou zaviset na hodnotich parametrt 7, m, .
33Viz napi. § 8.4 v [1].
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je uréuji (aZ na nepodstatny fazovy faktor) jednoznacné, a to ve tvaru

1

. 2 ) ) ‘
)= 3 (1=7F1/2,1/2, m—p, plj, m)Yim_u(n) Xu,
p=—3

(3.178)

(1 ({0 -
Xé:(o)’ x*%_—_(1>. (3.179)

Po dosazeni znamych vyrazi pro Clebsch-Gordanovy koeficienty*¢ dos-
tavame jejich explicitni vyjadreni.

Tyto funkce piedstavuji tzv. sférické spinory. Ctenaf by oviem ne-
mél zapomenout, Ze velidiny pod timto ndzvem uzivané riiznymi autory
se navzdjem mohou lisit fAizovymi faktory. Nami definované funkce vy-
hovuji fazové konvenci Condon-Shortleyové (viz [1]-Doplnék I7):

S )= — (\/;—i%)yf :: EZ% ) (3.180)

kde

Wit

w(-_)(n):———"1 /iF1 =Y () (3.181)
m V20 +1) \/7+1+mb+ mey(m) )

kde Y, ,(n) jsou kulové funkce.
Ctenaf se snadno presvidé, e uvedené dvoukomponentové funkee
vyhovuji relacim

(o n) i) (n) = o) (n), (3.182)
&
B + +
( L) o5 (n) = (1+V»§ ’)soﬁm)(n), (3.183)
kde ]
+) :

které v dalsim s vyhodou vyuZijeme.

30Viz Doplngk K (Tab. K.1) v [1].
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Spoletné vlastni stavy celkového impulsmomentu a parity

Jak jsme jiZ diive ukdzali®”, pokud stav fyzikdlniho systému je z hlediska
né&jaké souradné soustavy popsdn ketem i), potom z hlediska soufadné
soustavy, kterd z vychozi vznikne obricenim orientace soufadnych os,
je tento systém ve stavu popsaném ketem

[y = Ply), (3.185)

kde P je operator parity.

V rdmci nerelativistické kvantové mechaniky jsme zjistili, Ze pro
libovolny jednodldsticovy systém lze tento operdtor vyjadrit ve vice-
komponentovém formalismu odpovidajicim x,s3-reprezentaci vztahem

Pu(x) = npy(—x). (3.186)

Je zFejmé nejen to, Ze takto definovany operdtor P vyhovuje komutad-

nim relacim
[ﬁg J] = [ﬁ, ,z“;} - [ﬁ, S} =0, (3.187)

v nichz J , f), S znadi postupné operator celkového impulsmomentu, or-
bitalniho impulsmomentu a spinu pfislusné Castice, ale i to, 7e kaZdy
viastni vektor kvadritu orbitilntho impulsmomentu piisludny k vlastni
hodnoté I (I + 1) je souCasn¢ vlastnim vektorem operdtoru P piislus-
nym k vlastni hodnot¢ 7p (——1)’ . Po formaélni strance je posledni tvrzeni
piimym disledkem toho, 7Ze

i) operator P definovany formuli (3.186) “ptsobi” na kazdou z kompo-
nent vicekomponentové funkce ¥ naprosto stejné,

i) pro sférické funkce plati relace®

im(=1) = (=1) Vim(n) . (3.188)

Pro diracovskou é&stici je situace odlisnd: Z formuli (3.36), (3.69)
plyue, 7¢ v tomto pfipadé mé opcrator parity tvar

Pu(z) = S(P)(—x) = npy’w(~x). (3.189)

3TViz § 9.3 v [1].
38Viz relaci (G.37) v [1].
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Snadno se presvédéime, 7e i pro takto definovany operator P plati ko-
mutadni rdaw (3 187). Opét tedy existuji spolecné vlastni vektory ope-
ratord J J 3, L a P39 Tyto komutadni relace V&dk jeSté samy o sobé
nezarucuji, z¢ by kazdy vlastni vektor opcratoru J’ JJ,LZ musel byt
soucasné vlastnim vektorem operatoru P. Specidlné v pripadé matice
(3.175) z definice (3.189), na zdkladé relace (3.188), dostavame

a(r) ¢5 (n)
P,¢§il ) =1p _1)l ( 3 ) R 3.190
= S o

nebot diky formuli (3.188) vime, Ze pro dvoukomponentové funkee (3.180),
(3.181) plati
+ * b
P () = (~1)2 o (m). (3.191)

Tedy spolefna vlastni funkce (3.175) operdtord Jz,j;;,jlz je viastni
funkef parity (p¥islusnou k vlastni hodnoté np (—1)", resp. 7 (-1
pouze tehdy, kdyZ je bud b = 0, nebo a = 0. Po formdlni strance je
to zpusobeno pitomnosti matice 4° ve formuli (3.189), diky niZ jsou
dolni dvé komponenty &tyfkomponentové vinové funkee diracovské Cas-
tice nasobeny dodatetnym faktorem (—1). Z relace (3.191) je zfejmé, Ze
tento faktor bude kompenzovan, pokud v dolnich komponentich matice
(3.175) provedeme zédménu*”

P\ m) — o (n). (3.192)

Pro takto zkonstruovanou matici

APHES:
bt = (0170 (3199
b(r) & (n)
tedy plati relace
jzd’jml(m) = G+ 1) Ym(z),
ja'g/)_,-ml(:t:) = myjm(z),
Piojm(a) = np (1) Yym(2) (3.194)

39 A dokonce z nich miZeme vytvofit celou bazi pfislusného Hilber Lova prostoru.
4OTakto vsnikla matice bude stdle jesté vlastni funkei opelatoxu J a Js, ale
(s vyjimkou pripadu ab = 0) jiz nebude vlastni funkci operdtoru L
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kde
i
=jF 5
Ponechavime Etenafi jako jednoduché cvident, aby ukazal, Ze kaZdd spo-
le¢n4 vlastni funkce operatord J z’ Jy, a P m4 tvar (3.193).

3.1.4 Stacionarni stavy

Stacionarni stavy libovolného fyzikdlniho systému jsou podle kvantové
teorie popisoviny vlastnimi vektory piisluSného hamiltonidnu. V pii-
padé volné diracovské éstice by tedy odpovidajici ¢tyfkomponentové,
vlnova funkce méla vyhovovat rovnici

H""L‘Po () = pocihp (), (3.195)

kde*! i
H= —ihca -V + BMc”. (3.196)
Aplikujeme-li na obé strany rovnosti (3.195) operitor A, vidime

(stov. (3.10)), Ze kaZdd komponenta bispinoru )y, (@) musi vyhovovat
rovnici

(A +8?) (@) = 0, (3.197)

1 .y
k= ﬁ\/pé — M?c2. (3.198)

Jinymi slovy fedeno, kazdd z komponent bispinoru, ktery mé popisovat
stacionarni stav diracovské ¢dstice musi byt formélné shodnd s vinovou
funkci, kterd je v rdmci nerelativistické kvantové mechaniky pfifazena
nékterému ze stavi®?, v ném? velikost impulsu ¢astice mé hodnotu

Ip| = hik. (3.199)

kde

7 piedchoziho®® vime, 7e pro kakdé
bl

kE=k2>0 (3.200)

1Vig (3.13).

42Nezapomehme, #e kvadrdt impulsu nepiedstavuje Uplnou mnoZinu
pozorovatelnych.

BVig [1] § 2.4.1.2.
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existuje FeSeni rovnice (3.197) normalizovatelné k delta-funkci.
Komplexnim sdruZenim rovnice (3.195) dostivime

(z'hc a V4 /5’T11£fc:2) iy, (@) = poctp, (x), (3.201)

kde jsme vyuZili hermitovosti matic o, 4. Vyndsobime-li ob¢ strany
této rovnosti matici C47, potom na zakladé relaci

CA'Ct=-p5, Ca'Cl=-a, (3.202)

které jsou bezprostfednim dasledkem vztahd (3.110), nalezneme, Ze
plati

(~ifca -V + BMc?) () () = —poc (o) () (3.203)
kde (srov. (3.111))
(o) () = COT ¢, () - (3.204)

Porovnanim rovnic (3.195),(3.203) vidime, Ze operace ndbojového sdru-
Zeni pfifazuje vlastnimu vektoru hamiltonidnu (3.196) opét vlastni vek-
tor* tého# hamiltonidnu, oviem prislusny k opaéné vlastni hodnoté.
Odtud je jiz zfejmé, Ze spektrum tohoto hamiltonidnu je spojité a pro-
bihd hodnoty

poc==%E,  Fe(Mc o0). (3.205)

e Lol

V tomto sméru tedy nardzime na obdobnou “obtiz” jako u rovnice
Klein-Gordonovy. Vedle staciondrnich feSeni s “kladnymi frekvencemi”,
existuji takovato FeSeni i s “frekvencemi zdpornymi”. Pfitom vlastni
funkece hamiltonidnu bychom méli interpretovat jako vinové funkce po-
pisujici stav ¢astice s cnergii rovnou prislusné vlastni hodnoté. V pri-
padé vlastnich hodnot kladnych ndm v tom nic nebrini; ale v pripadé
vlastnich hodnot zdpornych tato intepretace moznd neni. Tuto “ob-
ti7” miZzeme nejsndze odstranit (podobné jako v pfipadu K-G rovnice)
predpokladem, Ze libovolny stav diracovské ¢dstice je popsan vinovou

44Ponechdvame étensii jako jednoduché cvideni, aby dokdzal, Ze diky unitarité
matice ndbojového sdruZeni vektory popsané bispinory ¥'(z) a v¢(x) vyhovuji stej-
nym normalizaénim podminkdm.
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funkei, kterou lze vyjadfit jako superpozici vlastnich funkei hamilto-
nianu (3.196) pfisludnych ke kladné édsti jeho spektra, tj. bispinorem,
ktery muZeme zapsat ve tvaru

b(@) = [ dk S Fk0) Yrala), (3.206)

kde v, o() je vlastni vektor hamiltonianu® piislugny k vlastni hodnoté

E = c\R%k2 4+ M2¢2, (3.207)

tj. FeSeni rovnice (3.195) pro poc = E vyhovujici normalizaéni podmince
[ V(@) (o) o=k~ K)o (3208
Pro kvadrat normy vektoru popsaného bispinorem (3.206) dostdvime

el = [k S1f ko)l (3.209)

a tedy k tomu, aby tento bispinor popisoval fyzikilné realizovatelny
stav, musi byt komplexni funkce f(k, a) kvadraticky integrovatelné, tj.
vyraz na pravé strané posledni formule musi byt konecny.

Zapieme-1i bispinor oy, (x) ve tvaru

won(32). oo

kde ppq(x) a xpa(x) jsou dvoukomponentové funkce, potom z formuli
(3.26),(3.27) vidime, Ze v piipad¢ Diracovy realizace je odpovidajic
rovnice (3.195) ekvivaletni soutavé rovnic

¢ (cr . 15) Xka(@) = (E - ]\/[(:2) ko),

¢ (o- . 15) Crolx) = (E + MCQ> Xka(), (3.211)

45Parametr a symbolizuje vlastni hodnoty dalsich pozorovatelnych, které spolu
s energii tvofi ngjakou Gplnou mnozinu pozorovatelnych diracovské ¢éstice. Pokud
spektrum (n&které z) t&chto pozorovatelnych je spojité, je nutno v uvedenych for-
mulich nahradit pfisluSnou sumaci odpovidajici integraci a Kroneckerovo delta Di-
racovou delta-funkei.
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a tedy
\ o-P
=c———0 . 212
X/C7a(a:) C A’ICQ 4 E(/k,a(m) (3 1 )

Kvadrat normy vektoru popsaného bispinorem (3.206) miizeme zapsat
ve tvaru souctu prispévkd od “hornich” a “dolnich” komponent

9> = ./'dkdk'z,f* (K, a') f(k, ) x
[ 2 (¢l (@) fra(@) + X o (@) X0alw) . (3:213)

Vyjadrime-1i druhy c¢len integrandu pomoci pFedchédzejici formule, po
jednoduchych tpravich nalezneme, %e4®

/. dkdk"y " f* (K, ") f(k,a) /X,t,’a,(a:)xk,a(:c) cx (3.214)
’ 2p?

= / dkdk' ) f* (K, d) f(k,a) (M2 + ') (Mc? + E) 8

a,a
/ QDL,’GI (T) pro(x) iz,

kde |p|, definované formuli (3.199), pFedstavuje velikost impulsu uva-
zované ¢astice pli energii F, t.

clp| = %E (3.215)

Tedy relativni “velikost” dolnich komponent vii¢i hornim je charakte-
risovana veli¢inou

0l

¢
kde € € <}, 1) a ¥ je “typickd”*" rychlost studovand édstice v uvazova-
ném stavu.

46Nezapomeiime, 7e plati rovnost (3.197). P¥i odvozeni uvedensho vysledku jsme
také provedli integraci per-partes a vynechali “povrchovy” ¢len. Moznost tohoto
kroku je oprivnéna z naprosto stejnych ddvodi jako v nerelativistické kvantové
mechanice.

4TVétsinou tuto dlohu muze hrat stfedni hodnota velikosti rychlosti.
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Tedy p¥i zanedbdni relativistickijch korekei dolni polovina ¢tyfkom-
ponentové vinové funkee vyjadiené v Diracové realizaci vymizi. Zbytck
pak neni ni&im jinym neZ dvoukomponentovou vinovou funkci, kterou
jsme odpovidajicimu stavu Cistice se spinem 15 prifadili v nerelativis-
tické teorii (viz [1] § 8.3 ).

Jak jsem jiZ nékolikrat zdiraznili, energie sama o sobé netvoii apl-
nou mnoZinu pozorovatelnych. Budeme proto studovat staciondrni stavy,
které jsou soucasné vlastnimi stavy néjakych dalich integrald pohybu.
Podobné jako v nerelativistické teorii i zde hraji nejdtlezitéjsi roli ty
z nich, v nichZ &astice ma bud “ostrou hodnotu” impulsu, nebo “ostrou
hodnotu” impulsmomentu.

Stacionarni stavy s danym impulsmomentem

Jak vime,*® invariance fyzikdlniho systému viic¢i prostorovym rotacim
a prostorové inverzi garantuje, 7¢ jeho celkovy impulsmoment a parita
jsou integrdlem pohybu, a tedy odpovidajici operatory komutuji s pii-
slugnym hamiltonidnem. O tom, Ze pro operdtory definované formulemi
(3.168), (3.189), (3.196) skutecéné plati
[7.A] = [P.A] =0, (3.216)

se samoziejmé miZe étendl presvédeit 1 pfimym vypodétem. Podle ne-
relativistické teorie jsou pro volnou ¢astici integralem pohybu také jeji
spin a orbitdlni moment. V pfipad¢ hamiltonidnu (3.196) vSak snadno
zjistime, Ze

Z, H] =— [S, H] £0, (3.217)
a dokonce i (viz tlohu U.3.27.)

[if, Fl] £ 0. (3.218)

Tedy v Hilbertové prostoru diracovské &stice neni mozno utvorit bazi*?
L, ) PSP 9
ze spole¢nych vlastnich vektort H,J ,J3 a L .

48Viz [1] §§ 9.1 2 9.3.

497de a v dalsim opét uzivame ve [yzikalni literatuie béznou i kdyZ ne zcela pies-
nou terminologii — pochopitelnd zadny “vlastni vektor” piisiudny k vlastni hodnot&
7e spojité ¢asti spektra jakékoliv pozorovatelné nemd koneénou normu. V jakém
smyslu je tieba rozumét vyroku, Ze tyto velifiny predstavuji elementy baze Hilber-
tova prostoru, jsme poznali jiz v nerelativistické teorii (viz napf. [1] § 1.2.6).
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Takovouto bdzi v8ak mutzeme utvorit ze spoleCnych vlastnich vek-

N2 A .. . ,

tort operatord H,J , J3 a P. Bispinor popisujici jejich spole¢ny viastni
vektor musi byt mozno zapsat ve tvaru (srov. (3.193))

(), )
( ay;” (1) Pim ()
(F ) L F) '

by (1) @jm (M)
Z predchoziho navic vime, Ze kazda z jeho komponent musi byt formalné
shodnd s nerelativistickou vinovou funkci odpovidajiciho staciondrniho
stavu. Uvazime-li jeSté to, Ze horni, resp. dolni komponenty jsou vlastni-

)
mi funkcemi L p¥islugnymi k vlastni hodnoté [ (I + 1), resp. I' (I + 1),
kde

Yrjmi(T) = (3.219)

| =

?

DO} = DO =

JF
! = j+-=2j—1=1+1, (3.220)

vidime, Ze “radidlni ¢asti” vinové funkce (3.219) musi mit tvar

ag (1) = ALk,

J

W) = B g (kr), (3.221)

kde j; jsou ndm ji# dobfe znimé sférické Besselovy funkce.?® S vyu#i-
tim relace (3.182) tak dospivame k zdvéru, Ze hledany spoleény vlastni
vektor musi byt moZno zapsat jako

A (k) ¢4, (n) )

~ (3.222)
—B/(cj:)jt' (kr) (o -n)¢ gj:n) (n)

Yrimi(T) = (

Kazdy takovyto (nenulovy) bispinor predstavuje spole¢nou vlastni funkci
operdtort J 2, Jy a P pifslugnou k vlastnim hodnotdm j (G+1),m a
np (—1)}, ktera je navic (k delta-funkci normalizovatelnym) fefenim rov-
nice (3.197). Tedy poZadavek, aby uvedeny bispinor byl také vlastnim
vektorem hamiltonidnu, je ekvivalentni poZadavku, aby bispinor (3.222)
vyhovoval rovnici )

H 'Q)%jml(w) = Efpkjmg(fl!) s (3223)

%0Viz [1] Doplngk E.
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kde
[r2,. y .
E = ¢\ Bk + M. (3.224)

Vzhledem k homogenité posledni rovnice a vzhledem k tomu, Ze bispi-
nor Yi;m(x) je az na konstanty Ag), B,(;‘ uréen jednoznaéng, musi
byt soustava &tyt svazanych diferencidinich rovnic (3.223) ekvivalentni
algebraické relaci urcujici pomér mezi témito konstantami. Snadno se
presvédéime, e tomu tak skuteéné je: Z predchoziho vime, Ze bispinor
Ykjme () bude vyhovovat rovnici (3.223) pravé tehdy, kdyZ mezi hor-
nimi a dolnimi komponentami plati relace (3.212), kterd v terminech
pravé strany formule (3.222) pfedstavuje rovnost

(£) ; RE T P (£) ;11 AF)
=B ju(kr) (- 1) o5, (n) = “ZTE A (k) @5 (1)
(3.225)
Na druhé strané¢ z identit
(0-m) =1, (3.226)
(c-n)(c-P)= ih (o-L) - -9 (3.227)
7 or|’

jejichZ dfikaz ponechdvame Ctendfi jako jednoduché cviceni, vidime, Ze
nezdvisle na tvaru funkce R(r) plati

(cr . 13> H(r)tpﬁ? (n) = (o-n)(o-n) (0' - P) R(r)(pgi)(n) (3.228)

1 . 0 ,
] (£) AR e
- -~1fl,; [(1 + K ) R+ d’r} (o-n) Oim >

kde jsme vyuZili identity (3.183). Tedy rovnost (3.225) je ekvivalentni
relaci

L) . + ¢ (—ih N d .
~ B jia (kr) = Aij)m—;*) {(1 + 1§ )) Ji(kr) + 7‘3;]:(1‘37")}
(3.220)
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Uvéazime-li, #e plati®®

djg(;) = —j(2) (3.230)

apro! >0
Zd]:i(;) = zji1(2) = (1 +1) (=), (3.231)
2 (2) + e (2)] = @1+ 1) () (3.232)

snadno zjistime, Ze podminka (3.229) je splnéna pravé tehdy, kdy?

E—Mc (3.233)
E+ M ko o
Dospivame tak k zavéru, Ze stacionarni stav volné diracovské ¢astice
s celkovym impulsmomentem 7, jeho tfeti komponentou m a paritou
I . . . .
np (1), kdel=jF JE , je popsan vinovou funkci

FE+ Mc? j,(kr) w(«i) (n)
Vi = Cimi e am \" . (3.234
Pkjml (CE) kjmi ( -i B~ M2 jlil(k"') (O‘ . ,n) (Pg;ﬁ)(n) ( )

Na zdklad8 relace®?

7 julr) k') r2dr = s 5k — K 3.235
Jy k) k) rde = o 6(k — K) (3.235)

zjistime, 7e nalezené vlnové funkce vyhovuji normaliza¢ni podmince
/ Dbjont (&) Vg (@) @ = 5(k — k') 835 gy S (3.236)

pravé tehdy, kdyz
k

|Clijomt| = ﬁ (3.237)

51Viy, vztahy (E.31)-(E.33) v [1].
52Viz [ormule (E.30) v [1].
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3.1.5 Vlastni stavy impulsu
KaZdé feSeni rovnice
Pyy(x) = pip(a) | (3.238)

kde operator P je dan formuli (2.4), lze vyjadfit jako linedrni kombinaci
étyr funkel

. i , ]
Uy (&) = U(p; j) exp <5p : w) ;=104 (3.239)

kde {U(p; )} je libovolnd ¢tvefice linearné nezdvislych jednosloupco-
vych matic. P¥itom skalarni soucin

/ b (@) Yy () Pz = (2n0)° Ul (p; ) U(p; k) 6(p — p) . (3.240)

Kazdé nenulové feSeni rovnice (3.238) je tedy také vlastni funkef kva-
dratu hamiltonidnu, piislusnou k vlastni hodnoté E2.

I kdy? je z predchoziho ziejmé™, Ze funkce (3.239) lze vidy zvo-
lit tak, aby prvni dvé, resp. posledni dvé predstavovaly vlastni funkce
hamiltonidnu, prislusné k vlastni hodnoté E, resp. —E, je instruktivm’
piesvédéit sc o tom 1 pfimym vypoctem: Vlastni \(,kl]()l hamiltoniinu H
ktery je soucasnd vlastnim vektorem operatoru P, prisluénym k v lasLnl
hodnoté p, musi vyhovovat rovnici

N i i
HU (p; po) exp (5 p- w> = cpy U (p; po) exp <Ep . :c> , (3.241)
a tedy U(p; po) musi byt feSenim algebraické rovnice

H(p) U(p; po) = cpo U(p; po) , (3.242)

kde
H(p) = ca-p+ BMc (3.243)

53Vime, 7e ke ka#dé vlastni funkci hamiltonidnu, ptisluiné k vybrané vlastni hod-
notd existuje jeho vlastni funkce piistusnd k vlastni hodnoté pravé opadné. Z izo-
tropie prostoru je ziejmé, 7e totéZ musi byt pravdou, i kdy% se omezime pouze na
vlastni funkce hamiltonidnu, lezici v charakteristickém podprostoru operédtoru i’,
patiicim ke kterékoliv pevné vybrané vlastni hodnoté.
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je hermitovskd matice, jejiz viastni hodnoty jsou shodné s hledanymi
vlastnimi hodnotami hamiltonidnu. Diky antikomutaénim relacimn, kte-
rym vyhovuji matice o, g, dostivime

H*(p) = c’p® + M?¢* = E*.
Nulovost stopy matic «, g zarucuje, Ze

SpH(p) = 0.

7 poslednich dvou rovnosti jiz vidime, Ze vlastnimi hodnotami matice
H(p) jsou £F, a pfitom kazdi z nich je dvakrit degenerovanou.

Dospivame tak k zavéru, Ze kazdy stav diracovské Castice se zada-
nym impulsem p je popsan ¢tyfkomponentovou vinovou funkei, kterou
je mozno vyjadrit jako superpozici dvou funkei

1 , i . ‘
bpyy (@) = : =u(p; .7)e><p(;p~w) , =12
(2wh)” N(p; j) o
(3.244)
kde jednosloupcové matice u(p; 7) vyhovuji rovnici
H(p) u(p; j) = Eu(p; j) (3.245)
a podmince “ortonormality”
ul(p; 5) u(ps k) = N(p; 5) b, (3.246)
diky niz je '
/ 'u’f‘;,;j(w) Upi(T) = 6;0(p — p) . (3.247)

Z relaci (3.245), (3.246) snadno odvodime dalsi velice uZitetné vata-
hy, které v néasledujicim bohaté vyuzijeme:

Diky hermitovosti matice H(p) vime, Ze pro libovolnou matici A
plati

ul(p; 7) Au(p; k) = %’cﬁ(p; 1) {H(p) , A} u(p; k). (3.248)

Odtud pak okamZité vidime, Ze napf.

4 , Mc? N .
a(p; j)ulp; k) = ul(p; j) Bu(p; k) = 7 V(5 7) 0k, (3.249)
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nebot
{H(p), 8} = 2M<*. (3.250)

Podobné, protoZe pro libovolny vektor a je
{H(p),a-a} =2ca-p, (3.251)

vime, Ze plati relace

. a - .
ul(p; j)a-au(p; k) =c EpN(p; 7) G- (3.252)

Jestlize diracovské Castice je z hlediska nasi souradné soustavy ve
stavu, kterému odpovidd matice u(p; j7), potom z hlediska soustavy,
kter4 z nadi vznikne (vlastni) Lorentzovou transformaci A(w), je tato
dastice ve stavu, kterému odpovidd matice

v'(p; j) = S(w)u(p; 7) (3.253)

kde tranformadni matice S(w) je déna formuli (3.43).
T'akt, Ze tato matice vyhovuje rovnici

H(p') v'(p; j) = E'W(p; j) (3.254)

a normaliza¢ni podmince

!
T (p; ) (p; k) = —E—uT(p; N ulp; k), (3.255)
kde E' p' udavaji energii, resp. impuls uvaZované Castice z hlediska
nové souradné soustavy, tj. odpovidajici ¢tyfimpuls je ddn vyrazem

P = A", (w) pH, | (3.256)

je evidentni ji7 z pouhé skuteénosti, 7e Diracova rovnice (3.29) je invari-
antni viiéi Lorentzovym transformacim, resp. Ze pro libovolné bispinory
u(4), u(k) predstavuje velitina u'(j) u(k) nultou komponentu néjakého
étyfvektoru®®— a ¢tyfimpuls predstavuje jediny étyFvektor, ktery méme

54Viz, druhy fadek ve formuli (3.140).
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v daném piipadd k dispozici. Pfesto je instruktivni presveddcit se o uve-
denych relacich i pfimym vypodtem:®

Rovnici (3.254) miZeme ckvivalentné vyjadrit ve tvaru

S~ (W) H(@") S(w) w(p; j) = E'ulp; 7). (3.257)
Na druhé strané vime (viz (3.42)), 7e
S(w) v S Hw) = A* ,(~w) 7, (3.258)

odkud dostavame

A'S() 7SI W) = A (-w) Ay,
= A", (w) A",
- A‘/(w) ’Yl/ 3

kde

AMw) = A (w) A”, (3.259)
t]. jestlize A* pfedstavuje komponenty néjakého ¢tyrvektoru ve vybrané
soustavé soufadné, potom A#(w) uddvd komponenty tohoto ¢tyfvektoru
v soustave soufadné, kterd z vychozi vznikne transformaci A(w) . Jinymi
slovy fedeno, transformadni zikon (3.42) je ekvivalentni tvrzeni, Ze pro
libovolny Ctytfvektor A plati vztah

S)AS™ () =Aw), (3.260)
ktery v nasledujicim opakované vyuZijeme: Tak napr. vynasobime-1i obé
strany rovnice (3.245) matici 7%, zjistime, Ze ji miZeme ckvivalentné
vyjadrit ve tvaru

(p— Mc)u(p; j) =0, (3.261)
a
S(w) (p— Me) ST (w) ' (p; j) = 0. (3.262)
Diky relaci (3.259) v8ak posledni rovnost znamend, Ze plati
(¢ — Me)'(p; 5) =0, (3.263)

55Ponechdviame &lendfi jako jednoduché cvifeni, aby dokdzal, Ze relace

i J 3 Yy )
(3.254),(3.255) plati i tehdy, kdy% novd soustava vznikne 7 vychozi prostorovou
inverzi.
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co¥ ovem neni nic jiného ne? ckvivalentni pfepis rovnosti (3.254).
Bez piechodu ke “kovariantnimu tvaru” zdpisu rovnice (3.245) je
diikaz relace (3.254) zdlouhavéjsi. Neni vSak na Skodu vydat se i touto
cestou — odmnou ndm bude nalezeni fady zajimavych vztaht, z nichz
nékteré v daldim jeSté vyuZijeme:
Pokud A(w) predstavuje pouhé natocend, je

S(w)7* 7 Hw) = 1",

a tedy relace (3.260) zajistuje, Ze pro libovolny tiivektor a v takovémto
pripadé plati

S(w) (a - ) S-! (w)=(d -a)= a*ao”, (3.264)

kde
o = AFj(w)a! (3.265)

jsou komponenty uvaZovancého tiivektoru v nato¢ené souradné soustave.
Odtud jiz vidime, 7¢ v ptipadé libovolného natodent souradné sou-

stavy je
S~Hw)H(p") S(w) = H(p), (3.266)

a tedy plati rovnost (3.257), nebot energie je v obou soustavich stejnd.
Splnéna je i rovnost (3.255), protoze matice S(w) odpovidajici libovol-
nému natodeni je unitdrni.>®

K ditkazu obecné platnosti formuli (3.254),(3.255) tak staci, kdyz je
oveiime jestd pro Gisty boost. 7 formule (3.55) vime, Ze pokud se novi
soustava vidi nasi posouvd rychlosti 1, je odpovidajici transformadni
matice hermitovskd a lze ji zapsat ve tvarn

S(w) = '1'52_6 - 1—31r_£wc.-,a =S(w)=5""(~w),  (3.267)
kde
2
g=1/1- % (3.268)

58Viz pozndmku za formuli (3.58).
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Na zdkladé zndmych antikomutacnich relaci se ¢tendf jiz jisté sdm
snadno presvddi o platnosti algebraickych identit

S2(w) = : [1 - %‘3 ~a] , (3.269)
BS(w) = S(—w) B, (3.270)

(a. - )Sgw) =S(-w) (a. - a), (3.271)
(w-a)S(w) =S(w) (w-a). (3.272)

Tedy pro libovolny tfivektor a plati
— 1 W
S(—w) (a- a)S(w) =g (W- ) +E [1+—(1u-a)] (a.-a),
C

(3.273)
kde a, a. znadl projekci vektoru a do sméru rychlosti w, resp. do

roviny kolmdé na tento smér, tj.
oy = (a’ ) E) ’
a;: = a-—qw. 3.274
I

Na druhé strané v uvaZovaném piipadé je

1
E = - E——wp:},
5[ I

1 w
p. = p,
a tedy z vyjadient
H(p') = v} (W - @) + ¢ (p/ - @) + M3, (3.276)

na zdkladé predchézejicich formuli, po jednoduchych Gpravich dosté-
vame

S(-w)H(P)S(w) = of (w-o)+¢ [” = (ui_a)] [(p. - ) + Mcp|
- 2 {H (p) ~ wpy + = (- @) [H (p) - EJ} (3.277)
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Platnost rovnice (3.245) tak skutetné zajistuje splnéni rovnice (3.254).
Podobné z vyjadieni (3.269) diky identit¢ (3.252) vime, Ze plati

u(p; 7) $'(w) S(w) w(p; k) 2 — wpy| ul (p:4) ulp; k), (3:278)

= MfE
coZ neni nic jiného neZ relace (3.255) pro uvazovany piipad distého
boostu.

Pravé vzhledem k obecné platnosti relace (3.255) se vétSinou voli

N(p; j) = 2E. (3.279)

Pokud nebude fedeno néco jindho, budeme tuto “kovariantni” norma-
lizaci pouzivat 1 my.

Pro dal$i je dobfe si uvédomit, Ze projekéni operdtory do charakte-
ristickych podprostorii matice H(p) odpovidajicich viastnim hodnotim
+F predstavuji matice

1

P+(p) = 55 (E£H(p)). (3.280)

Povimnéme si, Ze uvedend definice je ckvivalentni vztahim
¢

kde ve Feynmanove symbolu

p=py" (3.282)
Je
K

Samotny fakt, Ze matice u(p; §) tvofi ortogondlni bazi charakteris-
tického podprostoru matice H(p) piislusného vlastni hodnoté +F, jiz
zaru¢uje, Ze vyhovuji relaci uzavrenosti

1

; mju(p; j)ul(p; ) = Pi(p), (3.284)
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co? sc v pfipadé kovariantni normalizace zjednodusi na relaci

> ulp; j) ul(p; §) = c(p+ Mc) 8. (3.285)

J

Skutednost, 7e¢ zadani hodnoty impulsu nestac¢i k urceni stava di-
racovské Cdstice, nds samozfejmé nepfekvapuje, protoZe jiz vime, Ze se
jednd o ¢astici se spinem % S obdobnou situaci jsme se setkali i v rdmci
nerelativistické teorie. I'yzikdlné to znamend, Z¢ u Castice s nenulovym
spinem, teprve kdyZz tdaj o jejim impulsu doplnime informaci o néjaké
jeji spinove zavislé veliding, dostaneme maximdlni moZnou informaci,
tj. zname (Gisty) stav tohoto fyzikdlniho systému. V nerelativistickém
pripadé za tuto spinové zdvislou veli¢inu obvykle volime projekei spinu
do pevnd zvolendho sméru. Stav, ve kterém mé studovand ¢dstice im-
puls p a projekei spinu do sméru definovaného jednotkovym vektorem n
rovnou /i, je pak popsdn spoleénym vlastnim vektorem |p, p) operdtord
Pa (n . S’)

Na prvni pohled se¢ mize zdit, Ze podobné lze postupovat i v pri-
padé diracovské éastice. Operatorem jejiho spinu je matice (3.169), jejiz
elementy jsou konstanty, a tedy urcité plati

A 7

[P}, 5] =0. (3.286)

To by nas mohlo svést k undhlenému zavéru, ze také spin diracovské
¢astice je kompatibilni s jejim impulsem. Opak je vSak pravdou. Pro-
bléimn spodivéi v tom, ¢ ne viechny (kvadraticky integrovatelné) bispi-
nory #(z) mohou piedstavovat vinovou funkei diracovské castice, ale
pouze ty z nich, které “neobsahuji Zidné piimési” vlastnich vektord
hamiltonidnu piislusnych k zdpornym vlastnim hodnotdm. VySe jsme
poznali, 7e diky tomnu kaZdy vlastni stav (volné) diracovské ¢astice se
zadanym impulsem je také vlastnim stavem energic. Tedy pokud by
spin (volné) diracovské ¢astice byl kompatibilni s jejim impulsem, mu-
sel by byt kompatibilni také s jeji encrgii. Z piedchoziho vsak vime,
Ze

S, H| #0. (3.287)
[5.7]

K tomu, aby diracovskd dstice s impulsem p mohla mit “ostrou
hodnotu” projekce spinu do pevng zvoleného sméru n, by matice (2 - n)
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musela komutovat s matici H(p) . Ctenal se vSak snadno presvedd, Ze
ve skutecnosti je

[(Z-n),H(p)] = 2icln x p]-a, (3.288)

a tedy uvedené matice komutuji jeding tehdy, kdy? je bud p = 0, nebo
n = +p.

Projekce impulsmomentu ¢istice do sméru jejiho impulsu se nazyva
helicita. Operdtorem helicity tak je
Jj-Pp §-P ‘
= (3.289)

P17

protoZe operdtor (L P) e identicky roven nule (tj. projekce orbitél-
niho momentu do sméru “letu” édstice je vzdy nulovd). Z vyjadreni
(3.47)

h

il

1

Yy = —‘Egklmalam
snadno nalezneme, 7e
[3,%] =0, (3.290)
[Zk) al] = ZiEkImCYm. (3291)
Odtud pak jiz bezprostfedné plyne relace
(= P), A =0, (3.292)
kterd zaruduje, #e®’ o
[h,A] = 0. (3.293)

Tedy helicita (na rozdil od projekce spinu do pevné vybraného sméru)

je integrdlem pohybu (volné) diracovské ¢astice a je kompatibilni s je-

jim impulsem. Za vySe zminéné dva nezdvislé stavy s danym impulsem

proto jisté miZeme zvolit viastni stavy helicity. Tyto stavy s helicitou

A jsou popsany bispinory
1

1 2
. e e el ) A)e 7P ) ’ 3.204
Vpal®) = i g P )(Xp<h P (3299

57Operator velikosti impulsu |IA’1 = 14/ H2 — M2¢* pochopitelnd s hamiltonidnem

komutuje.
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kde jednosloupcovd matice u(p; A) splituje normalizaéni podminku®®

ul(p; M) u(p; ) = 2Ed,x (3.295)
a vyhovuje rovnicim®?
Hp)u(p;A) = Bu(p;)), (3.296)
n(p)u(p; ) = Au(p: ), (3.207)
kde hermitovskd matice
h(p) = é s (3.298)

se nékdy nazyvi operdtorem helicity (v p-reprezentaci).
Uvédomime-li si, Ze pro libovolny jednotkovy vektor m a 2A = 41,
matice I
Px(2-n)= ;2—+)\E-n (3.299)

predstavuje projckéni operdtor do (dvojrozmérného) charakteristického
podprostoru hermitovské matice 3-n pfislusného k vliastni hodnotd 2.,
vidime, 7%
u(lp; N ul(p; \) = 2EP.(p)PA(Z-p)
[# ~
=3 (B+Mc)(14+2X2-p)F.  (3.300)
PovSimnéme si jiZ nyni, Ze pro nehmotnou ¢dstici 1ze rovnici (3.296)
zapsat ve tvaru
(a-p)u(p; A) = ulp; A), (3.301)
protoze pro M =0 je ¢|p| = E. Diky relaci®!

%8 Ortogonalita feSeni odpovidajicich riznym X je splnéna automaticky, nebot jde
o vlastni vektory hermitovské matice (32 - p) piislusné k rtiznym vlastnim hodnotdm.

597 druhé z nich okamzité vidime, Ze diracovskd ¢dstice mize mit helicitu rovnou
+4, coZ u Cdstice se spinem L jisté piili§ nepiekvapuje. (Srovnej oviem pripad
weylovské Castice diskutovany za formuli (3.384).)

804 (p; A) je nenulovy vektor lezici v (jednorozmérném) priniku charakteristickch
podprostori matic H (p),3 - p piisluinych k vlastnim hodnotdm E, resp. A.

51 Jeji platnost je ziejmé z formuli (8.47),(3.116).
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pak rovnici (3.297) miZe v tomto pripadé nahradit rovnict
ysu(p; A) = 2 u(p; A) . (3.303)

Ponechévame ¢tendfi jako jednoduché cvideni, aby dokézal, Ze v tomn-
to piipadé miZeme také relaci (3.300) ckvivalentné vyjadrit ve tvaru
u(p; N ul(p; ) = %ysa (1+2X7s) - (3.304)
Velkou vyhodou helicity je, Ze (pro volnou &astici) pfedstavuje inte-
gral pohybu. Na druhé strané vSak nesmime zapomenout, 7e se nejednd
o veli¢inu lorentzovsky invariantni: Jestlize diracovska ¢astice mé z hle-
diska soustavy (= “transformovand soustava”), kterd vznikne z nasf
vlastni Lorentzovou transformaci A(w), impuls p’ a helicitu A, potom
7 hlediska této soustavy je jejimu stavu pfifazen bispinor u(p’; A) , ktery
vyhovuje rovnicim

Hp)u(pA) = Eu(p;)), (3.305)
h(phu(p;A) = Au(p’;)). (3.306)
7Z hlediska nasi soustavy je v8ak ve stavu, kterému odpovid4 bispinor
u(p; \w) =57 (W) ulp’s A), (3.307)

ktery, jak jiZ z pfedchoziho vime, vyhovuje rovnici
H(p) u(p; A;w) = Eu(p; A w) (3.308)
a diky relaci (3.306) také rovnici
h(p; w) u(p; A w) = Au(p; A w) (3.309)

kde “operétor helicity v transformované soustavé” 52

h(pie) = 57/ () h(p) S(w) = 557) (B-F)Sw).  (3:310)

82Drzime se zde bézné uzivané terminologie, piestoze miZe byt ponékud zavideé-
jici. Zdfirazndme proto jestd jednou, Ze vlastni vektory matice (3.310) jsou v nasi
soustavé piifazeny tdm stavim, které odpovidaji vlastnim staviim helicity v sou-
stavé transformované. Nepiehlédnéme ani to, Ze tato matice miZe byt nehermitov-
skd.
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Diky relaci (3.302) a komutativité matice v se vemi transformadnimi
maticemi S(w) mizeme posledni vztah ckvivalentné zapsat jako

2h(p;w) = %S (W) (e ') S(W). (3.311)

Pokud transformovand soustava vznikne z vychozi pouhym natoce-
nim, je velikost impulsu v obou soustavich stejnd a na zakladé relace
(3.264) dostavame

2h(p;w) =3 - p, (3.312)
tj. helicita v natoCené soustavé je identickou s helicitou v soustava
vychozi.%

Situace je vSak podstatné jind, kdyZ se transformovanid soustava
vidi nadi posouvd konstantni rychlosti w: Z formule (3.273), v niZz za
vektor a dosadime impuls ¢istice v transformované soustavé, pak po
jednoduchych tpravich dostavame

21p'|h(p;w) = %% {[Psz - %E} w-at [1 *%ﬁ“} P 0‘)}

- 7,1 {fﬁw - [H(p) — E] + 1 [H(p) — pr] — Mcp [1 Y% a]}

& L2 c ¢

1 (w_. . ; w — .
= Y57 {ng -aH(p) - El+p-a- - [p‘” — Muww 7}} . (3.313)

Y g

Diky rovnici (3.308) miZeme v relaci (3.313) vSude provést zdmdnu
H(p) — E, a tak operdtor helicity v transformované soustavé identifi-
kovat s matici

1 Mg wo,
i [1 - —(w- } 5 3.314
2’1,/'(;{ f ¢ (w (1) }77 ( )
pripadné s matici
1 { w —
—— < (p-2)— — p + Mw (w - D} 3.315
i 1P D) =5 [+ Mw (@ )] (3315)

%Ponechavame ¢tendfi jako jednoduché cviceni, aby dokdzal, Ze v piipadé, kdy
transformovand soustava vznikne z vychozi prostorovou inverzi, se operator heli-
city v transformované soustave 1isi od operdtoru helicity pouze znaménkem. Fakt,
Ze helicita je invariantni vadi rotacim a meéni znaménko pfi inverzi soufadnic, sa-
moziejmé pfilis nepfekvapuje. Stadi si uvédomit, ze fyzikdlné prfedstavuje skalarni
soutin axidlniho vektoru (impulsmomentu) s vektorem (impulsem).
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Pokud se transformovand soustava pohybuje ve sméru impulsu, tj.
pro w = P, p, = 0, z prvni rovnosti ve formuli (3.313) dostdvime

2h(p;w) = (p- X) Sgnpj, (3.316)

tj. helicita v takovéto soustavé je stejnd nebo opacna neZ v soustave
vychozi v z4vislosti na tom, zda se pohybuje pomaleji, ¢i rychleji nez
¢astice samotnd. % V obecndm pripadd u &istice s danou helicitou
v transformované soustavé mize vysledkem mdéfeni jeji helicity v sou-
stavé vychozi byt s nenulovou pravdépodobnosti jak hodnota stejnd,
tak hodnota opa¢na.%® Existuje vak jedna velice dilezitd vyjimka: he-
licita nehmotné &dstice je invariantni vici libovolné vlasini Lorentzové
transformaci. Pravdivost tohoto tvrzeni je evidentni z formule (3.314),
% nebot pro M =0 je |p'| = E'.

Ke specifikaci “spinového stavu” diracovské ¢astice s danym impul-
sem miiZeme vyu#it i druhou z moZnosti, kdy vymizi komutator (3.288).
Za dva nezavislé stavy uvaiované Céstice s impulsem®’ p = 0 miZeme
zvolit ty z nich, ve kterych je jeji spin orientovdn ve, resp. proti sméru
pevné vybraného jednotkového vektoru s, tj. odpovidajici jednosloup-
cové matice

u(0; es) = u(p = 0; €s), ==+l

641 tento vysledek je fyzikilng snadno pochopitelny. Staéi si uvédomit, 7e projekci
impulsmomentu na vybranou osu lze chapat z hlediska transformaénich vlasinosti
(proto¥e se jedn4 o azidini vektor) jako jakousi informaci o rotaci kolem této osy, t].
Kladnd, (z4porna) hodnota odpovida pravotodivosti (levoto€ivosti). Orientace “todi-
vosti” podle vybrané osy je samoziejmé invariantni vii¢i posouvani podél této osy.
Na druhé strand pokud se Castice ve vychozi soustavé pohybovala ve sméru této
osy, pohybuje se v tomto sméru i z hlediska soustavy pohybujici se ve sméru téze
osy pouze tehdy, pokud rychlost ¢stice je vétsi nez rychlost soustavy — v opalném
pripads se z hlediska pohybujici se soustavy pohybuje smérem opaCnym. Nepiekva-
puje proto, 7e pii pfechodu k soustavs, kterd “pfedbihd” studovanou éastici, helicita
méni znaménko.

65Viz téz tlohy U.3.22. a U.3.25..

56 Tento vysledek jsme samoziejmé mohli obdrZet i bez jakychkoliv vypocti. Stagi
si uvédomit, Ze pro nehmotnou &stici je opertor helicity ekvivalentni s matici é%’
kters komutuje se viemi transforma¢nimi maticemi S(w).

67Tento postup samozfejmé lze pouiit pouze v piipadé ¢astice s nenulovou
hmotou.
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vyhovuji rovnicim
H(p = 0) u(0; es) = Mc*u(0; es), (3.317)
Y- su(0; es) = cu(0; €s) (3.318)
a normaliza¢ni podmince
ul(0; es) u (0; €'s) = 2M?6,.r . (3.319)
V pfipadé nenulového impulsu pak jednosloupcové matice u(p; €8) zvo-
lime tak, aby odpovidaly tomu stavu, ve kterém se diracovska ¢astice

nachézi tehdy, kdyZ by ji pozorovatel v jeji klidové soustavé prifadil
matici u(0; €s), presndji Fefeno

u(p; €s) = S(—v) u(0; es), (3.320)
kde S(—v) je matice reprezentujici boost a

v=c P (3.321)

E+ Mc? C
S (1 ——a-p) =S~ 399
2M ¢? (1 + Erme® p> SH(~wv). (3.322)

Z predchoziho vime®®, Ze takto zkonstruované matice vyhovuji rov-

nici
H(p) u(p; es) = Eu(p; €s) (3.323)

a normalizaéni podmince
ul(p; es) u(p; €'s) = 2E 6. . (3.324)

Snadno téZ nalezneme vztahy, které pro tyto matice vyplyvaji z po-
Zadavku (3.318): Z formule (3.302) vime, Ze

(s-2) u(0; es) = 75 (s - @) u(0; €s) = —y5 (s-v) u(0; e5), (3.325)

58Viz relace (3.254),(3.255).
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kde jsme vyuZili rovnosti (3.317), kterd je ekvivalentni relaci
Bu(0; es) = u(0; €s) . (3.326)

Definujeme-li étyivektor s tak, Zc¢ v uvaZované klidové soustavé ma
komponenty®®

s#(0) = {0, s}, (3.327)
je
-5 -y = s,(0)y" = §(0). (3.328)
Na druhé strané vime, Ze
S(—=v) 1% 5(v) =75, (3.329)
nebot matice 5 komutuji s maticemi a , vime také, 7e™
S(—0) 5,(0) 7 S(0) = 7" = ¢, (3.330)
kde
st = A*,(~v) s"(0) (3.331)

jsou komponenty vyse zavedeného Ctyfvektoru v soustavé, ve které ma
studovana éastice impuls p."!
Dospivame tak k zdvéru, 7e pozadavek (3.318) je ekvivalentni relaci

) .

Ysgu(p; €s) = e u(p; cs). (3.332)

Na prvni pohled by se mohlo zdit, Ze diky rovnostem(3.323),(3.324),
(3.332)™ by Gtvercova matice

u(p; ) ul(p; s)

80 takto definovaném &tyivektoru se ndkdy hovoii jako o “spinovém
Ctytvektoru”.

"0Uzivame standardni znadeni, nesmime viak zapomenout, Ze €isla s,, a tedy
i matice § jsou funkcemi rychlosti v. Vyjddfeny v detailngj§i symbolice zavedené
formulemi (3.259), (3.260) jsou s, = s,(—v), § = §(—v).

71 Pfesndji feteno v soustavé, kterou z klidové obdrzime odpovidajicim €istym
boostem.

"2Srovnej odvozeni prvni z rovnosti (3.300).
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mdla byt rovna matici

2EP.(p) X(s),
kde 1
Y(s) = 5 (L+7s9) (3.333)

K tomuto (nesprdvnému) zavéru vsak oprdvnéni nejsme, protoze matice
vs¢ (na rozdil od matice 3-p ) nend hermitovska. Tato namitka se oviem
nevztahuje na pfipad v = 0. Proto vime, Ze plati

u(p; s)ul(p;s) = S(—v)u(0;s)u’(0;s)S'(—v) (3.334)

L c
= S(=v) 5 [B(0) + M| [L + 755(0)] S (—v),
kde
p"(0) = {Me, 0}

jsou komponenty ¢tyFimpulsu uvazované ¢astice v jeji klidové soustave,
tj. (srov. (3.331))

A, (=v)p"(0) = p' = {%p} :
Uvéazime-li jeSté, Ze
BSH(—v) =S (~v) 8 =S(v) 3, (3.335)
vidime, Ze relaci (3.334) miZeme vyjadiit ve tvaru
u(p; s)u'(p;s) = c(p+ Mc) L(s) 3. (3.336)

Vybér dvojice nezdvislych stavil diracovské ¢astice s danym impul-
sem tak, aby piedstavovala vlastni stavy helicity, resp. odpovidala pro-
jekei spinu do pevné zvolendho sméru v klidové soustave, patii k nejcas-
t&ji uzivanym, to viak neznamend, Ze by neexistovala nepiebernd fada
jinych monosti.™ Vénujme se zde proto jesté alespont jedné z nich:
Vyjdeme z trividlniho postfehu, Ze kaZdd matice

u(p; ¢) = N(p)P.(p) W((), (3.337)

7374 vy$e zminénou dvojici stavil je moZno zvolit napf. viastni stavy helicity ve
vybrané transformované soustavé, tj. ty, které odpovidaji maticim u(p; \;w), de-
finovanym formuli (3.307) pro libovolné pevng zvolenou Lorentzovu transformaci
AMw) . Z dalgiho se stane ziejmé, 7e niZe zkonstruovand baze predstavuje urcity
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kde projekéni matice P (p) je definovana formulf (3.280), kdeZto ¢islo
N(p) a jednosloupcova matice W () jsou naprosto libovolné, vyhovuje
rovnici

H(p) u(p; ¢) = Eu(p; (). (3.338)
Jisté je to pravda i tehdy, kdyZ za W (() zvolime dva nezévislé vektory
le¥ici v charakteristickém podprostoru hermitovské matice oy, prislus-
ném k vlastni hodnoté +1, tj. kdy7 plati

W (¢) =W(C). (3.339)

Vzhledem k tomu, %e matice g, ¥5 jsou linedrné nezévislé a navzijem
komutuji, miZeme za W (¢) zvolit normalizované vlastni vektory matice
s, tj. miZeme pozadovat, aby navic vyhovovaly relacim

W) =(W(C), (3.340)

WHO W) = b (3.341)

kde™ ¢ = +1. Pro takto definované matice pak z formule (3.337) do-
stavame

ul(p; ¢)ulp; ) = N*(p) WH(Q) PL(p) W((), (3.342)

kde jsme vyuZili projekénosti matice P_(p). UvaZime-li, Ze

C
PL(p) = o (b +awp® + e p.+ fMe), (3.343)

kde p° = E/c a p, je projekce impulsu do roviny kolmé na tfeti sou-
fadnou osu, vidime, 7e¢ diky platnosti relace (3.339) miZzeme viude, kde

limitni piipad této volby. Pravé proto se ukazuje byt velice uZitetnou napi. pii stu-
diu kvantové teorie pole “v soustavé nekoneéného impulsu ” (“infinite-momentum
frame”) a zejména pii vypoétech v rdmci odpovidajici “poruchové teorie na své-
telném kuzeli”. S bispinory, pro které v nasledujicim uzivame symbolu u(p, (), se
StendF mize setkat (pod oznadenim u (p,+4) ) jiz v pritkopnické prici [14], i kdyZ
to na prvni pohled nemusi byt zfejmé, protoZe po formalni strdnce se v ni k témto
veli¢indm dospiva znacnd odlifnou cestou, nez kterou jsme zvolili my.

" (tenak se jisté sdm snadno presvédéi, Ze matice s mé vlastni hodnoty +1,
z nich% ka%d4 je dvojndsobné degenerovand.
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sc tato matice vyskytuje bud (bezprostfedné) vievo od W(¢), nebo
vpravo od W1(¢), provést zaménu

p C .
Po(p) = 55 (7" +a-p. +AMc), (3.344)
kde
pr=p"+p (3.345)

Navic diky té7e relaci plati

WO @ pW () = 5 30 W) (05,00} W(C) =0, (3,340

=1

nebot matice «;, antikomutuji s ag. Zcela obdobné zjistime, #e takd

W) BW(() =0, (3.347)
a tedy
" ¢ .
wl(p; Q) ulp; ') = N*(p) 5= P dccr - (3.348)
Jinymi slovy Fedeno, matice
u(p; ¢) = \/;;: (p" +oa-p, + ﬁlwc) W(¢) (3.349)
vyhovuji podmince
ul(p; Q) u(p; (') = 2B6¢, (3.350)

a tedy tvori opét ortogonalni kovariantné normalizovanou bdzi charak-
teristického podprostoru matice H(p) pfisludného vlastni hodnoté +E.
Jaky je vBak fyzikilni vyznam parametru ¢ 7 Abychom ho odhalili,
vratme se k vyrazu (3.313) pro operator helicity v transformované sou-
stavé. V pripadé, kdy se tato soustava vidi vychozi pohybuje rychlosti
w proti sméru tieti soufadné osy, dostivime
1 3 W
h(p; w) = 7553@ {[P top J as+(pL-a) [1+ aa]} . (3.351)
Uvizime-li, Ze
{as, (p. - a)} = {as, 8} =0, (3.352)
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vidime, Ze diky relacim (3.339), (3.340), (3.275) plati
2 /| h(p; w) (p* +p. - o+ AMe) W(C) (3.353)
= % {[p3 + %}p"} (p* —po-a—pMe) +2p" (p. - a)} w(¢)
= ¢ {ép’3 (7" +p. - o+ BMc) + 2 [1 - -ﬂ (p_- a)} W(c),

a tedy

2h(ps ) (e O = s ) +2 (1= %) o) 2w (0.
(3.354)

V limité
w — C

druhy ¢len na pravé strané vymizi. Tedy %C formdlné predstavuje he-
licitu uvazované Castice v soufadné soustaveé, kterd se viéi nasi pohy-
buje svételnou rychlosti ve sméru (—ey). Pravé proto se veli¢ina %C
obvykle nazgva “helicitou v soustavé nekonecného impulsu” (“infinite-
momentum frame helicity”). Samoziejmé se Zadnd soustava svételnou
rychlosti pohybovat nemize. Proto je dileZitéjsi neprehlédnout, Ze ve-
liéina %C je prakticky ckvivalentni helicité ve vSech soustavich, v nich#
je™
p® > |p.|, Mc.

Reseni se zapornymi frekvencemi

Ve snaze vybudovat takovy algoritmus vychazejici z Diracovy rovnice,
ktery by mohl predstavovat relativistickou kvantovou mechaniku, jsme
za vektory popisujici ¢dstici s danym impulsen p byli nuceni pfijmout
jen ta z FeSeni rovnice (3.238)

Py (x) = pifp(z)

kterd predstavuji vlastni funkce Diracova hamiltonidnu (3.196) pii-
sludné ke kladné vlastni hodnoté. Zjistili jsme, %e odpovidajici feSeni

75Blize viz ulohu U.3.22..
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“g kladnymi frekvencemi” maji tvar (3.244). V dalSim uvidime, Ze
v kvantové teorii pole hraji stejnd dileZitou Glohu i FeSeni “s frekven-
cemi zapornymi”. Rada z jejich vlastnosti, které tam budeme vyuZi-
vat, je piimym disledkem vztahd, které jsme pravé odvodili pro feSeni
s frekvencemi kladnymi. Proto se o nich zminime jiz zde.

Ze vztahu (3.203) vime, Ze pokud ¢p(z) je jakykoliv vlastni vektor
hamiltonianu (3.196) piislu$ny k vlastni hodnoté &, potom nabojovym
sdruZenim z ného obdrzime vlastni vektor téhoZ operdtoru prislusny
k vlastni hodnoté —F. Specialné to musi platit o bispinorech (3.244),
které maji popisovat stav diracovské Castice s impulsem p. Vime tedy,
7e ¢tyFkomponentova funkce

1 _ i
(Upij (@) o = —====—=0(p; j) exp (—517 . 'ﬂ) , (3.355)
(2rh) 2B
kde _
v(p; J) = uc(p: 1) = CB w'(p; j) (3.356)

je vlastnim vektorem hamiltonianu™ (3.196), pfislusnym k vlastni hod-
noté —E. Jako takovy je nutné ortogondlni ke viem vlastnim vektorim
tohoto operatoru patiicim ke kladnym vlastnim hodnotdm. Musi tedy
pro viechna p, p', 7, k byt

/ Yh(@) (Upy (), P =0, (3.357)

a tedy
ul (p's k) o(p; §) 8 (p+ p') =0,
.
ul(p; k)v(—p; j) = 0. (3.358)
Z formuli (3.241),(3.242) vidime, %e jednosloupcovd matice v(p; j) vy-
hovuje algebraické rovnici”

H(—p)v(p; j) = —Ev(p; j). (3.359)

76 Je samoziejme také vlastnim vektorem operatoru P, definovaného formuli (2.4),
pfisludnym k vlastni hodnoté —p.

T Také z ni je okamZile ziejmé, 7e musi byt splnéna relace ortogonality (3.358):
u(p; k), resp. v(—p; j) pfedstavuje vlastni vektor hermitovské matice H(p), pfi-
slugny k vlastni hodnoté E, resp. —I.
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Ponechdvame ¢tendfi jako jednoduché cvideni, aby na zikladé vlast-
nosti matice ndbojové sdruzenosti dokdzal, Ze pfi kovariantni normali-
zaci 1ze relace (3.246), (3.249), (3.285), (3.297), (3.300), (3.336), odvoze-
né pro feseni s kladnymi frekvencemi, ekvivalentné vyjddiit v terminech
fefeni s frekvencemi zapornymi jako

vl (p; j) v(p; k) = 2E6 (3.360)

3(p; ) vip; k) = —2M 2y, (3.361)

> ulp; 5)v'(p; 1) = 2BP(=p) = ¢ (p — Me) 5, (3.362)
J pu(p; A) = —2Xv(p; A), (3.363)
o(p; A) ol (p; A) = gwwmufmnmm (3.364)

v(p;s) vl (p;s) = c(p— Mc)Z(s) 5. (3.365)

Podobné relace (3.303),(3.304), které plati, pokud je M = 0, mi-
Zeme ekvivalentné zapsat jako

Vu(p; A) = —=22v(p; A), (3.366)

o\ v (P A) = 5B 51— 227%). (3.367)

Pov§imnéme si jesté, 7¢ z formuli (3.285) a (3.362) plyne “relace
uzavrenosti”

3 [ulp; ) ul(@s 9) + o(=p: ) o' (s j)| = 2E. (3.368)

Chiralita

V predchozim jsme vidéli, Ze bispinor prifazeny volné nehmotné dira-
covské ¢astici s danou helicitou je vlastnim vektorem matice ;. Pravé
proto se o matici 5 mluvi jako o operdtoru chirality. 1 kdyZ chira-
lita hraje vyznamnou roli a7 v kvantové teorii pole, vénujme ji trochu
pozornosti jiz nyni, a to zejména proto, abychom ¢tendre uchrinili zby-
te¢nych nedorozuméni, kterd mnohdy vznikaji zejména diky standardné
uZivané, ale do jisté miry matouci terminologii.
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Vyjdéme z trividlniho postichu, Ze kaZdy bispinor lze zapsat ve tvaru
Y=1vr+yL, (3.369)
kde™ jednosloupcové matice

v = 5 (1+%)Y,

¢

Y, = 5 (1-%), (3.370)

DO = Do

pokud jsou nenulové, predstavuji vlastni vektory chirality pfislusné
k vlastnim hodnotim +1, resp. -1:

Vs¥r = Un,
'\/S/Q’//'L = —1/)[14 (3371)

Rozklad (3.370) je invariantni vaéi libovolné vlastni Lorentzove trans-
formaci, tj. plati

(Yr)sr = (¥a)y, pro VA € VLG, (3.372)
kde (srov. (3.141))
(",["R)A = 5(1\) Ui,
(W = 50+, (3.373)
va = S(A)¢

a obdobné vztahy mezi levotodivymi ¢astmi bispinori. K dikazu tohoto
tvrzeni si staci uvedomit, Ze

[v5, 2] =[5, ] = 0, (3.374)

tj. Ze matice 5 komutuji jak s generatory rotaci, tak s generdtory bo-
ostil.

78Uzivame standardni znaceni: Index R, resp. L ptedstavuje zkratku terminu
Righthanded (pravotoéivy), resp. Lefthanded (levotogivy). Souvislost této termino-
logie se vztahem mezi helicitou a chiralitou nehmotné ¢astice je evidentni (srov.
pozndmku za formuli (3.316)).
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Na drubé strané diky tomu, ¥¢ matice v5 a v navzédjem antikomu-
tuji, vidime, Ze p¥i prostorové inverzi si pravotocivd a levotoCiva ¢ast
navzdjem vyméni roli, tj.

(Ur)p = (¥p),,
(Wr)p = (r)y, (3.375)

kde, v souladu se znadenim (3.144), je
tp = .

Hermitovskd matice s md nulovou stopu a jeji kvadrit je roven
matici jednotkové., Diky tomu vime, 7e existuje reprezentace Diracovy
algebry realizovand maticemi™

=TT (3.376)
kde T je takovd unitdrni matice, 7c

1 0
=19 1 (3.377)
V takowéto reprezentaci maji matice ¥p, resp. ¥, nenulové pouze horni,
resp. dolni dvé komponenty, tj. maji tvar®

, 0
be= (¢ ) =1, ) (3.378)

kde ¢ a x jsou dvourddkové matice.

Ponechévime tendfi, aby se pfesvéddil, Ze danému poZadavku vy-
hovuje nap¥. matice T, definovana formuli (3.65), kterou mizeme vy-
jadrit téz jako

T=— (vh+D) = — (*++°). (3.379)
v V2
TVelidiny vyjadiené v Diracové reprezentaci Diracovy algebry budeme v této
¢asti odlisovat dolnim indexem D. Tak napi. v, zna¢i matice definované formuli
(3.49).
80Neni snad nutno zdraziiovat, #e bispinor v v této reprezentaci souvisi s odpo-
vidajicim bispinorem v realizaci Diracové vziahem ) = T ¢ .
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Odpovidajici reprezentace Diracovy algebry se nazyva chirdlni (nebo
té7 Weylova, piipadné Kramerova). Matice (3.376) v ni maji tvar®'

01
0 __
,y - 1 0 bl
0 —0o i
T =14 0 (3.380)

Odtud pak ihned vidime, Ze v této reprezentaci maji matice reprezen-
tujici generatory rotaci (3.47), resp. boostu (3.48) tvar

— 1
Mo— iso 1 o 0 ’
2 20 o
— 1 1 { o 0
N = —a=— . (3.381)

2 20 —o

V chirdlni reprezentaci tedy (viz Glohu U.1.11. v Kapitole 1.) horni,
resp. dolni dvé komponenty bispinoru pfedstavuji spinory s teckova-
nymi, resp. neteékovanymi indexy, tj. transformuji se podle reprezen-
tace D(O’%), resp. D(%’O ) 7 &isté matematického hlediska je proto chi-
ralni realizace “prirozendjsi” neZ realizace Diracova. Na druhé strané
bychom v&ak neméli zapomenous, Ze z hlediska vztahu algoritmu opi-
rajictho s¢ o Diracovu rovnici k nerelativistické kvantové mechanice je
Diracova realizace “vhodn&jsi” ne# realizace chiralni.8? Tato prednost
Diracovy realizace prirozené odpadd v pfipadé¢ ¢dstice s nulovou hmo-
tou, tj. v piipadd, kdy Zidna nerelativistickd oblast neexistuje.

Skutetnost, Ze veli¢ina g, resp. ¥, se transformuje podle repre-
zentace D(O’%), resp. D(%’O), je ovBem zcela nezavisld na tom, jakou
realizaci Diracovy algebry vyuZivame. Prinejmens$im z tohoto divodu
je instruktivni v jejich terminech vyjddfit Diracovu rovnici (3.30):

(i0" — r)w(x) = 0.

81 PovEimnéte si, 7e pii prechodu od Diracovy reprezentace k reprezentaci chirdlni
si matice 79 a +® vzdjemné vyménily dlohy: +* = 79), 70 =5,

827atimeco pii Diracové realizaci jsou dolni komponenty bispinort pfifazenych
stavim 7z nerelativistické oblasti podstatné mensi nez komponenty horni (srov. dis-
kusi navazujici na lormuli (3.212)), v chirdlni reprezentaci piedstavuji horni i dolni
komponenty odpovidajiciho bispinoru srovnatelnou linedrni kombinaci komponent
“velkych” 1 “malych”.
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Vynésobime-1i ji matici s, vidime, %e je ekvivalentni s rovnici
- N
(10,Y" + K) ysrp(x) = 0.
Sedtenim a odeltenim poslednich dvou rovnic dostavame vztahy

0" Yrle) = rin(z),
W0, Yi(z) = rin(), (3.382)

které v chirdini reprezentaci predstavuji soustavu rovnic

(0 +V-a)p(z) = rx(@),
i(0p— V- -o)x(z) = ko) (3.383)

pro dvoukomponentové spinory ¢, x .

Nepiehlédndme, 7e vazbu mezi témito dvéma rovnicemi zprostied-
kovava pouze parametr k, a tak v pfpad® nehmotné Castice se tato
soustava svdzangch rovnic rozpada na dvé nezdvislé Weylovy rovnice

(O +V-o)plz) = 0,
(g —V-o)x(z) = 0. (3.384)

KaZd4 z nich je invariantni vidi vlestni Lorentzové grupé. PIi pro-
storové inverzi si v8ak navzdjem vyménuji ulohu. Tedy pokud od po-
hybové rovnice vyZadujeme invarianci pouze vici vlastni Lorentzové
grup&, potom kazdi z vySe uvedenych dvou Weylovych rovnic miZze
byt sama o sobé prijata za kandidita na roli pohybové rovnice pro
¢astici s nulovou hmotou a spinem %483 O odpovidajici ¢astici se pak
mluvi jako o ¢4stici Weylové (nebo té7 weylovské). Zdiraznéme, Ze za-
timco k popisu stavt diracovské ¢astice potfebujeme ¢tyfkomponentové
vinové funkee, v pFipadé ¢astice weylovské vystacime s dvoukomponen-
tovymi. Jak je to moZné? Snadno nahlédneme, Ze polovina ze vSech

$3Neni bez zajimavosti, 7e sdém H.Weyl, ktery svoji rovnici publikoval jiz v r.1929
(viz [21]), ji jako kandidéta na pohybovou rovnici zavrhl, protoZe nevyhovovala
pozadavku levo-pravé symetrie. Jeji [yzikdlni vyznam mohl byt docenén teprve
tehdy, kdyz (v poloving padesatych let) experimentalni data jasné prokdzala, Ze
diive obecné piijimand pfedstava o naprosté rovnocennosti pojmil pravy a levy
neodpovidé fyzikdlni skutecnosti, j. ze (alespon nékteré) piirodni zdkony nejsou
invariantni vici prostorové inverzi.
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stavi, ve kterych se mize nachdzet éastice diracovska je pro weylovskou
¢astici "mkézan?ch”. Zatimco helicita diracovské ¢astice mitZe nabyvat
obé¢ z hodnot +1 5, v piipad¢ Castice weylovské to moZné neni. Z vyse
nalezeného v7tahu mezi helicitou a chiralitou je totiZ zfejmé, Ze helicita
Castice, jejiz pohybovou rovnici je prvni, resp. druhd z rovnic (3.384) je
nutné rovna pouze +2, resp. -;—

Nakonec ukazme, 7e pro diracovskou ¢astici s nenulovou hmotou
chiralita neni dynamickou proménnou. Na zdkladé dlohy U.3.28. vime,
ze hermitovskd matice 5 miZe reprezentovat dynamickou proménnou
jediné tehdy, pokud pro vsechna p, 7, & plati

v!(=p, j) s ulp, k) = 0. (3.385)

Na druhé strané diky invarianci stopy ze¢ soucinu matic vidi jejich cyk-
lické permutaci miZeme psit

Z| —p, ) vsu(p, k [—Zv -p, j) vsu(p, k) ul(p, k) ysv(-p, j)
7k
= SPZ'YS“(F; k) U'T(p’ k) ’)’51)(—*[), ]) UT(__p) /)a (3386)
ik

a pritom z formuli ( 3.285),(3.362) vime, Ze

Z“(P» K)ul(p, k) = E-+ca-p+ BME,

ZU _p7 ,]) = E—(;a-p——ﬂ]\/[c‘“). (3.387)
J

Na zdkladé relact

[’Yc'na‘] = {’75>ﬂ} - 0’
(’\1/5\)‘Z = 1
pak formuli (3.386) miZeme pfepsat jako
Zl 7) ysu(p, k)
= Sp ((E+ ca-p— M) (E—ca-p— ﬂMcQ))

Sp (E2 —p?? + Mt — 2Mc3y5)
= 8M*c". (3.388)

‘2

Il
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Tedy podminka (3.385) je skutecné splnéna pravé tehdy, kdyZ hmota
uvaiované ¢astice je nulovi.

3.2 Céastice ve vnéjsim elektromagnetic-
kém poli

Pfi hled4ni rovnice, kterd by vystihovala chovdni ¢astice ve vnéjsim
elektromagnetickém poli, miZeme postupovat stejné, jako kdyZ jsme se
snaZili tuto lohu Fesit v rdmci algoritmu vychdzejiciho z rovnice Klein-
Gordonovy, tj. provést v pohybové rovnici pro volnou éastici pouhou

zameénu
e

—A,.
he H
Pro diracovskou &astici v elektromagnetickém poli tak dospivame k rov-
nici

O = Dy =0, + (3.389)

(ty* D, — k) ¥(x) = 0. (3.390)

Ctenaf se snadno piesvéddi, Ze pro kazdé feseni v(z) této rovnice
Ctytvektor (3.132):

#(a) = eB(e) 7 ¥(z)
vyhovuje rovnici kontinuity®*
dui*(z) = 0.
Rovnici (3.390) mizeme ekvivalentné vyjadrit ve tvaru
iha—at-w(x) = Kci’ - eA(:z:)) ca+ AMc + ego(:c)] P(z),  (3.391)

co? p¥i Diracové realizaci Diracovy algebry pfedstavuje soustavu rovnic

84Nepiehlédnéme, Ze na rozdil nejen od Klein-Gordonovy rovnice (viz (2.38)),
ale i od nerelativistické kvantové mechaniky pritomnost elektromagnetického pole
nevyfaduje zménu funkciondlni zdvislosti zachovavajiciho se ¢yfproudu na vilnové
funkei. Tato skutecnost viak nevede k %addnému rozporu s nerelativistickou limitou
zde uvazovaného algoritmu — blize viz dlohu U.3.31.
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0 . .
z'h-,ﬁ O(z)= (cP — eA(m)) cox(z) + (Mc‘z + cgo(,L)) o(x),
ot

Ty a a \ 9 N p

’Lha}: x(z)= (cP — GA(iE)) o ®(z) + (——lwc + mp(;c)) x(z) (3.392)
pro dvoukomponentové funkce P, x, tvorici horni, resp. dolni kompo-
nenty bispinoru .

V obecndm pripadé predstavuje ¢ néjakou superpozici stacionirnich
stavi diracovské Castice. V “nerelativistickem rezimu” budou k této su-
perpozici pfispivat prakticky pouze ty stavy, jejichZ energie ma hodnotu
blizkou k energii klidové, a tedy bude

. 0 2 .
zhi x(z) ~ Mcox(z). (3.393)
ot

Pro nepiilis silna pole bude®
(—chz + cxp(:u)) x(2) = —Mc*x(x). (3.394)

Z druhého fadku formule (3.392) v takovémto pfipadé dostavamed®

1 N
x(z) =~ e (cP — c.A(x)) co O(z). (3.395)
V této aprozimaci se pak formule (3.392) redukuje na rovnici

L0 1 . ) 2 . oy .
’Lﬁ—a—tq)(T) = {m [(P — ;A(L)> .o'} +ep(z) + Me }(I)U') .

(3.396)
Na zékladé relaci (3.22):
050k = Ojk + 1€k O

dostavame

[(P - SA(m)) -ar - (15 - —ZA(Q:))Q - E?B(x) o, (3.397)

85 Alespon pro vétsinu hodnot x.

86Poviimnéme si (srov. dvahy za {ormuli (3.214)), e v uvazovaném pfipadé jsou
dolni komponenty mnohem “mensi” nez komponenty horni, podobné jako v pfipadé
Castice volné.
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a tedy posledni rovnici mizeme pfepsat do tvaru

1 - d E .
zh%@(m) = {Zﬁ (P - SA(Z)) —uB(z) - o+ ep(x) + Mcz} O(z),
(3.308)
kde h
eh
= C
M= one (3.:399)

Rovnice (3.397) je (aZ na ¢len Gmérny konstanté Mc?, ktery je z ne-
relativistického hlediska naprosto irelevantni) identickd s rovnici Pau-
liho, kterou jsme obdrzeli v ramci nerelativistické kvantové mechaniky
jako pohybovou rovnici pro ¢astici se spinem é 87 Nawic jsme viak nyni
obdrzZeli jesté relaci (3.399), tj. predpovéd, 7e magneticky moment dira-
covské Castice by mél byt orientovan ve, resp. proti sméru jejiho spinu
v zavislosti na tom, zda je nabita kladné, ¢ zdporné, a jeho velikost
by méla byt rovna pfislusnému magnetonu. To je jisté pozoruhodnd
predpovéd, zejména proto, Ze alespoit v piipadé elektronu, pozitronu a
miond se od experimentdlnich dat odchyluje jen o cca jedno promile®.
Jak v8ak v dalsim uvidime, privé tato odchylka na trovni jednoho
promile sehrala velice diileZiton roli na cesté k relativistické kvantové
teorll.

3.2.1 Transformace Foldy-Wouthuysenova

Pauliho rovnice (3.398) je fyzikalné ckvivaletni Diracove rovnici (3.391)
aZ na vySSi relativistické korekce. PFirozend se nabizi otdzka, zda neni
moZno nalézt algoritmus, ktery by umozhoval doplnit do Pauliho rov-
nice dalsi ¢leny tak, aby vysledna rovnice byla fyzikdlné naprosto ekvi-
valentni s rovnici Diracovou.

87Viz rovnici (8.82) v [1].

88Soudasné experimentalni hodnoty (viz [18]) magnetickych momentt téchto das-
tic jsou

Y o
e = (1001159652193 + 10 - 10 '2) %
Mec

respektive
efi

, = (1.001165928+ 8- 1079) —/——.
oy ( 9 ) 2]1{;40
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Z predchoziho vime, 7e pokud pracujeme v Diracové realizaci, po-
tom v nerelativistickém rezimu jsou dolni komponenty téch bispinort,
které chceme interpretovat jako vlnové funkee (tj. téch, které neobsa-
huji pfispévky od feSeni se zdpornymi frekvencemi), mnohem mensi ne?
komponenty horni. Pokud by se ndm podafilo nalézt unitdrni transfor-
maci, kterd by Diracovu rovnici pfevedla do tvaru, v némZ by dolni
komponenty zminénych vinovych funkei vymizely Gplné, potom by rov-
nice, které by vyhovovaly odpovidajici komponenty horni, pfedstavo-
vala hledanou Pauliho rovnici zahrnujici véechny relativistické korekee.
Je zfeimé, Ze pokud bychom znali spektralni rozklad pifislu$ného hamil-
tonianu, jednalo by se o tlohu viceméné trividlni. Nepfekvapuje proto,
e pro volnou &istici ji lze fesit exaktnd: Snadno se totiz ukdie (viz
tlohu U.3.34.), Ze plati

88" = By P’ + M2e2, (3.400)

kde
A = M +ca- P,
A Ly - P P
S = e ———rarctg— 3.401
exp |~ PI arctg - (3.401)

s v

V obecném pripadé interagujici ¢astice takovéto exaktni FeSeni ne-
zname. L.L.Toldy a S.A.Wouthuysen vSak jiz po¢atkem padeséatych let
[22] navrhli algoritmus umoZziujici FeSit vySe naznacenou tlohu aZ na
relativistické korekce, jejichZ Fad je sice koneény, ale libovolné vysoky.
P#i hledani takovéto Foldy- Wouthuysenovy transformace vyjdeme z Di-
racovy rovnice

oY -
th— =H 3.402
%Y = fy (3.402)
v Diracové realizaci a hamiltonidn vyjadiime ve tvaru
A=aMe+6+0, (3.403)

kde “sudé”, resp. “liché” ¢leny predstavuji samosdruZené operatory,
které maji kvazidiagonalni, resp. antikvazidiagondlni tvar:

~ (& O ~ (0 0 )
(B 2) o-(28).  am
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Neprehlédnéme, Ze takovéto operdtory muZeme nezdvisle na uzité realizaci
Diracovy algebry jednoznacné charakterizovat relacemi

5.6] = {,0} =o0. (3.405)

Chtéli bychom nalézt takovy unitarni operator

S =expF, F' = —F, (3.406)
aby ¢tyfkomponentova funkce
e = Sy (3.407)
vyhovovala rovnici
. a’d}[;- A
th—— = Hptp 3.408
(11 ot Uy ( )

a pritom operator Hp neobsahoval liché ¢leny. Dosazenim do rovnice
(3.402) z definice (3.407) vidime, 7e¢

st (3.409)

SWS' = 3 i'w (3.410)
n!
kde n-ndsobny komutitor®
e [ = s
Snadno téZ nalezneme (viz Gloha U.3.39.), Ze plati
PN A il A~
s%sT = — ngo (n{T)!D” : (3.412)

89Pro n = 0 je pod W,, zde tieba rozumst Wy = W. Podobnou konvenci poui-
vame i v dalim.
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3 %ﬁ] H , (3.413)

Pravou stranu relace (3.409) tedy mizeme zapsat ve tvaru

b= [f[f

S TR R (R 3.414
—ihS o "Z_%J n+ i 7P (3.414)

T

Nalézt takovy operator F, aby na pravé strant posledni formule jiz
nevystupovaly 7adné liché operdtory, obecné neumime. Na druhé strand
viak vime, Z¢ v nerelativistickém rezimu k energii ¢dstice nejvice pti-
spivé jeji energie klidova. Dobry fyzikdlni smysl proto mé i méné ambi-
cidzni dloha: Naldzt takovou unitdrni transformaci, aby zbyvajici liché
¢leny v transformovaném hamiltonidnu s rostouci hmotou M ubyvaly
alesponi jako M~V kde N je zadané celé kladné &slo.%

Pro TeSeni této tlohy nejprve uvazujme operitor

AN = M + G 4 00, (3.415)

kde samosdruzeny operdtor GV, resp. 04 je sudy nultého Fadu, resp.
lichy f4du N-tého. Snadno nalezneme unitdrni transformaci, kterou se
zvysi fad lichych ¢lend o jednotku, kdeZto fad ¢lend sudych zlstanc
nezménén. Konstrukee této transformace spocivd na trividlnim faktn,
7¢ diky druhé 7 relaci (3.405) plati

[0, ] = —250", (3.416)
a tedy operdtor
~ 3 1 A (1\”) PaS T
(‘/\') — — - (JV) 7
F = =60 (FOM) (3.417)
vyhovuje komutadni relaci
[F™), gMe?| = -0, (3.418)

90Pro struénost budeme ve zbytku tohoto paragrafu kazdou veli¢inu A, pro kterou
existuje konednd limita AM" pro M — oo, nazyval veli¢inou n-tého fddu a ozna-
. p , nazy Az

Sovat ji symbolem O(M ™). V daldim mitky pfedpoklddame, Ze operdtory G,U
vystupujici ve vychozim hamiltonianu (3.403) jsou veli¢inami faddu nultého.
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Definujme
AW = SR (8T 4§ = (3™, (3.419)

kde unitirni operitor A A
§M) = exp V), (3.420)

Oznatime-li pro libovolny operitor \0% n-nasobny komutator
o0, 50+ [07, 9]

potom na zaklad@ relaci (3.410),(3.412) s vyuZitim (3.418) po jednodu-
chych apravich nalezneme

= WM, (3.421)

n

o Ay 21 1 \"
(N+1) 72 (V) [l
H = BMc*+G +7§n! (21\ M) X (3.422)

B (67 (0 an (80

kde
8w = 52 om = ge™, (3.423)
ot
Uvédomime-li si, Ze soudin dvou sudych, stejné jako dvou lichych o-
perdtorii pfedstavuje operdtor sudy, kdezto soulin operatoru sudého
s lichym je operdtorem lichym, vidime, Ze v sumé na pravé strané pied-
posledni formule jsou lichymi operatory

n 4’\.
,62’2, (U(N ) ) pro sudéd n

a
(G(NU;N) , (Q(N))(N) pro licha n,

n—1
kdeZto ostatni operdtory jsou sudé. Pritom

B = 0 (=) (000 = o (g,

n

(G(’V)>:V) =0 (M=), (g(m’))@V)l _

0 (M‘N”) ,
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a tedy operdtor (3.422) mé skutedné strukturu
B0 = BME + GIVFD 4 Qv+

G = o(M0), 0D = o(MV).

Z uvedendho je jiZ nasnadd algoritmus konstrukee transformovancého
hamiltonidnu, ktery mézeme schematicky zndzornit jako

A=A0 5 A0 5.0 5 AM = M+ 6 4 0(M-Y)
() &) &) ‘

[

(3.424)
7 predchoziho je také ziejmé, Ze pFispevky N-tého Fadu od lichych ¢leni
jsou srovnatelné s pFispévky (N + 1)-ho fadu od ¢leni sudych. Tedy
jestlize ve vysledném operatoru (3.424) zanedbame liché operdtory N-
tého fadu, potom je naprosto zbytedné v ném ponechat sudé operdtory
fadu vy8stho ne? N-tého. Z tého7 divodu je také naprosto zbyteéné
ponechdvat ve v8ech predchizejicich krocich jakykoliv operdtor rfadu
vyssitho ne? N-tého, tj. ve v8ech vyrazech typu (3.422) se stadi omezit
na konedny pocet ¢lenfi.

Pro ilustraci uvazujme pripad N = 3:

Z relaci (3.405) dostavame

e A Al N ey 2
,H](A) — _zu(N), ﬂ§\) — ‘4}3 (U(f\)) ’

AN =8 (0M)°, B™ =165 (0)",

(g(zv))“") — 98 (0(1\@)2 ’ (“(N))(N) -4 (g(m)-‘},
2
( 3
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Tedy v uvaZované aproximaci

AD = gMc? + 6O + 00, (3.425)
kde
60 = 64001 () [0, (e + [0.6])] - L (50s) 90"
2Mc? 8 \ M2 ’ 8 \ Mc2 ’
3.426)
00— (e [0.6]) - L (L) 00
oMz \" ’ 3\Me2)
A® = gMe + G?, (3.427)
kde
AN & 1 3 Py ~ Y 2
@ — g _ -
60 =60 () Bt + [0.6]).  (42m)

Rovnice (3.391) pro diracovskou Céstici v elektromagnetickém poli
predstavuje specidlni pripad rovnice (3.402),(3.403), v niZ

G = epla),
0 = (cf) - eA(:c)) - (3.429)
a tedy
C=—cA@)-a (3.430)

Po jednoduchych tpravich odtud nalezneme, Ze v uvazovaném pripadé

[¢]
j . A 2
02 = (cP—cA) - che3- B, (3.431)

inl + [0, G =iehcE-a, (3.432)

[O, (in + [0, Gm = 2%h 3 - ([E x (15 - EAH + %rotE) :
(3.433)
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a tedy
~ 2 ~
¢® - e+ B (p,§ ) _ IP4 —uB%-B
e 2M 8M3c? H
Iz &1 b .
- > P+ - 434
53T ([E x P|+ QrotE) (3.434)

() gm0 & (i)z
s\are) e \ar) o

kde magneton g je definovin formuli (3.399). Pro nepiilis silné pole
nejsou piispévky od ¢lentl dmérnych %5, Ci (fi)z o nic vyznamnd;jsi
neZ prispévky od clent, které jsme zanedbali jiz ve formuli (3.427), a
proto zde jejich explicitni tvar ani neuviadime.

Na zdklad¢ Foldy-Wouthuysenovy transformace tak dochdzime k z4-
véru, Ze az na piispévky fadu O(e®M ™), kde n+ m > 4 je Diracova
rovnice (3.390) fyzikilng ekvivalentni Pauliho rovnici

ih%@(z) — (), (3.435)

pro dvoukomponentovou funkei @ (z), s hamiltonidnem
L2 . 4
P-za) |7

A = M2 ( ¢ i
p =Mt Sy 832

+Vo—po-B+Vg,+Vp, (3.436)

kde magneticky moment p je dédn formuli (3.399) a

i = e, (3.437)
V=L o ([E X 15] + 3ﬁrotE) (3.438)
ST T oMe 2 ’
Vo= S (1Y give 3.439)
P= "8\ Me Ve (3.4

Obdrzeny vysledek dovoluje jednoduchou fyzikalni interpretaci:
Prvni tfi ¢leny na pravé stran¢ formule (3.436) nejsou ni¢im jinym ne?
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(v uvazované aproximaci vyjadfeny) operitor kinetické a klidové ener-
gie

- ~ 2 2
¢ J (Me)* + (P —~ %A) : (3.440)

dalsi dva Cleny odpovidaji potencidlni energii ndboje prislusné ¢astice
v elektrickém poli, resp. jejiho vlastniho magnetického momentu v poli
magnetickém.

Operator Va1, popisuje spin-orbitdlini interakei:®’

V pripadé elektrostatického pole je

rot# =0
a intenzitu elektrického pole 1ze vidy vyjadrit jako
E=—-Vo.
Tedy v tomto pripadé je operitor
P (Vi x P] (3.441)
skutec¢né totoZny s operatorem spin-orbitalni interakce zavedenym v pred-

chézejici kapitole formuli (2.80). JestliZe uvazované pole je stéricky sy-
metrické, miZeme ho zapsat ve tvaru (2.81), tj.

0 hp Ldp - h\ 1dv, .
Vor=oirerar LT -——o-L 442
SEZ OMer dr © (2M{.t) rdr 0 (3.442)

Pravé s timto operatorem jsme se jiz setkali v [1], kde jsme také poznali
. . b .
jak vyznamnou tlohu hraje nap¥. v atomové spektroskopii.®?
Konedéné, tzv. Darwinidv clen Vi se obvykle interpretuje jako odraz

existence tzv. “tfaslavého pohybu”.%

YINepiehlédnéme, 7e v obecném piipadé 7idny ze dvou ¢lent vystupujicich na
pravé strang formule (3.438) sdm o sob& nemusi pfedstavovatl samosdruzeny opera-
tor, jejich soucet vSak samosdruzenym je.

928pin-orbitalni interakce hraje dilezitou roli i v spektroskopii jaderné, jeji di-
sledky jsou tam vSak v jistém smyslu opaéné nez ve spektroskopii atomové. Proé
tomu tak je, ¢tendr snadno pochopi na zdkladé vysledku tlohy U.3.40.

93Mdme na mysli tzv. Zitterbewegung — blize viz tlohu U.3.30.
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V dalsim uvidime, e proménnou @ lze ztotoZnit s operdtorem po-
lohy studované ¢astice pouze s presnosti nepievySujici jeji Compto-
novu vinovou délku. Pokud bychom se pokusili udrzet tuto interpretaci
s presnosti vySsi, byli bychom nuceni se mj. smifit s tim, Ze¢ pres pfi-
rozend ofekdvany Casovy vyvoj polohy studované ¢astice se prekryva
velice rychly tiaslavy pohyb, predstavujici kmity s amplitudou srov-
natelnou s Comptonovou vinovou délkou a frekvenci alesponn 2M¢? /.
Jestlize v8ak x urcuje polohu Cdstice pouze s presnosti srovnatelnou
s Comptonovou vinovou délkou, potom “potencidlni energic”, kterou
¢astice v elektrostatickém poli “citi”, neni Vo(z), ale (Vo(x + o)), kde
zévorka symbolizuje ustfednéni pres odchylky d& “skuteéné polohy” od
mista x. Uvazime-li jesté izotropii prostoru, dochazime k zavéru, Ze by
mdélo platit

<5m> = 07

1 a1 h\?
(6:nj5wk) = —5 ik <5:E > ~ Edjk M s

a tedy

Vol + 62)) ~ V() + ~AVh(a) = [ ’
ol T 0F)) = Vol 2 0:1:)3 Me) '

ale

lhg,eh?‘, eh(z,,ﬁ .

Tedy tato oprava méa skutedné strukturu Darwinova €lenu; odliSnost
faktorem -2— lze jisté pricist na vrub hrubosti zapocteni neurcitosti v in-
terpretaci “operatoru polohy”.

V pripadé ryze coulombického pole, kdy

Vo = —Zahe/r,

Z ( eh\’

PovaZujeme-li ho za poruchu k nerelativistickému hamiltonidnu, bude
pfispivat pouze k energii téch stavi, jejichZ vinova funkce v pocdtku

je Darwintv ¢len
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nevymizi. V nerelativistickém pfipadé jsme nalezli, Ze pro radidlni Cast

vlnové funkee ¢astice vizané coulombickym polem plati®
2 -
Ry (r =0) = ——=—=du,
(na)
kde Bohriv polomér
h
Q= =
ZaMe

Odtud jiZ snadno nalezneme, Z¢ v uvazovaném piipadé by diky Darwi-
novu Senu mdélo dojit k posuvu energetickych hladin pouze u s-stavi,
a to 0%

(Zo?)
Ind

ApEny—g = Mc? (3.444)

3.2.2 Stacionarni stavy castice ve vnéjsim elektro-
magnetickém poli

V piipadé ¢asové nezdvislého Ctyfpotencidlu se v rovnici (3.391) sepa-

ruje Casova proménnd od prostorovych. Jeji FeSeni proto mizeme hledat

ve tvaru

Yi(z) = vp(x) exp (—%Et) , (3.445)
kde 1z () je FeSenim rovnice
Avp(a) = Eii(), (3.446)
kde
H= (cP - eA(z)) s+ M+ ep(z) (3.447)

je hamiltonidn diracovské Castice ve vngjSim statickém elektromagne-
tickém poli.

%Viz dlohu 54 ke 2. kapitole v [1].

9 Ve skuteénosti kombinace tohoto piispévku s pfispévkem od spin-orbitalni in-
terakce vede v tomto piipadé k velice prostému zdvéru, Ze totiz formule (2.85)
(kterou jsme odvodili po zapotteni vlivu spin-orbitdlni interakce ve tvaru (2.83),
ktery mé dobry smysl pouze pro { # 0) plati i pro { = . Nejsnéze se o tom Ctendfl
muze presvédéit porovnanim vysledku poruchového poltu (2.85) s nize uvedenym
rozvojem (3.501) analytického feseni (3.499).
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Jestlize k popisu tohoto pole sta¢i skaldarni potencidl a jestliZe ten
je navic invariantni vadi rotacim, odpovidajici hamiltonidn
A=cP-a+BMSE+V(r), (3.448)
v ném? jsme oznadili%
ep(r) =V(r), (3.449)

je invariantni jak vidi rotacim, tak vici prostorové inverzi, tj. plati

[J,Flj = [ﬁ,ﬂ} =0, (3.450)

kde P je operator parity definovany formuli (3.189).

\Y tomto piipadé tedy miZeme hledat spolecné vlastni vektory ope-
ratort H, J Js,P. Z formule (3.193) vime, Ze v Diracové reprezentaci
bispinor popisujici takovyto vlastni vektor prislusny k viastnim hodno-
tdm E, j(7 + 1), m, np (~1)t musi mit tvar®”

R(r) o) (&) .
w[a‘jmt(w) = j (=) /= 3 (3451)
Ry(r)o - T (T)
kde .
I=jF 5. (3.452)
7 pozadavku
HY pjmi(®) = E i () (3.453)

pak dostdvame soustavu rovnic
[(M(:2 —E+ V) Ri+c¢ (o‘ . 15> (o-2) RZ] gag,in) = 0,
[(Mz:? +F - L) Ry(o-@)—c (cr P) Rl] (,ij = 0. (3.454)

9 Nize nalezend vysledky samoziejmé plati nezdvisle na tom, zda vnéjsi pole,
jeho? vliv na uvazovanou diracovskou &asticl lze popsat “potencidlni energii” V' (r),
je skutecné elektrostatickym.

97V daldim, v zdjmu odlehdeni grafického tvaru zdpisu, v mnoha vyrazech uzi-
vame zjednodudenou symboliku. Tak napf. explicite nevyznacujeme to, Ze funkce
Ri(r), Ry(r) zéviseji na hodnotach E. 7,1, ap.
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Pritom z formuli (3.228),(3.184) ji7 vime, 7¢
(0 - P)R(r)¢;) = —ih [(1 +aE ) "R+ R'} (0 &) ¢, (3.455)
kde

.(i): +1
Ky =F1J 9

Podobné z relace (3.183)
¥ + + +Y .,
(o 2) ¢ m) = = (1457 ¢l ()

a z identity (srov. formuli (3.227))

(o-P)(c-7)= Am% {(0 L) +2+ fr-% (3.456)

dostaneme

(0 P)(o-2) Rgl,) = —ih [(1 — &} ) "R+ J?’ o). (3.457)

Diky relacim (3.455),(3.457) vidime, Ze poZadavek (3.454) je splnén
y ) ) p Je sp
pravé tehdy, kdyz funkce 12, 5 vyhovuji ndsledujici soustavé obyCejnych
diferencialnich rovnic prvniho rfadu:

ihe [R; + (1= &) ERQ] ~ (V+M-B)R,,

|
|

ihc [R’l + (14 557) - Rl} (V~ Mc* —E) Ry, (3.458)
které se ¢ast&ji zapisuji v terminech funkei

Giu(r) = rRy(r),
I r) = —irRy(r) (3.459)

jako

Fl

0

M —
i
= =

1 :
KEIp, = — (Mcl — LB+ V) Gt

LC

1 1, ,
G, + kS )7% = (M +E-V) Iy, (3.460)
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pfipadné funkei®®
1

- G R
VME+ B Y

1

.
JMe—E

W, =

jako®®

A . M+ B
VVQ—-A;'_WQ = —(5+ Wv Wi,

;o1 B Mc* - E _
VVI -+ /Q;VV] I f - W V 1/V2 N (3462)
kde

E= —V M2t — 2. (3.463)

1
he
Véazané stavy v coulombickém poli
V pripadé “potenciilni energic”

Vir)=-2he,  Za>0 (3.464)

e

mé soustava rovnic (3.462) tvar'?’

1 M+ EZ
Wi — k=Wh + €Wy — T 228y = g,
- T he¢ 7
1 Mc> —EZ .
W)+ k=W, + W, + i_‘__‘EWZ = 0. (3.465)
r hcE T

98(tenal se snadno mize piesvédéit, e pokud hodnota energie je blizkd Mc? a
pole neni pfili§ silné, potom jsou dolni komponenty bispinoru gy “potlaceny”
viici hornim obdobnym faktorem jako v pripadé ¢astice volné. Tedy, zatimco funkce
Fj, je v tomto smyslu vidi G malou, obé funkce Wy 9 jsou srovnatelné (viz relaci
(3.233)).

99Gymbol & (ktery vétSinou rezervujeme pro pievrdcenou hodnotu Comptonovy
vlnové délky) v nésledujicich formulich predstavuje zkraceny vyraz pro veli¢inu hlgi) .

100Pro porovnani s fegenim obdobué lohy v nerelativistické kvantové mechanice,
¢i v ramci algoritmu vychazejiciho z Klein-Gordonovy rovnice je dobfe si uvédomit,
7e parametr £, se kierym zde pracujeme, se od parametru (3, definovaného formuli

(2.48), lisi pouze faktorem §.
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V asymptotické oblasti r — oo se tyto rovnice (3.462) redukuji na

Wy, = =W,
W) = —&W,, (3.466)
a tedy musi platit
Wiy = Wi, (3.467)

odkud vidime, ¥e obecné feSeni poslednich rovnic predstavuje line-
arni kombinaci funkci exp(=££7), a tedy chovani normalizovatelnych re-
Sen{ rovnic (3.465) daleko od polatku musi byt dominovano faktorem
exp (—&r).
Na druhé strand pro r — 0 se rovnice (3.465) zredukuji na
1., MdE+EZa
Wy — k=Ws — —— W = 0,
7 h(.s r

M — B Z
W, + ki m+i—‘hf =W, = o (3.468)

Hledame-li FeSeni této soustavy diferencidlnich rovnic ve tvaru

W; = a;r”, (3.469)

obdrZime algebraické rovnice

(k+7)a; + ——';—Za'ag = 0, (3.470)

které jsou feSitelné pravé tehdy, kdyZ vymizi odpovidajici determinant
soustavy, tj. kdyz je

=k~ (Za)’. (3.471)
Z definice (3.184), vime, Ze
1
6l=j+5 21, (3.472)

a tedy pro
Za <1 (3.473)
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predstavuje
— 2 2 _ - 1 2
7= VK= (Z0)" =+ 5+ 0((Ze)”) (3.474)
redlné kladné ¢islo, coz zarucuje kvadratickou integrovatelnost funkei
(3.469) v okoli pocatku.

Pravé nalezené vysledky jako obvykle ziiroc¢ime tim, Ze normalizo-
vatelnd feSeni soustavy rovaic (3.465) budeme hledat ve tvaru!®!

Wi(r) = oxp( 2) P Ui(p), (3.475)
kde jsme zavedli bezrozmérnou proménnou
p = 2¢€r. (3.476)

Funkce U; pak musi vyhovovat rovnicim

M+ FE
U/+< —u—£>U= PU — 2o 20 —
P2t \T—R=g) et gt = e U :
M~ E
U’+( »'—B)U PUy+ 2025 "2y, = o0, (3477
p U] v+ K 5 1+2 0+ Zw net , (3.477)
které po zavedeni
@ = Ui +U,,
Qy = Ui — U, (3.478)

muzeme ckvivalentné zapsat jako

. L M
pQy+ (“/—— Z(xﬁ) O + ( Zaji ;) (2 = 0,(3.479)

pQ'z+< het

Dosadime-li do posledni rovnice Qs vyjdd¥ené z rovnice pfedchazejici a
za (5 vyraz obdrieny derivaci tohoto vztahu, obdrZime pro funkei (4

) Q2 + (n + Za—ﬁ—f-) @ = 0.(3.480)

101 Je dobie si uvédomit, e nasledujici postup je zcela anlogicky tomu, ktery jsme
vyuzili v [1] (§ 2.4.3.5) pii FeSeni stejné tlohy v rdmci nerelativistické kvantové
mechaniky.
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diferencialni rovnici druhého fadu, kterou s pfihlédnutim k definicim
(3.474),(3.463) miZeme zapsat jako

E
pQf+(1+2y—-p) Q) + (Zozﬂ - 7) Q= 0. (3.481)

S rovnici tohoto typu jsme se vSak jiz setkali pii FeSeni stejué fyzikdlni
, . . e . . . . 9 v
tlohy v rdmci nerelativistické kvantové mechaniky.'%? Proto pouze pfipo-
menme, Ze FeSenim rovnice

20" (z)+ (b —2)w'(2) —aw (z2) = 0 (3.482)
regularnim v podatku, je degenerovana hypergeometrickd funkce

az afa+1)2°
Flabz)=14 22 p00r)z 3.483
R S TR ST T (3.483)

ktera se redukuje na polynom n,-tého fadu, pokud
a=-n,, (3.484)
kde n, je celé nezaporné &islo, kdeZto v ostatnich pripadech je
I'(a,b; z — co) ~ cxp z. (3.485)

7 relaci, které mezi degenerovanymi hypergeometrickymi funkcemi plati,

pfipomerime alespoii!%

ZdF(a, b; z)

; =al[l'(a+1,b;2) — F(a,b; 2)]. (3.486)
dz
Na zdkladé vyse uvedencho vime, Ze feSenim rovnice (3.481) regu-

larnim v poéatku, je

ZaF
Oy = AF(y kil WS P p) , (3.487)

hef

kde A je normalizadni konstanta.

102Viz rovnici (2.450) v [1].
193BliZe viz napf. [15].
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Z rovnosti (3.479) diky relaci (3.486) ihned vidime, Ze

Me ZoFE ZoF
o — Zo— | QQy = —A |7y — r -] — ——— . 2 :
(n ahﬁ)QZ (’y hc&) (’Y% hee /+1,P>»
(3.488)

odkud pro
ZoaMe
5l 7 e

po jednoduchych Gpravich s vyuZitim definici (3.474),(3.463) dosté-
vame

Q‘z:—

(3.489)

. ZaMc® + hebk .
ZoE + hegy

Na zékladé definici (3.474),(3.463) také snadno zjistime, Ze zbyvajic

LY (3.490)
et Y P .

moznost

ZaMc
o] = 3.491
= 222 (3.491)
nastavi pravé tehdy, kdyz
Zol
= . 3.492
Y= et (3.492)
Z formule (3.487) vime, Ze v tomto piipadé je
= A (3.493)

Prol =7 — j} je k < 0, a tedy v uvazovaném pfipad¢ relace (3.488)
vyzaduje, aby
Qs = 0. (3.494)
Prol = j+ % je k > 0, a tak relaci (3.488) k urdeni funkce Qo ten-
tokrat vyu#it nemizeme. Na druhd strané se viak nyni rovnice (3.480)
zjednodusi na
p QL+ (27 — p) Q2 = —2kA. (3.495)
PovSimneme-li si, e jejim zderivovanim obdrzime opét rovnici pro de-
generované hypergeometrické funkee, potom staci spo€ist hodnotu v po-
¢htku vyrazu na levé strand posledni formule k tomu, abychom zjistili,
7e

Qs = —gAF(l,fZ'erl;p). (3.496)
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Tento vysledek, spolu s formuli (3.494) ndm umoziuje tvrdit, Ze relaci
(3.490) 1ze uZit k uréeni funkce Q3 pro viechny hodnoty parametru £, 104

Z formuli (3.459),(3.475),(3.484),(3.485),(3.487),(3.490) vidime, %e
Fesen{ (3.451) je v piifpad¢ coulombického pole normalizovatelné pravé
tehdy, kdyz

ZoF 5 197
e VB, (3.497)
k ~105
de 012 pro I=5—3 (3.498)
Ny = 1, 2’ ... pro [ = ] + % -

Po dosazeni z definici (3.463),(3.474),(3.184):

5 = }_—1“ V 4%{204 - EZ y

1

yﬁi) = \/(/cgz))z —(Za)*,

() — -

M= T (-7 - 5) ’
snadno rozfesime tuto implicitni rovnici pro E, a tak obdrzime predpo-
vid pro energetické spektrum vazanych stavi diracovské ¢astice v cou-
lombickém poli:

Zo 2|7
Ey = Mc? |1+ ( — 5 ) ’ (3'499)
) Al
kde celé kladné ¢islo!'0
1
n=mn,+j+ . (3.500)

2

104 Alternativné jsme ke stejnému vysledku mohli dospét napi. tak, #e bychom
v analogii s odvozenim rovnice (3.481) dospéli k rovnici pro degenerovanou hy-
pergeometrickou funkci, které musi vyhovovat funkce (J3. Odtud bychom zjistili,

e Qg = BF(A/ +1— Z;:;é"',iz'\,' + 1;p> . Vztah mezi koeficienty A, B bychom pak

obdrzeli vy¢islenim levé strany rovnice (3.480).

105Nesmime zapomenout, Ze pro n, = 0 degenerovana hypergeometrickd funkce
vystupujici ve formuli (3.490) sice v asymptotické oblasti exponencielné roste, ale
koeficient ji ndsobici je v pripadé [ =7 —~ % roven nule.

1067 formule (3.501) je ziejmé, Ze takto definovand velidina n neni ni¢im jinym nez
hlavnim kvantovym Cislem.
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Rozvineme-li nalezeny vysledek podle mocnin Z¢, dostaneme pro
vazbové energie vzorec

L1 (1 3 ;
e | — — — O{(Zw
2n3 \ j + % 4dn + (( @) )

(3.501)

Porovnanim s formuli (2.85) vidime, %e a# (pfipadng) na ¢leny Fadu
(Z oz)(j je obdrené spektrum shodné s predpovédi ziskanou poruchovym
zapodtenim relativistickych oprav, oviem za pfedpokladu, Ze magnetic-
ky moment studované Gastice je roven odpovidajicimu magnetonu'’.
V pifpadé vodikového atomu se pFi zanedbéni ¢lent fadu (Za)® prava
strana formule (3.501) nelisi od predpovédi (3.499) o vice nez ~ 107%eV.

Ji# v predchazejici kapitole jsme uvedli, 7e pfedpovéd (3.501) je
v pozoruhodném souhlasu s experimentem. Piesnéji bychom mohli tento
vyrok formulovat napt. jako tvrzeni, Ze pokud rozliSovaci schopnost pii
méfeni energetického spektra vodikového atomu nepfesdhne 1074V,

, ‘ o 1
M—E,; = M |(Za)® 55+ (Z0)

nezjistime zddnou odchylku experimentélnich dat od predpovédi (3.499).

Tento soulad v8ak nepfeZije zlepSeni rozliSovaci schopnosti o dalsi dva
fady. Jako fyzici jsme pochopitelné predem védéli, ze predpovéd (3.499)
nemiiZe byt absolutnd pfesnou. Jsme si totiz védomi toho, Ze model,
v jehoZ rdmci jsme se pokusili spodist spektrum vodikového atomu,
predstavuje idealizaci, kterd védomé zanedbdva celou radu skuteénosti.
Pro detailni porovnéani s expetimentalnimi daty je proto nezbytné ale-
spon dodatetnd zapodéist korekce s tim souvisejici. Podrobnéji se s touto
problematikou ¢tenaf miZe sezndmit napf. v klasické monografii [16].
Zde sc omezime pouze na nékolik struénych pozndmek: V modelu, ktery
nds piivedl k predpoviédi (3.499), jsme mj. védomdé zancedbali fakt, Ze
proton neni bodovou &astici, stejué jako fakt, Ze proton mé vedle niboje
také vlastni magneticky moment. V rdmci poruchové teorie dokdZzeme
snadno zapodist vliv obou téchto skutecnosti na energetické spektrum.
V tloze U.3.41. je ukdzano, 7e diky nenulovosti magnetického momentu
protonu ocekdvame energetické korekee, které u nejnizsich hladin pred-

070 tom, ze zde wlity algoritmus predpovida velikost magnetického momentu
diracovské ¢astice rovnou piislunému magnetonu, jsme se jiz presvédéili diive —
srov. text nasledujici za formuli (3.399).

1087de micky piedpokladame, Ze jsme zohlednili kone¢nost hmoty jadra tim, 7e
pod M je tfeba rozumét prislusnou redukovanou hmotu.
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stavuji opravu fadu 10~%¢V. Opravy na nenulovy polomér protonu ve-
dou ke korekcim jedte o tii fddy mensim.1%° Zavazngjsi oviem je, Ze i po
zapoc¢teni t&chto korekel jsou predpovédi na arovni 1075V v rozporu
s experimentdlnimi daty: JiZz v poloviné naSeho stoleti W.E.Lamb se
svymi spolupracovniky nade v8i pochybnost prokizal, Ze hladina 281
je 0 ~ 4.3 -107%V vyZe neZ hladina 2P1 Tento Lambiv posuwv, ktery
je o fad veétsi nez opravy kterékoliv z hladln jemné struktury (tj.energii
odpovidajici stavu se zadanymi hodnotami n a j) odpovidajici hlav-
nimu kvantovému d&islu n = 2, odrazi dynamiku, kterou nelze vystih-
nout v rdmci kvantové mechaniky dvoucdsticové soustavy clektron plus
jadro. Lze ho v8ak pfirozen¢ (a kvantitativng spravné) vysvétlit, jestlize
jako soudést studovaného fyzikalniho systému zahrneme i elektromag-
netické pole. Uspd&ny vypodet Lambova posuvu opirajici se o kvan-
tovou teorii elektromagnetického pole se stal jednim z nejpadnéjsich
argumentd ve prospéch kvantové teorie pole.

3.2.3 Poloha

Téméf v8e, k ¢emu jsme dosud dospéli, nis mohlo utvrzovat v pres-
védéeni, Ze naznaleny algoritmus vychdzejici z Diracovy rovnice mize
predstavovat vnitiné konzistentni fyzikalni teorii - relativistickou kvan-
tovou mechaniku jedné Cistice. Pouze formule (3.499) by snad mohla
byt signilem, Ze prece jen vSechno v porddku neni. Pro velice silné pole,
kdy je

Za>1, (3.502)

primodard aplikace tohoto algoritmu totiz privedla k pfedpovédi kom-
plexnich hodnot energetickych hladin. Samozfejmé bychom se tuto ne-
pifjemnost mohli pokusit obejit zptisobem naznadenym za formuli (2.88),
brzy bychom v8ak zjistili, 7e zde nardZime na disledek problému hlub-
§tho, kterého se tak lacino zbavit nelze.

Vratme se proto k postfehu, Ze pro tak silna pole by Bohriv polomér
(2.71) byl mensi nez comptonovskd vinové délka pristusné diracovské

109 (enaf jisté sam snadno dospéje k zdvéru, ze nenulovy polomér protonu ovlivni
hlavné s-stavy (pouze jejich vinova funkce je v poddtku nenulova!) a Ze pro né musi
odpovidajici korekce byt imérna poméru “kvadratu poloméru” protonu ku kvadratu
Bohrova poloméru.
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gastice. Nenarazili jsme zde snad na problém lokalizovatelnosti této
Sastice? Abychom mohli odpovédét na tuto otdzku, musime se nejprve
blize podivat, jakym zpusobem jsme s polohou diracovské ¢istice do-
sud zachdzeli: Nage Gvahy vychazely z predstavy, Ze bispinor ¢(z’, x)
predstavuje (z hlediska zvolené soufadné soustavy) vinovou funkei popi-
sujici v x-reprezentaci ten stav diracovské Castice, ve kterém se nachézi
v okamziku ¢ = z'/c. Proto jsme mj. s naprostou samozfejmosti chi-
pali nisobeni nezavislou proménnou x jako realizaci operdtoru polohy
v této reprezentaci. Pokud v8ak tuto interpretaci pfijmeme, potom by
operator rychlosti diracovské ¢astice mél byt dan vyrazem

.1 "
b= EX:IP (3.503)
kde “hamiltonian” H je dan formuli (3.196), a tedy
=co. (3.504)

Vlastni hodnoty kazdé z matic «; jsou 1. Podle posledni relace by
tedy méfeni projekce rychlosti diracovské ¢astice do jakéhokoliv sméru
nemohlo vést k jiné hodnoté nez +¢ 1! To je evidentné v prikrém rozporu
se skutecnosti.

Jak je tedy moZné, Ze diskutovany algoritmus mohl vést k dfive
uvedenym (a mnoha dalsim) vysledkim, které jsou v pozoruhodném
souhlasu s experimentdlnimi daty? Trochu svétla sem muizeme vnést,
kdyz zjistime, jakou stfedni hodnotu rychlosti tento operdtor pfedpo-
vidd pro ¢istici s danym impulsem a helicitou. Postupem analogickym
tomu, ktery jsme aplikovali pfi vypodtu vyrazu (3.388), dostdvime

ul (p, A) du(p, \) ¢Spau(p, A)u' (p, A)
= : (3.505)
ulf (p, A u(p, A) 2L

C2
- £ + Md) (1+2)% -5
4ESp'y(y5{-Mc)( +2)\% - p)

c? c?

= 14208 ) = ——=S :
1p PR+ P) =~z (v-p)
C2

_ C, 3.506
P ( )

kde jsme postupné vyuZivali invarianci stopy vi&i cyklické permutaci
faktord, nulovosti stopy ze soudinu lichého poctu ~-matic a faktu, Z¢
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soudin ¢tyf y-matic miZe byt nenulovy jediné tehdy, kdyZ tyto Ctyfi
matice 1ze rozddlit do dvou stejnych dvojic y-matic.

Nalezens stfedni hodnota odpovidd rychlosti, kterou podle teorie re-
lativity m4 ¢astice s impulsem p. Ctenaf se snadno presvédd, Ze tento
visledek ma obecndjsi platnost.’!® Tedy paradoxni pfedpovéd, podle
nf7 by vysledkem méteni velikosti rychlosti diracovské Gastice musela
byt vidy rychlost svétla, je pfimym diisledkem toho, Ze operator (3.504)
neni operatorem na Hilbertové prostoru této ¢dstice, tj. prostoru tvo-
feném superpozicemi vlastnich vektordi operdtoru H, prislusnych vy-
hradné ke kladnym frekvencim.'*! Jinymi slovy feceno, operdtor (3.504)
mezi sebou “michd” Fefeni s kladnymi a zdpornymi frekvencemi.''
Vzhledem k tomu, Ze sdm operdtor H nic takového neprovadi, musi
tuto nepFijemnou vlastnost mit “operdtor polohy” vystupujici v komu-
tacni relaci (3.503).

O tom, #e nésobeni nezdvislou proménnou @ nemiize predstavovat
operétor polohy diracovské ¢dstice, se mizZeme presvéddit 1 jinym zpU-
sobem: Piipomefime jesté jednou,''® Ze jsme vysli z toho, Ze za uplnou
mno¥inu pozorovatelnych diracovské &dstice lze zvolit jeji polohu X
doplnénou daldi pozorovatelnou A.'* a-tou komponentu bispinoru ¥(x)
jsme pak identifikovali jako

(X =z, A=a| z/;(t = a:o/c) ), (3.507)

kde ket |1(t)) odpovid4 stavu, ve kterém se studovand Céstice nachaz
v okamiiku ¢, a ket | X =y, A = a) reprezentuje ten “stav”, kdy &is-
tice je lokalizovana v misté y a pozorovatelnd A mi hodnotu a. Jeho

110yjz Gloha U.3.43.

111 NepFehlédnéme ani to, Ze operdtor “rychlosti” (3.504) nekomutuje s operato-
vem H. Pravé diky tomu bispinory prifazené diracovskeé Castici s danym impulsem
nejsou vlastnimi vektory operdtoru “rychlosti” (prestoZe tento operdtor komutuje
s operdtorem P, definovanym formuli (2.4)).

11277y znamend, ze Hilberttv prostor diracovské Castice neni invariantnim podpro-
storem operatoru (3.504), chapaného jako operdtor definovany na prostoru véech
bispinort.

113V/iz text pied formuli (3.11).

114 Jeii vlastni hodnoty jsou (ex definitione) dany &isly 1,2,3,4. Nepiehlédnéme
viak, e i kdyby tato “pozorovatelnd” méla fyzikalni vyznam, to, o jakou dynamic-
kou proménnou by se jednalo, by zéviselo na zvolené realizaci Diracovy algebry.
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normalizace je fixovina poZadavkem
(X =a/,A=d|X =x,A=a) =bd(x— ). (3.508)

Jinymi slovy feceno, vysli jsme z toho, Ze za iplnou mnoZinu komutu-
jicich operdtorid na prostoru ¢tyfkomponentovych kvadraticky integro-
vatelnych funkei ¢(x) 1ze zvolit operatory X a A, kde

Xi(z) = xy(x), (3.509)
Av(z) = Ay(e) (3.510)
a matice
1 .
2 .
S P (3.511)
4

Jestlize ¥, je jednosloupcovd matice, kterd méa v a-tém fadku jednotku
a ve v8ech ostatnich nuly, potom ¢tyfkomponentové “funkce”

Pya(@) = 0(x — Y) e (3.512)

evidentné vyhovuji rovnicim

Xﬁ’y,a(‘n) = Yyu(T), (3.513)
Atya(@) = atya(e) (3.514)

a pritom plati k
/d3yw;’a(y) (L (y) = aa’é(‘” - ‘E’) - (3-515)

Tedy ¢tyfkomponentové funkee (3.512) predstavuji realizaci vyse zmi-
nénych ket | X =y, A = a), které jsme se snazili (pii pevné hodnoté
y) interpretovat jako “vinové funkce” popisujici ¢tyf nezavislé stavy
diracovské ¢istice lokalizované v mistd y.

Pozdé&ji jsme viak vidéli, Ze jako vlinové funkce diracovské &dstice
lze (v nejlepSim pripadé) interpretovat pouze ty z bispinorfi, které jsou
vyjadritelné jako superpozice FeSeni s kladnymi frekvencemi. Za bdzi
Hilbertova prostoru H diracovské éastice pak bylo mozno zvolit kety
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|p; 7) predstavujici spolecné vlastni vektory jejiho impulsu a vhodné
vybrané “spinové proménné”. Pfi normalizaci

(P’ k ;) = djud(p — p') (3.516)

z uvedeného plyne, Ze v prostoru H musi platit relace uzavicnosti

[ & lp il =1 (3.517)

Vpi(x,0) =(X =z, A =alp;j) (3.518)

je vyraz stojici v a-tém Fadku jednosloupcové matice ¢p;(x), defino-
vané formuli (3.239).

Jakmile jsme pfijali predstavu, Ze pouze nékteré z kvadraticky inte-
grovatelnych ¢tyrkomponentovych funkel patii do Hilbertova prostoru
‘H, museli jsme se samoziejmé smifit i s tim, Ze (v nejlepSim pri-
padé) jen nékteré linedrni kombinace ze étvefice Ctyfkomponentovych
funkei (3.512) mohou odpovidat staviin diracovské Cistice lokalizované
v misté y. Zdalo by se pfirozend, Ze pro kazdou hodnotu polohového
vektoru y budou existovat dvé takovéto nezdvislé linearni kombinace
(odpovidajici dvéma hodnotdm vhodné vybrané spinové charakteristiky
takovéhoto lokalizovaného stavu). Nezdvisle na tomto olekivini ma-
zeme jisté vSechny mozné stavy uvazované Castice lokalizované v misté
y vyjadriit jako superpozici nékolika (maximdlné ¢ty¥) ortogondlnich
stavil, které od sebe odlisime hodnotou parametru b. Ctyfkomponen-
tové “vinové funkce” odpovidajici témto stavim pak musi byt mozné
zapsat ve tvaru

Yy () = 0(x —y) v(y) , (3.519)
kde jednosloupcové matice ¢¥5(y) vyhovuji podmince ortonormality
wé(y) VoY) = Ouw - (3.520)

Ctyikomponentova, funkcee (3.519) predstavuje realizaci ketu

X =y,0) = i (v (¥),1X =y, A =10), (3.521)

a==1
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kde (14 (y)), oznaluje a-ty Fadek jednosloupcové matice 1, (y). Musclo
by tedy platit

(X=aV|X=x0) = 3 (¢h))

= 6((1! - :E') 5[)6' 5 (3522)

kde jsme nejprve vyuZili relaci (3.508) a potom relaci (3.520).
Na druhé strané diky relaci uzavienosti (3.517) by muselo platit

(X =a',V | X =a,b) =

4

= 3 (gbg,(:c'))a, (), x

a,a’' =1

/d3pZ<X:m/,A:a/ lp)]> <p;j|X ::E,A:a>,

= 2 (ub, > (1ho()), (2mh)? X

/d3pe><p{;;p (' — w)}Z N ) (,7) ul(p, 5)
. ) —~ N(p,

= 2 (W), (@) g

a,a’ =1

/ Vi Zcxp{ (x' — :L)} [(p+ Mc) B, » (3.523)

kdc ibmc Vyu?ili relaci (3 ‘)84) S poslcdnim intcg,r&lem se v daléim '0§t6
ma pro ¢ = @' .smg,ulautu typu 0- funkcc, 28stava Vbdk ncnulmy i pro
x # x' a pfitom na velkych vzdélenostech r = |x — x'| je jeho hod-
nota potladovana faktorem exp{—sr}, kde & je pfevricend hodnota
Comptonovy vinové délky uvazované ¢istice. V kazdém piipadé tedy
pravé, strana posledni formule neni identickd s pravou stranou formule
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piedchizejici. To znamend, ¢ zadny “vektor” tvaru (3.519) nemize
piedstavovat “vlnovou funkei” diracovské Cdstice, a tedy vySe zminény
operdtor X nemiiZe reprezentovat Zadnou pozorovatelnou této Edstice.
Jinymi slovy feteno, ndsobeni “vlnové funkee” w(x) nezavislou pro-
ménnou ¢ miZe (v nejlepsim pfipadé) jen priblizné vystihovat aplikaci
operatoru polohy na tuto “vlnovou funkci”. To ovSem znamend, Ze vy-
chozi predpoklad, Ze diskutovany algoritmus pfedstavuje relativistickou
kvantovou mechaniku ¢astice se spinem %, v niz bispinory () 1ze iner-
pretovat jako vinové funkce v x-reprezentaci, mize byt jen “priblizné
spréavny”, tj. miZe sice poskytovat velice dobrou aproximaci pfi popisu
nékterych jevd, v jinych pripadech v8ak mize byt naprosto nepfijatelny.

K prvnf ¢dsti tohoto tvrzeni nds opravituje jiz samotny fakt, Ze uve-
deny algoritmus je v nerelativistickém reZimu prakticky ekvivalentni
nerelativistické teorii vychdzejici z rovnice Pauliho. V ramei nerclativis-
tické teorie samoziejmd na 7adny problém s vnitini konzistenci definice
x-reprezentace nenardzime. Vime oviem, Ze jakékoliv predpovédit?® v
ramei nerelativistické kvantové teorie obdrZené nemizZeme brat vazné,
pokud se jednd o procesy, & stavy v rezimu daleko od nerelativistic-
kého. Tedy fyzikdlni aplikovatelnost nerelativistické kvantové mecha-
niky vyZzaduje mj., aby piislusné stavy byly takovou superpozici stavi
s danym impulsem, v ni# prispévky odpovidajici impulstim srovnatel-
nym s (nebo vitich nez) Me jsou zanedbatelné. PFitom vime'', e
kdy¥ funkce v(p/h) (prakticky) vymizi vné okoli [p| < Me, potom jeji
Fourierfiv obraz nemtze (prakticky) vymizet vné jakéhokoliv okoli po-
ZAtku s polomérem mensim ne? h/Mc. Diky tomu jakékoliv vyroky (byt
matematicky korektné formulovand) v rdmci nerelativistické kvantovdé
mechaniky o chovani &astice lokalizované v oblasti srovnatelné s (nebo
mendi ne¥) jeji Comptonovou vinovou délkou nelze povazovat za fyzi-
kilné relevantni.

Na druhé strané jsme se¢ pravé presveddili, Ze v rameci algoritmu
vychdzejictho z Diracovy rovnice nelze mezi bispinory, které patii do
Hilbertova prostoru H, nalézt takové, které by odpovidaly lokalizaci
diracovské ¢astice v oblasti, kterd (v jeji klidové soustave) mé polomér

M5yt matematicky rigordzné odvozensé
16K dy7 ne odjinud, tak z Heisenbergovych relaci neurcitosti.
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Ry, tj. bispinor, pro ktery by platilo
/ Payt(x) Py) =0 (3.524)
a piitom by odpovidajici hustota pravdépodobnosti

ole) = ¢ () p(e) (3.525)

(prakticky) vymizela na vzdalenostech vtsich nez Ry.M7

Délat odtud zavér o “nelokalizovatelnosti diracovské ddstice” by
vSak (zatim) bylo ponékud undhlené. Vime totiZ, 7e ndsobeni nezi-
vislou proménnou & nemdze v rdmeci uvazovaného algoritmu realizovat
operator polohy, a proto také nemizeme tvrdit, Ze vyraz (3.525) udava
hustotu pravdépodobnosti polohy studované ¢astice. K tomu, abychom
mohli v ramci kvantové teorie ¢init vyroky o né&jaké pozorovatelné, po-
trfebujeme znat operator, ktery ji odpovida. Pokusme se proto nejpr-
ve zkonstruovat operdtor polohy diracovské Castice: P¥ipomehme, Ze
primocard identifikace tohoto operdtoru s ndsobenim pfislusného bis-
pinoru nezdvislou proménnou nevedla k Zidnym vétSim tézkostem aZ
do okamziku, kdy jsme byli nuceni odvrhnout v8echny bispinory, kterd
zahrnuji prispévky od negativnich frekvenci. Kamenem razu se stalo,
Ze zbyvajici bispinory netvoii podprostor invariantni viidi této operaci,
tj. ndsobenim bispinoru, ktery piedstavuje superpozici vlastnich vek-
tord operatoru H p¥islusnych vyhradné k pozitivni &asti spektra, obdr-
Zime bispinor, ktery jiz muZe obsahovat i pfispévky od ¢dsti negativni.
Konstrukce operatort, které tuto nepfijemnou vlastnost nemaji, je evi-
dentné nejsnazsi v takovém formalismu, ve kterém je sjednoceni charak-
teristickych podprostorid, pfisluSnych v8em kladnym vlastnim hodno-
tam “hamiltonidnu” explicitné oddéleno od podprostri, odpovidajicich
zapornym vlastnim hodnotdm. Toho (pro volnou &istici) umime dosdh-
nout pomoci [oldy-Wouthuysenovy transformace. Vzhledem k tomu,
Ze pi popisu vlastnich stavd impulsu diracovské ¢astice jsme na Zadné
neprekonatelné potize nenarazili, budeme pracovat v p-reprezentaci, tj.
operator impulsu bude realizovan jako nasobeni nezdvislou proménnou

H7Ptesns vzato jsme ukézali pouze to, ze Ry nemlde byt libovolnd malé. Ale i bez
hlubsi analyzy musi byt ziejmé, ze pro tuto “hranici lokalizovatelnosti” musi platit
Ry ~ h/Mec, nebol Comptonova vinové délka je jediny (kinematicky nezdvisly)
parametr rozméru délky, ktery mame k dispozici.
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p ka?dého clementu Gtyfkomponentové vlnové funkce. “Operator po-
lohy” pak definujeme (v analogii s jeho vyjadfenim v p-reprezentaci

v nerelativistické kvantové mechanice''®) jako provedeni operace!'®
S (FW) .
Xy =ihV (3.526)

na kazdy element ['-W &tyfkomponentové vinové funkce. Timto postu-
pem méame zajisténo, e takto definovany “operdtor polohy”

i) mezi sebou nemichd kladné a zdporné frekvence, tj. skutecné preds-
tavuje operdtor na Hilbertové prostoru H,

i) spliiuje spravné komutacni relace, tj. plati pro néj

FwW rw
[XEFW):XEcFW)] = 0
[RGow Purw | = i (3.527)

Tento operator ma i celou fadu dalsich pifjemnych vlastnosti:
Tak napf. z toho, Ze ve F-W formalismu ma hamiltonian v p-reprezentaci

tvar (srov. (3.400))
Ay = BeV P° + M2c2 = BE, (3.528)

ihned vidime, 7e v piipadd, kdy polohovému vektoru je prifazen operé-
tor (3.526), je odpovidajicim operdtorem rychlosti

aw) _ LI g ] 5P 3.529
Urw ih W I p2 +A’[2(}2, ( .0 )

a tedy jeho plisobeni na vinové funkee diracovské ¢dstice je ekvivalentni
vynasobeni'? faktorem ¢?p/E, tj. hodnotou rychlosti, kterou by podle
teorie relativity méla mit éastice s impulsem p.

Pravé tak snadno zjistime, 7¢ odpovidajici operitor orbitdlntho mo-
mentu

hL(b[uL/V = X(rl;/:/v} x Prw (3.530)

18Viy formuli (2.43) v [1].

119 orni index FW) zdtraziwje, 7e jde o definici nového operatoru piifazeného

Fisludné dynamické proménné, kdezto dolni index gy pfipominé, Ze jde o vyjadieni

Y ; W . Y.

operatoru ve Foldy-Wouthuysenove realizaci.

, y )

120Nezapomenme, ze ve F-W formalismu jsou viechny vlnové funkce vlastnimi
funkcemi matice 8, prisludnymi k vlastni hodnoté +1 (viz formule (3.528)).
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je integralem pohybu ap.

K tomu, abychom nalezli tvar téchto operatord v rameci diracov-
ského formalismu, stadi, kdyZ na kaZdy z nich provedeme inverzni F-W
transformaci, tj. napf. hledanym “operdtorem polohy” je

. 5 (FW) .
Xpw =S Xy 'So, (3.531)
kde unitdrni matice Sg md tvar (viz Glohu U.3.34.)

1

V2E (B + Mc?)

Po jednoduchych pravich tak dostaneme (viz tlohu U.3.35.)

. he he?

Xpw =iV iy — — g5 iep(p-v) V.

pw = 0V + iy QEQ(E+M@>{ (2 x p]+icp(p-) |
(3.533)

Podobné¢ miiZzeme obdrzet vyjadieni i pro ostatni s nim souvisejici ope-
ratory. Nékteré z nich jsou diskutoviny v Gloze U.3.38.

Na prvni pohled se tak mize zdat, Ze jsme uspéli, Ze se ndm podaiilo
na Hilbertoveé prostoru H nalézt operdtor, ktery umozni bezrozporné
interpretovat algoritmus vychdzejici z Diracovy rovnice jako relativis-
tickou kvantovou mechaniku jedné castice se spinem % Tento nizor
miiZzeme jeSté podporit konstatovanim, %e vyraz stojici na pravé strané
formule (3.533) je shodny s tim, o kterém Newton a Wigner [32] ukd-
zali, Ze je jedinym operdtorem, ktery md nékteré (jimi specifikovand)
vlastnosti, které kazdy operdtor polohy mit musi.'?! Hustota pravds-
podobnosti toho, Ze Castice, kterd je ve stavu popsaném vinovou funkef
¥(y), bude nalezena v misté @ v takovémto formalismu jiz samoziejmad
neni ddna jednoduchou formuli (3.525). K tomu, abychom ji urcili, mu-
seli bychom nejprve nalézt vlastni vektory operatoru X pyy . To je sice
nepiijemnd technickd komplikace, ale sama o sobé by nemusela mit zi-
sadni vyznam. Nalezeni zmin¢nych vlastnich funkei v principu nepied-
stavuje ani nijak zvlast komplikovanou Glohu: Jeji Feseni v rdmcei I'-W

So =

[E +Mc+c(p- fy)] . (3.532)

121Blize se timto piistupem zde zabyvat nebudeme. Pouze pro ilustraci uvedme,
Ze v ném hraje dileZitou Glohu napf. nasledujici pozadavek: Transformaci, odpo-
vidajici prostorovému posunuti kteréhokoliv z vlastnich vektort operatoru polohy,
odpovidajicich lokalizaci ¢dstice v po¢atku, vznikne vektor, ortogondlni ke viem
vektordm popisujicim stavy ¢astice lokalizované v potatku.
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formalismu je stejné jako v nerelativistickém piipadé a pfevedeni do
Diracova formalismu je opét otdzkou provedeni inverzni I'-W transfor-
mace.'?2 BliZe se v8ak zde touto otdzkou zabyvat nebudeme. Omezme
se pouze na konstatovani, Ze takto nalezené vlastni vektory operatoru
X pw maji nasledujici vlastnost: jestlize z hlediska nasi soufadné sou-
stavy je ¢astice v okamZiku ¢ ve stavu popsaném vlastnim vektorem
operatoru X pw piislugném k vlastni hodnoté @, potom transformaci,
kterd odpovidé boostu, tento bispinor nepfejde v bispinor, ktery by od-
povidal lokalizované ¢dstici.'* Nalezeni ¢astice (v nadi soufadné sou-
stavd) v okamziku ¢ v misté & je v8ak bodovd uddlost, a tedy pokud je
v okamZiku ¢ = 2%/c z hlediska nasi soustavy Cdstice ve vlastnim stavu
polohového operatoru, pfislusném vlastni hodnoté @, potom z hlediska
soustavy, kterd s nasi souvis{ Lorentzovou transformaci A(w), by méla
byt v okamziku ¢ = z'%/c ve vlastnim stavu operatoru polohy pfislus-
ném vlastni hodnoté «', kde

2t = A*(w)a” (3.534)

Protoze tomuto pozadavku vlastni vektory operdtoru X pw nevyhovuji,
nezbyva ne7 rezignovat'®® na snahu interpretovat algoritmus vybudo-
vany na Diracov® rovnici jako tplnou vnitiné konzistentni fyzikdln{ te-
orii — relativistickou kvantovou mechaniku jedné ¢astice.

3.2.4 Zavér

V piedchozim jsme vidéli, Ze algoritmus vybudovany na Diracové rov-
nici vede k vysledktim, které nds utvrzuji v presvcdéeni, Ze musi od-
razet mnoho aspektil relativistické kvantové teorie, tj. fyzikdini teorie,

122 AJternativni FeSeni této tlohy mize étenai nalézt napt. v ji citované préci [32]
Newtona a Wignera.

128Gjtnace je tedy naprosto stejnd, s jakou jsme se jiZ setkali u klein-gordonovské
Sastice v tloze U.2.1.. Viibec nejde o ndhodu, ale o pfimy disledek nemoZnosti na
jedné strang akceptovat jednotdsticové stavy se zdpornymi energiemi a na strané
druhé nemoznost v Hilbertové prostoru, ze kterého jsou vylouCeny elementy tako-
vimto “staviim” odpovidajici, nalézt vektory, které by mohly konzistentné popiso-
vat lokalizované stavy.

124 Nezapomenme, 7e diky [32] vime, %e nelze nalézt vhodngjiiho kandiddta na
operator polohy.
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kterd respektuje jak poZzadavky kvantové teorie, tak pozadavky spe-
cialni teorie relativity. Nakonec jsme v8ak poznali, %e tento algorit-
mus nemize zcela konzistentné predstavovat relativistickou kvantovou
mechaniku.'*® Ctenéf jiz jisté rozpoznal, 7e zdroj viech problémi spo-
¢ivd v existenci TeSeni se zapornymi frekvencemi. Jakkoliv se mohlo
zpodatku zddt, Ze jejich prosté odvrhnuti jako velic¢in, které nemaji fy-
zikdlni smysl (tj. po formélni strance, identifikaci jen uréitého podpro-
storu z prostoru vSech kvadraticky integrovatelnych ¢tyfkomponento-
vych funkei s Hilbertovym prostorem H diracovské &astice), poskytuje
fyzikilné prijatclnou alternativu, nakonec se ukizalo, Ze znemoZiuje
exaktni popis polohy studované ¢istice (tj. na prostoru H nelze de-
finovat operitor, ktery by mél vSechny atributy, které jsou nezbytné
k tomu, aby mohl hrit dlohu operitoru polohy). Je proto zfejmé, 7e
tak lacino se feSeni se zapornymi frekvencemi zbavit nelze.
Pripometiine proto alespon velice struéné, 7Ze sam Dirac se pokusil
vyporadat s problémem existence téchto feSeni zpisobem naprosto od-
lisnym [34]. Pripustil toti%, Ze i tato FeSeni popisuji staciondrni stavy
(volné) &astice s odpovidajici (tj. zdpornou) energii. Skute¢nost, Ze
7Zadné stavy sc zdpornou energii nebyly v pfirodé nalezeny, pak obe-
Sel genialné prostou predstavou: Vakuum neni “prazdny prostor”, ale
je v ném pfitomno nekoneéné mnoho (diracovskych) Cdstic, které zapl-
fuji viechny (jednodasticovd) stavy se zépornymi energiemi. ProtoZe se
jednd o fermiony!'? je takovéto schéma v principu smysluplné. Vzhle-
dem k tomu, Ze hodnoty vSech velicin jsou méfeny relativné vadi je-
jich hodnotdm vakuovym, nemusi byt ani fyzikilné nepfijatelné. Navic
takovyto model vakua musi v principu umozhovat pfedpovédi expe-
rimentalné ovéritelné. Nejmarkantndjsi piiklad predstavuje proces, pfi
kterém je jakymkoliv zpiisobem!” jedné &stici se zdpornymi energiemi

25Ty samoziejmé nevyluéuje, aby pro dobie definovany okruh jevii poskytoval
velice dobrou aproximaci popisu reality.

126 Abychom se vvhnuli zbyleénému nedorozuméni, pfipomefime, %e sice prvni
prace svédcici ve prospéch obecného vztahu mezi spinem a statistikou se objevily
a7 témef o deset let pozdgji [35], [36], Pauliho vyluCovaci princip vSak jiZ byl nejen
zndm [37] a obecné akceptovan, ale byly jiz také rozpracoviny jeho disledky pro
statistickou fyziku, a to vedle Fermiho [38] pravé Diracem [39].

12TNapt. pohlcenim fotonu elektronem, kdy# elektron je chapsn jako diracovska
Castice.



3.2 CASTICE VE VNEJSIM ELMAG. POLI 159

pfeddna tak velkd energie, 7Ze jeji konecna encrgie se stane kladnoun. Vy-
sledkem pak bude piitomnost jedné nové'? diracovské ¢astice s kladnou
energii a vznik jedné “diry” v mofi diracovskych ¢astic s energiemi zdi-
pornymi reprezentujicim vakuum. Takovéto “vakuum s jednou dirou”
bude mit elektricky nédboj rovny niboji vakua zmensenym (algebraicky)
o ¢, kde e je niboj diracovské Castice. ProtoZe velikost ndboje vakua
je definitoricky rovna nule, ma naboj vakua s jednou dirou hodnotu
opalnou nez niboj diracovské Castice. Obdobnou Gvahou se dospéje
k zavéru, Ze i v ostatnich smdérech se “dira ve vakuu” chovd jako ¢as-
tice, kterd sc od diracovské &dstice lisl pouze znaménkem ndboje, tj.
(v dnesni terminologii) pfedstavuje jeji anti¢astici. Pokud je moZno &s-
tici z Diracova mofe vytrhnout a vytvofit tak ve vakuu “diru”, musi
byt mo7ny i proces opacny: diracovska ¢astice s kladnou cnergii miize
do diry “spadnout”, tj. jeji energie se stane zadpornou s tim, 7e zbyvajici
energie je odnesena jinymi objekty (napf. vyzafenymi fotony). Vysled-
kem takovéhoto “anihila¢niho procesu” je tedy zanik jedné diracovské
¢astice spoletné s jednou jeji anticasticl.

Andersontiv objev pozitronu [40] proto mohl byt mimo v8i pochyb-
nost povazovan za triumf Diracovy “dérové teorie”.'® Ani o existenci
predpovézenych anihilaénich procest nemize byt nejmensich pochyb. !0
Presto prese v8ecko Diracova dérova teorie predstavuje jen historickou
epizodu, kterd se sice bezesporu zaslouZila o urdity zlom v mysleni'®!
a poskytla inspiraci v mnoha smérech,'® kterou je viak dnes nutno

128Nevylutujeme moznost, 7e jiz na zafdtku procesu mohly byt pfitomny néjaké
diracovské ¢astice s kladnymi energiemi.

129 Abychom neuvedli ¢tenafe ve zbytetny omyl, poznamenejme, e Diracova cesta
k predpovédi existence pozitronu ve skutefnosti nebyla tak pfimocard. Ve vyse
citované praci [34] se jesté pokouSel interpretovat diry po elektronech se zapornymi
energiemi jako prolony. Teprve v ndsledné préci [41] se smifil s tim, Ze se musi
jednat o astici, kterd se lisi od elektronu pouze znaménkem naboje.

130Pyipomenime, 7e napf. dvoufotonova anihilace elektron-pozitronového paru dnes
v pfevazné vétsine piipadi jiz nepledstavuje zkoumany proces, ale dobfe zvladnuty
ndstroj vyzkumu.

131 Rozhodng méla zésadni vliv na odklon od naivnfho nahliZeni na vakuum jako
na “prazdny prostor”, tj od piedstavy, o jejiz neudrzitelnosti snad jiz dnes Zadny
fyzik nepochybuje.

132Pfipomenime alespon uzitednost pojmu “dira” ve {yzice pevnych latek, ¢i fyzice
jaderné a atomové, kde Glohu Diracova mofe ¢astic se zapornymi energiemi ptebiraji
fermiony, jejichZ energie jsou sice kladné, ale men3i nez piisludnd “Fermiho mez”.
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povazovat za pickonanou.'® Dnes miZeme jen spekulovat o tom, co by
to znamenalo, kdyby k jejimu piekonani nedoslo — jak bychom se asi
dokdzali vyporddat se skutetnosti, Ze anti¢istice nade v8i pochybnost
existuji i pro bosony, .. ..

Pro ty, ktefi se hloub&ji zamysleji nad cestami, kterymi prirodni
védy postupnd dochdzeji k hlubsimu, ucelenéj$imu a presnéjsimu po-
chopeni “reality” poznamenejme, 7e pravé uvedena “predpovéd” dérové
teorie o existenci pozitronu neni jedinym pfipadem souvisejicim s Di-
racovou rovnici, kdy je obdrZen pozoruhodné dobryj vysledek, prestoze
pFedpoklady, na jejich? zikladd byl “odvozen”, jsou snadno napadnu-
telnée:

KdyZ jsme diskutovali interakei s elektromagnetickym polem, po-
v8imli jsme si, e magnetické momenty elektrond a mion souhlasi
s promilovou pfesnosti s hodnotami “odvozenymi” z predpokladu, Ze
se jedna o diracovské &astice. Z vysledku dlohy U.3.33. vSak Ctenar
snadno sezné, ¥¢ ve skutednosti pouhym pfidianim Pauliho ¢lenu do
rovnice (3.391) miZeme docilit toho, aby popisovala diracovskou Cds-
tici, jejiz magneticky moment mé jekoukoliv pfedem zadanou hodnotu.
Pritom v rdmci uvaZovandho algoritmu, v némz by zminénd rovnice
mdla piedstavovat kvantové mechanickou pohybovou rovnici, nelze mit
proti pfitomnosti tohoto ¢lenu sebemensich ndmitek (a7 snad na este-
tickd), protoze nenaruSuje pozadavky invariance na takovouto rovnici
kladené.!®* Teprve v ramci kvantové teorie pole pochopime, v ¢em spo-
8iva zasadni rozdil mezi Pauliho ¢lenem a ostatnimi ¢leny popisujicimi
elektromagnetickou interakei diracovské ¢dstice.'®

133Na tomto konstatovani nic neméni ani skutetnost, Ze i dnes uzivame jeji ler-
minologii pro popis ndkterych jevi, piestoze je jiz chapeme v podstatné odlisném
rdmci (vétSinou predstavovaném kvantovou teorii pole), ne7 jaky poskytovala dérovd
teorie.

134Jen diky tomu je tuto rovnici s Pauliho ¢lenem mo7no Gspésné vyuZivat
pro popis elektromagnetickych interakci napf. protonu, ¢i neutromu v procesech
s nepiilis velkym pienosem impulsu. Piipomefime, 7e soutasnd experimentdlni
data [18] odpovidaji ndsledujicim hodnotdm magnetickych momenti t&chto ¢ds-
tic: gy = (2.792847394 6 x 107%) pw , resp. pn = — (1.9130428 + 5 x 1077) pn
kde jaderny magneton puy = ﬁ a M je hmota protonu.

1857 atim si pouze povsimnéme Loho, %e “vazbovd konstanta” § v Pauliho ¢lenu mé
odli¥ny rozmér ne7 konstanta e/fic, charakterizujici sﬂu mzmmalm elektromagne-
lické interakce (popisované zameénou (3.389): 9, — Dy, fe4,).

hc
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Nakonec 1 sama cesta vedouci k Diracové rovnici a ke “kvantové
mechanickému algoritmu” na ni vybudovaném miize slouzit jako priklad
“odvozeni” vysledkll sice pozoruhodnych, ale podstatné odlisnych od
téch, které jsme odvozovali. Vzpomenune si, Ze nejprve jsme z nechuti
k nelokalnimu hamiltonianu

VP 1 a2 (3.535)

dospéli k rovnici Klein-Gordonové. Tu jsme odvrhli zejména proto, Ze
pfedstavovala diferencidini rovnici druhého fadu v Case, a “odvodili”
jsme rovnici Diracovu. U ni jsme vSak casem byli nuceni odvrhnout
TeSeni se zdpornymi frekvencemi, co? ve svych dasledcich znamend, Ze
jsme se i v algoritmmu budovaném na této rovnici museli smifit s pii-
tomnosti operdtoru (3.535) v jeho hamiltonidnu (srov. formuli (3.400)).
O nic méné uspokojivého vysledku bychom ovSem dosdhli, kdybychom
od samého podatku vysli ze “Schrodingerovy rovnice” s hamiltonidnem
(3.535), tj. z rovnice (2.6). Pfitom sc &tenaf snadno presveddéd,'3¢ Je
pokud v “kvantové mechanickému algoritmu” budovaném na K-G rov-
nici tak, jak bylo naznaceno v 2. Kapitole, odvrhneme Feeni se zaporny-
mi frekvencemi, potom prislusna pohybova rovnice je ekvivalentni pravé
zminéné “Schrodingerové rovnici”. Davod, prod ani tento algoritmus
nepredstavuje zcela vnitiné konzistentui relativistickou kvantovou me-
chaniku, je naprosto stejny jako u algoritmu budovaném na rovnici
Diracové — nelze v ném definovat operator polohy. MiZeme tedy tvrdit,
7e zddny z téchto dvou algoritmd neni ani hor8i, ani lepsi neZ druhy.
Jediny rozdil mezi nimi spodiva v tom, Ze jeden se tyki ¢astice bezspi-
nové, kdezto druhy ¢astice se spinem %

3.3 Ulohy
U.3.1. Ukazte, Ze mezi elementy Paulibo matic plati identity

S 1 .
Oaw Oppy = 5 (Oap Ogw + Tap - Oya)

3 1
Oaw Oy = 3 Oa O — 3 Oag ™ Oy -

136Viy 162 Glohu U.2.1.
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U.3.2. Vyuzijte vlastnosti Pauliho matic k dikazu vztahu
- L1 0 -
(cr-P) (o-n) :—zh; [2+7—(§;+ (U-L)} X

U.3.3. UvaZujte 16 matic I 4 definovanych tabulkou

LA ] M4 |
1 1
2,3,47 5 ,),0, ,},1, ,YQ’ ,\}/3
6,7,8 YOI yo2 303
9,10,11 Y2 ¥yl
12 s
13,14,15,16 || %7, 757 15775 %7

Povsimnéte si, Z¢ kazda dvojice z nich vybrand je tvofena maticemi,
které spolu bud komutuji, nebo antikomutuji.
Ukazte, Ze

i)

Spr/\ = 451471 s
ii)
(rA)2 = €A,
kde
[ 41 pro A=1,2,9,10,11,12,14,15,16
A=) -1 pro A=3,4,56,7,8,13
iii)

SpI'A I"B = 4/@;(5;;’/} 5

kde jsme v souhlase s tenzorovym znadenim zavedli

rA = éAFIQ 3
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+1 pro A=1,2,910,11,12,13
L=y pro A=34,567,78,14,15,16

= afs = +1 pro A=1,2,3,4,5,6,7,89,10,11,12
Ka=¢€a8a =3 _4 pro A =13,14,15,16.

Dokazte, Ze vSech 16 matic I 4 je linedrné nezdavislych, a tedy libovolnou
&tvercovou matici'®? lze zapsat jako

16
— § : A
W= val' s
A=1

kde «
wy = -f SplaW.

Vyse uvedeny rozvoj tedy ma tvar
1
Z kAT A SplaW.
445
Ukazte, Ze odtud plyne rovnost
B)al = 7 2 ralalTalb) r
A=1

v ni% |b), resp. {a| je libovolnd jednosloupcovi, resp. jednofddkova ma-
tice. Na jejim zakladé dokaZte identitu

5m (5[%6 = Z /m (FA>M.
DokaZte, %e pfi libovolné pevné zvolenych hodnotich A, B plati

ArB L A
(pl T = kpwapl”?,

v

neuvadlme ty z rozmérd matlc, kieré j ,]sou 7z kontextu evxdentm’ tak napf. v uve-
deném tvrzeni pod ¢tvercovymi maticemi rozumime samoziejmé pouze matice se
Gtyfmi radky a ¢tyfmi sloupci, atp.
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Wan = +1 pokud [[4Tp]=0
AB=Y 1 pokud {4, Mg} =0.

VyuZzijte tohoto vztahu k dikazu relace

16
{c|UT g |b){a] VAR |d) = hf Z Kawap (¢| ur4 |dY{a| ZT 4 |b)

A=1
platné pro libovolné ¢tvercové matice U, Z.

U.3.4. Dokazte, 7Ze Ctvercova matice A komutuje se vSemi ¢tyimi ma-
ticemi -, prave tehdy, kdyz je nasobkem jednotkové matice.

U.3.5. Z ulohy U.3.3. vime, Ze soucin libovolné dvojice z matic
Fa= {17 Vs Zl/pa V5, ’)’5'}'0’}

lze vyjadrit jako linedrni kombinaci téchto Sestndcti matic. Najdéte
explicitni tvar téchto lincarnich kombinaci. Zejména ukazte, Ze plati

VuYp = —i Z[.Ll/ + 9w

, — £ o ) A
’)’;Lzl/p —  Cpuwpo 57 4'l(,(],u.u f/p ,(/;Lp"/u);

~ J— —~ a 3 ~
Zup Y = EpwpeYsy —1 (.(/;w% - .(};zp /1/) 3

7
Zup’y:') = 7521111 = ‘2‘51//10;120“

Zupsz = HupYpoc — Gpulve
+1 I_,(qu}:tlo - ,(]l//ﬁzp(f -+ guazp/.z. - .(]prle/;z,]
+i51/p/1075 .

U.3.6. Naleznéte nejobeendjsi tvar unitdrnich matic S (P), S(T), C,
As, vyhovujicich pozadavkim

S(P)vo=S(P), SP)vy=—-vS(P),
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S(M) v, = 1S(D),
C’Y; = k"//.zca
A57[l. = "'A//LAS .

U.3.7. Necht Sestice Ctvercovych matic A¥ = A" (u,v =0,---,3)
vyhovuje komutadnim relacim

L Pl — o, v, 13 3 v
[A 7] = 20 (g™ = g"y"),
[AYAPT] = 24 (gH7 AP — gHPAYT + g"PART — g"T ARPY
Dokazte, Ze témito pozadavky jsou matice A*” urCeny jednoznacné, tj.
7e vySe uvedené rovnice maji jediné rfeSeni

1

2

g P A
A =T = Y ]

U.3.8. Dokazte identity
i)

—_ ! /‘ /\,'(r
/;L’}/l/’)/p - (‘Sw/p,n - LE}WpU’YS) |

kde
S;wpa = GuwYor — GupYve + JpoGup -
ii)
17 1/ i 1,
VY = 9 s A 5 e

U.3.9. Vyuzijte existence matice ndbojového sdruzeni k dikazu relace

Sp (A dy - #,) = Sp (#, - dod)) -

U.3.10. Dokazte antikomutadni relaci

{8} =2(a-0)

a vyuzijte ji k ditkazu rekurentni relace

n—1

Sp (o Aa) = 3 (<17 (o) Sp (o B, )

7=1

i

il
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1
kde E{Jj znali, Ze v prislusném vyrazu je nutno vynechat faktor g ;-

U.3.11. Dokazte, Ze plati

'ﬂt%’}’ﬂ = —24,

Vud By 4(a-b),
TAPEY = —2¢P4,
VuABEdY = 2(BedA+Adep).

U.3.12. Dokazte, Ze plati

?f'}’u i = 2%?‘ - 32’)’;4 )
#7/17'/ # = 2 ((L;t’yl/ - at/’hz) ?‘ ‘i_ (L2’)’H’)‘,, b
?{7u'7'l/7/>?f = 2 (a#'}'u')/p = @YY + OV Vo) A - ag')’u%/)’p .

U.3.13. Dokazte relaci

Ape+¢pd=2[0-c)d - (a-c)p+(a-b)g].

Presvedéte se, Ze prvai z formuli uvedenych v alohach U.3.11. a U.3.12.
predstavuji specidlni piipad této relace.

U.3.14. Dokazte relaci

TuYa V8 Yv + YV Va Y8 Vu
2 [,(] w Yo Y8 + Gua YV — GusVa Vv + Jua YT — .(]1/,3’7&’7;&] .

PresvédcCte se, Ze druhé z formuli uvedenych v Glohdch U.3.11. a U.3.12.
predstavuji specidlni piipad této relace.

U.3.15. DokaZte, Ze

Sp (15 4B 4) = —dicyupoa V.
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U.3.16. DokaZte, Ze v chirdlni reprezentaci je matice nabojového sdru-

zeni dana vyrazem
. . a9y 0
C=iday =1 .
0 —09

U.3.17. V rémci diskuse Klein-Gordonovy rovnice jsme ve formuli
(2.14) zavedli ndbojové sdruZeni skaldrnich veli¢in ¢ jako jejich oby-
¢ejné komplexni sdruZeni.

UkaZte, Ze existuje takova realizace Diracovy algebry, Ze v jejim rdmeci
totéZ plati o bispinorech, tj. Ze v ramci této realizace je 9o = ¥*.
Presvédéte se, Ze tak tomu je v pfipadé realizace Majoranovy, v niz

7 = Uypul,

kde «f; jsou y-matice v Diracove reprezentaci, tj. matice definované
formuli (3.49) a unitarni matice

oo S

Naleznéte explicitni tvar matic v* v Majoranové reprezentaci. Ukazte,
%e viechny elementy téchto matic jsou ryze imagindrni. Presvédcte se,
#e pro komponenty bispinoru v této reprezentaci predstavuje Diracova
rovnice (3.30) soustavu diferencidlnich rovnic s redlngmi koceficienty.
U.3.18. Nechty, (n), (o =1,---,4) jsou komponenty bispinoru ¢:(n).
Vime, Ze pro libovolnou dvojici hodnot ¢, & pfedstavuje soudin

1 1 * / 2 l- 7‘; s 1 bw o , ly o

P Vg inedrni kombinaci vyrazd

Skalar S(
Pscudoskalar P(
Vektor VE(

(
(

2
2
Axiilni vektor | A*(1,2
2

Tenzor TH (1,
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Je zfejmé, Ze jakykoliv skaldr S(1,2,3,4), ktery lze vytvorit linedrni
kombinaci velidin (¥a(1))" ¥5(2) (1,(3))" 1s(4), musi byt moiné vyjad-
it jako linedrni kombinaci ndsledujicich skalarnich vyrazi

Skalarni variant Se(1,2:3,4) = 5(1,2)5(3,4)
Pseudoskaldrni variant | Sp(1,2;3,4) = P(1,2) P(3,4)
Vektorovy variant S'V(l 2;3 4) = V,(1,2) V*(3,4)
Axialné vektorovy variant | S,4(1,2 ) = A,(1,2) A*(3,4)
Tenzorovy variant Sy (1, 2:3,4) = T,,(1,2)T"(3,4)

tj.
5(1,2,3,4) = > CpSq(1,2;3,4),
Q
kde Cg jsou konstanty a () probihd hodnoty S, PV, A T.
Skalarni jsou ovSem také veli¢iny Sg(1,4;3,2), a tedy musi existovat
vztah (Pauli-Fierzova transformace)
So(1,4;3,2) = Y~ Co.oSer(1,2;3,4) .
QV
Na zékladd vysledkdl tlohy U.3.3. dokaiZte, Z¢ kocficienty Cg o maji
hodnoty uvedené v nédsledujici tabulce, v niz fadky a sloupce jsou Cis-
lovany proménnou (), resp. (2.
L lsfplV]A]T |
1/4 [ 1/4] 1/4 | =174 1/8
Pll1/41/4|~1/4| 1/4 | 1/8

Vi1 -1 -1/2|=1/2] 0

n

Afl =11 |=1/2|-1/2| ©

T 313 0 0 | -1/2

Ukazte, ze pro libovolné Ctvercové matice U, Z plati

IVQ /’VQ,
37 (e Ul |b){al 2T |d) ZDW, > (alZF 4 by (| UT7 |d),

B=ng A_nQ.r
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kde
Dy = Cyop
DQ’QI = CQ’QI DQ'] ZC] Qs D] Q= —C']»’Qr pro Q, Ql # T.

Hodnoty ng, Ng jsou diny v nésledujici tabulce

! ng ]\T( )

1 1
12 12
Vi 2 9
A 13 16
T 6 11

U.3.19. Na zikladd vysledku tlohy U.3.18. dokazte, Ze plati

$(1) Y Patp(2) 0(3) v (L + ays) (4) =
2(1Fa)u (3) Potp(2) (1) Pz1b(4)
— (1 £a) 9 (3) 7 P+(2) ¥ (1) VW Piw(4),

kde
P.=

e

(1i75)~

DO | =

Povsimné&te si, Ze odtud specialné plynou relace

(3) 1uPsv(4) = ﬂ() PL(2) (1) 7" PLtb(4)

Wb
B(1) 7" P (2) $(3) vP=v(4) = 20( )Piw() (1) P=(4).

U.3.20. Podle nerelativistické teorie by Hilbertav prostor jednocasti-
cové soustavy mél byt chamhtmistick{ m prostorem operdtoru T2 pri-
slusnym k vlastni hodnoté (— 1) , kde s je spin piislusné &dstice.!3®

138Viz formule (9.191) v [1].
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UkaZte, Ze také operdtor Casové inverze diracovské Castice této pod-
mince vyhovuje.

U.3.21. DokaZzte, 7e matice P (p) a P,(2 - p) vystupujici ve formuli
(3.300) navzijem komutuji.

U.3.22. UkaZte, %e pravdépodobnost naméreni helicity A u diracov-
ské Castice s impulsem p ve stavu s helicitou v soustavé nekonecného
impulsu rovnou %C je dana vyrazem

r(Q) = 5+ XD(p),

1 M2¢?
Dip)= — [1—-—"_|.
®) p| < P +p°>

Ukazte, e v pipadé, kdy p® > Me, |p, |, odtud dostdvime pro prav-
dépodobnost, 7e bude naméfena hodnota helicity odlisnd od helicity
v soustavé nekonefného impulsu, pfedpoved

kde

M2¢? +p?
wy(¢) =~ —W4p2 = .
3

U.8.23. UkaZte, Z¢ komponenty s#(—v) definované formuli (3.331) lze
vyjadrit ve tvaru

0(_ — i
s (=v) Mc’

. . s§-P
SV = St T ey P

UkaZte, %¢ pro thel a(p) mezi vektory s(—v) a p plati

Mc?
tga(p) = ——tga,

kde « je thel mezi vektory s a p.

Povsimnéte si, 7e

i) o =7/2= a(p) = n/2 pro vSechny hodnoty impulsu p.

i) o < 7/2 = a(p) < 7/2 a pfitom «(p) monotonné ubyva s ristem
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energie tak, e pro F — co a(p) — 0.

iii) a > /2 = a(p) > 7/2 a pfitom «(p) monoténné roste s ristem
energie tak, e pro F — co a(p) — 7,

tj. pokud je projckee vektoru s do sméru impulsu p kladnd (zdpornd),
potom se vektor s(—v) “stadf” s ristem cnergie ¢im dale tim vice do
(proti) sméru impulsu.

iv) Ze v pfipadé « = 0, tj. pro s = p , plati

Inl

L) = g
E _

Ukazte, Ze

20y o2 s-p\*
s'(-v)=s +(Mc> ’

U.3.24. UkaZte, Ze pokud diracovskd ¢istice s nenulovou hmotou mé
impuls p a helicitu A, potom mé spin ve své klidové soustavé orientovan
ve smdru 2Ap, a tedy plati (srov. (3.332))

Ysdp ulp; A) = 22 u(p; A),
kde ctyfvektor sp ma komponenty

P M P et

U.3.25. Necht diracovskd ¢astice s impusem p ma ve své klidové sou-
stavd spin orientovin ve sméru s. Uréete pravdépodobnost, Ze pii mé-
feni jeji helicity bude obdrzena hodnota %/\.

U.3.26. Dokaite, #c matice S(—v) definovand formuli (3.300) vyhovuje

komutaéni relaci'3

. 2
[S'Z, S(——'U)]—'L\/m[s Xp]a

1390pst z ni vidime, Ze bispinor u(p;es) definovany formuli (3.320) piedstavuje
vlastni vektor matice s - ¥ pouze tehdy, kdyZz vektory p a s jsou linedrné zévislé.
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U.3.27. Ukazte, Ze mezi diracovskym hamiltonidnem
. 2 2
H=ca- - P+ Mc
a operdtory spinu, resp. orbitdlniho momentu plati relace

[ﬁigﬂ] = - [hS’, FI] =2ica x P,

[(hi)g,ﬁ} - 2ihc{(a c2) ' [(z- P) —in] (a- 13)}.

V8imnéte si, ze tyto komutdtory jsou tmdérné rychlosti svétla ¢. Podle
nerelativistické kvantové mechaniky orbitdlni moment i spin volné ¢és-
tice jsou integraly pohybu, a tedy jim odpovidajici operdtory s hamil-
tonidnem komutugi. Na druhé strand kdykoliv je pouZitelnd nerclativis-
tickd teorie, musi byt jeji pfedpovédi prakticky shodné s relativistic-
kymi, ve kterych provedeme formalné limitu ¢ — co. Na prvni pohled
se proto milze zddt, Ze platnost pravé nalezenych vztaht znemo#iuje,
aby teorie opirajici se o Diracovu rovnici mohla reprodukovat (4dspéinc)
vysledky nerelativistické kvantové mechaniky. Reste tento paradox.

U.3.28. Ukazte, Ze pozadavek (3.206) kladeny na bispinory odpovida-
jici staviim diracovské ¢dstice, vyjadfeny v terminech étyfkomponento-
vych funkef (3.244), odpovidajicich staviim s danym impulsem, lze (pii
kovariantni normalizaci) vyjadfit ve tvaru

. d3

1 i
h{x b( -x .
(@) = e /@z P, j)ulp, 7)(kp(hp a)

Ukazte, Ze koeficienty tohoto rozvoje jsou ddny vyrazem

uT(IJ, 7) / (13:1:(3};1)(—%1) - :c) ().

1 1

b(p, ) = ——y
P )= G A

UkaZte, 7e plati

el = [ 3 lbip, )P
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DokaZte, 7e bispinor (), takovy, 7Ze
[ @@ (@) v(=) # 0,00,

odpovidé stavu diracovské ¢dstice praveé tehdy, kdyz pro vSechna p, j
plati

vi(p, 7) / dx exp(%p . w) ¥ (x) = 0.

DokaZte, Ze konstantni hermitovska matice A mize predstavovat operd-
tor odpovidajici ngjaké dynamické proménné diracovské Cdstice jeding
tehdy, kdyZ pro vSechna p, 7, k plati

vl (—p, j) Au(p, k) = 0.

U.3.29. Necht fo(p) je jakékoliv feSeni rovnice
(pF Mc) f=(p) =0.
UkaZte, Ze potom pro libovolnou 4 x 4 matici A plati
- + ’ o
soutef. ) Afatr) = 16 ({255 1o W SR o)
Specidlné pro A = +* odtud dostavame Gordonovu identitu

2Mefe(p) Y Fe(p) = T () (0 +p) —i(p = 1), =) fe(p).
U.3.30. UkaZte, e “operdtor polohy” volné diracovské ¢astice v Hei-
senbergové reprezentaci
o i~ g
X = cxp(EH t> T exp (—};H z‘) ,

kde A A
A= ca- P+ 3Mc,
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lze vyjadiit ve tvaru'*

A " A ] N ~ 21
X(t) =z +cPH t+ %c (a - cPH‘l) H [exp (~—7§—Ht> — 1} :

Jeho odvozeni se stance témdr trividlnim, pokud si povSimnete, Ze plati
antikomutad¢ni relace

(<)) <o

a diky ni

exp (éﬂ t) (ﬁa — (:f’) exp (—%H t) = (I:la — (’13> exp (—i—:ﬂ t) .

U.3.31. Ukaite, Ze pokud elektromagnetické pole neni pfilis silné, po-
tom v nerclativistickém rezimu je hustota proudu definovaného formuli
(3.132) ddna vyrazem

- h e h
= iy~ — 3t - Al
I=ayd = o Me oM

rot®lo®,

kde spinor ® pfedstavuje horni (tj. velké) komponenty bispinoru ¢ vy-
jadieného v Diracové realizaci.

U.3.32. Necht bispinor ¢(z) je FeSenim rovnice (3.391) pro diracovskou
dastici s hmotou M a ndbojem e nachdzejici se ve vnéjSim elektromag-
netickém poli.

UkaZte, Ze potom nabojové sdruzeny bispinor

te(z) = COY*(z)

140Poyiimnéte si, e pokud by na pravé strang nasledujici formule byly pouze
prvni dva ¢leny, potom by nalezeny vysledek predpovidal, Ze Casova zavislost stfedni
hodnoty polohového vektoru diracovské Castice v jakémkoliv stavu by méla odpo-
vidat klasickému pohybu relativistické ¢astice s rychlosti shodnou se stfedni hod-
notou rychlosti v uvazovaném stavu. Pritomnost posledniho ¢lenu pak byla inter-
pretovana tak, 7e u diracovské ¢astice se pres zminény “klasicky pohyb” piekryva
jeste dalsi, rychly periodicky pobyb (neprehlédnéme, Zze [rekvence v ném zastou-
pené maji hodnoty v > 2Mc?/h, coZ i pro tak lehkou &dstici jakou je elektron
znamend v > 1.6-10%'s™1), pro ktery se vzil Schrodingerem zavedeny termin “Zit-
lerbewegung”.
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vyhovuje rovnici, kterd z rovnice (3.391) vznikne zdménou e — —e,
tj. odpovida diracovské &istici s toutéZ hmotou a s opacngm ndbojem,
nachézejici se v tomtéz vnéjSim poli.

U.3.33. UvaZujte dvé inercidlni soutfadné soustavy. Necht svétobod z,
ktery ma ve vychozi soustavé soufadnice 2#, je v druhé soutfadné sou-
stavé popsdn soufadnicemi

fL"u - Aﬂu(w) ‘/UL' + Z)’J’ :

Jestlize hodnoty vnéjsiho elektromagnetického pole lze ve vychozi sou-
staveé popsat pomoci ¢tyfpotencidlu A#(x), potom z hlediska druhé sou-
stavy jsou popsatelné pomoci Etyrpotencialu

A (z) = A¥,(w) AY (/\_1 (@ — b)) .

Necht bispinor ¥(z) je FeSenim rovnice

(i [a,t + %%A“(a:)] . f€) w(z) =0. (3.536)

Ukazte, Ze potom bispinor
W' (z) = exp { i“"”} YA (z - b))
je FeSenim rovnice
) e, u o
POy + ﬂAﬂ' (z)] - n;) P (2) =0. (3.537)

Proto fikdme, Ze rovnice (3.390) je invariantni vi¢i (nehomogennim)
Lorentzovym transformacim.

Jestlize hodnoty vngjsiho pole lze popsat ¢tyfpotencidlem A#(z), potom
totéZ je pravdou i o ¢tyrpotencidlu

AM(z) = AMx) — O*A\(z), (3.538)

kde A(z) je libovolnd skalirni funkce. UkaZte, Zc kdyZ bispinor ¢(z)
vyhovuje rovnici (3.536), potom bispinor

W () = $(z) exp {?A(x)} (3.539)

c
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vyhovuje rovnici (3.537). Proto fikdme, Ze rovnice (3.390) je invariantni
vidi kalibra¢nim transformacim, tj. viici soucasné zaméné

Al(z) = A¥(x),  d(z) > ¢ (2),
kde ¢arkované veli¢iny jsou definovany formulemi (3.538), (3.539).
Ukazte, Ze obé tyto vlastnosti invariance md i rovnice

(i [aﬂ v %‘iA,L(x)] o 4 6F,, (z) D — n) w(@) =0,  (3.540)

C

kterd vznikne z rovnice (3.390) pfidanim Pauliho clenu
81, (x) B (),
v némz ¢ je (libovolnd) redlnd konstanta a
T (@) = 04 Ay (2) = 0,44 ()

je tenzor uvaZzovaného vnéjsiho elektromagnetického pole.
Ukazte, Ze pokud pohybovou rovnici diracovské ¢astice je rovnice (3.540),
potom magneticky moment této éastice ma hodnotu

ch

= Sie 2he0.

A

U.3.34. Ukaite, ze pro libovolny redlny vektor a je matice
A(a) = exp{a- v}
unitarni a lze ji vyjadfit ve tvara
A(a) = cosa+ (a-y)sina,

kde a = |al.
Ukazte, 7e pokud vektor a je (anti)paraclni s p, plati

A(a)H (p) Al(a) = cA*(a) [Mc— (p-7)] 5.
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Ukazte, Ze tato matice je Gmérnd matici § préveé tehdy, kdy?
Q= 1 arctg m
2 Mece’
a Ze potom je
A(a)H (p) Al{a) = £E3,

kde horni, resp. dolni znaménko plati tehdy, kdyz 2a € (0, 7/2) mod.
27, resp. 2a € (7, 37/2) mod. 27.
Tedy Foldy-Wouthuysenovu transforma¢ni matici pro volnou ¢istici lze
v p-reprezentaci vyjadrit ve tvaru

exp{iFg} = Sy,

kde

_ p|
. arcte ,
(p ’Y) e g.z"’l/[(‘,

i
F(] = ‘-‘5
a pritom pod arctg je tfcba rozumét ”hlavni vétev” této funkce.
Ukazte, 7o
Sy = ! [E‘ + M +e(p- 7)}
2E (E + Mc?)

U.3.35. UkaZte, Zc plati

he he? ) . .
oF Y TSR (B 1 M (1 AJCQ)‘{E (% x p]+icp (p- ’Y)} = Trw,

S)&Sy = &+

kde!?!

& =1hV
a matice Sy je definovana v tloze U.3.34.

U.3.36. Ukazte, Ze slozky operdtoru &y , definovaného v tloze U.3.35.
vyhovuji komutadnim relacim

[(?Ftvv)jv(ﬁlvw)kJ = 0,

[(5\(1“W)j 7[)4 = ’L‘hé‘jk .

1! Gradient v néasledujici formuli se samoziejmé (ykd proménné p.
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U.3.37. UkaZte, Ze pro operitor & py definovany v tloze U.3.35. plati

1 ¢’p H(p)

— |@&pw ,H = — —=.

i Bew WPl = 27—
Pro tento operator je tedy bispinor odpovidajici volné diracovské ¢astici
s impulsem p vlastnim vektorem piislusnym k vlastni hodnoté ¢*p/FE,
tak jak oCekidvime od operatoru rychlosti.
U.3.38. Ukaite, 7e plati!*?

2

&
BB+ i) P> B Pl = Zew

5i%S, =% +z— [px~]—
DokaZte, Ze tato matice komutuje s matici H(p).
Dokazte, ze také operator
Liw = ¢ [&rw x Pl
ol = —|Tp
rw = 3 1 Erw p
komutuje s H(p).
U.3.39. Necht F( ) je operitorova funkce redlné proménné t. UkaZte,
7e derivaci jeji n-té mocniny lze zapsat ve tvaru

D pn F
dt ”Z k+1)!(n—1—k)! k>

kde k-nasobny komutdtor

Na zékladé tohoto vysledku dokaZte relaci

A,

C

4 (”\’p(-—ﬁ) = ~(‘Xp(*ﬁ) i —
dt i “(n+1)

M2\ atice %E rw se nékdy nazyvé operatorem stiedniho spinu diracovské ¢astice.
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U.3.40. UvaZujte Diracovu rovnici
) ) S
zhaw(ag) = (51\40 +ca- P+ fVs (w)) ()

popisujici &4stici ve vngjsim skaldrnim poli, jehoZ vliv je popisovan “po-
tencidlni energii” AVs(x) . Pomoci Foldy-Wouthuysenovy transformace
ukaZte, Ze tato rovnice je az do ¢lend 3. fidu fyzikalnd ekvivalentni
Pauliho rovnici s hamiltonidnem

) ~ 14
Ap = M+ P
o= MO oM T M3
s 1 X ; r 2
Vs — [411513 — 4ih (VVs- P) — b AVS}

+\A/51’, +0 (LfM‘J) s
kde ¢len
)
—
(2Mc)?
popisujici spin-orbitalni interakci lze v piipadé sféricky symetrického
pole zapsat ve tvaru

. A\ 1dVse .
Ve, = — - IpS
sL (21\43) r dr g

Vor, = — [vvs x P,

ktery se od vyrazu (3.442) popisujiciho spin-orbitdlni interakei v pfipa-
ds, kdy 8lo o pole vektorové'® 1isi pouze znaménkem.'**
Najdéte explicitni tvar vyde uvedeného vyrazu O (VEM~2).

U.3.41. UvaZujte jednoclektronovy atom, pfipadné iont. Necht Ep;
jsou jeho energetické hladiny spoctené v aproximaci, v niZz jadro pova-
#ujeme za pouhy zdroj sféricky symetrického elektrostatického pole (tj.
za, zadané sféricky symetrické rozdéleni ndboje). Jadro s nenulovym

143Nezapomeiime, 7e elektromagnetické pole jsme popisovali pomoci étyfpotenci-
alu A#.

144Pravs diky tomuto znaménku jsou disledky spin-orbitdlni interakce v jaderné
spektroskopii opa¢né neZ ve spektroskopii atomové.
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spinem vSak md také nenulovy magneticky moment. Diskutujte jeho

vliv na energetické spektrum'*® uvazovaného atomu v aproximaci, kdy

ho povaZujemc za elementdrni magneticky dip6l p lokalizovany v po-

Gatku.

Piipomenme, Ze pole vyvolané takovymto dipdlem lze popsat pomoci
vektorového potenciilu

1 1

Alx)=—-—puxV-

47 r

a odpovidajici magnetickou indukei je

1
4mr3

Magnetickému momentu jadra odpovidd operdtor

B (x) = pd (x) [ —3(n-2z)z|.

")’ = JAUN i:

kde jaderny maguneton
_eh

I = o Mpe
(Mp je hmota protonu ~ 938 MeV/c?) a pro operdtor spinu jadra jsme
uzili symbolu 2.
Oznac¢me J velikost celkového impulsmomentu soustavy elektron plus
jadro, g velikost celkového impulsmomentu elektronu a ¢ velikost spinu
jadra. Hyperjemnd interakee vede k roz§tépeni vy8e zmincnych hladin
Ey v zavislosti na velikosti J. Ukazte, Ze v nejnizsim fddu poruchové
teorie lze jeji prispévek k energetickému spektru vyjadfit ve tvaru

algy W+1)[J(J +1) = 5(j + 1) —i(i +1)] ()
deM Mp i+ 1) n

6EnljJ =

kde 5
(7‘”3)M = (nlm)| ]X|7 |nlm)

a X je operdtor polohy clektronu. V pfipadé s-stavi je nutno ve vyse
uvedené formuli provést zdménu

1 .
1D (%) = 2 |Rumolr =0,
nl 2 ’

145Pro odpovidajici interakei se uzivé terminu hyperjemnd interakce.
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kde R, ;(r) je radidlni ¢ist vinové funkee.

UkaZte, Ze v aproximaci, kdy elektrostatické pole jddra povazujeme za
ryze coulombické vyvolané bodovym nabojem Ze, lze vySe uvedenou
formuli zapsat ve tvaru

M (Za) J(J+1) =35 +1) —i(i +1)

aEnljJ =M CQ.(]A

Pro zadané 7,i probiha J hodooty |7 —|,---,7 +1, a tedy podle této
formule dochézi vlivem hyperjemné interakce k roz§tépeni hladiny Eyy;
na multiplet sestdvajici z 2k + 1 podhladin, kde

k = min(z, 7),
pfitom nejmensi energie odpovidd stavu s celkovym impulsmomentem

J = |j — i|. Pro $irku tohoto multipletu dostdvame predpovéd

AEy; = 0Bnji—ji— 0Lnji=|j—i

B MCQ(Z(X)@‘ M 294 k(2K +1)
T ol Me Z j(H+1)(@2+1)°

kde
K =max (i,]) .

V pripadé vodikového atornu je

1
Z:]-) k:ZIE) I{:}) ga = 9p,
a tedy
ot M 27 +1

2

AFEy; = Mc Z—HEE(/;/ GrU@+D)
Pfipomefime, %e experimentdlni hodnota magnetického momentu pro-
tonu odpovidd hodnoté gp ~ 5.6. Odtud vidime, Ze pfedpovézené roz-
stépeni je o 2-3 Fady menSi ne? v ptipad@ jemné struktury, tj. neZ Sifka
AE, uréend formuli (2.74). Proto se v této souvislosti opravnéné ho-
vofi o hyperjemné strukture cnergetickych hladin. PovSimnéte si, Ze
piedpovézena Sitka hyperjemného rozStépeni energie zdkladniho stavu
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vodikového atomu je AE; ~ 5.9 -107%V. Tento vysledek se obvykle
formuluje v terminech odpovidajici frekvence jako

NAEy/ (2nh) ~ 1.4-10%71.

U.3.42. Pokuste se spodist koeficient odrazu R diracovské Sdstice s e-
nergii ¥ > 0 od potencidlového skoku vysky V > 0 zplsobem, ktery
jsme poznali v nerelativistické teorii, tj. nalezenim takového staciondr-
niho FeSeni Diracovy rovnice s hamiltonidnem

H=ca: P+ M +0(2)V, (3.541)
které pied bariérou predstavuje (formdalng) superpozici feSeni pro vol-
nou ¢astici s impulsem ve sméru ey ( “dopadajici vlna”) a s impulsem ve

73733

Zadng vlna smérem pied schod, tj. hledané FeSeni mé mit tvar
) i
P(x) = u(p) exp(-};}—pz) + bu(—p) exp(—ﬁpz> pro z <0,

P(x) = du(q)exp (%qz) pro z > 0,
]

P = pe;, q=(ges,
1 = .
p = =VE?— M?2c,
c
Img > 0.

UkaZte, Ze tento postup vede k predpovédim:
i) V pfipadd V' < 2Mc*:

R < 1 pro Fe (‘f’r+]\«1(:2,oo),
R =1 pro Fe (J\/I(:Q,V—FJ\/IC,Q).

ii) V pfipadd V > 2Mc*:
R < 1 pro Ee (V + Mc?, oo) ,
R = 1 pro Fe (V —~ MV 4+ M 02) ,
R > 1 pro Ec (A/IC.Q, V- ]ch> )
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Posledni fddek predstavuje tzv. Kleindv paradoz.

Pokuste se odhalit jeho

a) formalni pricinu (spoctéte hustotu proudu pravdépodobnosti odpo-
vidajici nalezenému staciondrnimu feseni)

b) fyzikilni pii¢inu (srovnejte spektrum vlastnich hodnot operatoru
(3.541) pro piipad V > 0 s jeho spektrem v piipadé V' = 0).

U.3.43. Ukazte, %e pro “operator rychlosti” definovany formuli (3.504)
plati

i

2

’Z p, j)ou(p, j) ¢

m @ )ulp, j) AED

kde u(p, 7) jsou libovolné jednosloupcové matice vyhovujici rovnicim
(3.245) a (3.246).
it)

ul (p, s)ou(p, s) ¢
9

ut (p, s)u(p, 8) aE?

kde s je libovolny jednotkovy vektor a u(p, s) je odpovidajici jedno-
bloupcom matice zkonstruovana podle formule (3.320).




Kapitola 4
Castice

V piirodé se setkdvdme s nepfebernym poctem jevii, k jejichz vystizeni
se jako neocenitelny ndstroj jevi pojem “Castice”. Kazda teorie, kterd
aspiruje na to byt teorif fyzikalni, musi tuto skute¢nost adekvitné vy-
stihnout. Kvantové mechanika se o to pokusila ve své nerclativistické i
relativistické verzi, a to s pozoruhodnym aspéchem. Piedpovédi nere-
lativisticke teorie byly (a jsou) v neobytejné dobrém souhlasu s experi-
mentem ve viech pripadech, kdy se jednd o stavy, v nichZ klidové energie
¢astic dominuji viem ostatnim prispévkim k hodnoté celkové encrgie!.
Navic, v téchto piipadech malé odchylky od velice pfesnych dat bylo
mo¥no pFipsat na vrub (zanedbavanych) relativistickych korekeif. Tento
nizor byl nejen dobfe fyzikilné motivovan, ale vyznamné podporen
zejména skutednosti, e jiz zapocteni odpovidajicich oprav v nejnizsim
priblizeni (a to jak co do Fidu poruchové teorie, tak co do odchylky
relativistického od nerelativistického popisu piisludnych fyzikalnich ve-
li¢in) vedlo vesmds k podstatnému zlepSeni souhlasu predpovedi s daty.
Bylo proto pfirozené odekévat, 7e dalsiho zlepseni bude dosazeno, kdyz
se podaii prislusny problém adekvitné formulovat v rdmei relativis-
tické kvantové mechaniky. Na fadé konkrétnich piipadi (zejména z ob-
lasti spektroskopie) se ukdzalo, Ze toto ofekavani nebylo neopravnénd
— pokud jde o jevy dominované klidovou energii pfislusnych ¢dstic. Je
témdF nemyslitelné, e by $lo o pouhou ndhodu. Mdme proto dobré

10 stavech, které predstavuji superpozici staciondrnich stavii, v niz hlavni pii-
, p

spévky ptipadaji na ty, jejich? energie jsou dominovény klidovymi energiemi pii-

slusnych Eastic, ‘ikame, 7e v nich “dominuje nerelativistcky rezim”.
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divody pfedpoklidat, Ze kvantovd mechanika (rclativistickd i nerelati-
vistickd) adekvétnd popisuje? mnoho stranek (témsf viechny, se ktery-
mi se mame moznost setkat v béZném Zivoté, ale i celé Fady dalgich)
fyzikdlniho svéta.

Na druhé strané je ziejmé, Ze kvantovd mechanika nemize poskyt-
nout rdmec pro adekvitni popis vdech strinek fyzikdlniho svéta — a
to zcela nezévisle na tom, zda se jednd o teorii, kterd je, ¢i neni plné
vnitiné konzistentni z hlediska Cisté matematického. V tomto pFipadé
neni podstané to, ze jde o teorii kvantovou, ale Ze jde o mechaniku, tj.
o teorii, v niZ systém je uréen zadanim poctu a druhi déastic, “které
tento systém tvori’. Jinymi slovy fedeno, mechanika predstavuje teo-
rii, kterd ex definitione nep¥ipousti Zadné procesy, p¥i nichz dochézi ke
zméndm podtu a/nebo druhi Eistic, a to ani vlivem vngjSich poli, ani
v disledku interakce mezi jednotlivymi ¢asticemi systému samotného.
Na druhé stran¢ dnes vime, %¢ nepfeberné mnozstvi nejrizndjsich druht
takovychto procesti bylo nade v8i pochybnost pozorovano. Vidy pritom
jde o procesy, v nich? dochézi ke “zménam energie jednotlivych ¢astic”
tak velkym, Ze jsou srovnatelné s klidovou energii nékteré ¢éstice, tj.
procesy probihajici daleko od nerelativistického rezimu.

Je dobfe si pfipomenout, Ze relativistickd kvantovd mechanika na-
razi na zasadni problémy pravé tehdy, kdy# se ji pokusime aplikovat
ve vySe naznacené oblasti. Vzpomenme alespoit na problém vazanych
stavli v extrémné silném coulombickém poli, ¢i na Kleiniv paradox.
Také problém s popisem dastice lokalizované s presnosti prevySujici
Comptonovu vlnovou délku spadd do zminéné oblasti. Z Heisenber-
govych relaci neurditosti totiZz vime, %e p¥i méfeni kinetické energic®
¢astice v takovémto stavu by se znacnou pravdépodobnosti méla byt
zjisténa hodnota prevySujici jeji energii klidovou, jinymi slovy feeno,
vliv zafizeni (filtru, vngjsiho pole,...) na éistici, kterou mé lokalizovat,
je tak silny, Ze je ji schopno predat energii prevysujici energii klidovou.
Z tohoto hlediska fakt, Ze relativistickd kvantovd mechanika prestavi
byt vnitiné konzistentni pravé v této oblasti, je moZno povaZzovat za
jejl klad. Signalizuje totiZ, Ze predstavuje aproximaci k néjaké bohatsi
teoril, teorii fyzikdlniho systému, jehoZ stavy budou moci “obsahovat”

?Piesnéji feeno, 7e poskytuje adekvatni ramec k popisu
3V klidové soustavé, tj. v soustavé, v niz je stfedni hodnota impulsu rovna nule.
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rizné podty Céstic a pfitom v procesech dominovanych nerelativistic-
kym reZimem bude dynamika stavu se zadanymi pocty jednotlivych
druhti ¢astic jen mélo ovliviiovana faktem, Ze se systém midZe nachdzet
i ve stavech s jinymi polty a/nebo druhy &istic.

JestliZe zminénd bohatsi teorie ma byt teorii kvantovou, potom na-
znadend situace miZe nastat, kdyz stavy s pevné zadanym poctem jed-
notlivych druhdl ¢dstic jsou zobrazoviny elementy néjakého podpro-
storu H p Hilbertova prostoru H pfifazeného zminénému systému. Po-
kud dynamika celého systému je determinovana hamiltonidnem H, po-
tom kvantové mechanickd aprozimace popisu dynamiky soustavy vyse
zmingnych &astic bude zFejmé determinovana néjakym “efektivnim ha-
miltonidnem” Hp, pro ktery plati

AN A

Ap = PHRP,

kde P je projekéni operitor na podprostor Hp. Uspéch kvantové me-

chaniky pak signalizuje, Ze pro ty vektory |¢) € Hp, které odpovidaji

staviim dominovanym nerelativistickym rezimem, feSeni pohybové rov-
el

nice

i o) = Al),
B = Iv)

je prakticky ekvivalentni® s FeSenfm rovnice

z% () = Fplb),
[(to)) = |v)-

Zatimco v piipadé mechaniky je otdzka, zda umoziiuje formulovat
vyroky v terminech opirajicich se o pojem “¢éstice”, témdr trivialni,®
v obecném pripadé tomu tak ani zdaleka neni. Na zdkladé ¢eho mdme
rozhodnout, zda néjakd kvantovd teorie je schopna vystihnout jevy,
které popisujeme v terminech ¢dstic? K tomu, abychom mohli v rdmci

4Pocinaje touto kapitolou budeme — pokud nebude feteno néco jiného — uzivat
jednotky, v nich? i = c= 1.

5y fasovém intervalu (lg,t), odpovidajicim studovanému procesu

6 Je ex definitione konstruovéna tak, aby popisovala “chovéni prislusnych ¢astic”.
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né&jaké teorie adekvitné popsat situaci, kdy v bézném jazyce mluvime
o individudlni éastici, je zFejmé nezbytné, aby fyzikalni systém popiso-
vany takovouto teorii mohl byt ve stavech, které takovéto Castici od-
povidaji. To mj. znamend, Ze spektrum celkového impulsu a energic
tohoto systému musi obsahovat takové hodnoty P¥*, 7Ze

PPt = M,

kde M je hmota zminéné Castice.

7 ptredchoziho jiz vime, Ze v kvantové teorii operator celkového im-
pulsu a energie libovolného systému je t¥eba identifikovat s operdtory
reprezentujici generdtory prostoro-éasovych translaci. Tedy v kvantové
teorii otdzka existence jednodasticovych stavidl néjakého systému in-
timné souvisi s otdzkou reprezentace Poincaréovy grupy na Hilbertove
prostoru tohoto systému. Ve skuteénosti jde jen o jeden z aspekti kli-
dové role, kterou tato grupa hraje v relativistické kvantové teorii. Prave
z tohoto hlediska se proto vénujme Poincaréové grupé trochu podrob-
néji.

4.1 Poincaréova grupa

4.1.1 Translace

Rekneme, #¢ novd soufadné soustava vznikla z vychozi translaci T'(a),
pokud je vadi ni v klidu, jejf soufadné osy jsou paralelni s vychozimi,
pouze pocatek je posunut do mista (—a) a Skdla na jejich hodindch je
posunuta (ve sméru “pohybu rudifek”) o hodnotu (—a").

JestliZze souradnice svétobodu maji ve vychozi soustavé hodnotu z#,
potom z hlediska nové soufadné soustavy maji soufadnice téhoZ svéto-
bodu hodnotu

" =gk + o (4.1)

Je zfejmé, Ze dvé po sobé provedené translace predstaviji opdt
translaci a pritom vysledek je nezdvisly na poradi, v jakém byly zminéné
dvé translace provedeny. V8echny moZné takovéto translace tvorf ¢tyi-
parametrickou abelovskou grupu (translaci v Minkowského prostoru),
jejiz elementy jsou jednoznacéné uréeny hodnotami parametr a” tak,
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v

7e

T(a)T(d) =T(a+b). (4.2)
Tedy v kaZdé reprezentaci této grupy lze operator ﬁ(a) pfifazeny ele-
mentu 7'(a) zapsat ve tvaru

U(a) = exp (iaﬂ FS“) , (4.3)

kde operatory P# reprezentujici generdtory této grupy viechny navzé-
jem komutuji
[P, P] = 0. (4.4)

4.1.2 Nehomogenni vlastni Lorentzovy transformace
Translace miZeme oviem “sklddat” také s Lorentzovymi transforma-
cemi. JestliZe nova soustava vznikne transformaci G (A w( 1]) , a(l)) Z Vy-
chozi tak, 7e nejprve provedeme vlastni Lorentzovu transformaci A {w)

a po ni translaci T(am), potom hodnoty soufadnic téhoZ svétobodu
v nové a vychozi soustavé spolu souvisi vztahem

:L.fll — /X“ v (w(l)) :[;'/ + (‘Lébl) . (45)

Prejdeme-li z této soustavy opét do dalsi, tranformaci G (A ((x)(g)) , a(g)) ,
potom v takto vzniklé soustavé bude mit uvazovany svétobod sourad-

nice
"™ o= AF, ((U(g)) ¥+ LL??)
= AF ,,(w(Q)) [—"\p v (w(l)) "+ a?l)] + g
= A", (w(l,Q)) z” + aéﬁl,iz‘) ) (4.6)
kde
AR, (w(1,2)> = A“p(w(g)) AP u(w(1)> (4.7)

predstavuje opdt vlastni Lorentzovu transformaci a

a9 = A p<w(2)> afyy + afyy - (4.8)
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Jinymi slovy feceno, do posledni soustavy jsme mohli prejit také pfimo
ze soustavy vychozi provedenim nejprve vlastni Lorentzovy transfor-
mace A(w(m)), nasledované translaci T(a(l’g)). Tedy vSechny takovéto
transformace tvofi grupu a ndsobeni mezi jejimi elementy G(A (w), a)
je determinovano relaci
G(A(W(g)) ’ a(Q)) G(A (w(l)) ,a(l)) =

G(A (w(g)) A(wm) ,1\(w(2)) a1y + a(g)) . (4.9)

Tato desetiparametrickd Licova grupa se nazyva Poincaréovou grupou’

P.

4.1.3 Reprezentace Poincaréovy grupy

Vzhledem k tomu, Ze¢ libovolny element Poincaréovy grupy mfZeme
vyjadrit ve tvaru

G(AW),a) = G(1,a) G(A(w), ), (4.10)

bude také v kaZdé reprezentaci platit analogicky vztah mezi odpovida-
jicimi operdtory

U(w,a) = 0(a) O(w). (4.11)

Pfitom vime, Ze operdtory piifazené translacim T'(a), resp. vlastnim
Lorentzovym transformacim A(w) musi mit tvar (4.3), resp.®

O(w) = exp(% w,wl\h/‘”"> , (4.12)

kde operatory P* , M* odpovidaji generdtorim téchto transformaci, a
tedy musi vyhovovat komutadnim relacim (4.4), resp.®

(K0 8022 = i (gho Knve — gre 0o 4 goo hee — o ) (4.13)

v kaZd¢ reprezentaci grupy translaci, resp. vlastni Lorentzovy grupy.
Tyto relace samy o sobé& ovSem jesté nezarucuji, Ze operitory U(w,a)

"Nebo 1éZ nehomogenni (vlastni) Lorentzovou grupou.
8Srovnej s formuli (1.35).
¥Srovnej s relaci (1.33).
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definované pravou stranou formule (4.11) vyhovuji relacim (viz (4.7) -

(4.9)) X A A
0(wap,002) = 0(ve,am) 0(wa, o) (4.14)

i tehdy, kdy? se nejednd o pouhé sklidani dvou translaci, nebo sklddani
dvou vlastnich Lorentzovych transformaci. K tomu, aby tomu tak bylo,
musi byt evidentnd splnény jesté relace mezi operdtory Proa N# . od-
povidajici zdkonim sklidani translaci s vlastnimi Lorentzovymi trans-
formacemi, tj. musi napf. platit

0(w,0) 0(1, a) U(~w, 0) = O(1,Aw) a) . (4.15)
Zderivovanim této relace pro a = 0 dostavame

O(w) PO (w) = A, Hw)P”
= AP, (-w)P, (4.16)

a tedy do veli¢in prvniho fadu v w

(1 + %waﬁw) pr (1 - ;waﬁwﬂ) = P g, B,

t]-
g 009, ] = s g P
S vyuZitim toho, Ze M4 = —NI¥# 3
Qwag .
aw—; = apdpo — GaaOpp » (4.17)
odtud dostaviame
[0 9] = i (g2 B 0P (4.18)

Snadno se lze pfesvédéit, Ze tyto komutadni relace, spolu s dfive nale-
zenymi (4.4), (4.13):
[P, P¥] =0, (4.19)

[My.u , MPU] = (glw’ Mve gt Mve +g"f MHo g’° m;w) , (420)
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ji# zajistuji, Ze operatory (4.11) vyhovuji relacim (4.14) pro wiechny
elementy Poincaréovy grupy.

Libovolné operatory M, P? vyhovujici komutatnim relacim (4.18)
— (4.20) realizuji reprezentaci Poincaréovy algebry. Zavedeme-li (srov.
definice (1.32)) operitory

H = P (4.21)
~ 1 ~

I = §5k,mM‘m, (4.22)
K, = MY, (4.23)

muizeme vysc uvedené komutacéni relace definujici Poincaréovu algebru
ekvivalentné vyjadiit ve tvaru

[P, Pe] = [PA] = [J,A] =0, (4.24)
[, 3] = = [Roo Re] = eyl (425)
[3;, PF] = iejuP, (4.26)

[]J, Rk] = ic ;K (4.27)

[R;, B] = gyl (4.28)
[K.A] = —iP. (4.29)

Casimirovy operatory Poincaréovy grupy

7 Schurova lemmatu vime, 7e libovolny vyraz utvoleny z generiatort
grupy, ktery se v8emi generdtory komutuje, musi byt v kazdé iredu-
c¢ibilni reprezentaci realizovan néjakym nédsobkem operdtoru identity.
Takové vyrazy budeme nazyvat Casimirovgmi operdtory (srov. Dopl-
nék L v [1]). Prostor libovolné ireducibilni reprezentace grupy tak pred-
stavuje charakteristicky podprostor kazdého Casimirova operatoru pfi-
sludny k néjaké jeho vlastni hodnoté. Diky tomu lze ireducibilni repre-
zentace jednoznacéné (az na ekvivalenci) urcit zaddnim odpovidajicich
vlastnich hodnot v8ech nezavislych Casimirovych operitori.

V pripadé Poincaréovy grupy jsme jiz nalezli, Ze generdtory translaci
se vidi vlastnim Lorentzovym transformacim chovaji jako ¢tyfvektor,



4.1 POINCAREOVA GRUPA 193

tj. Ze pro né plati relace (4.16). Zcela analogicky zjistime, Ze generdtory
vlastni Lorentzovy grupy se transformuji jako komponenty antisymet-
rického tenzoru druhého fadu, tj. plati

07" (w) M# O(w) = A# ,(w) A 4 (w) K177 (4.30)

Pomoci nich tedy mifeme b&Znym zptsobem (ndsobenim, uZenim) kon-
struovat daldi tenzorové veli¢iny. Tak napf. okamzité vidime, Ze pro

operator R .
pr=p, pr (4.31)
plati A
[O(w), P*] =0 (4.32)
a diky komutaénim relacim (4.19) také
[0(a), P°] = 0. (4.33)

A2 : : : o ’ . ’
Tedy P piedstavuje Casimiriv operdtor Poincaréovy grupy.
Definujme vektor Pauli- Lubanskcho

~ n

A 1

WH = —3 MM, Py . (4.34)
Ponechdvdme &tenafi jako jednoduché cvieni, aby se presvéddil, Ze
takto definované operatory se nejen skutené chovaji viaci vlastnim
Lorentzovym transformacim jako komponenty &tyfvektoru, tj. spliuji
relaci

0 (w) Wk O(w) = A, (w) W, (4.35)
ale také komutuji se vSemi generatory translaci, tj. plati
W P =0, (4.36)

Odtud pak okamzité vidime, 7e také operdtor
W2 =W, We (4.37)

je Casimirovym operdtorem Poincaréovy grupy.

Pro dalsi je uZitedndé si v8imnout, 7e komponenty Pauli-Lubanského
vektoru lze téZ zapsat ve tvaru
WO

-

W =

A,
J-[PxK]. (4.38)

N
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Unitarni reprezentace Poincaréovy grupy

Podle teorie relativity jsou vSechny soufadné soustavy, které spolu sou-
visejl n¢jakou transformaci patfici do Poincaréovy grupy P, navzijem
ekvivalentni. Tedy jestlize néjakému fyzikalnimu systému pfifadime ve
vybrané soustavé Hilbertiv prostor H, potom tentyz Hilbertiv prostor
lze piifadit tomuto systému v kaZdé soustavé, kterou z ni obdrZime
jakoukoliv transformaci G(A(w),a) € P. Jestlize z hlediska vychozi
soustavy je systém ve stavu popsaném vektorem |¢) € H, potom z hle-
diska transformované soustavy je ve stavu, ktery lze popsat vektorem

W) = O(w,a) o) € H. (4.39)
Pfitom bez Gjmy na obecnosti méZeme pozadovat,'® aby
[l =1l - (4.40)

7 Wignerovy véty!! vime, #e operdtor U(w,a) musi byt unitdrn
lincarni, nebo antilinedrni. ProtoZe spojitou zménou hodnot parame-
tri lze transformaci G(A(w),a) pfevést v transformaci identickou, tj.
v transformaci G(1, a), nemize operator U(w, a) byt antilinedrnim.

Operatory O(w,a) musi respektovat zdakon skladani uvaZovanych
transformaci. Pokud by stavim byly prifazeny vektory, plynula by od-
tud podminka

U (!1(2)) U (.(](l)> =0 (!}(1,2)) , (4.41)
kde jsme pro zjednoduSeni oznadili
0(90) = 0(wiyr ag) - (4.42)

Jinymi slovy fedeno, v takovémto p¥ipadd by operitory U(q) musely
realizovat unitdrni reprezentaci Poincaréovy grupy na Hilbertové pro-
storu H. Skutednost, Ze staviim nejsou piifazeny vektory, ale paprsky,
vede k tomu, Ze disledky zakona skladani transformaci jsou slabsi -
musi platit pouze relace

U (9(2)) U (!1(1)) = "Xp{i 90(9(2), 9(1))} U (.(1(1.,2)) , (4.43)

10Nezapomenme, 7e staviim jsou plifazeny paprsky a je jen na nés, ktery z vektor(
k paprsku nalezejicich si vybereme k jeho urdeni.
"1Viz Doplnék B v [1]. V nejnovéji literatuie lze jeji dikaz nalézt napi. v [10].
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kde go(g@), g(l)> je redlnd funkce naznadenych parametrd, tj. operatory
U(g) musi tvofit projektivni reprezentaci grupy. Ukazuje se, Ze v pfipadé
Poincaréovy grupy se ve skutecnosti staci omezit na vySetfovani jejich
reprezentaci, pokud pod pojem “reprezentace” zahrnemec i reprezentace
“dvojznacné”.

Uvedené vysledky predstavuji specialni pfipad mnohem obecnéji
platnych zavérd, které hraji dilezitou roli i v mnoha dal§ich oblas-
tech. Zde je pouze struéné shrneme: Jestlize unitarni operdtory O(g),
definované na Hilbertove prostoru H tvori projektivni reprezentaci N-
parametrické Licovy grupy G, potom tyto operdtory lze zapsat jako

N
U(g(@) =exp{iS aa Ko, (4.44)

a=1

~

kde ¢, jsou redlné parametry a X, jsou samosdruzené operatory. Z po-
zadavku, aby vztah (4.43) platil pro a, — 0 ( tj. v blizkosti jednotko-
vého elementu grupy G), nalezneme, 7e tyto operdtory musi vyhovovat
komutacénim relacim

A AT ‘,V ~

[Ras Ro) =130 C K+ Can, (4.45)

c=1
kde C® 4 jsou strukturni konstanty'? grupy G a
Cab - "Cba. (446)

jsou redlna disla, kterd musi vyhovovat relacim

N

Z(C"achdJrchdewFCcdach):0 pro a,b,d=1,---,N.

c=1
(4.47)
Pro posledni ¢leny na pravé strané komutalnich relaci (4.45) (které je
samoziejmé t¥eba chapat jako pFislusné nasobky operdtoru identity) se
uZiva nazvu centrdlni ndboje (central charges). Jsou to tedy pouze cen-
tralni naboje, které v okoli jednotkového elementu grupy G determinuji

2Pokud ¢tenafi neni jasny vyznam nékterych termindl # teorie grup, kterych zde
wzivame, nalezne jejich definice v [1] — Doplnék L.
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odli¥nost operatort realizujicich projektivni reprezentaci od operdtori
realizujicich reprezentaci téze grupy.

Nekdy oviem mize jit o odlidnost zeela nepodstatnou: Predpokld-
dejme, ¥¢ na prostoru H existuje i unitarni reprezentace grupy G, tj.
existuji unitarni operdtory U(g), pro které plati

U ((/(2)) U (!](1)) = D(ﬂ(l,‘z)) . (4.48)
Pritom vime, 7Z¢ je lze vyjadrit ve tvaru

= N =
U(g(a)) = expid_ aXa g, (4.49)

a=1

kde operdtory X, vyhovuji komuta¢nim relacim

~ - N ~
Xa.; Xb} =g Z ce ab Xc . (450)
c=1

Definujeme-li
Xo = X + &, (4.51)

kde & jsou libovolna (pevné zadand) realnd éisla, potom snadno zjis-
time, Z¢ tyto operdtory vyhovuji komutacnim relacim (4.45), v nichz

N
Cup = — Z Ca e, (452)

c=1
a operatory (4.44) vyhovuji relacim (4.43), v nich?

N

(/)([](2),!](])) = [cxa(Q) + ag(1) = aq(l, 2)]&. (4.53)

a=1
Konstanty (4.52) pochopitelnd vyhovuji rovnicim (4.47), dilezitdjsi
vBak je, Z¢ pro mnohé grupy zadnd jina feseni téchto rovnic neezistuge,
tj. neexistuji pro né zaddné pravé projektivni reprezentace.’® Je moino

B Pravou projektivni (intrinsically projective) reprezentaci se nazyvé takova pro-
jektivni reprezentace, kterou nelze pouhou transformaci (4.31) generdtord zménit
v reprezentaci.
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dokdzat, 7¢ tak tomu je ncjen pro vSechny poloprosté grupy, ale také
napf. pro grupu Poincaréovu.

Z uvedeného je zfejmé, 7¢ pokud nejde o pravou projektivni repre-
zentaci, potom v okoli jednotkového elementu je odlisnost projeltivni
reprezentace od reprezentace naprosto trividlni. To v8ak viibec nezna-
mend, e by to musela byt pravda i tehdy, kdyZ se vzdalime z okoli
jednotkového elementu. Tak tomu obecné je jediné u grup jednoduse
souvislych. Na druhé strané v8ak vime, 7Ze ke kazdé m-nasobné souvislé
grup¢ G existuje prave jedna undverzdlni pokrijvaci grupa G tj. grupa,
kterd je jednoduSe souvisld a pfitom miize byt homomorfné (lokdlnd
170morfnc) zobrazena na G. KaZda z reprezentact grupy G je bud repre-
zentaci grupy G, nebo je jeji viceznalnou (az m-znacnou) reprezentaci.
Odtud vidime, #e vyse uvedeny vyrok o tom, zZe projektivni reprezen-
tace, pokud nejsou pravymi projektivnimi, se jen trividlng 1isi od repre-
zentaci, je obeend platnym, pokud pod termin reprezentace zahrneme
v piipadé vicendsobné souvislych grup i reprezentace viceznacné.

Piipomenme, 7¢ jak grupa rotact v tirozmérném Buklidové prostoru
(= S0(3)), tak vlastni Lorentzova grupa ve ¢tyfrozmérném Minkows-
kého prostoru (= SO(3,1)) jsou grupami dvojndsobné souvislymi. Od-
povidajici univerzalni pokryvaci grupou v téchto pripadech je grupa

SU(2), resp. SL(2,C)'"*

Wignerova konstrukce unitdrnich ireducibilnich reprezentaci
Poincaréovy grupy

Z predchoziho vime, Ze

i) nemusime separatné vySctfovat projektivni reprezentace, pokud mezi
studované reprezentace zahrneme i reprezentace dvojznacné;

ii) libovolny vektor z prostoru kazdé pevné vybrand ireducibilni repre-

1450(n) je grupou viech ortogonalnich n x n matic s determinantem rovnym
jedné;

S0(m,n) je grupou vlastnich Lorentzovych transformaci Minkowského prostoru
s m prostorovymi a n ¢asovymi dimenzerui (tj. metricky tenzor g,, je diagonalni a
na diagondle se m-krat vyskytuje —1 a n-krat +1);

SU(n) je grupou viech unitdrnich n x n matic s determinantem rovnym jedné;

SL(n,C) je grupou vsech komplexnich n x n matic s determinantem rovnym
jedné.
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zentace Poincaréovy grupy je vlastnim vektorem operiatoru P’ prislus-
nym ke stejné vlastni hodnoté;

iii) generatory pu viechny navzdjem komutuji.

Tedy bdzi Hilbertova prostoru H libovolné unitarni ireducibilni repre-
zentace Poincaréovy grupy mazeme utvofit z vektord |p, €), pro které
plati

Puip,&) = p"Ip,£),
purt = P (4.54)

kde p? je n&jaka redind'® konstanta a £ je parametr, ktery ¢sluje néja-
kou ortogonalni bizi v kazdém charakteristickém podprostoru spoleé-
nych vlastnich vektord operatorn P Z formule (4.3) pak vidime, Ze
pokud jde o operatory reprezentujici translace, je jejich pasobeni na
uvedenou bazi témdr trividlni:

U(a) [p, &) = exp(ip“a,) p, €). (4.55)

Na druhé stran¢ v pfipadé vlastnich Lorentzovych transformaci z for-
mule (4.16) vime, 7e

Ow) P [p, ) = A" u(~w) P 0(w) Ip, ).
t]. A o

PUW) [p, &) = A (-w) P"U(w) |p, §)
coZ je totéz jauko

PrU(w) Ip, &) = A", (w) p” O(w) Ip, €) - (4.56)

Jinymi slovy feceno, vektor U(w) |p, €) patfi do charakteristického pod-
prostoru operdtor P# prislusného k vlastnim hodnotim

S , p s
pH=Ar (W), (4.57)
a tedy musi ho byt moZno vyjadrit jako linedrni kormbinaci

0) Ip, €) = 3 Aee(w, p) INw) p, €). (4.58)
o

¥5Unitarita reprezentace vyzaduje samosdruzenost generdtortt P#, a tedy realitu
vlastnich hodnot p#.
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Odtud vidime, Ze do Hilbertova prostoru (kterékoliv pevné zvolenc)
unitdrni ireducibilni reprezentace mohou nalezet vektory |p, &), |p', &
jedin® tehdy, kdy# existuje vlastni Lorentzova transformace A (w) ta-
kovi, %e plati relace (4.57).

Diky tomu mtZeme vSechny unitdrni ireducibilni reprezentace Poin-
caréovy grupy rozddlit podle Sesti tfid Ctyfvektorl invariantnich vici
vlastnim Lorentzovym tranformacim, tak jak jsou uvedeny v nasledujici
tabulce.

| # tridy |

Vlastnostosti 4-vektord | 4-vektor £# | Mald grupa'® |

1 | papt=0, =0 @p=0] {00} SO (3,1)
o |par=M2 M>0, p>0| (M0} SO (3)
3 pupt =0, p’>0 {1,0,0,1} IS0 (2)
4 pupt =M?* M >0, p’<0| {—M, 0} S0 (3)
5 ppt =0, p’<0 {-1,0,0,1} IS0 (2)
6 pupt = —-M?* <0 {0,0,0, M} S0 (2,1)

Pritom kaZdy vektor p* ze zadané tiidy lze ziskat vhodnou vlastni
Lorentzovou transformaci z libovolného jiného vektoru téze t¥idy, spe-
¢iding ho tedy mizeme ziskat transformaci “standardniho vektoru” k*,
specifikovaného pro kaZzdou tfidu v pfedposlednim sloupci tabulky. Tato
Lorentzova transformace ovsem neni zadanim vektoru p* uréena jedno-
znacnd. OkamZit¢ naprt. vidime, Ze pokud je

pl=A" (W) kY, (4.59)
potom urdité také plati
pt = A", (D)kY, (4.60)
kde
A() = N 5) Aw) AW F) (4.61)

Y Grupa ISO (2) obsahuje invariantni abelovskou podgrupu (= T(2)) translaci v
roving. Faktorgrupa 1S0O(2)/T(2) = SO(2).
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a AN(w'; k), resp. A(w”; p) je libovolnd transformace, vici niz je ¢tyrvektor
k, resp. p invariantni, tj. plati

AR (W R)EY = KM,

AL (Whp)pt = (4.62)
Snadno nahlédnemec, Ze mnozina vSech vlastnich Lorentzovych transfor-
maci, viiéi nim? je invariantni kterykoliv (pevné vybrany) ¢tyfvektor
p, tvor podgrupu. Wigner ji nazval malou grupou W (p). Neni snad
nutno zddraziovat, ze do malé grupy dvou rfiznych Ctyfvektort patii
rizné transformace.'” Podstatné vak je, %e pro viechny ¢tyfvektory pa-
t¥ici do téze tFidy jsou odpovidajici malé grupy navzajem izomorfni, tj.
predstavuji pouze rizué realizace téze grupy. O kterou grupu se jednd,
je uvedeno v poslednim sloupei tabulky.

Vratme se vSak ke vztahu (4.59). Pii pevné zvoleném standard-
nim vektoru dané t¥{dy'® maZeme z mnoZiny viech transformaci A(w),
které spliiujf relaci (4.59), evidentné néjakym predpisem vybrat trans-
formaci jedinou. Pro tuto transformaci, kterd je jiz zaddnim étytvektoru
p urCena jednoznadnd, budeme uZivat symbolu L(p). Zdiraznéme jeste
jednou, 7¢ to, kterou konkrétni Lorentzovu transformaci symbol L(p)
predstavuje, zalezi nejen na p, ale také na vySe zminéndm predpisu.
Nezavisle na jcho volbé ovsem vzdy plati

L*,(p) k" = p". (4.63)
V dalsim se o nckterych 7z téchto predpist jeSté blize zminime. Nésle-
dujici ivahy jsou v8ak na jejich konkretizaci zeela nezavisié.

Drive zminéné vektory baze prostoru H budeme nyni identifikovat s

Ip,€) = N(p) U(L(®)) Ik, &), (4.64)
kde N(p) je normalizani konstanta, kterou budeme specifikovat poz-
ddji, a U( L(p)) je operitor, ktery v uvazované reprezentaci odpovida
vyse uvedené transformaci L(p).'Y Relaci (4.58) pak miZeme pro libo-

17A to i tehdy, kdyZ oba patii do téZe L¥idy.

¥ Nize naznaleny postup samovfejmé #(stavd v platnosti i tehdy, kdyz volbu
standardnich vektor provedeme jinak, ne7 uvedeno v tabulce.

YPodobng v nésledujicim budeme (podle toho, co je typogralicky prehledngjsi,
nebo v daném kontextu co do obsahu gsrozumitelngjsi) zapisovat napf. operdtor
odpovidajici Lorentzové translormaci A(w) jako U(A(w)), nebo U(w), nebo U(A) ap.
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volnou vlastni Lorentzovu transformaci zapsat ve tvaru

O Ip, &) = N() O O(Lp)) k¢
= N(p) U(L(Ap)) U (L(Ap)) O(A) O(L(p)) |k, &)
)

(N
— N (p) O(L(Ap)) O(W(A, ) [k,), (4.65)

kde
W(A, p) = L™ (Ap) AL(p). (4.66)

Ale

WAPF k= [ A, L)

[
= [ e

= L))", ()
= k¥, (4.67)

odkud vidime, Ze transformace W(A, p) je elementem malé grupy &tyf-
vektoru k, a tedy

0PIk €) = 2 DecWAD) €}, (468)

kde Dee(W) jsou elementy unitdrni matice D(W) pfifazené transfor-
maci W v né&jaké ireducibilni reprezentaci malé¢ grupy W(k).
Dosazenim do pravé strany formule (4.65) dostéavime

0N I, €) = ZDe (A p) O(L(AR)) Ik, €)

N(p)
N(Ap)

Tedy k tomu, abychom nalezli vSechny unitirni ireducibilni reprezen-
tace Poincaréovy grupy staci, kdyz nalezneme tyto reprezentace pro ma-
lou grupu odpovidajici kazdé ze Sesti tfid ¢tyrvektort specifikovanych
ve vySe uvedené tabulce. Pro nds jsou oviem dileZité pouze reprezen-
tace realizovatelné v prostorech, které lze identifikovat s Hilbertovymi
prostory fyzikalnich systémi, tj. operatory P# reprezentujici generdtory
translaci musi souCasné hrat alohu operdtori celkového GtyFimpulsu
této soustavy. Vzhledem k tomu, Ze Zadnd fyzikdlni soustava nemd zi-
pornou energii a jeji ¢tyfimpuls neni prostorové povahy, nebudeme se
zde bliZze zabyvat poslednimi tfemi t¥idami.

> Dec(W(A,p)) |Ap, &) . (4.69)
>
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Vakuum CtyFimpuls p* = 0 je evidentns invariantni v&i v8em vlast-
nim Lorentzovym transformacim, tj. jeho malou grupou je grupa SO(3, 1).
Vzhledem k tomu, %e jde o grupu nekompaktni, jeji jedinou kone¢néroz-
mérnou unitdrni ireducibilni reprezentaci je trividlni jednorozmérnd re-
prezentace piitazujici kazdému elementu jednotku. JiZ tento prosty fakt
mé zdvainy fyzikdlni disledek: Stav s nulovym ctyfimpulsem predsta-
vuje vakuum. Z uvedeného vyplyva, Ze Zadna relativisticky invariantni
kvantové teorie nemiiZze pfipustit koneény stupen degenerace vakua, tj.
vakuum musi byt bud nedegenerované, nebo jeho stupen degenerace je
nekoneény.

Castice s nenulovou hmotou Ctyfvektor ¢asového charakteru s klad-
nou nultou komponentou, tj. Styfvektor p, pro ktery plati

pup” = ]\112, po =F> 0, (470)

mizeme identifikovat se ¢tyFimpulsem ¢astice s klidovou hmotou
M > 0. Standardni ¢étyfvektor

k= {M,0} (4.71)

(pFedstavujici jeho hodnotu v klidové soustavé této astice) je evidentnd
invariantni vii&i v8em prostorovym natofenim, kdezto vici Zddnému bo-
ostu invariantni neni. Odpovidajici malou grupou tedy je grupa SO(3),
tj. transformace (4.66) v tomto pfipadé pfedstavuje rotaci. V souhlase
s vzitou terminologif ji budeme nazyvat Wignerovou rotaci.

Je ziejmé, 7e pro operator (4.31) plati

P2k, &) = M? |k, &) . (4.72)

Z formuli (4.38),(4.71) vidime, Ze v naSem pfipadé je
WO |k, ) = 0, (4.73)
W |k, &) = M J |k, €), (4.74)

a tedy
W2k, &) = =M?j (5 +1) |k, ), (4.75)
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kde j je celé nebo polocelé neziporné ¢islo, odpovidajici spinu uvaZzo-
vané Gastice. Vzhledem k tomu, Ze 152, W2 jsou Casimirovy operatory,
zistanou formule (4.72),(4.75) v platnosti i tehdy, kdyZ v nich prove-
deme zadménu
|k, &) = |p, €) -

V piipadé uvazované tifdy Ctyfimpulsd miZeme tedy kaZdou ireduci-
bilni reprezentaci charakterizovat zaddnim dvojice redlnych parametrii
M, j, z nich? prvni je kladny a druhy pfedstavuje né&jaké celé nebo
polocelé nezdporné dislo.

Z relace (4.74) vidime, %e kety |k, &) lze zvolit tak, aby predstavovaly
vlastni vektory operadtoru (.j . s), kde s je libovolny pevné zvoleny
jednotkovy vektor. Parametr £ v uvaZované reprezentaci tedy probiha
2j-+1 hodnot, za které mizeme zvolit § = —j,-- -, j. Obvykle se voli s =
e3 a navic se poZaduje splnéni Condon-Shortleyovy fizové konvence.?®
Nebude-li fe¢eno néco jiného, budeme se této volby pridrZovat i my, tj.
kety |k, &) budou vyhovovat relacim

JL k&) = oG9k E£1), (4.77)
kde
o5, =JiFEOGEEF). (4.78)

Povgimnéme si také toho, Ze rovnost (4.76) lze s vyuZitim definice
(4.64) ekvivalentné vyjadrit ve tvaru

O(L(p)) W2 Ot (L(p)) Ip, &) = ME|p,€) - (4.79)

Tedy ket |p, ) pfedstavuje vlastni vektor operdtoru VAV3(L(p)) prislusny
k vlastni hodnoté M¢, kde?!

We(L(p) = O(Lp) W 01 (L(p)) = (L)L, *W" (4.80)

Pokud R = A(n, ¢) pfedstavuje libovolné natoceni, potom

A

0(R) = exp(ipn - J) (4.81)

20Viz [1]-Dopln&k F.
21 Pogledni rovnost je piimym disledkem relace (4.35).
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a 7 formuli (4.76) - (4.78) dostavame

O(R) Ik,6) = ’ (ipn-J) ke (4.82)
=3 DRRKE), (18
f=—j

kde D(’ )( R) jsou elementy ortogondlni matice DY) (R) pfifazené rotaci
R v 2 j + 1 rozmérné reprezentaci grupy SO(3). VSechny tyto matice
jiz zndme.?? Ovem k tomu, abychom skuteéné znali pravou stranu
formule (4.69), tj. abychom dokonéili konstrukci diskutované ireduci-
bilni reprezentace, musime jeSté specifikovat normalizacni konstantu
N(p) a transformaci L(p), vystupujici v definici (4.66) Wignerovy ro-
tace W(A,p). V obou pfipadech to do znaéné miry predstavuje piijeti
urcité konvence.

Vénujme se nejprve otdzce volby normaliza¢ni konstanty. Pfi ni
musime respektovat skutecnost, Ze konstruovand reprezentace mé byt
unitdrni, a tedy operdtory pfifazené jejim generitortim musi byt sa-
mosdruZené. O vlastnich vektorech samosdruengch operatort P pak
vime, ze vedle rovnice

Plp,&) =p|p¢) (4.84)
musi vyhovovat i podmince
(p,& 1P, &) = f(p) dee2E(p — P) (4.85)

kde f(p) je néjakd, zatim bliZe nespecifikovand, nenulova funkce.?® Pii-
pomenme, Ze odpovidajici relace uzavienosti v prostoru uvaZované rep-
rezentace md potom tvar

dp .
5B () le Mo, €] = (4.86)

#2Viz Doplngk M v [1]. Nesmime viak zapomenout, %e zatim co [1] jsme rotace
uvazovali ve smyslu aktivni interpretace, nyni je pojedndvdme ve smyslu interpre-
tace pasivni. Z formélniho hlediska jde o vzéjemnou zdménu vyznamu transformaci
R a R~'. Tedy symbolem DU jsou zde oznacovany matice, které obdrzime trans-
ponovdnim matic oznadenych stejnym symbolem v [1].

28Faktor 2F je nenulovy, takze jeho explicitni zavedeni neni na tkor obecnosti
uvedeného vztahu.
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Z formule (4.69) pfitom dostdvime

€100 O 1 ©) = |2

2

S (DZ(W))" DELW) (Ap', €] Ap, €),

f/lg/
A (4.87)
a tedy diky unitarité operatortt U(A) a matic DU (W) musi platit

1 1 ,
WP e = e (el A0, (488)

kde jsme vyuZili toho, Z¢ diky relaci (4.85) posledni faktor na pravé
strané piedchézejiciho vztahu vymizi pro vSechna £” # £'. Porovndnim
s formuli (4.85) vidime, 7e vyraz

musi byt invariantni viiéi vlastnimm Lorentzovym transformacim, nebot
velidina 2F6(p — p') vidi témto transformacim invariantni je. To je
jedind podminka, kterou je nutno splnit.

Mezi nejéastéji uzivané volby patfi

Np) = F) = 1 (439)
o) = (FB 10 =55 (4.90)

Obé maji své vyhody a nevyhody. Proto se ani jedné z nich nebudeme
vyhybat. Abychom jasné odligili, kdy mame kterou na mysli, budeme
kety definované pravou stranou formule (4.64) oznafovat nadale sym-
bolem |p, &) pti volb& (4.89), kdeZto v pFipadé volby (4.90) budeme pro
tyto veli¢iny uZivat symbolu |p, &), tj. plati napf.

Ip,€) = U(L(p)) |k, &), (4.91)
(0,£ P, &) = 2Ebee6(p— p'), (4.92)
dp

5B 2 b, €)(p, €| = (4.93)
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NIp.€) = 2 DEWA2) 1. €). (4.94)
kdezto
1p.€) = 1/ 1 0L 5, (1.95)
(P, € 1P, &) = beed(p — D)., (4.96)
/ deE_z_;le, (.8l =1, (4.97)
0N I, ) ZD“) NIpLe),  (498)
kde

E/ Epl() — AO “pp
a tfivektor p’ mé komponenty
k
=A%t

Pokud jde o transformaci L(p), op&t se nejcastdji setkdvame se dvéma
zplsoby jeji volby:
A) L(p) je disty boost, tj.

Lip) = A(—0,v), (4.99)

kde
(4.100)

Vyhodou této volby je, Ze pfi ni Wignerova rotace W(R, p) odpovidajici
libovolné rotaci R je totoZnd s touto rotaci*, tj.

W(R,p) = R. (4.101)
Tedy p7i této volbé L(p) je napf.

R) Ip, €) Z DY)R) |Rp, € (4.102)

24Viz Glohu U 4.1.
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tj. v tomto pripadé je popis rotaci identicky s tim, ktery jsme pouZzivali
v nerelativistické kvantové mechanice.

Pro uplnost dodejme, Ze v tomto pripadé se veli¢ina odpovidajici ope-
ratoru

nékdy nazyva kovariantnim spinem.

B) L(p) je boost ve sméru —e3 nésledovany pootocenim o dhel ¢ kolem
téZe osy?® a takovym natocenim kolem osy p x es, které pfevede smér
e3 do sméru impulsu p, tj.

L(p) = R(p) B(u), (4.103)
kde?®

R(p) = exp{iﬁ[Mlsingo—MQC()sgo]}eXp(—igng) (4.104)
= exp(—ipMj) exp(—idMy) , (4.105)

kde 1, ¢ jsou sférické Gihly vektoru p a
B(u) = exp{—iuNs}, (4.106)

kde u je rapidita odpovidajici velikosti rychlosti (4.100):

|
= — 4.107
v E ? ( ( )
.
chy = ——— shy = —— (4.108)
V1= RV '

Ponechavame ¢tendfi jako jednoduché cvideni, aby na zékladé relace
(4.80) dokézal, Ze v tomto pripadé plati

JI Tlp, & =£1p,§), (4.109)

25Zde jde samoziejmé pouve o volbu fizové konvence, kieré se v dalsim ukdze byt

vyhodnou.
26Viz dlohu U.1.7. v 1. Kapitole.
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tj. v uvazovaném piipadé kety |p,€) json vlastnimi vektory helicity®.
Pokud v dalsim budeme chtit zdGraznit, e mame na mysli pravé tuto
volbu L(p), budeme k oznadeni parametruru £ uzivat symbolu A%

Castice s nulovou hmotou Ctyfvektor svételného charakteru s klad-
nou nultou komponentou, tj. étyfvektor p, pro ktery plati

pp =0, p"=E>0, (4.110)

miZeme identifikovat se ¢tyFimpulsem &astice s nulovou klidovou hmo-
tou. Standardni ¢tyfvektor k:

k= {1,0,0,1} (4.111)

je evidentnd invariantni vici libovolnému pootoceni kolem osy es, tj.
odpovidajici mald grupa jist¢ obsahuje jako svoji podgrupu grupu SO(2)
tvofenou viemi monymi rotacemi R(es, ). Viici Zidnym jinym cistgm
pootoenim Gtyfimpuls (4.111) invariantni neni.

V souiadné soustavé, kterd se vidéi vychozi posouvd rychlosti w, mé
Gtytvektor k komponenty

E° = (1 - wecos?),
= 7(cosd—w), (4.112)
kl[ = k_l_,

27Neprehlédnéte, ze pro ¢astici v klidu je jeji helicita definitoricky totoZnd s pro-
jekei jejiho spinu na osu es.

28V zhledem k tomu, Ze pripoustime i dvojzna¢né reprezentace, nemusi byt ket
Ip, £) ve skutecnosti ur¢en jednoznaéné ani po zadani L(p). Odstranit tuto zbyvajici
nejednoznaénost viak netini 7adné potiZze. Tak napi. ve zde uvazovaném piipadé
budeme pod operatorem vystupujicim ve formuli (4.64) vzdy rozumét

U(L(p)) = R(D) B(u),

kde
Rp) = exp(—i¢33> exp(—iﬂjz)
= exp{iﬁ [31 sin p — 3 cos Lp} } exp (—w]a) ;
Bu) = exp{——iuf(g}

a, piitom ¥ € (0,7), ¢ € {0,2x).
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kde jsme uZili standardni zkratku

1
=R 4.113
1= o (4.113)
9 je thel svirany rychlosti w s osou e3 a
I’[ = kl N E
K, = K-k, (4.114)
k; = k-—wcosd.
Z pozadavku
kP =1 (4.115)
dostavime
1 — 41— w?
cosd = ~—— Y- (4.116)
W

Ponechivime ¢tenafi, aby se v ramci dlohy U.4.3. presvéddil, Ze pro
kaZdou hodnotu w € (0, 1) existuje prave jeden thel ¥ € (0,7/2) vyho-
vujici této rovnici.
Naslednym pootocenim kolem osy
€3 X w

sin 9
o thel
d=m+29 mod2n,
pfipadné doplnénym dalSim pootocenim o libovolny dhel ¢ € (0, 27)
kolem osy ez pfejdou
k'H— kP

Snadno nahlédneme, e Zidné jind nez pravé popsand kombinace boostu
a natodeni nemiZe nechat standardni ¢tyfvektor (4.111) nezménén. Od-
tud je jiz z¥ejmné, Ze mald grupa je v uvazovaném piipadé grupou tripa-
rametrickou: Kazdy jeji element bychom mohli jednoznad¢né urcit napi.
zadanim velikosti a poldrniho uhlu rychlosti w, doplnénym zadinim
vyse uvedeného thlu . Ve skutecnosti je v8ak vyhodnéjsi provést tuto
parametrizaci ponékud jinak: Jiz v prvni kapitole jsme v rdmnci dlohy
U.1.12. zkonstruovali tFiparametrickou podgrupu IS0 (2) vlastnich Lo-
rentzovych transformaci a zjistili, Ze vidéi ni je standardni ¢tyrvektor



210 KAPITOLA 4. CASTICE

(4.111) invariantni, a tedy prdvé tato podgrupa je zde diskutovanou
malou grupou. Diky vysledku zminéné tlohy také vime, Ze libovolny ele-
ment této malé grupy lze jednoznaéné urcit zadanim parametri «, 3, ¢
tak, Ze

A, B;¢) = S(e, B) R(es, ), (4.117)
kde
R(es, ) = exp(ipMs), (4.118)
S(e, ) = exp{i(cA + 8B)}, (4.119)
kde
A = Ny — My,
B = Ny+M,. (4.120)

V libovolné unitarni reprezentaci Poincaréovy grupy tedy odpovidajici
operator mizeme vyjadiit ve tvaru

O(N e, B;¢)) = exp{z’ (aA + ,3!%)} exp (i(pjg) , (4.121)
kde samosdruzené opratory
A = Rl — jQ,
B = Kyt 3 (4.122)

vyhovuji komutacnim relacim

[A.B] = o

[, A] = iB, (4.123)

[35,8] = —iA.
Z prvni z nich okam#ité vidime, 7e v uvaZovaném pfipadé lze kety |k, &)
vystupujici ve formuli (4.64) jisté zvolit tak, aby predstavovaly spole¢né

vlastni vektory operdtori A, B. Na druhé strané vSak z poslednich dvou
komutaénich relaci plyne?

exp (i@jg) A exp(——igpj;;) = Acos - B sin @,
exXp (upjj) B8 cxp(—igpjg) — Asin @+ B cos @, (4.124)

29Viz tlohu U.1.12. k prvni kapitole.
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a tedy jestlize ket |k, &) = |k, a,b,A) je spoleénym vlastnim vektorem
operatord A, B prislusnym k vlastnim hodnotam a, resp. b, tj. vyhovuje
rovnicim

PH lk,a,b, \) = k* |k, a,b,\), (4.125)
Alk,a,0,)) = alk,a,b,)),
Blk,a,b,A) = blka,bA), (4.126)

potom pro ket

lk,d', b/, \) = cxp(—i(pj;;) |k, a,b, A)

plati
Pt lk,a' b/, A) = k" |k, ', b, A), (4.127)
Alk,d b)) = d|ka b\,
Blk,d b/, \) = Ulkd,b,A), (4.128)
kde
a = acosp— bsing,
V' = asing+beose. (4.129)

Odtud vidime, ¥e pokud v prostoru uvaZované reprezentace Poincaré-
ovy grupy existuje vlastni vektor ¢tyfimpulsu piislusny k vlastni hod-
noté k*, ktery je soudasné spoleénym vlastnim vektorem samosdruZze-
nych operatort A, B p¥islusnym k vlastnim hodnotdm a, resp. b, potom
v ndm existuje také vektor, ktery predstavuje vlastni vektor ¢tyrim-
pulsu pat¥ici k ¢éZe vlastni hodnoté £#, a pfitom je spole¢nym vlastnim
vektorem A, B pFislusnym k vlastnim hodnotdm o', ¥, definovanym po-
sledni formuli, v ni% ¢ miZe mit libovolnou hodnotu z intervalu (0, 2).
Tedy pokud alespott jedno z ¢isel a,b je nenulové, probihaji odpovida-
jici hodnoty a’, b’ celé spojité intervaly. PiestoZe takovéto reprezentace
maji dobry matematicky smysl, bliZe se jimi zabyvat nebudeme. Zaji-
maji nas totiz pouze reprezentace na prostorech, které mizeme identifi-
kovat s Hilbertovym prostorem jednodasticovych stavill, a pfitom zatim
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nic nenasvédéuje tomu, Z¢ by v prirodé existovaly néjaké céstice, je-
jichz stav by pfi daném impulsu bylo tfeba specifikovat néjakou dals
pozorovatelnou se spojitym spektrem vlastnich hodnot.

V dalsim se proto omezime pouze na pfipad ¢ = b = 0 a nazveme

[k, A) = lk,a=0,b=0,). (4.130)
Odpovidajici reprezentace malé grupy ISO(2) je jednorozmérng3®
parametr A mizeme identifikovat s vlastni hodnotou operdtoru Ji, tj.
ket |k, A) vyhovuje rovnici

&

sk, A) = Ak, A). (4.131)
Z formule (4.122) navic vime, ¢ pro ngj plati relace

Rl lk,/\) - .Ijg lk, /\> 5

Kolk,\) = —=Jilk,A). (4.132)
Odtud, s vyuzitim vyjadreni (4.38), jiZ snadno zjistime, Z¢ tento ket
vyhovuje také rovnicim?!

WO E A = WAk A) = Ak, A),
Wk XY = W2IE,N) =0, (4.133)

a tedy takd

o s ~N2 N

Wk [k, A) = [(wﬂ) ~ (W) ] Ik, A) = 0. (4.134)
Uvazovana tfida ireducibilnich reprezentaci je tak charakterizovina nu-
lovymi vlastnimi hodnotami obou Casimirovych operdtori P2, W2,

Vlastni hodnoty operdtoru J3 mohou v prostoru libovolné unitdrni rep-
rezentace Poincaréovy grupy nabyvat pouze celych nebo polocelych

3070 by nds nemslo piili§ prekvapit. Pfipomefime, e ISO(2)/T(2) = SO(2) a pii-
tom vSechny ireducibilni reprezentace SO(2) jsou jednorozmérné, kdezto jedinou ko-
neé¢nérozmeérnou unitdrni reprezentaci 7'(2) je trividlni jednorozmérn reprezentace.

81Tedy ket |k, )\) je také spolecnym vlastnim vektorem viech &tyF komponent
Pauli-Lubanského vektoru, a to takovym, 7e W* [k, Ay = Ak# |k, A) .
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hodnot®, a tedy parametr A\, vystupujici v ketu |k, A) miZe byt ro-
ven kterémukoliv z celych nebo polocelych ¢isel.

7 formule (4.117) vime, Ze v diskutovaném p¥ipadélze matici W(A, p),
definovanou formuli (4.66), vyjadrit jako

W(A,p) = S(a(/\,p) ; B(A, p)) R(es, QO(/\,p)) ) (4'135)

a tedy odpovidajici operdtor vystupujici na levé strané rovnosti (4.68)
ma tvar

O(W(A,p)) = exp{i (a(A,p) A+ B(A,p) B) } exp (io(A, p) Js) (4.136)
a diky relacim (4.131),(4.132) v uvaZovanych reprezentacich je
OW(A,p) [k, A) = expi (a(A,p) A+ B(Ap)B)} exp(io(A,p) Js) [k, A)

= exp{idp(A,p)} Ik, A)
= ZD)\')\ (A, p)) [k, XY, (4.137)

tj-
Dya(W(A, p)) = v exp{idp(A,p) }. (4.138)

Tedy v diskutovaném piipadé tranformacni zikon (4.69) nabyvd tvaru

O(A) I 4 = i oA} 145, 3. (4139)

Pokud jde o normaliza¢ni konstanty N(p), situace je naprosto stejna
jako v dffve uvaZovaném pripadé ¢istice s nenulovou hmotou.

Pokud jde o transformaci L(p), zvolime ji tak, aby co nejvice od-
povidala vySe popsané volbé B v pripadé ¢astice s nenulovou hmotou:
nejprve provedeme takovy boost rychlosti —wes, aby Ctyfvektor, ur-
deny ve vychozi soustavé komponentami k* = {1,0,0,1}, mél v nové
soustavé komponenty {p°,0,0,p°}, nisledovany pootoéenim o thel ¢
kolem téZe osy a potom provedeme takové natocent kolem osy p X e,

32Nezapomenme, 7e pod terminem reprezentace rozumime i reprezentace vice-
znaéné, coz v daném piipads (diky dvojndsobné souvislosti uvazované grupy) zna-
mend reprezentace maximalné dvojznacné.
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aby odpovidajici vysledny tiivektor p mél pozadovany smér p. Presnéji
fe¢eno, v dalsim pod operdtorem U(L(p)) budeme rozumét

O(L(p)) = R(®) B(u), (4.140)

kde
R(p) = OXI)(“‘iQOjg) exp(—iﬁjg) (4.141)
B(u) = exp(—iu&) , (4.142)

kde 9 € (0,7), ¢ € (0, 27) jsou sférické Ghly vektoru p a u je rapidita
odpovidajici vy$e zminéné rychlosti®:

2
-1
tghu = w = :i:z el (4.143)
t.
2
chu = ! - = Il + 1
Vi-w?  2p|
2
-1
shu = Y - p| . (4.144)

V1 —w? 2 |p|

Ponechavame ¢tendfi jako jednoduché cviceni, aby na ziakladé relace
(4.80) dokézal, Ze pro kety

|p, A) = N (p) exp (—z'(,oj;,) exp (—ii?jQ) exp (~iuer(3) |k, A)  (4.145)

plati

Wo P

1Pl 1P|
a tedy kety vystupujici ve formuli (4.139) pFedstavuji vlastni stavy
helicity.

33Nepiehlédnéme, ze w miize byt i zdporné.
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Prostorova a €asova inverze

Jiz z prvni kapitoly vime, Ze skldddnim inverzi s transformacemi viastni
Lorentzovy grupy obdrzime opé€t grupu — Lorentzovu grupu. Pfitom
pravidla o skladani inverzi s vlastnimi Lorentzovymi transformacemi
je moZno vystihnout relacemi (1.50),(1.51) mezi transforma¢nimi ma-
ticemi P, T odpovidajicimi prostorové, resp. ¢asové inverzi a maticemi
A(n, ), A(n, v) odpovidajicimi ¢istému pootodeni, resp. boostu:

PA(m,@)P = A(n,¢),
PA(n,v)P = A(-n,v), (4.147)

TA(n,v) T = A(—n,v). (4.148)
Tedy operatory
P = g(p),
T = 0 (4.149)

pfifazené inverzim musi v libovolné unitdrni reprezentaci Lorentzovy
grupy splhovat relace

POA(n, ) P71 = U(A(n,¢)),
POA(n,0)) P! = U(A(-n,v)), (4.150)
TQ(/\(n, @) T l:J(/\(n,sﬁ)),

UA(n,v)) T U(A(=n,v)). (4.151)

Snadno nahlédneme, 7e také sklidanim ¢asové a prostoré inverze
s transformacemi Poincaréovy grupy obdr#ime opét grupu.3* Uvazime-
li, Ze posunuti souradné soustavy o a nisledované ¢asovou (prostoro-
vou) inverzi je ekvivalentni s €asovou (prostorovou) inverzi nésledova-
nou posunutim o @ (0 —a) a 7e ¢asové posunuti o a’ ndsledované pro-
storovou (¢asovou) inverzi je ekvivalentni prostorové (&asové) inverzi

34Mnohdy se aZ pro tuto vyslednou grupu uziva terminu Poincaréova grupa.
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nasledované ¢asovym posunutim o a® (o —a®), vidime, Ze v libovolné
unitarni reprezentaci této grupy musi navic platit

P oxp (z’ﬁoag) Pl = exp(ilsoao> )
|505<1;)(~il3 . a) Pl = exp(z‘f’ . a) ) (4.152)

fcxp(iﬁ’oao) T = [640) (——iFA’Oag> ,
"T'exp(AiI-:’ . a) T=1 = exp (-z’f’ . a) . (4.153)

|

V pfipadé infinitesimélnich vlastnich Lorentzovych transformact a trans-
laci miZeme po¥adavky (4.150) — (4.153) vyjadfit v terminech generd-
torii Poincaréovy grupy jako

Pijpt i,

PiKP! = —iK,

PiPP! = 215,

P = iR, (4.154)
TiJT ! = iJ

TiKT! = —iK

TiPT-' = iP

TRt = —if (4.155)

Pokud by fyzikalni zdkony byly invariantni i viiéi prostorové a Casové
inverzi, musela by na Hilbertové prostoru libovolného fyzikilniho systé-
mu existovat unitiarni reprezentace uvazované grupy. Pfitom kazdému
clementu této grupy by byl pfifazen unitdrni operdtor linedrni nebo an-
tilinearni. V piipadé¢ diive diskutovanych elementl Poincaréovy grupy
jsme vidali, e se nutné jednd o operatory linedrni. Z poslcdnlgh 7 Te-
laci (4.154),(4.155) je ziejmé, Ze operdtor prostorové inverze P musi byt
linedrnim, kdeZto operdtor Casové inverze T must byt antilinedrnim —
stadi si uvédomit, 7e energetické spektrum zadného fyziklniho systému
nemiize obsahovat zdporné hodnoty. Tedy relace (4.154), (4.155) mezi
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operatory reprezentujicimi inverze a operitory reprezentujicimi genera-
tory Poincaréovy grupy lze ekvivalentné zapsat ve tvaru komutacnich
a antikomuta¢nich relaci

[P.J] = {p.P} = {P.R} = [PA[ =0, (4150)

{T, j} = {T, P} - [T, K} = ﬁ, H] =0. (4.157)
Dhnes sice vime, Ze, pfesné vzato, piirodni zdkony nejsou invariantni
ani vi&i prostorové, ani viidi dasové inverzi. To oviem viibec neznamena,
7e¢ by vySe naznalené reprezentace nemély dobry matematicky smysl.
A co je pro nas jebté dilezitdjsi, jsou zajimavé i z hlediska fyzikalniho.
Ve totiz nasvédéuje tomu, %e za “naruSeni” invariance vici zminénym
inverzim jsou “zodpovédné” pouze slabé interakce. Praveé diky nim bu-
dou nap¥. posledni z relaci (4.154),(4.155) v Hilbertove prostoru redl-
ného fyzikilntho systému platit pouze ptiblizné. Prozatim budeme tuto
skutetnost ignorovat a vySetfime pusobeni operatori P, T v prostoru
jednod&asticovych stavi.

Prostorova inverze

Castice s nenulovou hmotou  Kety |k, ) vyhovujici rovnici (4.76)
predstavuji spoletné vlastni vektory operdtori {ﬁ 33, P} piislugné k vlast-
nim hodnotam {M, £, 0}. Z komutagnich relaci (4.156) okamZzit¢ vidime,
7e totéZz je pravdou o ketu p |k, £), a tedy musi platit

Plk,&) =0 [k, &), (4.158)
kde vnitini parita uvaZované ¢astice musi spliiovat podminku

=1 (4.159)

plynouci z unitarity operdtoru p.

K tomu, abychom mohli nalézt vyjadfeni pro ket P |p, &), musime
nejprve specifikovat transformaci L(p), nebo presnéji operdtor U(L(p))
vystupujici v definici (4.64):
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A) V pripadé béaze |p, £), tvofené vlastnimi vektory tfeti slozky kova-
riantniho spiny, tj. kdyz je

p,€) = N(p) exp(—iud - K) |, &), (4.160)

kde u je rapidita odpovidajici velikosti rychlosti (4.100), tj. definovana
vztahy (4.108):

1 v
chy = ———ro, shy = ———,
V1-—v? V1—1v?
z antikomutacnich relaci (4.156):
{p.K} =0 (4.161)

dostavame
Plp,&) = N(p)exp(ind- K)Plk,£)

= %(—%577(’3’ IPp, €). (4.162)

Asi bychom tézko hledali publikaci, v niZz by “normalizaéni konstanta”
N(p) nevyhovovala podmince®

N(Pp) = N(p). (4.163)
P1i jejim spinéni se pak pfedchédzejic relace zjednodusi na
Plp, &) =" |Pp,£). (4.164)
B) V pripadé bize tvorené vlastnimi vektory helicity, tj. kdyZz
Ip, €) = Ip, &) = N(p) R(P) exp{ —iuks} [k, \) , (4.165)
kde u m4 stejny vyznam jako ve formuli (4.160) a
R(p) = exp(—igpL) exp (—ML) , (4.166)

35V kazdém piipadé je tato podminka spindna jak pii volbé (4.89), tak pii volbg
(4.90).
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kde sférické thly vektoru p lezi v intervalech 9 € (0,7), ¢ € (0,27),
z relaci (4.156):
[P, J]={P, K} =0 (4.167)

dostavame

Plp,A) = N(p)R(D) exp{iuks} Pk, \)

= g"N(p)RE) exp{iuks} £, A).  (4.168)

Vzpomeneme-li si, #e*¢

(k, N

exp{—irly} [k, A) = 6y _x (-1) 7, (4.169)
kde j je velikost spinu uvazované ¢astice, vidime, Ze

|k, A) = (=1)" cxp{iwjg} |k, —A) . (4.170)
Na druhé strané z komutacnich relaci

[jj, Rk} = iEjk[ Rl

vime, Ze

exp{—iajg} K, exp{iajg} = Kycosa + K sina, (4.171)
a tedy

exp{iuks | exp{indy} = exp{irJs } exp{—iuks , (4.172)

coZ ndm umozhuje relaci (4.168) piepsat do tvaru

P lp, A) =) (~1)"™ N(p) R(p) exp{iny } exp{—iuky} [k, —A).
(4.173)
Uvazime-li, Ze sférickymi Ghly sméru —p jsou &' =7 —49,¢' = @£,
kde horni znaménko plati pro ¢ < 7 a dolni pro ¢ > 7, vidime, Ze

f((—ﬁ) = exp(—i (p£m) j'}) exp(—-i (7 — ) ]2) , (4.174)

30Viz formule (M.54) v [1].
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a tedy
R (-p)

x>

(P) exp{iﬂ‘jg} = exp (—i (9 —m) jg) exp(i (p £ ) 33) x
X eXp (——i(pjg) exp(—i (W0 —7) ],
= exp (~z‘ (9 —m) jg) exp (:i:iwja) X
X exp (vi (0 —m) 32>
= exp (iiﬁL), (4.175)
kde jsme vyuZili toho, Ze diky komutadni relaci
] =4
je (srov. odvozeni vztahu (4.172))
exp{iz’%jg} exp{iajg} = exp{—ian} exp{:{:mjg} . (4.176)
Diky vztahu (4.175) lze relaci (4.173) ekvivalentnd vyjadiit ve tvaru
Plo,A) = ) (=1)"* N(p) R(—p) exp{~z’quA(S} exp{Fin A} |k, —A)
N(p)

—_ ,(P) ~1j“)\1 ‘I
0 (=1)? " exp{Fin A} N{Pp)

IPpJ —)‘> )

ktery se pii splnéni rovnosti (4.163) zjednodusi na

Plp,A) = (=1 exp{FinA} [Pp, —A) . (4.177)

Céstice s nulovou hmotou Pravé nalezendé vysledky dokazuji, 7e
unitdrni ireducibilni reprezentaci Poincardovy grupy realizovanou v Hil-
bertové prostoru stavii jakékoliv ¢dstice s nenulovou hmotou lze vidy
doplnit operdtorem P, spliujicim vSechny podminky kladené na operi-
tor reprezentujici prostorovou inverzi. Pro nehmotné Céstice to viak jiz
obecné mo7né neni. Staci si uvédomit, Ze z relaci (4.156):

[b,] = {2, P} =0

plyne

P, (4.178)
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a tedy plsobenim operdtoru prostorové inverze na libovolny vlastni
vektor helicity obdrZime opét vlastni vektor helicity, ktery v8ak pri-
sludi k opacné vlastni hodnoté. Z predchoziho vSak vime, Ze v pfipadé
libovolné ireducibilni reprezentace Poincaréovy grupy realizované na
Hilbertové prostoru nehmotné ¢istice nabyva helicita jedinou hodnotu
A. Tedy (aZ na pfipad A = 0) k tomu, aby bylo mo’no na Hilbertovd
prostoru nehmotné ¢istice definovat operator prostorové inverze, musi
na ném reprezentace Poincaréovy grupy predstavovat direktni soudet
alespont dvou®” ireducibilnich reprezentaci, z nichz jedna odpovidé he-
licité A a druh4 helicité —A.

Je z¥ejmé, %e pro jeden pevné vybrany impuls p miZeme vidy po-
Zadovat, aby platilo A

Blp, A) = C[Pp,~A), (4.179)

kde ¢ je ¢&islo s jednotkovou absolutni hodnotou. Konkrétni volba je
opét otdzkou pouhé konvence. V dal$im ji provedeme tak, aby byla co
nejpodobn&jsi volbé, kterou jsme prijali u ¢astice s nenulovou hmotou.
PovSimndme si proto, %¢ pro M # 0 z formuli (4.158),(4.170) plyne
relace

Yk, A) =B (=17 |k, =N, (4.180)
kde j je spin uvaZované Castice a operdtor
V= exp(——iwjg) p (4.181)

reprezentuje zrcadleni v roving {e;, ez}.
Pod spinem nehmotné ¢astice definitoricky rozumime absolutni hod-
notu jeji helicity. Proto v pfipadé M = 0 budeme poZadovat, aby platilo

Yk, A =% |k, —A)  pro A > 0. (4.182)

Zopakovanim postupu, ktery nés pfivedl k formuli (4.177), pak jiz
¢tendf jistd sdm snadno zjisti, Ze pro libovolny impuls p (pfi A > 0) je

p Ip, A) = ) exp{Fin A} [Pp, —A), (4.183)

kde horni (dolni) znaménko plati, kdyZ thel ¢ sméru p je mensi (vétsi
nebo roven) 7.

37V dalsim se omezime na piipad, kdy se jedna prdvé o dvé, tj. micky pfedpoklé-
dame, ze uvazovand Castice nemd 7ddné dodatecné stupné volnosti.
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Casova inverze

Castice s nenulovou hmotou Ket |k, £) vyhovujici rovnici (4.76)
predstavuje spoleény vlastni vektor operatord {Fl, 33, 15} prislus$ny k vlast-
nim hodnotdm {M, €, 0}. Z relaci (4.157):

[T.7] = {T.1,} = {T,P} =0
vidime, e ket T |k, &) je spolednym vlastnim vektorem tdchie operdtort
piislusnym k vlastnim hodnotim {M, —€,0}, a tedy musi platit
T Ik: E) - Cf |k> _£> ) (4']'84)
kde cislo (¢ je v absolutni hodnoté rovno jedné. V disledku antilinea-
ity operatoru T vsak (na rozdil od vnitini parity vystupujici v relaci

(4.158), v niZ operétor P je linedrnim) toto &islo zdvisi na €:
Aplikaci operdtoru T na obé€ strany rovnosti (4.77) dostavdme

— (3 F3:) Tk, &) = o9, Tk, 1),

t.
~a (), ~€) G 1k, ~E F 1) = o (5,€) Ceur |, ~€ F 1),
a tedy
Cex1 = — (¢, (4.185)
nebot (viz definici (4.78))
P (5, =) = oH(j,€). (4.186)

Obecné TeSenf relaci (4.185) miZeme vyjadfit ve tvaru
Ce=n" (=1)77¢, (4.187)
tj. rovnost (4.184) upfesnit jako

Tk, &) = 1™ (=1)"* |k, —¢), (4.188)
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kded®
ln(T)! =1.

K tomu, abychom mohli vyjadfit ket |p, &) pro p # 0, musime nej-
prve specifikovat operitor U(L (p)), vystupujici v definici (4.64):

A. V ptipadé baze |p, &) tvofené vlastnimi vektory t¥eti slozky ko-
variantniho spinu z relace (4.151) vime, Ze

"l\'exp(——iu'ﬁ . K) T-1= cxp(iuﬁ- K) , (4.189)

diky ¢emuZ po aplikaci operatoru T na obé& strany rovnosti (4.160)

dostavame
Tlp,&) = N'(p)exp (iuv- K) Tk, €)

— ,r](']') (-1)j"5 N*(p) exp(iuﬁ . k) |k, =&},

a tedy

Fipne) = (<1t X oy gy,
Ip, &) =n" (~1) N(Pp)l D, —£)

JestliZe normalizaéni konstanty volime tak, Ze jsou redlné a vyhovuji
poZadavku (4.163)%, pravé nalezeny transformacni zékon se zjednodusi
na )
Tlp, &) = 0" (=17~ |Pp, ). (4.190)
B. V pfipadé baze tvofené vlastnimi vektory helicity, tj. vektory
(4.165):
p,A) = N(p) R(p) exp{—iuks } |k, A) (4.191)

vyuZijeme toho, #e na zdkladé formuli (4.170) a (4.188) vime, Ze je
exp{—irda} Ik, A) = (1P, A,
Tk 2y = 0" (=17 e, =),

a tedy ‘
T 1k, A) = ™ (=1)% exp{irls } [k, A) (4.192)

38Ve skute¢nosti lze volbou fazi vektort |k, €) vidy docilit toho, aby bylo n(™ = 1.
Konkrétni hodnota faktoru n(") vystupujiciho ve formuli (4.187) je tedy otézkou
Cisté konvence, tj. nemé (na rozdil od vnitini parity )y zadny fyzikding vyznam.

390bé tyto podminky splituji snad vSechny v praxi pouZzivané normalizace.
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a 7e diky relacim (4.151) plati nejen vztah (4.189), ale také
TR@P)=RP)T. (4.193)
Aplikaci operdtoru T na obé strany rovnosti (4.191) tak dostdvime
Tip, A = N*'(p)R(D) exp{iulf(a}f[k A)
7 (~1)% N*(p) R pr{ LKJ} p{irds} [k, A)
= D (~1D)¥ N*(p exp{inJy } exp{—iuKs |k, A)
n™ (—

()
\,(P)l 5,

1% exp{#in))} (4.194)

kde jsme k obdrieni posledni rovnosti vyuZili vysledku (4.175). Pfi

obvyklych normalizacich, kdy je N*(p) = N(Pp), se nalezeny transfor-
macni zakon zjednodusi na

Tlp, A) = 7 (=1)% exp{in A} |Pp, A) . (4.195)
Castice s nulovou hmotou Z relaci (4.25),(4.26),(4.157):

[ 3¢
[jj,'sk] = iEjklﬁ)l,

>

1 €5x0 1,

(1,7} ={t,P} = [T,A] =0
snadno zjistime, e ket T|Pp, A), kde |p, A) je spoletnym vlastnim vek-
torem operitort Pr 4 helicity pislusnym k vlastnim hodnotdm p* a A,
predstavuje opdt vlastni vektor zminénych operdtord piislusny k témze
vlastnim hodnotam. Tedy jisté¢ miiZeme pro vybrany impuls p paralelni
s ez pozadovat, aby platilo (srov. vztah (4.179))

exp{—iwjz} Tlp, ) =G lp, \) (4.196)

V z4jmu co nejuzi analogie s dfive diskutovanym pifpadem castice
s nenulovou hmotou budeme v dalsim uzZivat konvenci

exp{—irJa } Tk, A) = ™ (=1)" [k, A) - (4.197)
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Zopakovanim krokti, které nas piivedly k formuli (4.195), pak obdrzime
hledany transformadni zikon ve tvaru

Tlp, A) = 0 (1) exp{£inA} |Pp, A) . (4.198)

Drive neZ na ¢as opustime problematiku ¢asové inverze, si povSim-
néme jesté alespon dvou skutecnosti:

1) Operdtor ¢asové inverze je mozno (na rozdil od operdtoru inverze
prostorové) definovat na Hilberové prostoru nehmotné ¢astice s nenu-
lovou helicitou i tehdy, kdy? se jednd o prostor prislusny ereducibilng
reprezentaci Poincaréovy grupy, tj. ¢asovd inverze nevyzZaduje, aby pro
nehmotnou ¢éstici, kterd mize byt ve stavu s helicitou A, nutné cxisto-
valy také stavy s helicitou —A.

ii) Ze vztahu (4.190) dostdvame

Tp,e) = (o) (1) TiPp, &)
(=1 |p, ). (4.199)

Podobné ze vztahu (4.198) s prihlédnutim k antilinearité operdtoru T
obdrzime

P, = (1) (1) exp{zimA} T|Pp, A)
= exp{F2inA}|p, )
= (=1)Mp,A), (4.200)

kde jsme k obdrzeni prostedni rovnosti vyuzili faktu, Ze pokud druhd
komponenta impulsu p je kladnd, tj. odpovidajici dhel ¢ < 7, potom
druhd komponenta impulsu —p je zdpornd, tj. odpovidajici dhel ¢ > 7
a naopak.

Tedy zavér, Ze kvadrat operitoru ¢asové inverze je pro ¢astice s ce-
Iym spinem roven operatoru identity, kdeZto pro ¢astice se spinem po-
locelym se od ného lisi pouze svym znaménkem, ke kterému jsme dosli
v rdmeci nerelativistické kvantové mechaniky,*® ziistava v platnosti i pro
relativistické kvantové teorie.

40Viz formuli (9.191) v [1].
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4.2 Vicecdasticové stavy

V predchozim jsme zjistili jak je tfcba v rdmci relativistické kvantové
teorie popisovat jednoédsticové stavy.*! Nalezené vysledky by bez pro-
blému umoznily popsat i stavy vicec¢asticové, pokud by ¢astice navzdjem
neinteragovaly. 1 kdy? jde o situaci realité neodpovidajici,*? naznaéme
si, jak lze takovyto popis realizovat. Uvidime totiZ, Ze algoritmus, ktery
k tomu pouZijeme, nam pomtZe pfi hleddni cest k popisu systémi re-
alisti¢t&jsich.

4.2.1 Neinteragujici ¢astice

Pro zjednoduseni se nejprve pokusme popsat systém, ktery miZe byt
ve stavech odpovidajicich libovolnému podétu navzijem neinteraguji-
cich stejnych Castic se spinem j a s nenulovou hmotou M. Déle budeme
poZadovat, aby sc tento systém mohl nalézat také ve vakuovém stavu.
Vime tedy, Ze k Hilbertovu prostoru ‘H naSeho systému patif normalizo-
vany vektor |0) popisujici vakuum a kety |p, £), odpovidajici jednocés-
ticovym stavim.® Vime také, 7e je na ném mozno realizovat unitarni
reprezentaci Poincaréovy grupy, pfipadné doplnéné prostorovymi a Ca-
sovymi inverzemi. Abychom zdtraznili, Ze jde o systém, “jehoz ¢astice”
navzajem neinteraguji, budeme dfive zavedené symboly pro operdtory
reprezentujici generatory Poincaréovy grupy, stejné jako operdtory od-

41Je dobte si uvédomit, #e jsme nikde nepozadovali, aby popisovand Céstice byla
(v n&jakém smyslu) elementdrni. Kazd4 Castice je zde charakterizovdna pouze svoji
hmotou M a spinem j (v piipadé M = 0, helicitou A). Vibec nevyluCujeme, Ze
by &astice nemohla mit ngjaké vnitini stupné volnosti. Pokud jsou mo7né stavy
s toutéz hodnotou M a j (resp. A), lisici se vlastni hodnotou n&jaké dalsi pozorova-
telné (napi. ndboje), potom je z hlediska vyse diskutovaného popisu povazujeme za
Castice rizné. Zdarazndme viak jeitd jednou, ze zdvéry predchézejici i nasledujict
diskuse mtzeme stejné dobie uZit pro astici pfedstavovanou elektronem jako pro
a-Castici, piestoze v druhém p¥ipadg jisté nikdo nepochybuje o tom, Ze se nejednd
o Castici bezstrukturni.

42Konec konct je to jen diky interakcim, Ze o ¢astici mizeme ziskat jakoukoliv
informaci, véetng informace nejzakladnéjsi, . Ze Castice “existuje”.

43Pro urditost uvazujeme vlastni stavy tfeti komponenty kovariantniho spinu, a
tedy také implicitng predpokladéme, Ze se jednd o &astice s nenulovou hmotou.
Zopakovéani nize uvedenych avah v piipadd vlastnich stavd helicity pro hmotné i
nehmotné ¢éstice ponechavame &lenéfi jako jednoduché cviceni.
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povidajici inverzim dopliiovat dolnim indexem Tcdy na uvazovaném
prostoru H jsou definoviny operéatory P(O), J (©)> a pripadné
jests operatory Py, T (o) spliwjici relace

[Py Ply] = [P, Blo] = [J0 Ao =0, (4.201)
[Jgﬂ)’j?o)} - [R{O)’kéO)} €jkid oy, (4.202)
[}(70)) FA)’(CU)] = Zsjkllf)l(())) (4.203)
[3{0), Afﬂ)} = ig 5K o), (4.204)
[R{O), %)} = —id;xH(), (4.205)
[K(O), FI(0)] = —iP), (4.206)
[Bw T = {Po, Poy} = {Pos Ko} = [P, Aa] =0, (4:207)
{To. 0} ={To. Po} = [To, Ko| = [To. o] =0 (4208)
a pfitom plati
0) = A 10) = J910) = Ko [0) = 0, (4.209)
Py [0) = T 10) = 0) (4.210)
U0y (A, @) 0) = |0), (4.211)
(010) =1, (4.212)
Py [p,&) =plp,€), (4.213)
A Ip, €) = /p? + M2 [p,€), (4.214)
(W(OJ) Wiy Ip, €) = =M? 5 ( + 1) Ip, €) (4.215)
LAJ(O)(/\, a) p, §) = ;V(p) exp(ia - Ap) Z Dé’ W(/\,p))‘/\p,f'))
'(Ap) ot
(4.216)
P lp.&) = l(?;ﬁ;iﬂ) 7" |Pp,é), (4.217)
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A ry (it V(D)
F ol € = ) (7)€ Pp, — 21
W, &, €) =2Ef(p) deerd(p — p'), (4.219)
kde
U(U) (/\, (l) = 0(0) (a) U(O) (A)
2 i Y124
Up(N) = exp (E Wy Mg > ,
Oo(a) = exp(ia,Ply). (4.220)

Kreaé¢ni a anihila¢ni operatory

JiZ v rdmei nerelativistické kvantové mechaniky jsme poznali,** jak uzi-
teny ndstroj pri popisu soustav nerozlisitelnych ¢dstic hraji kreadni a
anihilagni operatory. Definujme® proto anihilacéni operdtory (p, €)tak,
Ze

i)

(p,£)10) = 0, (4.221)

ii) operdtory jim sdruZené predstavuji operdtory kreaéni, tj. plati
a'(p,€)0) = |p, €) (4.222)

a pfitom jsou splnény bud komutacni, nebo antikomutadni relace
6(p,€), 80, )]z = [3"(0,9) 8", €)]_ =0, (4.223)
[6(0,6), 86/, €)]_ = 2B () ice(p — 7, (4.224)

z nichZ posledni zarucuje, Ze kety |p, £) dané vztahem (4.222) spliuji
normaliza¢ni podminku (4.219).
Diéle budeme pozadovat, aby platily relace

Uy (A, a)8'(p,€) Uy (A, 0) = (4.225)
_ f\f(‘lr'})~ exp(ia - Ap) ZJ: D@(W(/\ ) 5T(/\p £
]V(/\p) ol £'¢ ’ 3 )

4Viz Kapitolu 10 v [1].

45Presnéji fedeno, konstruujeme Hilbertiv prostor H tak, aby na ném takovéto
operatory existovaly a aby nize uvedené vektory (4.239) (pro N = (), - -+, 00) tvofily
jeho bézi.
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diky nim? kety |p, &) dané vztahem (4.222) jisté vyhovuji transformad-
nimu zakonu (4.216).

Podobné relace ( 4.217), resp. (4.218) jsou automaticky splnény, pokud
plati

5 s 51 _ N ks
Py &'(p, )P (J]) = —ﬁ% ntHat(Pp,¢), (4.226)
respektive
T 3 i )i V@) .
T at( %3 T((fj = 7](7) (_1)] ¢ W BT(P]), -£). (4.227)

Porovnanim veli¢in prvniho ¥adu v a, z formule (4.225) pro A =1
dostavame

['5?&», al(p, é)} =p*a'(p,€), (4.228)

tj. operator a'(p, £) hraje tlohu “posunovaciho operatoru”, zvedajiciho
vlastni hodnotu operatoru l:l(o) (tj. celkové energic) o /p? + M? a po-
sunujiciho vlastni hodnotu operatoru 15(0) (tj. celkového impulsu) o p.
Tedy tento operator skuteéné lze interpretovat jako operator “rodici”
Castici, kterd ma hmotu M a impuls p.

Podinaje formuli (4.213) jsme v8echny vztahy uvadéli ve tvaru plat-
ném pii libovolné volbé funkci N(p), f(p), omezené pouze pozadav-
kem invariance pomdéru f(p)/|N(p)]> v&& Lorentzovym transforma-
cim. V daldim jiZ budeme pracovat v duchu dfive zavedené konvence:
Symboly |p,£), a(p,£),--- budeme rezervovat k oznaceni téchto veli-
&n pii volbé N(p) = f(p) = 1, kdezto tytéZ veli¢iny pii volbé f(p) =
5=, N(p) = \//g budeme oznadovat |p,€),a(p, &), -+, tj. misto relaci
(4.219), (4.223) — (4.227) bude v dalsim platit

(p, €0, &) = 2Bdeed(p — p'), (4.229)

3(p,6), 500, €))z = [ap.€),8'0,€)]_ =0,

6, 9),8' (0.8 = 2Béeed(p—p), (4.230)
J )
Uy (A, a) 81 (p,€) Ofyy (A, ) = explia - Ap) 3 DEIW(A,p)) 81 (Ap, &),

g=—j
(4.231)
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P8 (p, &) P = 1741 (Pp, &), (4.232)
T 8@, &) Tg) =n™ (-1)7 ¢4 (Pp,~¢), (4.233)

respektive
(p,£ 1P, &) = deed(p— D), (4.234)

[4(p.),4(p, €)= [3'(p,6).3'(0,€)]_ =0,

[5(11,5),5*(1)’,6’)]; = begrd(p—p'), (4.235)
Uy (A, @) 81(p, €) Ulyy (N a) = (4.236)
= L exptia- ) 3 DYWAE) 8 (W),

§==j

kde jsme symbolem /—\z oznadili tfivektor s komponentami
—\ k .
(/\5) = AR, pt = AR pi 4 ARG R,

Pwyal(p,&) Py =n"a!(-p,8), (4.237)

T dl(p,6) Ty = 1" (-1) ¢3! (—p, —¢). (4.238)

Definujme nyni ket*6

[P, € Py &os - 5PNy En) = 8(py, &) 81 (py, &) -+ - 8T (D, En) [0)
(4.239)

Diky formulim (4.228),(4.209) vime, Ze se jednd o spoleny vlastni vek-
tor operatori 15(0) a FI(U) prislusny vlastnim hodnotim odpovidajicim
celkovému impulsu a energii soustavy N neinteragujicich ¢astic, z nich#
kazdd md hmotu M, a pfitom jedna z nich méa impuls p,, jind p,,
jind ---py. Navic z formuli (4.236),(4.209) vidime, Ze pokud je sys-
tém z hlediska nadf soutavy ve stavu popsaném ketem (4.239), potom

46y z4jmu struénosti uvddime nasledujici relace pouze pro volbu
f(p)= 3%, N@») = kLO . Doporucujeme viak ¢tendri, aby zjistil, jak by bylo nutno
nize nalezené vysledky modifikovat, pokud bychom zvolili N(p) = f(p) = 1.
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z hlediska soustavy, kterd z ni vznikne Poincaréovou transformaci, je
ve stavu popsaném ketem

(Aog)”
10

N
U N, a) |py, &5 Py, 6 Py EN) = H cxp(ia . /\p(k)) X

J
j — — — .
> DELW(A,puwy) ) |Aps, €15 Apo, & -+ Apy, Eiv ) , (4.240)
£=—j

tj. vektor (4.239) se transformuje jako direktni soucin vektor odpovi-
dajicich pfisluSnym jednocasticovym stavim.
Podobné z formuli (4.237), respektive (4.238) diky platnosti relaci (4.210)
obdrZime

A n\ NV
Py P1, &5 Ps &os 1w €)= (n1) 1P €05 =Py €03+ +5 =P )

(4.241)
respektive
Ty 1Py €53P, 2Py, ) = (4.242)
S N .
= (") T (1% |=prs =& =pay —i -5 —Ps —En) -

k=1

Nalezené vysledky ukazuji, 7ze kety |p;, &1509, &5 -+ Py En) 1ze be-
zespornd interpretovat jako vektory popisujict N nerozliSitelnych ¢éstic,
z nich% jedna mé impuls p, a tfeti slozku kovariantniho spinu &, jind
impuls p, a tfeti slozku kovariantniho spinu &, ..., a pritom se jednd
o bosony nebo fermiony, v zdvislosti na tom, zda ve formulich (4.235)
plati komutac¢ni ¢i antikomutaéni relace.

JestliZe prislusnd ¢istice nemd 7ddné dalsi stupné volnosti, potom
Hilbertv prostor diskutovaného fyzikilniho systému mazZeme ztotoZ-
nit s prostorem, jehoZ baze je tvorena kety (4.239) pro N = 0,-- -, 00.47
Takto zkonstruovany Hilbertiv prostor H se obvykle nazyvd prosto-
rem Fockovym. Libovolny clement |®) € H miZeme vyjadiit ve tvaru
rozvoje

4TPro N = 0 pod ketem (4.239) definitoricky rozumime d¥ive zavedeny ket |0). Po-
kud nebude hrozit nebezpedi nedorozuméni, budeme obdobné zjednoduseni zapisu
uzivat i v dal§im.
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9) = e+ [d'p, Tl 6)lpn&)

g'l

1 .
+“}Z—‘ /dJPIdSPQ Z (52(1’1’51;?2; &) |p1, &3Py, &) + - - -(4.243)
‘ ’ £1,82

It / D pN Z C'N(p],fl;"';pN)fN) ,pl7‘$1;"';pN7£N>7
N N! &6

kde komplcxm funkce en(py, &1+ - -5 Py, En) jsou invariantni, resp. méni
znaménko pii zdméné (p;,§;) < > (py, &) pro libovolnou dvojici j # k:
g, k=1,--- N, v zavislosti na tom, zda ve formuli (4.235) plati komu-

tadni ¢i antikomutaéni relace.
Ponechavame ¢tendfi jako jednoduché cviceni, aby se presveddil, Ze
z komutacnich relaci (4.235) plyne vztah
a(pn,&n & LED AN (ply, EN) |0Y = (4.244)
(0la(py, &n) ---3(py, &) 81 (P, €1) - - a1 (p
= (SNN’ XP: (551&1 6(1)1 - p;1> ot 6§N§:N 6(1”\7 - p;;v) 3

kde suma probiha pfes vSechny permutace
1 - N
7 e iy
Diky nému pro kocficienty rozvoje (4.243) obdrzime vyraz

Yy, (4.245)

1
en(P € 5Py En) = —= (P, &5 P SN
VNI

po jehoZ dosazeni do tohoto rozvoje dospéjeme k relaci uzavienosti

3 . N
]‘V mr‘/dpl dp;'V Z |pl?£1)”':pNafN><p1:€17"'7pN7§N|a
N=0 "~ §1--€n

(4.246)
v ni# N-ty ¢len na pravé strand neni ni¢im jinym neZ projekénim ope-
ratorem do N-&asticového podprostoru, tj. do prostoru N-Casticovych
stavi studovaného systému.
Pomoci této relace mj. ihned dostaneme vyjadreni kvadratu normy vek-
toru (4.243) ve tvaru
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2] = (@] ®) = Z /ddpl Epy S len(, 65w E)I-

N=0 §1-6N
(4.247)
V piipadé antikomutacnich relaci (4.235) obdrzime misto (4.244)
vztah

Gl a(py,En) -+ a(prl) (pw‘fl) -af (pf\wa) 0) = (4248)
—= 51\'1\4’ CP5§1§' (5( pi1) [ 6§N§§N6(pl\’ — p;N) 5

kde parita permutace

_ { +1 prosudé P, .
£p = e (4.249)
—1 pro liché¢ P,
formule (4.245) — (4.247) v8ak zistanou v platnosti bez jakékoliv zmény.
Pravé nalezené vysledky ndm dovoluji interpretovat komplexni funk-
cen(py, €500+ Py, En) jako amplitudu hustoty pravdépodobnosti toho,
e ve stavu uvafovaného systému, popsaném vektorem |®) nalezneme
pravé N &astic, z nichz jedna bude mit tfeti komponentu kovariantniho
spinu rovnu & a impuls p;, jind t¥eti komponentu kovariantniho spinu
rovinu & a impuls py,- - -
Definujeme-li

N() = /dapﬁf(p,f)é(p, £), (4.250)
potom na zakladé formule (4.235)48 snadno zjistime, Z¢ tento operdtor
vyhovuje komutaénim relacim

[R(e),8'(p,&)] = deer 8" (p. ), (4.251)
diky nim# ho miZeme interpretovat jako operitor poctu Castic s tieti
slozkou kovariantniho spinu rovnou &. Z formule (4.250) pak vidime, Ze
operator A

N(p, &) = a'(p,€) 4(p,¢) (4.252)
hraje alohu operdtoru hustoty (v impulsovém prostoru) podtu ¢éstic
s tieti sloZkou kovariantniho spinu rovnou &.

48Nezdvisle na tom, zda v ni vystupuji komuta¢ni ¢i antikomutaéni relace.
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Ze samotné konstrukce Fockova prostoru plyne, Ze libovolny ope-
rator F na tomto prostoru definovany, lze vyjadrit pomoci kreaénich a
anihila¢nich operatord ve tvaru

Z Z /del E’py / d°p -+ - Py

N=0 N'= ’

> Z Py (prs€as =3Py Evi P €05 -5 Pl Evr) X
& §N 535}\],

ﬁT(pla fl) o éT(p]\,’)gN) é\(pi’\’H E;V’) U ﬁ(pll’ Ei) ] (4253)

kde I'y n+ jsou komplexni funkce pfislusnych proménnych. Specidlné si
povSimnéme, Ze v tomto tvaru vyjadiené operdtory celkové energie a
impulsu neinteragujicich ¢astic miZeme zapsat jako

o = /d“ ZEa D, /d3 }:E (p,&), (4.254)

P = /d3p2pﬁT(p, £)a(p,€) /d3prN p.&).  (4.255)

Ctenaf se jistd sdm snadno piesveddi, 7e diky (anti)komutacnim rela-
cim (4.235) operdtory vystupujici na pravych stranich poslednich dvou
formuli vyhovuji komutaénim relacim (4.228).

Zobecnéni naznadené konstrukce tak, aby poskytovala popis sys-
tému, ktery se mize vyskytovat ve stavech odpovidajicich libovolnému
poctu nejriiznéjSich druhid déastic, z nichZz nékteré mohou byt bosony
a jiné fermiony, je evidentni: Staci, kdyZ kazdému druhu dastic pfira-
dime vlastni kreadni a anihiladni operatory tak, Ze pokud a(p, &;n) je
anihilacni operator odpovidajici n-tému druhu éastic, potom plati

a(p,&n) |0) =0 (4.256)
a relace
B(p,&in) .40 i) = [a(p,&m),3(p, € n)] =0,
ap,&:0), 8 (', €)| = Guwbeed (0~ ), (4.257)
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v nich? se jedna o antikomutdtory pouze tehdy, kdyZz jak dastice n,
tak Sastice n' je fermionem.* V takovémto piipadé pak misto formule
(4.246) dostavame pro relaci uzavienosti vyjadreni

= Sy e [l ) §

n=0 ny= Zoml- €.
- /da (M) goptV) (4.258)
1) ] N (1) N)
DN/ TG RIRREr eIV RS REREEY AN
gM..el)

kde N udavi podet druhd c¢astic a

2
lp§1)7 ](])a mainlupl ) ()a (N) 5(N)>:_:-
at (p{”, lV; 1) -8t (pV, &0 1) a*( ® €0);2) -8t (p(), €00 V) |0) -
(4.259)
Povsimnéme si jeSté toho, Ze operdtor
N(f,n) = /dspéT(p,ﬁg n)a(p,&n) (4.260)

vyhovuje komuta¢nim relacim
[N(f, n),a'(p, & n’)] = Spmlee 41 (P, &), (4.261)

diky nim# ho miiZeme interpretovat jako operdtor poctu dastic druhu n
s tiet] slozkou kovariantniho spinu rovnou &. Operétory celkové encrgie
a impulsu neinteragujicich ¢astic pak miZe vyjadrit jako

/ dsPZ > E(p,n)d'(p, &in) 8(p, &), (4.262)
n—l 57
o=/ dJPZZPa P, 1) (P, Ems 1) (4.263)
n=1 &,

49Ve skute¢nosti, pokud se jedn4 o vziah mezi operdtory tykajici se rizngch druhl
ghstic, jde o specialni (i kdyZ velice vyhodny) vybér konvence. Je moZno ukdzat (viz
[43]), #e jsme napi. mohli stejné dobie pozadovat, aby krealni operatory, odpovi-
dajici dvéma rdznym fermiontim navzajem komutovaly, aniZ by to mélo jakékoliv
Jyzikdlni disledky.
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kde
E(p,n) = /p>+ M? (4.264)

a M, je hmota Castice druhu n.

Vnit¥ni symetrie VySe zavedeny Focklv prostor jsme konstruovali
tak, Ze na ném existuje unitarni reprezentace Poincardovy grupy reali-
zovand operdtory U (A, a), které vedle pozadavku

00y (A, @) 0) = [0) (4.265)
vyhovuji relacim
Uoy(A,a) 8t (p,&,m) U )(/\,a) = (4.266)
/\:' ]() (n)
- (;; eplia-Ap) Y DS (WA ) 8 (R €, m)

:-—«] i(n)

OZEEHPQ—FAJ;‘%.

Povsimnéme si, 7¢ na obou strandch téchto relaci vystupuji kreadni
operatory odpovidajici téZe édstici, ale pro rizné hodnoty kinematic-
kych proménnych.’® Podobné je tomu i u operdtordi reprezentujicich
prostorovou, resp. Casovou inverzi, které vedle pozadavku

kde

P 10) = T [0) = |0) (4.267)
vyhovuji relacim
Pa'(p,&n) Py = 4! (-p,&,n), (4.268)
T .4 N T-1 j(n) _
Twal(p,&,n) Tg) =0l (-1 8t (—p, —&,n). (4.269)

Na diskutovaném prostoru vSak mohou existovat 1 reprezentace dal-
P P

8ich grup (= G) realizovand unitirnimi operatory U(g), jejichZ viastnosti

jsou v jistém smyslu opacné: neméni kinematické charakteristiky céstic,

50Fyzikalng to odrazi skutetnost, 7e pozorovatelé uzivajici riizné souiadné sou-
stavy vidi tytés castice, ale hodnoty jejich impulsi a spinovych charakteristik zdvisi
na tom, v jaké soufadné soutavé jsou urcovany.
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ale mohou mezi sebou “michat” rizné druhy Castic. V dal$im se zamé-
fime na ty z t&chto operitord, pro které plati

U(g) 0) = |0) (4.270)

a pritom
0() (p,f,n ZUnn(g pvga )7 (4271)

kde Uprn(g) predstavuji elementy unitdrnich matic Wg), kterymi je re-
alizovdna né&jaka reprezentace uvazované grupy G.%' Z hlediska téchto
transformaci hraji kinematické proménné naprosto pasivni roli, tj. tyto
transformace neodrazeji ziddné vlastnosti prostoro¢asu — proto se o nich
obvykle mluvi jako o transformacich vnitinich symetrii. Formalné se to
odrazi v tom, Ze v8echny operdtory vnitinich symetrii komutuji s ope-
ratory reprezentujicimi Poincaréovu grupu, tj.

[%9), Oy (A, @)] = 0, (4.272)

co? mj. vyzaduje, aby platilo
[0(9): I:I(o)] = [O(g),j(g)] =0. (4.273)
Pokud G je N-parametrickou Licovou grupou, potom kazdy jeji ele-

ment g je jednoznaéné uréen hodnotou NV redlnych parametrt (a1, ..., on =
a ) a operdtory U(g), resp. matice U(g) moZno vyjadiit ve tvaru

0g(0)) = Uo) —exp{ Sk } (.272)

resp.

1

U(g(@))

U(a) = cxp{ Z gt } , (4.275)

51 (ltenaf se jistd sdm snadno presvédéi, 7e operdtory U(g) vyhovujici t8mto rela-
cim tvoii také unitdrni reprezentaci této grupy.
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kde samosdruZené operatory X, i hermitovské matice t, realizuji repre-
zentaci generdtord grupy G, tj. reprezentaci odpovidajici Lieovy alge-
bry, a tedy vyhovuji komuta¢nim relacim

1\/
[)2@, M =03 0%y X, (4.276)
c=1
1\7
[taste) =2 CCute, (4.277)
c=1

kde C¢ 4 jsou strukturni konstanty grupy G.
Porovninim veli¢in prvniho fddu v « na obou stranich formuli
(4.271), resp. (4.270) nalezneme, 7e plati komutaéni relace

[)A(a, al(p, &, n)} =3 (ta)m al(p,&,n), a=1,.... N (4.278)

a pritom )
)00 =0, a=1,... N (4.279)
Z komutacni relace (4.273) navic vidime, Ze musi platit
Ko, Ay] =0, (4.280)

tj. operitory )A(a, predstavuji integraly pohybu neinteragugicich Castic.
Ve specidlnim pfipadé, kdyZ matice t,, odpovidajici nckterému z ge-
neratord je diagondlni, tj. kdyZz (pro uréitou hodnotu a) je

(ta)n'n = On 5n’n 3 (4281)

operator

Q=X, (4.282)
spliiuje komutacni relace

[Q,3"(p,&, )] = 63" (p, &, 1), (4.283)
z nichZ okam?Zité vidime, Ze ket (4.259) je jeho vlastnim vektorem, ta-
kovym, Ze

Qlpi"”, el p0, el p®, 6P pI0, €0} = (4.284)

1) 2)
- Zn][b ‘pl 7£( 7 apm’fnl:p] b § 7 7p§L]]\\/]7 7(L]1?]>
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Diky tomu miiZeme Q interpretovat jako operator odpovidajici ngja-
kému “néboji”?2. Cislo ¢, pak udavd hodnotu tohoto ndboje pro ¢as-
tici druhu n. PovSimnéme si také toho, Ze tento operator lze vyjadrit
pomoci kreadnich a anihilac¢nich operdtord jako

Q=3 ¢.N(n), (4.285)

kde
R = S REn) =Y [ dpslpenalpen)  (4.286)
4 £

je operator podtu fastic druhu n.

Vratme se viak jedtd zpatky k formuli (4.271). Je zfejmé, Ze druhy
tastic 1ze vidy odislovat tak, aby postupné vytvarely skupiny takové, Ze
74dnd z uvaZovanych transformaci navzijem “nemichd” Cdstice patiici
do riznych skupin. Matice Ug) pak maji kvazidiagonalni tvar, v némz
ka?dé z téchto skupin odpovida jedna submatice na diagondle. UvaZime-
li, 7e relaci (4.273) 1ze splnit jeding tehdy, kdyz se mezi sebou mohou
“michat” pouze ty ¢dstice, které maji stejné hmoty a stejné spiny, (tj.
k tomu, aby maticovy element U, (g) mohl byt nenulovy, je nezbytné,
aby hmota i spin tastice n’ mély stejné hodnoty jako u Céstice n),
vyvstavd, pfirozendé otdzka, zda vySe zminéné submatice viibec mohou
byt vice ne? jednorozmérné. Demonstrujme nejprve na jednom jedno-
duchém, ale velice dileZitém konkrétnim piipadu, Ze to skuteéné mozné
je:

V dalsim uvidime, pro¢ v rdmci relativistické kvantové teorie do-
chazime k zavéru, Ze ke kazdé éistici n musi existovat jeji anticdstice
(= @), tj. ¢dstice, kterd mé stejnou hmotu i spin jako Cdstice n, ale
opacnou hodnotu viech “naboji”.** Proto hraje dilezitou roli diskrétni
symetrie nazyvand ndbojovym sdruZenim, kterd je na Fockové prostoru

52Pod “nabojem” zde rozumime nejen elektricky naboj, ale i leptonové ¢islo,
baryonové &islo, tieti slozku izospinu &i jakékoliv jiné aditivni kvantové cislo.

53Neni snad nutno zdlraziovat, %e tento zdvér je v naprostém souladu se vSemi
znamymi experimentdlnimi vysledky. Piitom oviem nutno pamatovat, ze “striktné
neutralni” ¢astice, tj. &astice, které maji viechny ndboje nulové, jsou se svymi an-
ti¢asticemi identické — tak tomu je napi. v pfipadé fotonu <y a neutrdlniho pionu

7(0 .
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realizovina unitarnim operitorem C, takovym, Ze

Clo) = [0) (4.287)
a A X
Cal(p,&,n) ! = Qs (p,€,7), (4.288)
kde n{ je ndbojovd parita Eastice n, pro kterou plati
€ = gl = 1. (4.289)

Odtud vidime, Ze operator ndbojového sdruzeni C patfi mezi uvazované
operatory vnitinich symetrii Ug), nebot pro ngj plati

=1, (4.290)

a tedy pFedstavuje spolu s operdtorem identity reprezentaci grupy®* S,.
O¢islujeme-li druhy ¢édstic tak, Ze mezi ¢dstici a ji odpovidajici anti¢as-
tici nefiguruje Zadny jiny druh ¢éstic, potom odpovidajici matice Ug)
mé kvazidiagondlni tvar, v némz kazdé Castici a jeji anticastici odpo-
vidd jedna submatice. Kazda z téchto submatic spoleéné s odpovidajici
jednotkovou matici predstavuje opét reprezentaci grupy Sy, Tato rep-
rezentace je jednorozmérnd (a tedy ireducibilni), resp. dvourozmérna
(a tedy reducibilni) v zdvislosti na tom, zda prislu§na Castice je, i neni
identicka se svoji anticastici.

Néabojové sdruZeni tak pfedstavuje diskrétni transformaci vnitFnich
symetrii uvazovaného typu, kterd hraje v relativistické kvantové teo-
rii a v jejich praktickych aplikacich velice vyznamnou roli. Naznadend
konstrukce ov8ern dovoluje bez problémi nalézt 1 celou Fadu dalSich
operatord “vnitinich symetrii®, tvoficich reprezentace také Lieovych
grup. Tak napf. jestlie ve formuli (4.271) vezmeme Wg) = Wa; n), kde
W e; n) je diagondlni matice, jejiz v8echny diagondlni elementy jsou jed-
notkové, az na n-ty, ktery je ddn vyrazem exp(ic), potom odpovidajici
operdtory U(a; n), v nichZ n je pevné zvolené ¢islo a parametr « nabyva
vSech moZnych redlnych hodnot, tvofi reprezentaci grupy U(1). Totéz

54Piipomenme, 7e grupa Sy je grupou permutaci N prvkd. Grupa Sy ma pravé
dvé neekvivalentni ireducibilni reprezentace. Obé jsou jednorozmérné. Prvni je tri-
vidlni, tj. pfifazuje obéma prvkam ¢islo +1, kdeZto ve druhé je transpozici prifazeno
dislo —1. (Blize viz [1] — Doplngk O.)
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je evidentn& pravdou i o operdtorech obdrZzenych jako soucin vice ope-
ratord 0((2; n), z nich? vechny odpovidaji téze hodnot¢ ¢, ale riznym
hodnotdm n. Podobng, jestlize ve formuli (4.271) Wg) = Wa;n # 7),
kde Wa;n # ) je kvazidiagondlni, se submaticemi na diagondle od-
povidajicimi vZdy jednomu druhu &astice a jeji anticdstici, kterd jsou
viechny rovny jednotkové matici, s vyjimkou jediné, kterd odpovidd né-
kterému (pevné zvolenému) z druhti &dstic (= n), které nejsou identickd
se svymi anti¢dsticemi, kdy tuto submatici definujeme vyrazem

explia - o).

Snadno se pfesvédéime, 7e odpovidajici operdtory LAJ(a; n # fi), u nich?
druh éastice n # 7 je pevnd zvoleny a kazdy z trojice parametri
a, (g, v probihd viechny moZné realné hodnoty, tvofi reprezentaci
grupy SU(2). Také sou€iny vice operdtord LAJ(a; n # ), z nichZ vSechny
odpovidaji tému¥ a, ale riiznym n # 7 opét tvoii reprezentaci SU(2).

Jakkoliv proti Zadnému z téchto operitord nelze mit z formdiniho
hlediska #4dné namitky, o praktické uZiteCnosti vétSiny z nich si nelze
¢init 24dné iluze. Stadi si uvédomit, Ze operitory odpovidajici v kazdé
z téchto reprezentaci generdtordim p¥islusné grupy popisuji sice inte-
grily pohybu pro soustavu volngch ¢astic, ale ve valné vét8iné pripadi,
po zahrnuti interakce mezi ¢asticemni odpovidajici zdkony zachovani jiz
platit nebudou. Tak napf¥. snadno nahlédneme, 7e generator grupy U(1)
v reprezentaci realizované operatory l:J(a; n) neni ni¢im jinym nez operd-
torem po¢tu ¢astic druhu n. Pro neinteragujici ¢astice by se pocet ¢dstic
kazdého (pevné zvolencho) druhu skuteéné zachovéaval (jak je zfejmé i
ze struktury opcrdtoru ﬂ(o) na pravé strané formule (4.262)), diky in-
terakei mezi ¢dsticemi se vSak tyto poéty mohou ménit. O tom svédéd
nade v3i pochybnost experimentalni data. Na druhé strané vSechna do-
sud ziskand experimentdlni data jsou v souladu napf. se zikony zacho-
vani elektrického ndboje, baryonového &isla, leptonového Cisla, . . ., coZ
jsou vesmés aditivni kvantova fisla odpovidajici operdtortim, které lze
ztotoZnit s nékterymi z generdtord grupy U(1), resp. SU(2), v nékteré
z vySe naznadenych realizaci. V jinych realizacich nékteré z generatort
téchto grup jsou identické s operdtory odpovidajicimi aditivnim kvan-
tovym ¢islim takovym jako je podivnost, Sarm, ..., kterd sice nejsou

551‘)1’1 dislovani druhtt ¢astic tak, jak vy’ée uvedeno v souvislosti s operatorem
> )
Ilé,bOjOVé sdruzenosti.
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integraly pohybu, ale jejichZ zachovéni je, v jistém smyslu, jen “slabé
narudeno”. Takovému slabému naruSeni mize odpovidat napfr. to, Ze
pfislusny operator komutuje nejen s operdtorem H(O), ale i 8 “podstat-
nou ¢asti“ operatoru I:Im (napf. komutuje s tou ¢asti FI(,), kterd po-
pisuje silné interakce, ale nekomutuje s tou Casti H( 1, kterd odpovida
interakeim slabym a/nebo elektromagnetickym).

Je proto pFirozené olekivat, Ze pouze ty z vySe naznacenych re-
prezentaci grupy U(1), resp. SU(2), u nich? (nékteré) generdtory jsou
shodné s operdtory odpovidajicimi dynamickym proménnym, které se
bud zachovéavaji, nebo jejichz zachovini je jen slab& narueno, mohou
byt fyzikdlng zajimavé. Pritom bychom ovSem neméli zapomenout, Ze
sice zndme mnoho riznych druhti ééstic se stejnym spinem, ale nezndme
7adny pripad®, kdy by k néjaké ¢astici existovala (vedle antic¢dstice)
dal8i ¢astice se stejnou hmotou.

Na druhé strané vsak existuji skupiny ¢éstic, jejichZz hmoty se od
sebe navzdjem Lisi podstatné méné ne? od hmot ¢astic do téze skupiny
nendleZejicich. Navic, ¢dstice patfici do téze skupiny se i v nékterych
jinych ohledech chovaji “podobné”. Je proto pfirozené ocekivat, Ze po-
pis, v ném7 rozdil mezi hmotami ¢astic patficich do téZe skupiny za-
nedbdme, miize poskytovat dobrou aproximaci skuteénosti. Formdiné
pak lze dokonce na v8echny druhy ¢astic patfict do téZze skupiny pohli-
7et jako na ¢astici jedinou, kterd se mize nachdzet v riznych stavech
z hlediska ndéjakych ”vnitfnich stupiid volnosti”. Transformace vniti-
nich symetrii pak odpovidaji transformacim v prostoru odpovidajicim
témto vnitinim stupifim volnosti. Zanedbédni hmotovych rozdild mezi
Gasticemi té¥e skupiny ndm umoZiiuje prakticky beze zbytku zopako-
vat Gvahy, které jsme v predchozim provedli pfi konstrukei reprezentaci
grup U(1), SU(2), vychazeje z rovnosti hmot ¢dstice a anticastice. Pouze
rozmér submatic nachdzejicich se na diagonéle matic Wg) bude nyni
dén poctem druhil ¢dstic pat¥icich do jednotlivych skupin (< pocétem
nezgvislych vnitinich stavii odpovidajici “zobecnéné Castice”). Protoze
do n&kterych skupin mohou patfit i vice nez dva druhy castic, mi-
Feme tak dospét k nejriizndj$im reprezentacim, a to i dalsich nez drive

56Do nedivna experimentdlni data nevyludovala moZnost, %e neutrina vBech tif
druhti jsou nehmotnymi ¢dsticemi. Dnes (leden 2000) viak jiz vie nasvédCuje tomu,
7e jejich hmoty stejné nejsou.
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zminénych grup. Vét«éina 7 takto ziskanych operdtorii U(g) bude opét
fyzikalng mélo zajimava. Zato ty z nich, které odpovida'i vnitini syme-
trii interagujicich ¢astic, tj. komutuji i s operatorem H( 5 (nebo alespon
s jeho podstatnou ¢asti), poskytuji velice cinny nastroj pro fyzikalni
analyzu.

Pri zadaném operatoru H y miZeme na uvaZovaném Hilbertove pro-
storu hledat véechny mozné reprezentace vSech moZnych grup symetrii,
které jsou realizoviny operdtory komutujicimi s }:I(,). Vétsinou je v8ak
postup pravé opaény: Z toho, @ jiného divodu dospéjeme k nazoru,
¥e interagujici ¢astice by mély respektovat néjakou grupu G vnitinich
symetrii. Tak nap¥. z predchoziho vime, Ze jednotlivé submatice kvazi-
diagondlnich matic Ug) musi realizovat unitdrni reprezentaci grupy g.
Vzhledem k tomu, 7e kazdou unitarni reprezentaci lze vyjadiit jako di-
rektni soudet reprezentaci ireducibilnich, vidime, Ze pokud G je grupou
vnit¥nich symetrif, potom musi byt moZné vSechny druhy Castic rozdé-
lit do skupin (= multipletil) odpovidajicich ireducibilnim reprezentacim
této grupy. Porovnanim poctu castic v chnotlnych skupindch (tj. ¢as-
tic, které maji vSechny stejné spiny a blizké hmoty®") se zndmymi roz-
méry ireducibilnich reprezentaci jednotlivych grup tak mZeme usoudit,
kterd z nich mé nadéji sehrat tlohu grupy vnitinich symetrii®®. Jakmile
prifadime viechny multiplety ¢dstic ke konkrétnim ireducibilnim re-
prezentacim grupy® G, je matice Uyg) do znaéné miry specifikovana. 60
Zname-li tuto matici, zndme pravou stranu relaci (4.271), a tedy i ope-
ratory U(g) reprezentujici grupu G na uvazovaném Hilbertové prostoru.
Piedpoklad, Ze tyto operdtory komutuji s H( 1) (nebo s podstatnou ¢asti
tohoto operéatoru), pak vede k netrividlnim prcdpowdmL O nékterych
7 nich se zminime v pifsti kapitole. Z toho, do jaké miry jsou tyto pfed-
povédi v souladu s experimentdlnimi daty pak lze usoudit, nakolik je

57V daldfm budeme pozadovat, aby také odpovidajici “nabojové parita” n(©) byla
pro v8echny stejn.

58 Pochopitelnd zde jde o hleddni moinych neabelovskych grup vnitinich sy-
metrii, nebol vime, %e viechny ireducibilni reprezentace grup abelovskych jsou
jednorozmérné.

59Pro G = SU(2) jsou unitarni ireducibilni reprezentace jednozna¢né urceny svym
rozmérem. V obecném pfipadé viak udéni rozméru ke specifikaci unitérni ireduci-
bilni reperezentace grupy G nestaci.

60 Judnotlivé submatice na diagonale matice U(g) jsou tim determinovany, aZ na
unitarni podobnostni transformaci (stejnou pro viechny elementy g).



244 KAPITOLA 4. CASTICE

grupa G akceptovatelnd jako grupa vnitfnich symetrii. PF takto vy-
brané grupé G a specifikaci ireducibilnich reprezentaci odpovidajicich
jednotlivym multipletdm ¢astic pak mizeme hledat strukturu, jakou
musi mit operator ﬁ(,), ma-li komutovat s odpovidajicimi operdtory
Ug)-

V dalsim budeme (ve smyslu kvantové teorie pole) pozadovat, aby
prisludna vnitini symetrie, kterou doposud formulujeme v terminech
transformacnich vlastnosti krea¢nich operdtort ¢astic, byla také vnitin
symetrii odpovidajicich poli. Pozdéji uvidime, Ze¢ tomu tak bude prave
tehdy, kdyZ se kreadni operdtory anti¢istic budou transformovat stejné
jako anihila¢ni operdtory ¢astic: Oznacime-li &1 (h; H) kreadni operdtor®!
Castice h patiici do multipletu H, potom relace (4.271) znamend, %¢ pro
kaZzdy multiplet H plati

Ug)a'(h; H) UT(y) = th,h g; H)al (W H), (4.291)

kde Wg; H) jsou zadand matice realizujici unitdrni reperezentaci D(G; H)
grupy G. SdruZenim obou stran této rovnosti dostaneme odpovidajici
transformadni zdkon pro anihila¢ni operdtory:
Wg)a(h; H) O'(g) =3 Upplg; HYa(h' H) . (4.292)
h!
Odtud vidime, e anticastice h k ¢asticim h z multipletu H tvo¥ mul-
tiplet H a pro jejich kreadni operdtory plati

Ug)a® (ks /) O'(g) = > Uni(9; m)at(r; |), (4.293)
7
kde -
U 1) = U(g; H) = [[Ug; D)7 (4.204)

Tento poznatek se nékdy formuluje jako vyrok “anti¢éstice se transfor-
muji kontragradientng” 2

51Pro zjednoduseni zdpisu v daliim potladujeme argumenty specifikujici impuls a
spinovou charakteristiku pfislu§né castice.

52Pfipomeime (viz Doplnék L v [1]), ze pokud matice U( ) tvoii reprezentaci
D(G) grupy G, potom také matice U*(g), resp. [[U(q)] } realizuji reprezentaci

(= D*(G), resp. D(G)) téze grupy. Piitom se o D*(G), resp. D(G) mluvi jako
o reprezentaci komplexng sdruzené, resp. kontragradientni.
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Neni snad nutno zdfiraziiovat, Ze pokud G je grupou vnitini symet-
rie, potom totéZ je pravdou i o kazdé jeji podgrupé . Kazd4 ireducibilni
reprezentace grupy G je samozfejmé také rcprezentaci libovolné pod-
grupy H C G. Z hlediska této podgrupy vSak jiZ miZe jit o dircktni
soulet vice ireducibilnich reprezentaci. Odtud je zfejmé, Ze pokud se
nam podaii rozdélit ¢astice do multipleti odpovidajicich ireducibilnim
reprezentacim grupy H, ihned vyvstane otdzka, zda nelze (byt za cenu,
#e budeme velkorysejsi v definici “blizkosti hmot”) tyto multiplety spo-
jit do supermultipletl, které by odpovidaly ireducibilnim reprezenta-
cim né&jaké votsi grupy G O H . Hleddni takovychto “vySsich symet-
rii” bylo v&novano velké Gsili v Sedesatych letech, a to zejména potom,
co (nezévisle na sob&) M. Gell-Mann a Y. Ne'eman ukazali, Ze grupa
SU(3) (presngji Fedeno, jeji realizace, o niZ sc stalo b&Znym hovofit
jako o “the eightfold way”) mé vSechny atributy Gsp&ného kandidata
na tuto roli. Podrobngjsi diskuse této problematiky vsak presahuje ra-
mec této knihy.%® Vénujme proto trochu pozornosti pouze té nejjedno-
dussi z neabelovskych grup vnitinich symetrii, a to grupé izospinovych
transformaci:

Pfipomenme, e W. Heisenberg si jiZz po¢itkem 30-tych let uvédomil
[31] vyhodnost pracovat s protonem (= p) a neutronem (= n) jako
s nukleonem (= N) ve dvou riznych (v dnedni terminologii) izospi-
novych®* stavech: Proton a neutron maji nejen velice blizké hmoty®®,
ale jiz tehdy vSe nasvédCovalo tomu, Ze z hlediska “jadernych sil” mezi
témito Casticemi neni moZno zjistit 7adny rozdil.®® Pokud by neexis-
tovaly #zadné dalsi hadrony®” (= silné interagujici ¢istice), potom by
takovato ndbojovd nezdvislost jadernych sil byla urcité zarucena po-
7adavkem, aby ta ¢ist operdtoru Fl(,), kterd popisuje silné interakce,

83Blize se s ni &tendf m¥e sezndmit napi. ve sborniku [19].

64 Termin izospin se dnes b&iné uziva jako ekvivalent terminu 4zolopicky spin. Ve
stardi literatufe se ¢tendi mlZe setkal i s oznalenim ézobaricky spin.

85Neutron je o necelych 1.3 MeV (t]j. o zhruba 1.3 promile) t&28i nez proton.

86V dnesni terminologii to znamena, 7e pomoci siéngch interakci nelze odlidit
proton od neutronu. Z hlediska interakei elektromagnetickych €i slabych je oviem
rozdil mezi témito ¢asticemi markantni: proton je nabity, kdezto neutron neutrdlni,
proton je stabilni, kdeZto (volny) neutron se (v diisledku slabych interakef) rozpada.

87nebo pokud by zanedbani jejich existence z toho, nebo jiného diivodu pfedsta-
vovalo pro urfitou oblast studovanych jevl (napi. pro energetické hladiny jader)
pfijatelnou aproximaci
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komutovala s operatory

A

Ua) = exp(ia . T) , (4.295)

takovymi, %c%

o al(p) \ B At
Ya) ( at(n) ) Ul(a) = Ues; N) ( 51(n) ) , (4.296)
kde
Wer; N) = exp{ic- £ (N)}, (4.297)
t(N) = _;.0- (4.298)

a o jsou Pauliho matice. Pfitom by operdtory (4.295) s kreadnimi ope-
ratory vSech ostatnich ¢astic komutovaly. Pro e« — 0 z téchto relaci
dostavame

(T8 = [T-a')] = o, (4.299)

kde

To=T£4T,. (4.300)
Odtud pak vidime, Zc¢ operatory Tj, vystupujici na pravé strané formule
(4.295) vyhovuji komutacnim relacim

[T, Te] = iesu T, (4.301)

a tedy operatory O(O{) realizuji reprezentaci grupy SU(2).
Diky pozadavku (4.270):

Ue) [0) = |0) (4.302)

68Vyrazu na levé strand formule (4.296) je tieba rozumdt tak, Ze operdtory uve-
dené pred a za sloupcem je nutno “aplikovat” na kazdy element sloupce, kdeito
na pravé strang téze formule jde o prosté maticové ndsobeni. Obdobnou symboliku
budeme uzivat i v dal§im.
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relace (4.296) zajistuje, Ze pro kety popisujici jednonukleonové stavy

plati
Kar) ( 1% ) = Ua; V) ( ILZ; ) (4.303)

. 1
Tslp) = Ip) Tyln) = 5 [n),
T lp=T_In) =0, (4.304)
T lp) = |n), WA'+ [n) = |p) .

Po formalni strance jsou tyto vztahy shodné s transformacnimi
zdkony nerelativistické kvantové mechaniky pro spinovou ¢dst vinové
funkce ¢éstice se spinem £ pii natoceni o Ghel |a kolem osy @. Proto
se o vySe zminénych stupnich volnosti v tomto piipadé mluvi jako
0 1208PINY & O 0(04) jako o operatorech natodeni v izospinovém prostoru.
O nukleonu se pak fika, 7ze predstavuje izospinor. Proton a neutron pak
predstavuji elemmty izodubletu odpovidajici tfeti slozce izospinu rovné

a tedy

+l resp.—z. Z formalniho hlediska to znamena, Ze¢
l 1
y - = — - - [’\T
lp) ! 5ol = 5 >
1 1
U - - .N 4
ny — ‘ = 5oty = 2,]V>, (4.305)

. “ ; , o il 2 v 1o
kde |t,t3; N) je spole¢ny vlastni vektor operdtord T° a Tg piisludny
k vlastnim hodnotdm ¢ (¢ -+ 1) a t3, pravé tak jako, Ze

1 1
af(p) = §T<t: ,t3:§;N),

2
AfoN At 1 1
al(n) = a'lt= §,t3 ~§;N , (4.306)

I

kde na pravych stranich stoji kanonické komponenty ireducibilniho
tenzoru®® fddu ¢, tj. formule (4.299), (4.304) maji tvar

[?—37 ﬁt(fa ILJ/ Zv)} =13 Ia\T(fv f3~ ]V) s

59Viz [1]: ¢ast 2.8 a Doplitky F a L.
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[Toat(t 63 V)| = o5 (1, 10) 81 (88, £ 1 V), (4.307)
respektive

Taft,ts; N) = it N),
Toltte: NY = oF(t,t3) [t ts £ 1; N), (4.308)

kde

Bt 1) = J(EFty) (£t +1). (4.309)

Je dobfe zndmo, 7e v piipadd grupy G = SU(2) je D(G) = D(G).
Mohlo by se proto zdat, Ze vSe, co jsme fekli o dubletu nukleond, mi-
Zeme beze zbytku uZit i1 v pfipadé dubletu antinukleont, tj. ze formule
(4.305) — (4.309) zlstanou v platnosti i tehdy, kdyZ v nich provedeme
zamény N - N, p—n, n— p. Brzy se plesvéddime, Ze tomu tak
neni’®,

Nejprve viak pripomechime, 7¢ dnes vedle nukleoni zndme mnoho
dalgich hadronid. K tomu, aby vyrok o izospinové invarianci silnych in-
terakci byl smysluplny, je nutno znat i jejich transformadni vliastnosti
viid rotacim v izoprostoru. VSechna experimentilni data nasvédcuji
tomu, Ze skutednd kazdy hadron predstavuje vlastni stav tfeti kom-
ponenty izospinu a Z¢ vSechny hadrony lze usporadat do izomultiplet,
tj. multipleti odpovidajicich ireducibilnim reprezentacim grupy SU(2).
To znamend, e pro kreaéni operdtory [2¢(H) + 1] hadrond patficich do
téhoz multipletu™ H plati

W)t (h; H) Ul@) = 3" Upn(es H) 81 (1; H), (4.310)
~

70 Abychom piededli zbytetnému nedorozuméni, zddraznéme, Ze tento vysledek
neni v rozporu s vyse uvedenym konstatovanim. Nesmime zapomenout, Ze z rovnosti
D(G) = D(G) plyne pouze to, e unitarni matice Wy) realizujici reprezentaci D(G)
souviseji s maticemi U*(g) podobnostni transformaci nezdvislou na g, 1j. %e existuje
unitdrni matice A, takova, %e pro viechny elementy g € G je

U (g) = AU(g)AL.

T Formélné je lze opét viechny povazovat za rézné izospinové stavy jediného
hadronu H.
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kde unitarni matice
Uea; H) = exp{ia - t(H)}, (4.311)
realizuji reprezentaci X)) grupy SU(2), a tedy hermitovské matice
t(H) vyhovuji komutaénim relacim
[ty (77) , b (H)] = iejm ti(H) - (4.312)
Formule (4.310) je pak splnéna pravé tehdy, kdyZ plati komutacni relace
(75,88 (b )] = 3 (t,(H) 87 (0 H) - (4.313)
o

Vzhledem k tomu, Z¢ kazdy z hadrond je nejen “nositelem treti
slozky izospinu”, ale lze ho (v zadaném multipletu H) také pomoci
hodnoty tohoto kvantového Cisla jednoznaéné identifikovat, vime, Ze
matice t3(H) je diagondlni. Krom toho Ize bez Gjmy na obecnosti po-
7adovat, aby pro libovolny pevné zvoleny hadron h byla v komutacni

realci (4.313) respektovina Condon-Shortleyova fazova konvence™, tj.
aby platilo R
[T, 8" (h(ts) s H)| = 13" (h(ta) ; H) ,
[T 8% (h(ts) ; H)| = o5 (¢, 1) 81 (Rt £ 1) H), (4.314)

kde ¢ = ¢(H). Pokud do multipletu H nepatii Zadnd ¢dstice soucasné se
svoji anti¢astici, potom lze vidy kreacni operdtory zvolit tak, aby po-
sledni formule platila pro véechny hadrony z tohoto multipletu. Jinymi
slovy fedeno, v takovémto pfipadé mizZeme zminéné kreacni operatory
identifikovat s kanonickymi komponentami ireducibilniho tenzoru radu
t{H):

af(t, tg; H) = a1 (h(ty); H), (4.315)

(kde ¢t = t(H), t3 = t3(h)), které ex definitione vyhovuji komutaénim
relacim

(72,81t ts; H)| = o' (1,1) 818, t £ 1; H). (4.316)

"Viz Dopngk F v [1].
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Sdruzenim vztahil (4.314) dostavame

[Ta,8 (h(ts) : H)| = ~ts8(h(ta) ; H)

[T=8(hlts); /)] = —oP(t,8) (Rt £1):H)  (4.317)
—a ) (t, —t3) a(h(ts + 1); H),

I

kde jsme vyu#ili toho, Ze pro funkce (4.309) plati

a(i')(t’ tl&) = (x(:)(t, —-t3) . (4'318)

Tedy vySe zmindény pozadavek, aby se kreatni operdtory antihadrond™

h

3t (h(~ts); B) = —5 Ca'(h(ta) : ) € (4.319)

transformovaly jako anihilaéni operdtory hadroni, miZeme nyni vyja-
dfit ve tvaru

(5.8 (R(ts); )| = tsa" (Alts) : H),

[Te, 8" (Alts) ; )] =~ (t,15) 8" (R(ts = 1) H) - (4.320)
Odtud vidime, #e pokud multiplet H je odlidny od multipletu H, potom
[2¢(H) + 1] operatort

81 (t 5 ) = (-1)" 8 (h(ts) ; H) (4.321)
"=

predstavuje kanonické komponenty ireducibilniho tenzoru fadu
t(H > = t(H). Ve specidlnim pifpad¢ nukleoni to znamen, Ze pokud

Ve znadeni na levé strané nisledujici formule jiz anticipujeme fakt, Ze libovolné
aditivni kvantové &slo (a takovym je i tfeti slozka izospinu) mé pro anticdstici vzdy
opac¢nou hodnotu ne7 pro ¢astici.

" Tento vysledek by nds nemg! piili§ prekvapit: Transformaéni vlastnosti opera-
tort &t (Tz(t;;) JH ) jsou ex definitione shodné s transforma¢nimi vlastnostmi operé-
tord 8(h({—t3); H). Na druhé strang z Glohy 2.90 v [1] vime, Ze pokud operdtory
at(1, ts; H) tvoii komponenty néjakého ireducibilniho tenzoru ¥adu ¢, potom opera-
tory (—1)" &(t, —ts; H) predstavuji opét kanonické komponenty tenzoru tého? radu.
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poZadujeme platnost relaci (4.304) pro protony a neutrony, potom pro
antiprotony a antinukleony musi platit vztahy

~ 1 - 1
Tyln) = 3 |7) T3|p) = ~5 1B) ,

n

T |y =T_1p) =0, (4.322)

Tolmy==p), Tilp=-1In).

Podobné z relace (4.303) plyne, 7™

0(a) ( -’B ) — U(e; N) ( _llgg ) . (4.323)

Jiz diive jsme se zminili o tom, Ze existuji hadrony, které jsou iden-
tické se svymi anti¢isticemi. Je zfejmé, Ze mohou ndlezet pouze do
multipletd H = H. Samoziejmé, %e i pro hadrony z takovéhoto mul-
tipletu musi byt relace (4.314) ckvivalentni s relaci (4.320). Snadno
nahlédneme, e v tomto pfipadé lze z prisluSnych kreacnich operdtort
vytvofit kanonické sloZky odpovidajiciho ireducibilniho tenzoru, a to
napf. tak, 7e je definujeme jako™

al(t,ty; H) = a'(h(ts); H) pro t3 <0,

Attt HY = (—1)%a(h(ts); H)  prots > 0. (4.324)
Tak napf. v piipadé piont (které tvoif izotriplet a maji n{¢) = +1)
miZeme identifikovat
i

o>

37(1, —1; 77) =
(4.325)

w>

(7).
5 = 8.
) = 57( ;).

Nepiehlédnéme, 7e diky tomu napf. sice plati
T fn) = v2 ), (4.326)

75 Nepiehlédnéme, e na pravé strané vystupuje tatd? matice U(a; V) jako ve
formuli (4.303).

76Zde jsme terminu “Céstice” uzili pro ty ¢leny multipletu H, které maji nekladnou
tieti slozku izospinu. Pochopitelné jsme mohli uzit i jinou konvenci. Nezapomehme,
7e relace ¢astice +» anticastice je naprosto symetrickd.
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ale

T = =v2lr). (4.327)

Jakmile umime vyjadfit kreaéni operatory jednotlivych hadront
pomoci kanonickych komponent ireducibilnich tenzorovych operatord,
mitzeme’” vyjadrit také soudiny vice kreacnich operitord jako linedrni
kombinace kanonickych komponent ireducibilnich tenzorovych operdto-
rd. Pravé tak umime vyjadrit vicehadronové stavy jako linedrni kombi-
nace spolecnych vlastnich stavi tfeti komponenty a kvadritu izospinu.
Tim mame k disposici vSe, co potfebujeme k vyuzivani tak mocného
ndstroje, jaky predstavuje Wigner-EckartGv teordm™. Prive toho se,
zejména v subjaderné a jaderné fyzice, bohaté vyuziva.

Vratme se vak jesté jednou k relacim (4.314). “Vynédsobenim” obou
jejich stran operitory Cact zleva, respektive zprava obdrzime vztahy,
které mizeme na ziklade definice (4.319) vyjadrit ve tvaru

(T4, 81 (h(—ts); H)| = a8t (h(~ts); H),

(787 (h(—to) s H)] = oF(t,15) 8" (h(—ts 7 1) H)  (4.328)

It
jol
T~
A
—~
v@‘ﬁ
|
o~
(¥4
N
o>
i/l
7N
=
|
o~
)
_H
—
~—
m\
N

kde

T; =CT, (. (4.329)
Porovndnim s formuli (4.320) vidime, Zc¢ tyto vztahy budou splnény
tehdy, kdyz

ety Ch=-1,, CT.00=-T, (4.330)

tj. tehdy, kdyZ mezi operitory izospinu a nabojového sdruzeni plati
relace

{€T}=[C.T) ={C.Ts} =0 (4.331)

"Viz § 2.8 v [1].
8Viz § 2.8 v [1].
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4.2.2 Interagujici ¢astice

Pokusme se nyni naznadeny formalismus co nejjednodusSim zplsobem
roz8i{t tak, aby respektoval fakt, Ze fyzikdlni C¢dstice mezi sebou inte-
raguji. Vyjdeme pfitom ze dvou prostych postiehi:

i) Pokud jednotlivé éstice nejsou od sebe navzijem dostatecné vz.da-
lené, potom jejich celkovd energie neni ddna souctem kinetickych energii
kazdé z nich.

ii) Pokud #4dn4 z ¢astic neni dostatecnd blizko k jiné, potom chovini
soustavy vice realnych &éstic se nelisi od chovani stejné soustavy Castic
neinteragujicich.

Je dobfe si uvédomit, %¢ jakkoliv jsou tyto postfchy formuloviny
vagné, popisuji fakta, bez nich# by uzivini pojmu ¢éstice k popisu fy-
zikilnich jevl v jazyce b&mého Zivota, tak jak jsme na néj doposud
zvykli, ztracel smysl.™

K tomu, abychom v ramci kvantové teorie co nejsnédze zajistili spl-
néni disledkt druhého 7z vySe uvedenych postichii, budeme predpoklé-
dat, #e Hilbertiv prostor H studované “redlné” fyzikilni soustavy (t].
soustavy vystihujici existenci vzajemné interagujicich ¢dstic) je totoZny
s Fockovym prostorem odpovidajici “idealizované” soustavy, jejiz cho-
vani lze vystihnout v terminech neinteragujicich ¢astic.

K tomu, abychom zajistili respektovani prvniho z vySe uvedenych
postiehti, vyjadfime hamiltonidn H studované soustavy ve tvaru

A= FI(O) + l:l(]), (4332)

kde ﬂ(o) je hamiltoniin zminéné idealizované soustavy, kterou jsme dis-
kutovali v pfedchézejici Casti, tj. operdtor pfedstavujici soucet kinetic-
kych energii jednotlivych ¢astic, a tedy operator I:l(,) # 0 vystihuje
pouze interakci mezi piislusnymi Casticemi.®? Ve vSech ostatnich ohle-
dech viak Céstice vystupujici v obou soustavich jsou naprosto stejné,

79 Aby nedodlo k zbyte¢nému nedorozuméni, pfipomefime, %e v soucasnosti uzi-
vame terminu “Gastice” i v pondkud jiném smyslu, se kterym se v dalsim sezndmime.
Pro takovéto “Géstice” vyse uvedené postiehy jiz platit nemusi. V této Césti viak
budeme uZivat pojmu &astice vyhradng v “konzervativnim” smyslu, ktery se o vyse
uvedené dva postiehy opird.

807 dtrazndme viak jiz nyni, 7e operator I:l( 1) ani zdaleka nemust byt totozny s “in-
terak¢nim hamiltonidnem” v tom smyslu, v jakém je tento termin uZivdn v rdmci
kvantové teorie pole. V dal$im se o tom bohaté piesvédcime.
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tj. maji tytéz hmoty, spiny, parity, elektrické naboje,. ... Proto také po-
zadujeme, aby oba operatory H i I:i(o) maly stejné spektrum vlastnich
hodnot.

Uvédomime-li si, e ka#dy z operdtortt H | I:I(O) mi predstavovat
generator Casové translace, vidime, 7e na tomtéZz Fockové prostoru H
musime byt schopni zkonstruovat dvé rizné unitarni reprezentace Poin-
caréovy grupy. Genuratory prvni z nich jsou diany dfive uvazovanymi o-
perdtory P(O H(o J (), K (o) vyhovujicimi komutacnim relacim (4.201)

- (4.206). K tomu, aby Samosdruiené operitory 15, I:I, J , K mohly pred-
stavovat odpovidajici generdtory v druhé reperezentaci, musi vyhovovat
obdobnym komutacénim relacim, tj. musi platit

[P,P5 = o,
,Jk] = igjnd, (4.333)

[13, ] = [j, Fl} =0, (4.334)
[R9, PF] = —id; A, (4.335)
[KH] =i P, (4.336)
[7,RF] = ieju KR! (4.337)
[RI,RE] = gy (4.338)

K jejich splnéni je nezbytnd, aby se vedle H, jests alespon ndkteré dalif
z téchto operdtord liSily od svych partncru s indexem (). Snadno na-
hlédneme, Ze kdy? identifikujeme®!

P = P(o), J= j(()), (4.339)

potom budou jisté splnény komutadni relace (4.333). Z pozadavku (4.334)
pak plyne, Ze operator H(;y musi vyhovovat podminkim

[P, i) = [T i) = 0. (4.340)

81 Tak tomu ve v&t3ing v praxi uzivanych modelit a teorii skutetns je.
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Z pozadavku (4.335) dostévdme
(K7, BE)] = i (R + A
co? je diky komutadnim relacim (4.205) totéZ jako
(Rl Ply| = —idsfo), (4.341)

kde operator R . .

a tedy evidentné musi byt
K # K. (4.343)
Navic komuta¢ni relace (4.336) vyZaduje, aby
(Ko +E0y), (Ao + Aw)] = ~iPo),
co? diky vztahu (4.206) znamenad, ze musi platit
(K, An] = — [, A (4.344)
Podobné z relaci (4.337) a (4.204) dostaneme poZadavek
3oy, KEy | = ieuiRisy (4.345)
a z relace (4.338) v kombinaci s druhou relaci (4.202) pozadavek
) Kk vl Kk q
[Rl, K] = = [Rfoy, Kt - (4.346)

V dal8im budeme plcdpokladat 7¢ na uvazovaném Fockové pro-
storu jsou definoviny operatory H( n K (ry vyhovujici vztahiim (4.340),
(4.341), (4.344) - (4.346). Z nablodu, ici kapitoly se pak stane zfejmym,
v jakém smyslu je ticba chipat vyrok o stejrosti zminény ve vyse uve-
deném postiehu.

Pokud v ummvancm Fockové prostoru byly definoviny operatory
prostorové inverze P(O a/nebo Casové inverze T(O), potom tuto dlohu
budou hrit i z hlediska systému, jeho# dstice mezi sebou interaguji.
Proto v daldim jiZz index (g) v oznaceni téchto operatori opustime.
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Pozadavek invariance vaci prostorové, resp. Casové inverzi pak vyza-
duje, aby vedle vztaht (4.207) jeSté platila komutacni relace

[P, An] = {P. K} =0, (4.347)

respektive A
(T80 = [T K@) =0. (4.348)
Podobné, pozadavek invariance vidéi grupé vnitinich symetrii G vy-
¥aduje, aby vedle relace (4.273) platilo i
[0(9), An) = 0. (4.349)

Pokud je tato grupa Licovou, potom posledni relace zarucuje, Ze ope-
ratory reprezentujici jeji generdtory predstavuji integraly pohybu i pro
¢astice interagujici.

4.3 TUlohy

U.4.1. DokaZte, 7¢ pokud L (p) pfedstavuje ¢isty boost, potom pro
Wignerovu rotaci
W(R,p) = L™'(Rp) RL(Rp)

odpovidajici libovolné rotaci R plati

OW(R, p)
— =0,
opF
a tedy v tomio pripadé plati
W(R,p) =R.

U.4.2. Ukaite, e v piipadé transformace L (p) definované formuli (4.103)
jsou kety definované formulemi (4.64),(4.76) vlastnimi vektory helicity
prisludnymi k vlastni hodnoté &.

U.4.3. Necht 9(w) € (0,7) je feSenim rovnice

1 —+1—w?

w

costy =
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UkaZte, 7e pro kazdou hodnotu w € (0,1) existuje pravé jedno o (w).
UkaZte, Ze toto FeSeni je monotonné ubyvajici funkel w a pfitom

d(w =0) =7/2 a Hw — o) = 0.

Povsimndte si, Ze odtud specidlné plyne, Ze 9(w) pro viechna w € (0, 1)
lezi v intervalu (0, 7/2).

U.4.4. UkaZte, 7e pro ¢astici s nenulovou hmotou plati
-2
Ylp: 0, ’\> :7](—1)8 lp:(]a ')‘>’

kde

Y = exp (f—ing) P
a P je operdtor prostorové inverze, A znaéi helicitu a s, 7 je spin, resp.
vnit¥ni parita uvazované ¢astice.
U.4.5. UkaZte, 7e kety |T,73; NN) popisujici stavy s danou hodno-
tou izospinu a jeho tfeti komponenty v dvounukleonové soustave lze
vyjadrit ve tvaru

IL+LNN) = |pp),
[1,0; NN) = —l—{jpn) + [np)},
o V2
[1,-1; NN} = |[nn),

1

0,0; NN) =
] ; 1> V2

{lpn) = Inp) }.

U.4.6. Ukazte, 7¢ ket popisujici zadany pion se zadanym nukleonem
predstavuje nasledujici linedrni kombinace vlastnich vektord [T, T5; 7 N)
izospinu a jeho t¥eti komponenty

lw*p) = —13/2,+3/2;7N),
%) = % {Val3/2,+1/27N) ~ [1/2,41/2 7N)},
[m) = 5 (212N - VR I2 -2,



258 KAPITOLA 4. CASTICE

mtn) = —% {13/2,41/2;7N) + V21/2, +1/27N)},
[n°n) = -% [V213/2,-1/2;7N) +[1/2, =1/2wN)} ,
[rn) = [3/2,-3/27N).

U.4.7. Ukaite, %e dvoupionové stavy s danymi hodnotami izospinu a
jeho tfeti komponenty jsou popsany nasledujicimi kety |7, Ts; wmr)

2, +2;77) = l7‘-+7[.+>?
e = = (et b)),
]
12, =1, 7m) = %{;7"0777>+[71——7‘—0>}’
2, ~2am) = |n7),

porirn = e pe)

[1,0;7m) =

{— l7r+7r“> + ’W"W+>} ,
1,-1;7m) = —*{}7:'0%'>—|W"F0>}3

-5 =5 -

S

i) =~ () e )

V3
U.4.8. DokaZte, 7e pro operdtor “nibojové symetrie”: exp{iwfg} plati

cxp{iw"?g} T. = ~T; cxp{iﬁ?‘z} ,
cxp{iTr'T'g} 1’3 = —"'I\—g exp{iw"Al"g} .
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Na zéklad® téchto relaci dokaZte, Ze operdtor “G-parity”
G= CCXP{’L‘W—,]\—Q}
komutuje s operitory izospinu:
[r G} = 0.
UkaZte, Ze plati
(651} = 61()} =0,
a tedy, e libovolny n-pionovy stav mé G-paritu rovnou (—=1)", tj. plati
Gln(1),m(2),- - () = (=1)" = (1), 7(2),- -, 7)),

kde ka¥dy ze symbolt 7(1) miZe pfedstavovat kterykoliv z pioni, tj.
miize nabyvat hodnot 7+, 70, 7.



Kapitola 5
Srazky a rozpady ¢astic

Vétsinu informaci o zdkonitostech na urovni mikrosvéta ziskdvame stu-
diem srézkovych experimentd. Se zédkladnimi pojmy s témito expe-
rimenty souvisejicimi jsme se sezndmili jiZ v [1]. Pfipomefime proto
pouze, e podet procest j-tého druhu probéhlych v disledku bombar-
dovéni (tenkého) terce svazkem Eastic lze vyjadrit ve tvaru

]Vj = O'j L, (51)

kde L je tzv. integrdini luminozita, co? je veliCina charakterizujici expe-
rimentélni uspofddani, uité ke studiu zmindnych procesi (kterd vak
sama na dynamice téchto procesd nezdvisi), a o; je piisluSny Géinny
prifez.

V [1] jsme sc omezili pouze na diskusi experimentd “s pevnym tcr-
tem” (fixed target experiments) a zjistili jsme, Ze v tomto pripadé je

L= / dzdy vp(x,y) nr iz, y), (5.2)
kde osu dopadajiciho svazku jsme identifikovali se tfeti souradnou osou

2 . v v o v1.” . v
a vy (z,y), resp. 7-Lg~p§,)(x, y) je pocet ¢dstic proslych jednotkovou plos-
kou postavenou kolmo k bombardujicimu svazku v misté «, respektive

1Viz formuli (4.3) v [1]. V ndvaznosti na symboliku uzivanou v p¥ipadé colliderd
(srov. tlohu U.5.1.) zde pouZividme /nagem pongkud odlidné ne’ v [1]. Speciélné
velitinu, kterou jsme v [1] nazyvali Pz (1 y), nyni oznatujeme jako nr p, (’L’ v),
kde n7 je celkovy polet teréikovych Castic.
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plosna hustota teréikovych ¢astic. Pfipomenme jesté, Ze pokud je plogné
hustota aktivni ¢asti terCe konstantni, potom podet uvazovanych pro-
cest pripadajicich na jednotku ¢asu lze zapsat ve tvaru

dt
kde ny je pocet tercikovych ¢astic v aktivni ¢dsti teréiku a Iy je intezita
bombardujiciho svazku.

Previznou vétdinu informaci o dynamice na nejmensich vzdalenos-
tech dnes ovSemn ziskdvime 7z experimentt na tzv. collidercch, kdy ke
srazkdm dochdzi mezi ¢asticemi ze dvou svazkd urychlenych éastic, tj.
v téchto pripadech ani jedna ze srdzejicich se ¢astic neni ¢asti néjakého
(pevného, tekutého ¢ plynného) terée, ktery by byl vidi laboratofi
v klidu. Snadno se dé ukazat, 7e i v téchto piipadech zistava formule
(5.1) v platnosti - coZ vSak jiz ovem nelze tvrdit o formulich (5.2),
(5.3).

Pripomefime také, Ze pfitomnost ostatnich ¢dstic ve svazeich a/nebo
terciku ma zanedbatelny viiv na proces, ktery probéhne v disledku in-
terakce mezi dvojici ¢astic, které se “srazily”. Diky tomu méZeme tako-
véto srizkové experimenty z teoretického hlediska analyzovat jako sérii
procesti, v nich? je vidy na podatku (v okamziku #; < 0) systém pii-
praven ve dvoucdasticovém stavu tak, 7e prisludné dvé Céstice jsou od
sebe natolik vzdalené, 7e jejich vzajemn4 interakce nehraje Zadnou roli,
a pritom ob¢ leti k “mistu srazky” (které obvykle identifikujeme s po-
Catkem souradnic) tak, aby do n¢ho dospély v okamziku ¢ = 0. V case
t; > 0 pak zjistujeme kinematiku (impulsy, pfipadné néjaké spinové
charakteristiky) a druhy ¢astic “pFitomnych” po probéhlé srdzce, a to
opét v konfiguraci, kdy vzijemna interakce mezi témito dsticemi je
zanedbatelna. I kdy? pfi popisu toho kterého experimentu bézné hovo-
Iime o impulsech sraZejicich se ¢astic, jsme si védomi toho, 7e ve skuted-
nosti se vzdy jednd o né¢jakou superpozici stavi s impulsy spadajicimi
do jistého (dostatedné malého) okoli hodnot uddvanych. Vime také, Ze
pro urceni udinnych prifezi je detailni informace o této superpozici
irelevantni, diky ¢emuz miizeme pfedpovédi u€innych prifez v rameci
kvantové teorie ziskat vhodnou analyzou stavového vektoru odpovida-
jictho dominantnimu prispévku ke zminéné superpozici. Jakkoliv jsme
k tomuto zdvéru dospéli v [1] analyzou provedenou v rdmci nerelati-

= O'j[]g N, (53)
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vistické teorie, jeji zavery ziistavaji v platnosti i v teorii relativistické.

V nerelativistické kvantové mechanice jsme prevazné pracovali v rep-
rezentaci Schrodingerove. V piipadd kvantové teorie relativistické je
viak mnohem vhodngjsi reprezentace Heisenbergova, v niz rovnocen-
nost inercialnich soustav nachdzi nejprirozendjsi vyjadieni. Proto, ne-
bude-li explicite uvedeno néco jiného, je v daldim v7dy tfeba rozumét,
¢ viechny udaje se vztahuji k reprezentaci Heisenbergove, kterou zto-
tozhujeme s reprezentaci Schrédingerovou (pfipadné také s reprezen-
taci Diracovou) v okamziku ¢ = 0. Jestlize ve vychozi soustavé je né-
jaké fyzikalni skuteénosti pfifazen v Heisenbergové reprezentaci vektor
[+), potom tutéZ situaci z hlediska soufadné soustavy, kterd z vychozi
vznikla Poincaréovou transformaci G(A, a), popisuje v Heisenbergové
reprezentaci vektor U(A, a) ) .

5.1 S-matice

V piipadé studovandho srazkového procesu je (v pevné zvolend inerci-
4lni soustavd) systému v kterémkoliv okamZiku prifazen vektor, ktery
by v Schridingerové reprezentaci popisoval stav tohoto systému v oka-
mziku ¢ = 0 (tj. v “okamZiku srazky”). Jak takovyto vektor vyjadrit?
Necht |, ) je vektor, ktery popisuje ve Schridingerové reprezentaci
stav dvou Castic lokalizovanych v okoli pocatku, a to takovy, Ze pokud
by tyto castice neinteragovaly, dospély by do tohoto stava v okamZziku
t = 0 ze stavu piipraveného v okamZiku £; < 0 tak, Z¢ v ném zminéné
dvd astice byly od sebe natolik vzdalend, Ze jejich vzéjemnd interakee
byla nepodstatna.? Ve Schridingerové reprezentaci je tomuto stavu pri-
Fazen vektor

bas (t:) 1) sen = xp(=iHo)ts) |, B) (5.4)
Jestlize je nas “redlny” systém (t]. systém, jeho# Castice navzdjem inte-

ragugi) v okamZiku ¢; pfipraven v tomto stavu, potom stav, do kterého
dosp@je v okamZiku ¢ = 0, je ve Schridingerové reprezentaci popsan

Py PR APV - . N r
2To znamena, ze interakce mezi zminénymi Easticemi prakticky neovliviwje dalsi
vyvoj stavu uvazovaného systému v Casech nepfilis vzddlengch od L.
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vektorem
[Ya, (0);ti) g, = exp (thi> Y, (8) 5 L) gen
= cxp(iﬂti) exp(—iﬂ(o)ti) lev, 6, (5.5)
coZ ovSem neni nic jiného nez hledany vektor, ktery studovanému pro-
cesu prifazujeme v reprezentaci Heisenbergové, tj.
[a, ﬂ; tz'> = Q(tz) ](1, ﬁ) 3 (56)
kde
Qt) = exp (z’Ht) exp(—z’H(o)t) . (5.7)
Obdobné, necht |ay,- -+, ay) je vektor, ktery ve Schrdingerové re-
prezentaci popisuje stav N ¢astic lokalizovanych v okoli poddtku, a to
takovy, Ze pokud by tyto ¢astice neinteragovaly, dospély by za dobu
t; > 0 do mist od sebe natolik vzdalenych, Ze by jejich interakce byla
nepodstatnd. V Schridingerové reprezentaci je tomuto stavu prifazen
vektor
[hos s () 5 7)o = €3 (—iFoyty ) fon, - o). (5.8)

Realny systém, jehoZ ¢astice vzdjemné interaguji, do tohoto stavu v o-
kamziku ¢y dospéje tehdy, kdyZ byl v okamZiku ¢ = 0 ve stavu, ktery

f pej Yz DY > Y
je ve Schrodingerové reprezentaci popsén vektorem

I’l/"m,-'-,cwv (U) ; tf>$ch = CXp (thf) lwm"“’aN (tf) : tf)Sc.h

- |O£1,"‘,C¥N;tf>, (59)
kde
lag, - anity) = Q) |ag, - -, an) . (5.10)

V rozptylovém procesu je studovany systém v okamziku ¢; ve stavu,
ktery je ve Schrédingerové reprezentaci popsan vektorem (5.4). V o-
kamZiku ¢; bude tedy ve stavu, ktery je ve Schriodingerové reprezentaci
popsan vektorem

Whas (15) 16} g, = oxp {~iF (£ 1) } oo (8:) 5 ) 5., (5.11)

3Nepiehlédnéme, Ze zde Casovd proménna {; neurcuje ¢as, kdy se systém na-
chézi ve stavu urfovaném danym vektorem, ale podatetni okamzik odpovidajiciho
srazkového procesu.
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a “hleddme ho ve stavu”, ktery je ve Schriodingerové reprezentaci po-
psan vektorem (5.8). Amplitudu pravdépodobnosti, Ze ho v tomto stavu
skutedné nalezneme, tedy miZzeme vyjadrit jako skaldrni soucin vektord
(5.8) a (5.11), coz diky formulim (5.4), (5.10) lze pfepsat do tvaru

Aaﬂ—mu-",a’w (tf’ ti) =
= (o, -, ay|exp (Z'H(O)tf) exp {—iH (ty — ti)} exp (——iH(g)ti) |, B)
= <C¥1,"',(1’N|§(tf,ti) la7ﬁ>7 (512)
kde
S (tf, tz') = QT (tf) Q (fl) . (513)
7 konstrukce, kterd nis k tomuto vysledku pfivedla, je fyzikilné
ziejmé, Ze pro dostatecné welké hodnoty t; a (—t;) by pravd strana
formule (5.12) neméla na t;,t; zdviset, tj. mélo by (alespoit prakticky)
platit
‘A(xﬂ—m],---,aN (tfa ti) = ‘Aaﬂ%m,---,ﬂN' (5'14)
Pfitom
Aagsoran = (1, an| S|, B) = Sayan sy (5.15)

kde operdtor S-matice®

§ = (00) a0, (5.16)
a Mgllerovy operdtory

A(j:) — 1T A =4

O = LLI%CQ (t). (5.17)

Déle mtizeme (alespofi formalné) postupovat zcela stejné jako v ne-
relativistickém pripadé: Ke kazdému vektoru |¢) € H definujeme vektory

5

il

lp; in)
lo; out) =

) = Q). (5.18)

4Srovnejte s formuli (6.20) v [1].

50 téchto velidinach se dasto mluvi jako o “in-stavech”, resp. “out-stavech”.
O tom, zda pro né v dalsim budeme uzivat oznaleni |p;in),|p;out), & |<p(*')),
|(,7("")>, bude rozhodovat pourze to, které z nich je v dané souvislosti typograficky
vyhodngjsi.
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Amplitudu (5.15) pak miZeme ekvivalentné vyjadrit ve tvaru
Aapsanman = (0, oy out |o, F5in) . (5.19)

Pokud {|¢n)} je ndjakou ortonormdlni bizi Hilbertova prostoru H,

potom je totéZ pravdou také o {lg& >} a0 {Iﬁ >} 5 Odtud pak oka-
mzité zjistime, 7e Mgllerovy operatory jsou unitdrni:

(=) = (=), (5.20)
co¥ zaruduje nejen unitaritu S-matice:
§t =871, (5.21)
ale i to, e pro libovolné vektory |p), |) € H plati

(¢ D) = (69 [0) = (2 1) - (5.22)

Poviimnéme si také toho, Ze unitarni transformaci mezi bazemi {|¢§j»>}

a {i(p(n“)>} lze vyjddrit ve tvaru

A = (e D) o)
m
= 3 Smn |e57), (5.23)
kde )
Smn = (@m| S len) - (5.24)

7 vyjadieni (srov. formule (6.60), (6.61) v [1])

Q(i) =1+ / dw G(:)(w) H([)(S(w - ﬂ(o)) , (5.25)
J =00

kde Greentiv operitor

1
w—H+ie’

ONezapominejme, 7e ve zde uvazovaném piipadé nemiZe vzniknout zadny pro-
blém s vazanymi stavy, nebot spektra operatord H a Hgy jsou stejna.
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vidime, Ze pro libovolny vlastni vektor |¢5) operdtoru Hg:

H(0) [Vp) = L |[vp) (5.27)
plati
[057) = O gy = 1+ 6D E) A fwe).  (5.28)
Pfitom vime, Ze¢ Greenidv operdtor vyhovuje rovnici
GEI(B) = G (B) + 6 (B) Ay 69(B), (5.29)
kde .
GEE) s —— . 5.30
(O)( ) w~H(0)i’i€ ( )

Dosazenim z této rovnice do pravé strany strany vztahu (5.28) nalez-
neme, 7e vektor ,z!/'ﬁf)> vyvhovuje odpovidajici Lippman-Schwingerové
TOUNLCE

2

w7 = lvw) + 65 (B) Aoy

i) (5.31)

1

Vime také, 7e’
A AlE Ay .
AO™ = 0 ), (5.32)

a tedy FeSeni L-Sch rovnice (5.31) popisuje vlastni vektor celkové ener-
1

gie prisludny k vlastni hodnoté £
Alul) = BJui?). (5.33)
Vzhledem k tomu, Z¢ operdtory

PEP(O), j

i

j(O)

komutuji jak s gy (viz (4.201)), tak s H (viz (4.334)), komutuji také
s Q (t), a tedy plati

=

O = OB Py, (5.34)

JOE = Q(i)j(oy (5.35)

"Viz odvozeni formule (6.34) v [1]-
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Konetné z relace (4.206) dostavdme

] O " S N
[K o), exp (ifgt)] = Zoéﬁt” [K 0, Aty (5.36)
n=
R o0 gn—l1 R R
P Z ! = tP exp (iFopt) -
n=1

Podobné z relace (4.26) plyne vztah
(K, exp(ifit) | = tP exp(ifit) (5.37)
a z ného rovnost
exp (Ayts) [Kny, exp {=if (t; — t;) }] exp (—ifgyts) =
= —(ty = ts) exp (Aoyts) Pexp {ifl (ty — ;) } exp (~iFiot;)
~K )5 (17.:) + [K ), exp (ot ) | exp { i (t; — 1) } exp (=il oyt
+5 (1, t:) Koy + exp (Foyts) oxp {—ifi (t; — 1:) } [K (o), exp (~iFati)]

v niz se diky relaci (5.36) prvni ¢len na pravé strané rusi se souctem
Clenit tretiho a posledniho, a tedy musi platit komutadéni relace

[K(O),g(tf,ti)] = — cxp(zH ) [K(, cxp{mzH (ty -t )H exp («—iﬂ(o)'f,i) ,

ktera je ekvivalentni vztahu

(K + K (t))] Slt,1) = S(tp, 1) [Koy + K (t)] . (5.38)

v némz A X
K (1) = exp (iH(O)t) K exp(—iH(o)f;> ) (5.39)
Pokud jsou maticové elementy operdtoru K (ny mezi vlastnimi vek-

tory operdtoru H) nesinguldrni,® potom se pro [t| — oo stanou nulo-
vymi v8echny maticové elementy

W K@) le), (5.40)

8 Piesngji fedeno, pokud jsou dostateéns hladkymi funkcemi pfislusnych vlastnich
hodnot.
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v nich# vektory |¢), [v) predstavuji (dostateéné hladkou) superpozici
vlastnich vektoria operatoru H(O).g V daldim budeme pozadovat, aby
naznadené maticové clementy v limité [¢| — oo vymizely pro libovolné
vektory |¢), 1) € H. Jinymi slovy fedeno, budeme pfedpoklidat, Ze'®

L—l—g—noo K(])(t) = 0. (5.41)
7Z relace (5.38) pak pro t; = 0, t; = —o00, resp. ; = 0, ty = +co
dostavame

~ g n -~

KO = QWK g, (5.42)

respektive
K@ (20) = (09 &, (5.43)
co? je diky samosdruZenosti operdtort K (0)s K ckvivalentni se vztahem
KOO = Q9K . (5.44)

ProtoZe v libovolné unitarni reprezentaci generdtorim grupy od-
povidaji samosdruzené operatory, zaruéuji relace (5.32), (5.34), (5.35),
(5.42), (5.43) platnost vztaht

0, a) Q) = QW0 (A, a),
At N AT
(@) 0(A0) = Ogy(A, ) ()" (5.45)

7 definice (5.16) pak vidime, Ze operdtor S-matice musi vyhovovat ko-
mutainim relacim

5,00 (4,0)] = 0. (5.46)

Nepiehlédndme, Ze v nich vystupuji operatory 0(0)(A, a), které ne-
2dvisi na interakei mezi ¢asticemi. To se miZe na prvni pohled zddt
byt podivné, protoze vztah mezi vektory, které popisuji v Heisenber-
gové reprezentaci tutéz fyzikalni skutecnost z hlediska dvou soufadnych

9 Abychom porozuméli tomuto vyroku, stafi si vzpomenout na Riemann-
Lebesgueovu vétu uvedenou v [1] — Doplnék C.

10B]i3% rozbor tohoto piedpokladu zde provadet nebudeme. Uvedme jen, Ze hraje
podobnou tlohu, jako piedpoklad o existenci limity (5.17) definujici Mgllerovy
operatory.
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soustav navzdjem souviscjicich Poincaréovou transformaci G(A, a), je
dén operitory U(A, a), jejich# generdtory ' na interakei mezi Gasticemi
zdviseji. Snadno se v8ak presvédéime, 7e uvedené relace jsou s timto
konstatovinim v souladu: Musime si uvédomit, Z¢ pokud jsme reil-
nému fyzikdlnimu systému v uvazovaném srdzkovém procesu z hlediska
nadi soufadné soustavy v Heisenbergové reprezentaci piifadili vektor
|, 35 in), potom je tatdZ skutecnost z hlediska transformované sou-
stavy popsdna v této reprezentaci vektorem

. / ~ .
lev, Biin) = U (A, a) |, 5;in).
Pravé tak “konfiguraci”, v jaké systém po srdzce hleddme, kterou jsme
z hlediska naSi soustavy vystihli v Heisenbergové reprezentaci vekto-

rem |oq,- -, an;out), odpovidd v této reprezentaci v transformované
soustavé vektor

, o~
[y, - an;out) = U(A a) o, - - -, an; out).
Jiz sama unitarita operdtori U(A, a) zarucuje, Ze

(o, - an;oul |o, Byin) = {aq, - - -, an; out| UT( Aya)U (A a) e, B;in)

(0.4/)
tj. hodnota amplitudy Agssaq,ay Jje nezavisld na tom, ve které i-
nercidlni soufadné sonstave ji spocteme!?. Na druhé strand na zakladé
vztahil (5.18) dostdvame!'?

(ar, -, an; out|UT(A, ) U(A, a) o, Bin) = (5.48)
= {ay,- -, on] (QH)T 0t(A, 0) O(A, @) Q) |, B)

1Y daném pripadé operdtory H a K.

$2Tento vyrok je pochopitelné tém& tautologii: Nezapomeiime, %e pravé poZada-
vek invariance veli¢in tohoto typu vede k tomu, 7e v kvantové teorii musi byt symet-
rie reprezentovany unitarnimi operatory, a pfitom vztah mezi popisem studovaného
fyzikdlniho systému z hlediska dvou soufadnych soustav, které spolu souviseji Io-
incaréovou transformaci G(A, a), je ddn operatory U(A, a)

13V nésledujicich tpravach vyuzivame vedle vztaht (5.45) také unitarity operd-
tord U(A, a) a U(U) (A, a). Diky ni a vzhledem k tomu, 7e uvedené vztahy plati pro
kazdou Poincaréovu transformaci (a tedy i pro transformaci G (A, a)), musi tyto
vztahy zlstat v platnosti i tehdy, kdyz v kteremkollv z nich provedeme soucasné
zamény U(A,a) = UT(A,a) a U(O (A, a) = U(U)(A a).
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= (a1, -+, an] Ol (A, 0) (A ) Q0 (A, a) [o, B)
= o, 0] O (4,0) $ O (A, 0) o ),

a tedy invariance (5.47) je skuteéné zarufena tchdy, kdy? operdtor S-

matice komutuje s operatory odpovidajicimi Poincaréovym transforma-

cim Castic neinteragujicich.

Je dobfe si uvédomit, Ze samotny pozadavek relativistické invariance
teorie vyjadreny formuli (5.46) vede k netrividlnim vztahiim mezi ele-
menty S-matice, a to zcela nezivisle na konkrétnim tvaru operitoru
S.' Skutednd, oznadime-li

li; A, a) = Oy (A, a) ), (5.49)
potom diky unitarit¢ operitoru U(O) (A, a) je
(a1, -+, an; A, a S |, 35 Ay a) = (e, - -+, o lAJ(_O])(A,a) § 0(0)(A, a) o, B),
a tedy relace (5.46) zarucuje, Ze pro viechna A, a plati
(- ami Al Sl B A, ) = o, ol Sl B). (5.50)
Snadno nalezneme i disledky pripadnych dalsich symetrii:

JestliZe je systém invariantni vaci prostorové inverzi (= P-invariantni),
tj. pokud plati

[P.F] = [P.Ap] =0, (5.51)
potom z definice (5.7) vidime, Ze také
P.Q)] =0, (5.52)
a tedy
P.8] = 0. (5.53)

Diky unitarité operdtoru P odtud plyne relace

(o1, -, an; P|S|a, B; P) = (o1, -- -, an| S, ), (5.54)

14Ty je velice diilezité, protoZe exaktni konstrukce tohoto operdtoru obvykle pie-
sahuje naSe sily.
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kde
e =Pl K
[v; Py = P |) (5.55)
je vektor popisujici prostorové invertovany stav ke stavu popisovanému
vektorem [v).
Podobné v piipadd invariance vici transformacim vnitini symetric,
tj. kdyz plati

[0(9) ; F'(oﬂ = [0(9) : Fi(])] =0, (5.56)
dostaneme
[0(g),8] =0 (5.57)
a odtud odpovidajici vztahy mezi clementy S-matice:
<a11 o 7amf}[§ |C¥,ﬁ,(]> - (Oc’],' . "aNlé I(Y’IB> ) (558)
kde
[%;.9) = 0(g) [). (5.59)

Pongkud odlisné disledky mé invariance vici casové inverzi (= T-
invariance): Je tieba si uvidomit, Ze napk. relace (5.51) zarucuji plat-
nost vztahu (5.52), tj.

PQ) =Q)P (5.60)

jenom diky linearité¢ operdtoru P. Operdtor ¢asové inverze je viak an-
tilinedrni, a tak z komutadnich relaci

[T.Ag] = [T.Ap] =0 (5.61)
tentokrat plyne vztah
TOW) =Q(-0) T, (5.62)
coZz v limité ¢ — doc znamend, %e
T0! = o1, (5.63)

Oznadime-li

[;T) =T ), (5.64)
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a tedy
s T, ) = QT ) =T
= ﬂw;ggt>;1¢;ggt;7’>, (5.65)

vidime, Ze

{p; Ty out [¢; Tyin) = (¢ T\S |, T) = (g;in; T |o; out; T)
(1; out [ep;in) = (] S |), (5.66)
kde predposledni rovnost je disledkem antiunitarity operdtoru T

Specidlng pro difve uvaZované stavové vektory posledni relace, impli-
kovand T-invarianci nabyva tvaru

(o, an; T| S|, 5;T) = (a, B Slag, -+, an). (5.67)

I

Tedy zatimco P-invariance zajituje invarianci amplitudy vici soucasnd
z4maénd pocddtedniho stavu prostoroveé invertovanym pocdtecnimn stavem
a konedného stavu prostorové invertovanym stavem kone¢nym, T-inva-
riance vyZaduje invarianci amplitudy vici soucasné ziméné pocdtecniho
stavu Gasové invertovanym stavem koncovym a koneéného stava Casove
invertovanym stavem podatednim.

Po tom, co jsme zjistili fadu vlastnosti, které musi mit operator
g, aby mohl hrit Glohu operatoru S-matice, ve kterém je soustfedéna
celd informace o tom, jak se dynamika systému projevi ve srazkovych
experimentech, soustfedme se nyni na otdzku, jak v rdmci uvazovaného
algoritmu prakticky ziskat pfedpovédi o veli¢indch v takovychto expe-
rimentech méfenych:

Predpoklddejme, Ze¢ jsme néjakym zpisobem nalezli operator S vy-
hovujici viem vySe naznafenym pozadavkim. Pokud by mezi ¢asticemi
interakce neexistovala, jednalo by se o operdtor identity. ZapiSme proto
operator S-matice ve tvaru'®

§=1-4T. (5.68)

15Viz formuli (R.32) v [1]-Doplngk R.

168nazime se, aby ndmi uZivand symbolika byla pokud moZno shodnd s tou, se
kterou se ¢tendf maze setkat v soucasné literatute. Cenou za to je i to, Ze zde védoms
uzivime stejny symbol T, ktery v piedchozim znagil operator ¢asové inverze. Zameéna
naznadenych dvou vyznami tohoto symbolu je viak prakticky vyloufena, protoze
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Cel4 informace o dynamice je pak obsaZena v operdtoru T

Vektor |, ) € H odpovidajici po¢atecnimu stavu miZeme vyjadrit
jako superpozici vektort odpovidajicich vlastnim stavim impulsu kazdé
z asticl?) tj.

|(X,,B> = /dgp,ldspg (J'a,ﬂ(pllapé) |plla gh nl;p{’lv 5‘2&”2) ) (569)
kde

lp/nfl: n1§P§;§2,“2> = ?’T(P’nﬁh ny) 5?(1”2,52»”2) |0> > (5~70)

a funkce g (P}, P)) prakticky vymizi, pokud proménné pi, p, lei
mimo malé okoli hodnot p,,py, 0 kterych se v uvazovaném experi-
mentu hovo¥i jako o impulsech sraZejicich se ¢astic. Obdobné mtzeme
vyjadFit 1 vektor |oq, -+, an) odpovidajici stavu “koncovému”. Dyna-
mika srazky je tedy cvidentnd zcela obsaZena v maticovych elemen-
tech operdtoru S-matice mezi vektory popisujicimni piisluSné éastice,
z nich? kazd4 ma zadany impuls a spinovou charakteristiku. Neprekva-
puje proto, Z¢ relevantni predpovédi o vysledku srdzek lze ziskat na
zaklad¢ znalosti takovéhoto maticového elementu pro ty hodnoty ki-
nematickych proménnych, kterymi se v béZném jazyce charakterizuje
uvaZovand srdzka. Snadno nalezneme algoritmus, ktery ndm to skuteéné
umozni. Abychom se¢ vyhnuli graficky nepfehlednym vyrazim, budeme
v dal8im ¢asto uZivat velice zhusténou symboliku:

Tak pod |7) budeme rozumét vektor, ktery obdrZime aplikaci kreac-
nich operdtort odpovidajicich ¢dsticim pFitomnym v po¢atetnim stavu,
z nich¥ ka?dd ma zadanou hodnotu svého impulsu a prislusné spinové
charakteristiky. K tomu, abychom normalizaci tohoto vektoru uréili
jednozna¢né, budeme pozadovat, aby zminéné kreaéni operatory spolu
s odpovidajicimi operatory anihila¢nimi vyhovovaly (anti)komutaénim
relacim (4.257):

a(p, &n), a1 (P, &5n)| = Gundeed(p — P'). (5.71)
:F

7 kontextu bude vidy dostate¢nd jasné, o ktery z nich se v daném piipadé jednd.
Na druhé strang je viak tieba mit na paméti, Ze v souCasnosti uzivané konvence
nejsou zcela jednotné. Pod oznadenim T se totiz nékdy rozumi operator s opadnym
znaménkem, nez odpovida formuli (5.68).

Pro zjednoduseni zapisu piedpokliddme, Ze piislusné spinové charakteristiky
maji pro kaZzdou ¢astici v potatetnim stavu ostrou hodnotu.
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Obdobné je definovdn symbol |f) pro stavy koncové.
Zavedeme t67 b&Zndé uzivanou zkratku'®

6= (f 7). (5.72)

V souladu s rozkladem (5.68) pak budeme uZivat konvencni formu z4-
pisu pro odpovidajici elementy S-matice'®

S = (FI8l) = 65— (2m) 6Dy~ P) Ty, (5.73)

kde P;, Ps je hodnota celkového ¢tyfimpulsu v pocdtecnim, resp. kon-
covém stavu.

Posledni formuli je ¢asto vyhodnéjsi vyjadrit pomoci tzv. invari-
antnich amplitud. Divodem je to, Ze relativistickd invariance se ve ve-
li¢inach T'; neodrdZi nejjednodussim zpusobem: Zatim co operdtor T
(stejné jako operdtor é) je “relativisticky invariantni”, tj. plati

IR B §

7,00 (A, 0)] =0, (5.74)
normalizace poCatetniho a koncového stavu (deteminovand komutac-
nimi relacemi (5.71)) kovariantni neni. Podstatné ¢asti této nepiijem-
nosti bychom se zbavili, kdybychom vektory |i) a | f) generovali z vakua,
pomoci kreagnich operatori®

al(p,&n) = V2E 3 (p, & n).

Tato volba v8ak s sebou nese zase jiné nevyhody. Definujme proto tzv.

18 Nesmime ji oviem zaméhovat s “Kroneckerovym delta”, pro které uzivame ob-
dobny symbol. Vyraz (5.72) v obecném piipadé piedstavuje linearni kombinaci sou-
gint Diracovych §-Funkei od odpovidajicich tiimpulst a Kroneckerovych § od veli¢in
uréujicich druh a spinové charakteristiky jednotlivych ¢astic.

YNulno pfiznat, 7e tato standardné uzivand symbolika neni pfili§ konzistentni.
Nepiehlédnéme, Ze zatimceo (f| S |i} = Syy, je obdobny maticovy element operdtoru
T vyjadien jako (f]T|i) = (27r)4 §U(Py — P;) Ty V poslednim vyrazu je faktor
(27)* samoziejmé pouze otdzkou (vhodné) konvence, kdeiito faktorizovat v ném d-
funkei jsme opravnéni jen diky tomu, Ze operdtor T musi komutovat s operdtory
H(Dg), P(O) .

20Porovnejte vztahy (4.230) a (4.235).
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invariantni amplitudy®

Ty

My =[] @r)*? 2B, T, H (2m)¥2 \J2E;, (5.75)
1=1 j
kde ny a n; uddvd pocet ¢dstic v koncovém, resp. v pocatecnim stavu.?
Vratme se v8ak k na$i pivodni dloze: Na Casovou jednotku pfi-
padajici pravdépodobnost pfechodu z pociteéniho stavu pripravencho
v okamZiku ¢; do koncového stavu hledaného v okamziku ¢y, v ném?z je
zadany pocet kazddho druhu ¢astic, jednotlivé ¢astice maji dand spinové
charakteristiky a jejich impulsy le#i v infinitesimalnich okolich d3p’
zadanych hodnot p},* je ddna vyrazem

(18t ] 2
T Hdpj, (5.76)

dw;s ;=

kde
T =ty —t,. (5.77)

I kdyZ vyraz na pravé stran¢ predposledni formule musi zakonité p¥ivi-
d&t kazdého matematického puristu k nepiicetnosti?*, pfi trosce trpé-
livosti se brzy presvédéime, Ze na jeho zdkladé dospéjeme ke smyslupl-
nym vysledkim. Prozatim se omezme jen na konstatovani, Ze¢ formaln{
absurdnost, na kterou zde nardZime, je pouhopouhou dani za to, Ze
misto s elementy Hilbertova prostoru vyjadfenymi ve tvaru “superpozi-
ce k 0-funkei normalizovanych vektori”, zde pracujeme pouze s jedinym

21 Faktory (27r)3/ ? jsou pochopitelnd opét otdzkou pouhé (vhodné a snad neju-
zivangjsi) konvence. Na druhé strané k tomu, aby niZe uvedend veli¢ina My; byla
skute¢né invariantni, je nutné, aby také spinové charakteristiky ¢astic poéatetniho
a koncového stavu byly v indexech y; zachyceny invariantnim zptsobem.

*Prozatim je pro nds n; = 2. Bray se viak presvédlime, 7e nalezend vysledky
nachézeji uplatnéni i pro n; # 2.

23Pro tuto velidinu se v anglosaské literatufe uZivd ndzvu differential {ransilion
rale, proto o ni v dal§im budeme mluvit jako o (diferencidlni) rychlosti pfechodu.

24Kdy% ne pro nic jiného, tak alespon proto, e vektor |2), jako vlasini vektor
impulbﬁ nepatii do Hilbertova prostoru - je “normalizovan k d-funkci”, a tedy vyraz
[112)]” obsahuje jako faktor “hodnotu” 3-rozmérné d-funkee v pocatku’
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wov

- byt “nejvyznamnéjsim” — z téchto vektort.?> Konec konct na podob-
nou situaci jsme si jiZ méli moZnost zvyknout v rdmci nerelativistické
kvantové mechaniky. Povzbuzeni touto zkuSenosti, udélejme dalsi krok,
ktery nés piivede k vyrazu po formdini strince jesté absurdnéjsimu:
VyuZijme toho, #¢ v redlnych experimentalnich podminkéch jsou Casy
tr, (—t;) tak velké, Ze mé dobry smysl je nechat rist nade v8echny meze,
tj. provést zaménu S (¢;,¢;) — §, soucasné s T — co. Pokud konedny
stav neni zcela identicky se stavem podatednim, tj. pro |f) # |i), pak
mitZeme na zakladé rozkladu (5.73) hledanou pravdépodobnost vyjadrit
ve tvaru

@(p = @(p
dw; ;= Flim (27?)8 o 0) 80Py —

Ty 3 .
Jim T H |I1dpy (579

77'

v ndém7 mj. vystupuje “hodnota” &tyifrozmérné é-funkce v “polatku
Jak tedy mame uvedeny vyraz chipat? Nejprve rozepiSme Ctyfrozmér-
nou d-funkei jako

59 (P) = 6(P°) 6O (P).

Vzhledem k tomu, Ze operator P komutuje nejen s ICI(O aleis ICI snadno
nahlédneme, 7e maticovy element (f|S(t,¢;) |i) musi obsahovat faktor
SO P F— Pi) i pr1 koneénych hodnotéch ¢ast ts,¢;. Na druhé strané
operator H(O S H(, nekomutuje. To méd za nasledek, Ze pro konetné

hodnoty #f,t; v tomto maticovém elementu misto faktoru J(PO Plo)

vystupuje funkce dp (PO PO) celkové energie poédteniho a koncového
stavu, kterd s rostouci hodnotou ¢asového intervalu T' sice prakticky
vymizi véude kromé malého okoli bodu P} = PP, ale i v tomto bodé
mé konednou hodnotu. Tuto skutecnost lze efektivné vystihnout tim,
7e ve vyrazu (5.78) provedeme zaménu

L (5.79)

PO=0 2

5(P=0) = 5 [ exp (<iP%) dt

T Ji;

25G1a%1 si uvédomit, e kdybychom na pravé strand formule (5.76) zaménili |i)
diive uvazovanym vektorem |a, ) € H, viechny vyde naznaené potize by okamzité
zmizely.
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Dospivame tak k vyjadreni hledané pravdépodobnosti ve tvaru

GNP = ngo
dwi sy = (2m)' iﬁl%nz—o)awpf — P) |1 T] &) (5.80)
) =1
@m)™™ 9P =0) 2t AP
= (P — P |MuP T — .

K tomu, abychom pochopili, jak naklidat se zbyvajicim problema-

tickym faktorem
58 (P =0)

1
je dobfe si znovu plipomenout, Ze pokud bychom poddtedni stav popsali
normalizovatelnym vektorem |o, 3) , potom by v analogickém vyjadieni
pro diskutovanou pravdépodobnost Zadny takovyto (Spatné definovany)
vyraz nevystupoval. Navic je zfejmé, Ze vysledek srazkovych experi-
mentl nemize zaviset na tom, zda celé experimentilni zarizeni umis-
time do néjaké obrovské krychle, jejiz stény jsou velice vzdéaleny které-
koliv ¢asti experimentilniho zafizeni a pfitom jsou pro v8echny istice
neprostupné. Prii realistickém popisu tedy nemize predpovéd pravdé-
podobnosti odpovidajicich srizkovych procesi byt prakticky jakkoliv
ovlivnéna tim, kdyZ ¢asticim (formélné) znemoznime, aby se mohly do-
stat vné zminéné krychle. Z matematického hlediska to znamend, Ze
studovany systém by prestal byt invariantni viéi translacim, spektrum
vlastnich hodnot jednotlivych komponent impulsd by bylo diskrétni®s,
a tedy odpovidajici viastni vektory by byly normalizovatelné. Vyrazy
typu

(5.81)

3 - 1 3 -
s¥(p) = Gn? ./d  exp (ip - @) ,

v nichZ integrace probihd pres cely 3-rozmérny cuklidovsky prostor,
by pak byly nahrazeny (pro diskrétni vlastni hodnoty impulsu) velidi-
nami definovanymi analogickym vyrazem, v ném? vSak integrace pro-
bih4 pouze pres objem V' zminéné krychle. Tedy specidlng

53 (0) — (—2-% (5.82)

260viem velice “husté”: vzdalenost mezi sousednimi vlastnimi hodnotami by byla
27 /L, kde L je délka hrany zminéné krychle.
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Z vySe uvedeného je pritom zfejmé, Ze pocdinaje néjakym dostatené
velkym objemem V, veli¢iny mcfitelné v uvazovaném srazkovém cx-
perimentu, jiz na velikosti V' zéviset nemohou, tj. musi mit hodnoty
prakticky shodné s limitnimi odpovidajicimi V' — co. Odkud se tedy
bere problematicky faktor (5.81), pokud je pravdou to, co jsme opa-
kované zdlraziiovali, Ze totiz experimentalné méfené veli¢iny nemohou
(prakticky) zdviset na detailnim pribé¢hu funkce go g (P}, ph) determi-
nujici normalizovatelny vektor |, §), jako superpozici vlastnich vektori
impulsi. Pokud je totiZz pravdou, Ze podstatnou je pouze skutecnost,
7e funkee gop (P}, ph) prakticky vymizi v8ude mimo dostatetné malé
okoli bodu (p},ph) = (p,,p,), potom by hodnota méFitelnych veli¢in
vyplyvajici z na8i analyzy méla byt prakticky invariantni vici zdméné
funkce gq4 (P}, Ph) jakoukoliv jinou funkei, jejiZz nezanedbatelné hod-
noty jsou omezeny na je$té mendi okoli zminéného bodu. Pro¢ by tedy
limitni zaména

Gass (P, P5) = () — 1) 67 (B, — py) (5.83)
tj. o, B) — |i) méla vést k jakymkoliv nepiijemnostem? Reseni tohoto
paradoxu je ovSem ziejmé kazdému, kdo vi o Heisenbergovych relacich
neurcitosti. Nesmime totiz zapomenout, Ze pro naSc tivahy bylo pod-
statné i to, ze v podlateCnim stavu interakce mezi ¢asticemi nchrala
prakticky Zadnou roli, coZ ovSem vyzaduje, aby byly lokalizovdny v ob-
lastech od sebe dostateéné vzdalenych. Lokalizace ¢éastice v8ak vyZa-
duje, aby v tomto stavu byly s nezanedbatelnou vahou zastoupeny jeji
impulsy z oblasti, jejiZz rozméry rostou se zmensSujici se oblasti lokali-
zace. Odtud plynouci neurditost v pocateénich impulsech srdzejicich se
¢astic je ov8emn v redlnych experimentélnich podminkich nesrovnatelné
mensi nez neurcitost vyplyvajici z technické nedokonalosti zafizeni, kte-
rymi Castice ke srdZce pripravujeme. Pravé proto se o ni vétSinou ex-
plicite viibec nehovoii. Jeji existence vSak vysvétluje, pro¢ néds tuvaha
opirajici se o limitni proces mohla privést k paradoxu.

Nyni, kdyZ jsme pochopili odkud problémy typu (5.81) prameni, jiz
snadno nalezneme také recept, jak je obejit, aniz bychom byli pokazdé
nuceni pracovat s pfislusnymi superpozicemi vlastnich stavi impulsi:
Problematické vyrazy nahradime veli¢inami, které by jim odpovidaly
v pripadgé, Ze by cely systém byl uzavien v krychli. Pokud je tato krychle
dostatecné velkd, nemohou zadné relevantni fyzikalni veli¢iny byt jeji
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pritomnosti ovlivnény, a tedy jejich hodnota v pfipadé, kdy zde 7idnd
krychle neexistuje, musi byt totozna s limitnim pfipadem, kdy objem
krychle roste nade vSechny meze. Diky tomu midZeme formuli (5.80)
prepsat do tvaru

€ M 4 A

dw;_y; = lim S 6 (P — P) | My, —
=/ (2E1) ... (ZEni) V500 ‘”7">Hz ( ! 1) Il le JI:]% (27()3 2E§
(5.84)

kde |iy) je vektor odpovidajici polatednimu stavu v piipadé, Ze ¢astice
se zadanymi impulsy jsou uzavfeny ve zminéné krychli.?”

5.1.1 Uéinny prufez

Na zékladé posledni formule jiZ snadno nalezneme vyjadfeni pro Géinny
priifez procesit
b+a—1+---+N, (5.85)

v némz jsme pismen b, a pouzili ke specifikaci bombardujici, resp. terdi-
kové Castice, kdezto k oznaceni ¢astic pfitomnych po srazce jsme vyuZili
¢islic. V tomto pripadé je

i) = &' (P, &, 0) &' (P, £a, @) [0) (5.86)
a tedy?®

I1a°

(¢ 1) = (0] 4(a) 4(0) 4' (1) &'(a) |0)
(0]a(a) [3(8),3'(1)] _8'(a) 0}

= 9(p, —p,) 89 (py — py), (5.87)
kde jsme k obdrZeni posledni rovnosti vyuZili toho, Ze Eastice, které se
maji srazit, nemohou mit stejnou rychlost. Po provedeni zamény (5.82)
dostdvame

V2

(2m)°

27U veligin, u nichZ v limité V — oc nevzniké 7adny problém, zévislost na V
nevyznacujeme, tj. uvadime jiz jejich limitni hodnotu.

28Pokud nebude hrozit nebezpeti z nedorozuméni, budeme v daliim asto ugzivat
co nejzhusténdjsi symboliku, tak v néasledujici formuli hodnoty proménnych speci-
fikujicich impuls, spinovou charakteristiku a druh ¢éstice shrnujeme pod pismeno
piifazené této ¢dstici, tj. napt. py,&,b = b.

i) )* = (5.88)
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a tedy predpovéd (5.84) lze v uvaZovaném piipadé zapsat ve tvaru

- (2m)" 2 c(4) N dp)
iy = Ji gm gy Ml 7P = ) g (2m)* 2E

(5.89)
Nalezeny vysledek ovSem odpovidd situaci, kdy se v krychli o objemu
V nachézi pravé jedna tercikova ¢dstice a pravé jedna Cdstice bombar-
dujici, a pfitom zadné misto v krychli neni preferované (tj. pravdépo-
dobnost nalezeni prislusné ¢astice v néjaké ¢isti krychle je urcoviana
vyhradné velikosti této ¢asti). Tomu odpovidajici hodnotu intenzity
bombardujicich ¢astic v klidové soustové ¢astice tercikové tedy miZeme
vyjadrit jako
Uy
Iy = 7o (5.90)

kde v, je rychlost bombardujici ¢astice, tj.

v = % (5.91)
a I, p, jsou energie, resp. impuls bombardujici Castice v této soustva,
kterou v dalsim budeme pro strucnost nazyvat soustavou laboratorni
a oznacovat zkratkou Lab.?® UvaZime-li jeStd, Ze v této soustave je3°
E, = m,, potom na zakladé relace (5.3) miZzeme formuli (5.89) vyjddrit
v terminech Géinného prifezu procesu (5.85) jako

Ve 4 N N 30!
dai—>f = %‘dwz‘—d = Z@" lj\’jfz'lg 5 Do+ Db — Zf); H —’d_;?‘l",‘,ﬂ
b Mg ’pb{ j=1 j=1 (27T) ZEJ

(5.92)
kde hodnoty vSech veli¢in vystupujicich na pravé strané se vztahuji
k laboratorni soutadné soustavé. Nalezeny vysledek vSak snadno prepi-
Seme do tvaru, ktery na volb¢ inercidlni soustavy nezavisi:

2Zdiraznéme viak, ze v soudasnych vysokoenergetickych experimentech studu-
jicich srdzky mezi ¢asticemi ze svazka collideru tato soufadnd soustava neni vici
laboratofi, v niz je méfeni providéno v klidu!

308ymbol M budeme zpodatku rezervovat pro invariantni amplitudu. Proto zde
hmoty ¢astic znac¢ime malymi pismeny.
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Ponechidvame &tenali jako jednoduché cvideni z relativistické kine-
matiky, aby se presvédlil, Ze velikost impulsu ¢astice b v klidové sou-
stave Castice a je ddna vzorcem

mb (5.93)

1 5 « i
Ips| = ‘\/(pa -pb)z —mZmj =
e

v ném? jsme uzili standardniho znadeni pro “trojihelnikovou” funkci!

Maz,y,2) = a®+y?+ 2% — 22y — 222 — 2yz (5.94)

= o (i) - (- ve)] e99)

A4

a standardniho symbolu s pro kvadrit tézistové energie, tj. v tomto
pripadé

5= (pa+m)’, (5.96)

kde pe, ps jsou Styfimpulsy uvazovanych ¢éstic.

Vysledek (5.92) tedy skuteéné lze piepsat do manifestaéné invariant-

31Pro tuto funkei se také Casto uzivd terminu Kdllénova kvadralickd forma.
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niho tvaru®?

(27‘_)4 - N ) N d3p{
Aoy = — e | M| 9 py+ 1 — S0 it B
=T A (s, m2,m3) ! ;::1 ! jI:—‘[l (27)° 2F
(5.97)

Zbyvajici 6-funkce vystupujici na pravé strané posledni formule jiz
neni zdrojem Zadnych problémi. Je pouhym vyjadienim toho, Ze diky
zachovani celkového impulsu a energie neni (pfi libovolné pevné za-
danych hodnotéch téchto veli¢in) pro N &astic kinematicky dostupny
cely 3N-rozmérny impulsovy prostor, ale pouze jeho (3N — 4)-rozmérna
nadplocha, kterd je vymezena pravé touto d-funkei. Jeji velikost se dnes
vétdinou charakterizuje hodnotou N-Casticového relativisticky invari-

32Neni snad nutno pfipominat, 7e vyrok o nulovosti &tyfvektoru je nezdvisly na
zvolené inercidlni soustavé, a pokud snad ¢tendf pochybuje o invariantnosti ele-
mentu %E a nechee se mu poditat pfisluiny jacobidn, sta¢i kdy? si uvédomi, 7e pro
libovolnou funkei [ (E, p), kde E = \/EE-W plati

@ & ‘ ' o
[GErEn = [ SR 1w = [ate0l) s - 08%) 1),

co se vétdinou zapisuje jako formdlni identita

dP 4 o2 Af2
B =d'po(p°) 5(p* — M?).

V ptedchozim jsme implicitnd predpokladali, Ze alespoii jedna ze srézejicich se
¢astic mé nenulovou hmotu. Jen diky tomu jsme pfi diskusi G¢inného prifezu mohli
vyjit z klidové soustavy terdikové &dstice, v ni# jsme rychlost bombardujici ¢éstice

vyjadrili ve tvaru
2 2
V(P pu)” — mimy

Ezz E (4

Vp =

Ten oviem udava spravné velikost relativni rychlosti i v jejich t€Zislové soustave .
Proto asi nikoho pfili§ nepiekvapi, 7e nalezeny vysledek (0.97) z0stdva v platnosti
i tehdy, kdyz obé srdZejici se &astice jsou nehmotné.
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antniho fdzového prostoru’

Lips (s;my,..my) = /.dLips (8 p1,0n) (5.98)
kde
i o) N N d3pj
dLips(s;p1,..po8) = 2m) 0 [P - p; —_— 5.99
ps (8 p1,..pn) = (27) ;PJ JI;E (27(‘)32Ej (5.99)

integrace ve formuli (5.98) probihd pfes kazdou komponentu kazdého
tifimpulsu v mezich (—oc, 00) a s opét znadi kvadrat celkové energic
v CMS, tj.

s= P2 (5.100)

Nejdetailngjsi informaci, kterou lze o koneéném stavu procesu (5.85)
podat, predstavuji hodnoty impulst a spinovych charakteristik viech
¢astic v ném vystupujicich. Kazdému zaznamenanému vysledku®® sraz-
ky, ktery v daném experimentu piivedl k procesu (5.85), tak odpovida
bod ve fizovém prostoru. MnoZina vSech takovychto bodd tvoif odpovi-
dajici rozptylovy diagram (scatter plot). JestliZe jsou v koncovém stavu
vice nez dvé ¢astice, pledstavuje takovyto “diagram” rozdéleni bodd
v (3N —4) > 2 -rozmérném prostoru, a pod terminem “rozptylovy
diagram” se pak mnohdy rozumi i jeho projekce na néjakou vhodnd
zvolenou rovinu.

JestliZe v ramci urcitého modelu ¢ teorie umime urdit kvadrat ab-
solutni hodnoty invariantni amplitudy, miZeme “monte-carlovsky” vy-
generovat odpovidajici rozptylovy diagram s tim, ¢ pravdépodobnost

33Standardni oznadeni Lips predstavuje zkratku terminu “Lorentz invariant phase
space”, ktery se v anglicky psané literatuie ¢asto u#iva jako ekvivalentni alterna-
tiva terminu “relativistically invariant phase space”. V zdjmu strudnosti budeme
v dalsim v tomto vyrazu asto vynechdvat oznadeni “relativisticky invariantni”.

Terminu “(N-¢asticovy) fazovy prostor” budeme (v souhlase se viitou konvenci)
uZival nejen pro uvedenou kvantitativni charakteristiku zminéné nadplochy, ale i
pro tuto nadplochu samotnou.

34V z4jmu zjednodugeni odhliZime nejen od koneéné rozliSovaci schopnosti a efek-
tivnosti redlnych detekénich zafizeni souvisejicich s jejich technickou nedokonalosti,
ale i od skutecnosti, 7e v ptipads impulsd nelze ani v principu provést idedlné presnsé
urceni jejich hodnot.
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pfipadu spadajictho do (dostatetné malého) objemu ALips fazového
prostoru je podle formule (5.97) Gmérnd veliding

do; 2 Ate
Tinl ALips = |M> ALips. (5.101)

1
dLips 24/ A (s, m2, m)
Konfrontace takto vygenerovaného rozptylového diagramu s diagramem
zkonstruovanym 7z experimentédlnich dat pfedstavuje jeden z nejiadin-
néjSich néstroji k posouzeni, do jaké miry ten ktery model ¢ teorie
odpovidéd “realité”.
Pi dostateénsd velké integralni luminozite3® predstavuje velicina

dai—)f

A
dLips (5.102)

hustotu “zasidleni” fizového prostoru body odpovidajicimi jednotlivym
piipaddm p¥islusného procesu. Integrdlni dcinny prifez uvaZovaného
procesu je definovan jako

(nt) _ Nisy
o5f =T

(5.103)

kde N je celkovy pocet pifpadd téchto procesd, probéhlych v di-
sledku srazek, odpovidajicich integralni luminozité L. Mohlo by se proto
zdat, zZe

oY = / 3‘;7” d Lips, (5.104)
. ips

kde integrace probihd pies cely fizovy prostor. Ve skutefnosti je to
pravda jediné tehdy, kdyZ vSechny ¢istice v koncovém stavu jsou na-
vzajem rozlisitelne.

Abychom ilustrovali, jak je tato situace pozménéna pritomnosti né-
kolika identickych &istic v koncovém stavu, uvazujme produkei piono-
vého paru pfi srazce pionu 7~ s protonermn:

T HposT T+ +p,

tj. proces (5.85), vnémz 1 = 77,2 = 7, 3 = 7%, 4 = p. Necht
v konkrétnim pfipadu tohoto procesu jsou u zdporné nabitych piont

357 formélniho hlediska bychom méli stale mluvit o limité L — oo.
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naméfeny impulsy p, p’. Je ziejmé, 7Ze nemame zidnou moZnost, jak
rozhodnout, zda mu mame v rozptylovém diagramu priradit bod od-
povidajici hodnotdm p, = p, p, = p/, ¢ bod p, = p’, p, = p. Nejjed-
nodussi vychodisko 7z této situace je pritadit takovémuto pripadu body
oba.’® Qdtud je ji# ziejmy obecny postup: KaZdému p¥ipadu procesu
(5.85) je pfifazeno

I A

g
bodi fazového prostoru, kde N, je pocet navzdjem nerozliSitelnych ¢ds-
tic druhu g v koncovém stavu. V obecném pripadé je tedy

int 1 Aoy
olmt) = A dLi_;)SdLlps. (5.105)

Polohu bodu fazového prostoru lze urcit udanim odpovidajicich hod-
not (3N — 4) vhodné zvolenych redlnych parametrd (a,---, (X(;;N_,;)>.
Vyjadfime-li element fizového prostoru jako

dLlpS = f ((1/1) sty &(31\!_4)) dCY1 s d()_/(g]vv4), (5106)
potom diferencidlni déinny prifez

dUHf dUH/‘ . c
= Vi, Q3N — 107
d(X] e d(_,}{(sj\r_4) d L‘ipS f <(ll, U(J N 4)) (O )

= “—“""1—”— Ilwfil2 f (041,' : ':OJ(3NA4)> .
24/ (s, m2,m?)

S takovymto “maximalné diferencidlnim” Géinnym prifezem se v pra-
xi setkavame FidCeji nez s riznymi diferencidlnimi prifezy “v méné
proménnych”, které z ného obdrzime integraci pies oblasti dostupnych
hodnot zbyvajicich proménnych.

Prevaznd vétsina experimentalnich dat se doposud tyka srazek nepo-
larizovanych Cdstic a/nebo pfipadd, u nichZ nejsou v koncovém stavu
urdovany spinové charakteristiky ¢dstic. Odpovidajici G¢inné prifezy

38Snadno se lze piesvadCit, e pravé tomu odpovid4 i interpretace vyse diskuto-
vané veliGiny do;., r, pokud mezi krea¢nimi operdtory generujicimi vektor |f) z va-
kua se vyskytuje nékolik odpovidajicich téze Castici.
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obdrZime z vySe uvedenych prostym vystfedovanim pies hodnoty spino-
vych charakteristik nepolarizovanych ¢astic v po¢ate¢nim stavu a/nebo
vysCitdnim pfes tyto hodnoty u téch éastic v koncovém stavu, u nichz
spinové charakteristiky nemdérime. IFormdalné to vyZzaduje pouze vSude
v pfedchazejicich formulich provést prostou zaménu

L= M (5.108)

kde symbol 3~ predstavuje vySe zminéné stfedovani a/nebo s¢itani pies
hodnoty odpovidajicich spinovych charakteristik.

|1’\/ffi|2 - IM/Z

Bindrni procesy

Abychom si uéinili lep$i predstavu o pravé nalezenych obecnych vys-
ledcich, vénujme se se jim trochu blize v nejjednodussim p¥ipads, kdy
srazka vede ke dvouddsticovému koncovému stavu. Odpovidajici fazovy
prostor takovychto bindrnich procesi je jen dvoudimenziondlni. Jeho
element nejsnaze vyjadiime v CMS:*"

- . 1 * * * * 3 % 33 %
dLips (s;p1pa) = (——) 4F*F 5(v/s = B; — E) 69 (p + p3) dpid’ps
<2
il
= : E; Q*, 5.1
1672 o(Ve—E )EIE* Ipi]d (5.109)

kde dQ* je element prostorového thlu ve sméru pi a
1= Ip;]” -+ 3. (5.110)
Odtud vidime, Ze
i+ 7 = (g + 5 ) il dl
By B
tj.

lpi/ i
———d|pi| = ————d(E] + EJ). 5.111

37Pri viech nasledujicich apravich samoziejmé mléky rozumime, e se jednd o vy-
razy, které jsou soucdsti integrilu pfes proménné, které v nich vystupuji ve forms
diferenciald.
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Dosazenim do formule (5.109) tak dospivame k hledanému vyrazu

. 1 |p*
d Lips (s;p1.pa) = daQ, 5.112
ps (85 p1,p2) 1677 /s (5.112)
v ném# |p*| je FeSenim rovnice
\/|p*[2 +mi + \/Ip*|2 +m3 = /s, (5.113)

tj. predstavuje velikost impulsu kazdé z uvazovanych dvou Céistic.
Ponechavame ¢tenafi jako jednoduché cviceni z relativistické kine-
matiky, aby se presvéddil, Ze

. _ 2 oo
lp*| = —2\/_\/3\ (8, m{,m3) = \/(p] B2) - iy (5.114)
8

S

s+m?—mj s+mi—m?
E*:——————————— E,*:——-———-“M~ 5.115
1 2\/:57 ) 2 2\/g (‘) ‘))
Na zdklad® vysledku (5.112) mizZzeme diferencidlni Géinny priifez
Yy P

(5.108) v pfipadé bindrnich procest vyjadfit jako
doisy 1 , 1 |P}
Qs 2 2 M| 1672 /s (5.116)
24/ A (s,m2, m;) ‘

kde velikost impulsu kazdé z ¢astic v koncovém stavu lp}l je dana
pravou stranou formule (5.114). UvaZime-li, Ze velikost impulsu kaZdé
z &éstic v poCatetnim stavu (= |pf|), obdriime z |p}| prostou zdménou
m?2,m3 — m2, m?, mizeme posledni formuli prepsat do (snad nejuziva-

néjsiho) tvaru

dO',j_éj' 1 p; 9 r
2 - By, 117
& odnrs [pr) Ml (5.117)
ktery sc v pripad¢ pruzného rozptylu zjednodusi na
do; 1
Lz Ml (5.118)

dQ  64rls
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Pokud vSechny ¢ty ¢astice uvazovaného bindrniho procesu jsou
bezspinové, potom studovana dloha je invariantni vici natoceni kolem
sméru impulsu bombardujici dstice v CMS®8. Zvolime-li v tomto sméru
tfeti souradnou osu, potom Ucinny prifez nemuiZe zaviset na hodnotd
thlu ¢, a tedy formule (5.117) je v tornto pripadé ckvivalentni vyrazu

_’Eio-i—)f‘ _ 1 p} _|2

— = M, 5.119
dcost*  327s |p}| 1M (5.119)

3

ktery snadno prepiSeme do tvaru nezavislého na soufadné soustave:
Definujeme-li kvadrat prenesencho (Ctyr)impulsu jako

t = (pp— P1)2
= /,rng —+- m% — 2 <Efr El* e lpﬂ

pj|cos 1?*) , (5.120)
potom

dt = 2 |p;| dcos v,

Py

a tedy formule (5.119) je ckvivalentni s vyrazem

dO’z‘_)j' 1 1 |,u ‘2
2oiny EEENTV
dt 64rs [pr|”
1 1

- Ml (5.121)

«

647 {(pa ) — mgmﬁ]
kde jsme v posledni rovnosti vyuZzili vyjadfeni velikosti téZigtového im-
pulsu ve tvaru (5.114).

Vysledky bindrnich procesi ze srdzkovych experiment s pevnym
terCem se Casto prezentuji uddanim diferencidlnich Géinnych prifezi
podle energie Cistice 2 (= Ey) v laboratorni soustavé, tj. v soustave,
v iz p, = {my,, 0}, p, = {E4, p,}. Diky zachovéni GtyFimpulsu je

t = (pp—p)" = (P —p)°
= mi+mi—2m.Es, (5.122)

$8Toté% je samoziejmé pravdou také v kazdé soustavé, kterd s CMS souvisi ja-
kymkoliv boostem podél této osy symetrie, tj. napf. v klidové soustavé kterékoliv
ze srazejicich se Cdstic.
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a tedy
dUz’—)f dai-ﬁ
= 92 —_
dE, T
2, 1 5
= - - 5 | My
64ms m2 [E7 — m}] 1y
e = 1ee
a

kde m, je hmota terdikové Castice a p, je impuls bombardujici ¢astice
v Lab., jehoZ velikost je ddna formuli (5.93).

Pokud maji nékteré ¢astice vystupujici ve studovaném procesu ne-
nulovy spin, ale srazejicl se éastice jsou nepolarizované o o spinové
charakteristiky koncového stavu se nezajpimame, potom odpovidajici U-
¢inné prifezy jsou ddny vyrazy, které z formuli (5.119) — (5.123) ob-
drzime odpovidajici zdménou (5.108).

5.1.2 Rozpad nestabilnich ¢astic

V pfedchozim jsme hovorili o srazce dvou Castic. Projde-1i si ¢tendf tuto
diskusi znova, zjisti, ze v ni bylo podstatné jen to, Zc¢
i) interakce mezi Cisticemi prakticky nijak neovliviiovala chovani sys-
tému v Case t; < 0,
ii) vliv této interakee se stal podstatnym (“doslo ke srdzce”) aZ v dobé
t~0.
Jinymi slovy feceno, formule (5.84) zistava v platnosti i pro n; # 2.
Pripadem n; > 3 se zde bliZe zabyvat nebudeme (pfestoZe hraje
ddlezitou roli napf. v astrofyzice). Podstatnéjsi pro nds je, Ze uvedenou
formuli Ize vyuZzit 1 pro n; = 1. Na prvni pohled se mize zdat, Ze v tomto
piipadé nelze dospét k nidemu jinému nez k naprosto trividlnimu vys-
ledku. Striktné vzato, v ramei dosud diskutovaného formalismu by tormu
tak skutedné muselo byt: Jestlize operator I:I( 1) popisuje interakci pouze
mezi Cdsticemi, potom operdtor Q(t) ptisobi na vektor odpovidajici
jakémukoliv jednodisticovému stavu jako operator identity. Tedy v pii-
padé jednolasticovych stavi neni 7Zadny rozdil mezi in- a out-stavy, tj.
operator S-matice pasobi na jednocasticové stavy jako operdtor identity
- jinymi slovy Feleno, v ramci dosud diskutovaného formalismu byla
“Castice” ex definitione ¢asticl stabilni.
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7 experimentu viak vime, Ze v pfirodé existuji i nestabiini Castice,
tj. objekty, které se po uréitou dobu chovaji prakticky stejné¢ jako sta-
bilni &4stice, ale po uplynuti dostatedné dlouhé doby se rozpadnou. To
oviem znamend, ze odpovidajici systém se miZe nachazet ve stavech,
které lze ve vySe uvedeném smyslu interpretovat jako stavy jedné ne-
stabilni ¢dstice. Jak rozpoznat, které vektory prislusného Hilbertova
prostoru odpovidaji takovymto staviim? Misto toho, abychom se zde
pokouseli o hlub&{ analyzu této otdzky, vyuZijeme nasi zkuSenosti z ne-
relativistické kvantové mechaniky. Vztah mezi nestabilnimi a stabilnimi
tasticemi je totiZ do znalné miry analogicky vztahu mezi kvazistacio-
ndrnimi a stacionarnimi stavy. Pfitom v nerelativistické kvantové teorii
jsme poznali, Ze oznadeni “kvazistaciondrni stav” lze dit exaktni mate-
maticky smysl v terminech analytickych vlastnosti elementi S-matice.?
Podstatu problému v8ak moZno pochopit i bez hlubgich znalosti z této
oblasti. Mé&la by se stdt ziejmou jiz z ndsledujiciho, témér trividlniho
prikladu:

V ramci nerelativistické kvantové mechaniky uvazujme ¢astici, kterd
je v okamziku #; ve stavu popsaném (ve Schrodingerové reprezentaci)

vlnovou funkei
,’,.2
Pz, t:) = (x) = exp ~503 ) (5.124)

Pokud se tato ¢éstice nachdzi ve vngjsim poli popsaném potencidlni
energii

V(r) = Vor) = —oo (L)Z (5.125)

2Ma? \a

potom v tomto stavu zlistane navzdy, nebot jde o jeji staciondrni stav.
Stadi si uvédomit, %e se jednd o vlastnf funkei operatoru

1

Hy= —— A+ Vo(r 5.126
0= —gppt +1olr) (5.126)
odpovidajici vlastni hodnoté
3 1
B =2 5.127
% 9 Ma®’ (5.127)

39Blize viz Kapitolu 5.: Analyti¢nost v teorii rozptylu v [1].
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a tedy popisyjici zékladni stav izotropniho harmonického oscildtorn, jeho¥

viastni frekvence ]

Ma?’
To mj. znamend, 7e v tomto vdzaném stavu uvazovani ¢astice zstavi
lokalizovdna v okoli po¢atku.*?
Podivejme se, jak se tato situace zméni, kdyZ potencidlni cnergie
popisujici vliv vnéjstho pole nemd tvar (5.125), ale

V(r) = Vo(r) + Vi(r), (5.128)

kde
Vi(r) = [exp (=8r) = 1 Vo(r), B>0. (5.129)

V principu je situace kvalitativng odlidné: V tomto pifpadé je celé ener-
getické spektrum spojité, a tedy (nezdvisle na konkrétni hodnotd pa-
rametru f) neexistuji zidné vdzané stavy. Na druhé strané pokud je
8 < 1/a, potom je hodnota funkce Vi (r) tmdF zanedbatelnd kdeko-
liv v oblasti lokalizace ¢dstice nachdzejici se ve stava odpovidajicim
vinové funkei (5.124), tj. pro ¢astici nachézejici se ve zminéném stavu
“je tmef jedno”, zda vnéjsi pole na ni plsobici odpovidd potencidini
energii (5.129), ¢i (5.125). Z formélniho hlediska je to zpiisobeno tim, e
celd odliSnost casového vyvoje stavu ¢éstice v uvaZovanych piipadech
spocivd pouze na piftomnosti, & nepfitomnosti clenu Vi (r) ¢ (x,t) na
pravé strané Schrédingerovy rovnice

?

oz, t) 1 .
IAE Y AV (r . 5.
5 i + V()| ¢ (x, t) (5.130)

V piipadé § < 1/a je v8ak pro wsechny hodnoty @
Vi(r) ()| < Va(r) v()], (5.131)

a tedy pro Casy ¢ nepfili§ vétsi neZ ¢; FeSeni rovnice (5.130) s podatedni
podminkou (5.124) bude prakticky nezavislé na tom, zda potencidlni
encrgic ma tvar (5.125) nebo (5.128). Teprve pro ¢ > t; se rozdil stanc

OPravdépodobnost jejiho nalezeni kdekoliv v hloubi klasicky nedostupné oblasti
(tj. ve vaddlenosti r 3> av/3) je nejen na ase nezavisld, ale také zanedbatelnd.



5.1 S-MATICE 293

podstatnym - specidlng, pro dostateéné velké hodnoty £ se v pripadé
Vi(r) # 0 stane nezanedbatelnou pravdépodobnost nalezeni ¢stice vné
podlatedni oblasti lokalizace.

Naznadend dasovi zavislost rozdéleni pravdépodobnosti v piipadé
Vi(r) # 0 je prostym duisledkem toho, Ze normalizovatelnd vinové
funkce (5.124) neni vlastni funkei hamiltonidnu

A=H,+V,. (5.132)

Na druhé strané je zfejmé, Ze ji mizeme vyjadrit jako superpozici ta-
kovychto viastnich funkei:

Wb(x) = / dE o(E) ¢p(z), (5.133)
kde funkee 15 () predstavuji (k 6-funkci normalizovand) FeSen{ rovnice®!

A Yp(x) = Evp(x). (5.134)

Snadno nahlédneme, 7e pokud je § < 1/a, potom k této superpozici
prispivaji pfevazné vlastni funkce, jejichz vlastni hodnoty £ lezi blizko
k Ey, tj. funkce a( E) prakticky vymizi viude vné¢ malého okoli AE bodu
Ey. Vinovou funkci popisujici stav ¢dstice v okamziku ¢ pak miZeme
vyjadrit ve tvaru

W(a,t) = / dE a(E) exp {—iE (t — ;)} ¥ (z) (5.135)

exp {—iF At} / dE a(E)exp {—i (E — Ey) At} ¢p(x),

Il

kde
At=t—1, (5.136)
Odtud vidime, Ze pro
JARAR<S 5.1
NG (5.137)
je
P(x,t) ~ exp {—iEy Dty (), (5.138)

41V daném piipads jsou tyto funkce soucasnd vlastnimi funkcemi impulsmomentu
prislusné k nulové vlastni hodnoté.
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a tedy po dobu At < ZL[ se stav popisovany vinovou funkei (5.124)
chovéa prakticky stejné jako vazany stav s energil Fy.

Vratme se vSak k otdzce popisu rozpadu nestabilni ¢astice. Jestlize
pod operdtorem H ve formuli (4.332) nadale rozumime generator ¢aso-
vych translaci v reprezentaci Poincaréovy grupy realizované operatory
U (w,a), které zprostiedkovavaji vztah mezi popisem téZe skutecnosti
z hlediska riznych inercidlnich soustav, a pod Fl(c.) operator, ktery by
predstavoval gencritor ¢asovych translaci téZe grupy v reprezentaci re-
alizované operatory U(O) (w, a), které by mohly hrat analogickou roli ve
sveté, jehoz dynamika by byla ponékud odlisn.*? Vyznam operatoru
Fl( 1y se ovem v tomto pripadé jiz nedd zredukovat na popis interakce
mezi ¢asticemi. Stav, ktery je jednocdsticovy 7 hlediska U(U) (w,a), mi-
Zeme popsat vektorem

la) = / &°p ga(p) [P &) (5.139)

ktery je vlastnim vektorem operatoru
~9 ~ 2
Hiy — P (5.140)

prislusnym k vlastni hodnoté m%. Pokud funkce g,(p) vymizi vSude
krom¢ né&jakého malého okoli hodnoty p,, potom ma v tomto stavu
Céastice (prakticky) impuls py a tfeti slozku kovariantniho spinu €. Po-
kud by byl tento vektor také vlastnim vektorem operdtoru

(5.141)

jednalo by se o ¢astici stabilni. Jestlize predstavuje superpozici tako-

vychto vlastnich stavi, k ni7 pfispivaji (prakticky jen) ty, jejichZ vlastni
o . 2

hodnoty leZi v rozmezi (m £+ I')*, kde

I'<m, (5.142)
potom zfejmé popisuje ¢astici nestabilni. Staci si uvédomit, ze v klidové

soustavé (tj. pro p, = 0) je uvedeny vyrok (prakticky) ekvivalentni
tvrzeni, Ze vektor |«) predstavuje superpozici téch vlastnich vektord

42V takovémto svété by mj. neexistovaly nestabilni ¢astice.
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hamiltonidnu A, jejich# vlastni hodnoty spadaji do intervalu (m +T").
Mohli bychom proto zopakovat podstatnou ¢ast vah, které jsme pro-
vedli v souvislosti s kvantové mechanickymi kvazistacionarnimi stavy.
Na druhé strané je dobfe si uvédomit, Ze

i) operdtor S(t > ti), definovany formuli (5.13), neni ni¢im jinym nez
evoluénim operdtorem v Diracové reprezentaci.®® Formule (5.12) pak je
pouhym specidlnim pfipadem vyjidieni amplitudy pravdépodobnosti
toho, Ze systém, ktery se v okamziku ¢; nachdzel ve stavu popsaném
(v tomto okamZiku ¢;) v Diracové reprezentaci vektorem |¢), bude v o-
kamZiku ¢; nalezen ve stavu popsaném (v tomto okamziku t;) v Dira-
covd reprezentaci vektorem |¢@) ve tvaru

Aposp (t5, 1) = (0] Sts, 1) [0) - (5.143)

ii) K jednoduché struktufe pravé strany formule (5.84) jsme dospéli
diky tomu, Ze misto superpozice (5.69) vlastnich vektor operdtoru
Fl(()) popisujici v Diracové reprezentaci v okamziku ¢; stav, ve kterém
se studovany systém v tomto okamziku nachdzel, jsme mohli pracovat
s jedinym z t&chto vektort (= |7)) a obdobnou superpozici vyjadiujici
vektor |au, - -+, ) popisujici v okamZiku ¢; v Diracové reprezentaci
stav, ve kterémn nas systém v tomto okamziku hleddme, opét nahradit
jedinym vlastnim vektorem (= |f)) operétoru ﬂ(o).

Z uvedeného je zfejmé, Ze cestu vedouci k formuli (5.84) miZeme
témdar beze zbytku zopakovat, i kdy?Z na jejim pocatku nahradime vektor
(5.69) popisujici v Diracové reprezentaci dvoudisticovy pocitedni stav
vektorem (5.139) popisujici stav jednodasticovy a tak dospét k zdvéru,
7e formuli

moo v ,
dw,_s; = lim 5 | M| dLips (550" vy 5.144
o= I g, i e 1Ml AL (55l pi) (6149

lze vyu#it i pro studium rozpadi nestabilnich ¢4stic:**

a—1+4---+N. (5.145)

43Viz formuli (11.45) v [1]. Pro Gplnost poznamenejme, Ze jako synonymum ter-
minu “Diracova reprezentace” se uziva i “reprezentace interakéni”.

44Peglivy Etenaf jistd nepiehlédl, #e bychom asi t&7ko hledali dévody, pro¢ tenty?
vektor (3.139) by mél pro kazdou dostate¢ng velkou hodnotu —t; reprezentovat v Di-
racové reprezentaci v okamziku ¢; stav odpovidajici pfitomnosti jedné nestabilni ¢as-
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V tomto pfipadé je oviem n; =1 a

1

T
i = ——V, 5.146
il = s (5140
a tedy
1 . .
dwi_; = TR IMﬁ]Z dLips (mi;ph...,pfv) . (5.147)

V klidové soustavé tato pravddpodobnost udava diferencidl rozpadovd
Sirky
1 P
Aoy = 5 | M| dLips (m2; p...px ) - (5.148)

Tak napf. v nejjednodussim pripadé, kdy v koncovém stavu jsou jen
dvé &astice, odtud s vyuZzitim formule (5.112) dostavame

dFi-»[ !p|
- A’[Z
dQ 32m2m2 My

2
|7, (5.149)
kde df? je element prostorového thlu ve sméru impulsu p jednoho z pro-
duktd uvazovaného dvouddsticového rozpadu v klidové soustaveé rozpa-
dajici se ¢astice. Pritom z formuli (5.114),(5.95) jiz vime, Ze

[mg — (my — mg)ﬂ. (5.150)

[e—1

1 .
Pl = 5oy 2 = (s + )

Pro srovnani predpovédi teorie s experimentdlnimi daty o rozpadu
je role veliciny dT',_,; zcela analogickd té, kterou hraje velicina do;_,
v pFipadé srdazek. Prisludné uvahy zde proto jiz nebudeme znovu opa-
kovat. Omezime se pouze na konstatovdni, Ze analogem integrilniho
uéinného prirezu (5.105) je zde parcidini rozpadovd sivka

i, = / d Lips 5.151
e I, N,/ dLips b (5:151)

tice. Po formdlni strance to mj. znamend, 7e zaménu &y <P}] — P?) -4 (PIU - PP)
nemiizeme provést tak bezstarostné jako dfive — nezapomenme na diskusi pied for-
muli (5.79). Podrobnégjsi analyza viak vede k zavéru, Ze praktickd aplikovatelnost
formule (5.147) by mohla byt chroZena jen u takovych procesii, u kterych by roz-
padovié sitka (5.152) nebyla podstatnd mensi nez kterdkoliv z energii charakterizu-
jicich pfisludny proces. Takovymito vyjimednymi piipady se v8ak zde blize zabyvat
nebudeme.
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a analogem totalniho Géinného pritfezu je celkovd (rozpadovd) Sirka

Ii=> Ty, (5.152)
7

jejiz prevracend hodnota definuje dobu Fivota®

1

= —.
[

5.1.3 Vlastnosti invariantnich amplitud

V predchozim jsme poznali, jak lze v rdmci libovolné relativistické kvan-
tové teorie umoziujici zkonstruovat invariantni amplitudy My, ziskat
predpovédi experimentdlné ovéFitelné studiem srdZek a rozpadd Cas-
tic. Pii zadanych Gsticich v poditednim a koncovém stavu predstavuje
M ; n&jakou komplexni funkei impulst a spinovych charakteristik vSech
tochto &astic. Jeji konkrétni tvar pochopitelné zavisi na dynamice stu-
dovaného systému.*® Na druhé strand je vSak tfeba mit na paméti, Ze
ani zdaleka ne kazdd komplexni funkce zminénych proménnych mize
hrit Glohu invariantni amplitudy. Ukazuje se, 7¢ k tomu musi spliiovat
nékteré podminky, a to zcela nezdvisle na predpokladech o konkrétni
dynamice. Experimentélni ov&fovini toho, zda naméfend data nejsou
s témito podminkami v rozporu, tak pFedstavuji testovini pfedpokladu,
e relativistickd kvantova teorie je teorii fyzikalni.

Vedle téchto zeela obecnych vlastnosti je Glelné vySetfovat diisledky
piipadnych dalsich pfedpokladd, které sice jiz nemusi kazda relativis-
ticka kvantovd teorie splitovat, ale na druhé strané jsou takového cha-
rakteru, Ze nevymezuji dynamiku pfili§ detailné. Jejich uZiteCnost vy-
nikne zejména, kdy? si uvédomime, %e v rdmci konkrétni relativistické
kvantové teoric exaktni nalezeni invariantnich amlitud zpravidla prek-
racduje nadSe schopnosti.

45V poslednich tiech formulich je pod indexem ; tfeba rozumét symbol uddvajic
nejen druh rozpadajici se ¢dstice, ale i spinovou charakteristiku jejiho podateéniho
stavu. Sumace ve formuli (5.152) pak probihd pres vSechny “rozpadové kandly”,
které zde rozumime vymezené nejen vyjmenovanim druht ¢astic v pEislusném kon-
covém stavu, ale také zadanim jejich spinovych charakteristik.
A 46V ramci zde diskutovaného formalismu to znamend (pii zadaném operétoru
H(g)) #avislost na konkrétni volbé operatoru I:I( -
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Nazna¢me si nejprve disledky alespoi dvou poZadavki, kterym
musi kaZd4 relativistickd kvantova teorie vyhovovat?’:

Relativisticka invariance

Pozadavek relativistické invariance nds pfivedl k formuli (5.46), diky
niz musi platit ) )

(15 1i) = (AF18 1A%, (5.154)
kde

A7) = O () i),

Af) = O(a) 1) (5.155)

Na zdkladé relaci (4.265), (4.266) a definici (5.73),(5.75) obdrzime vztah
(5.154) vyjadfeny v terminech invariantnich amplitud. Ve specidlnim
pripadé, kdy vSechny Castice v pocatednim i koncovém stavu jsou bez-
spinové, tak dospéjeme k zdveru, Ze invariantni amplitudy musi byt
vyjadiitelné jako funkce vSech moZnych nezdvislych skalarnich veli-
¢in, které lze zkonstruovat ze ¢tyfimpulsd jednotlivych ¢astic.*® Snadno
zjistime*®, 7e pokud soudet podtu Eastic v poditednim a koncovém stavu
je N > 4, potom existuje pravé 3N — 10 takovychto nezdvislych ska-
lard. Ve specidlnim pripadé N = 4 se za né dasto s vyhodou voli dvé
z Mandelstamovych proménnijch, kterym je vénovan Doplnék B.

Unitarita
ZapiSeme-li operdtor S-matice ve tvaru (5.68):

§=1-4T,

4TDalim velice dilezitym (a prakticky vieobecné piijimanym) poradavkem je
respektovéani kauzality. Na tomto misté se véak omezme pouze na konstatovani, 7e
tento pozadavek se odrazi ve vlastnostech “analytinosti” invariantnich amplitud
(srov. Kap. 5 v [1]).

48Vyjadieni disledki relativistické invariance v terminech invariantnich amplitud
v obecném piipadé se zde bliZze zabyvat nebudeme. Omezme se pouze na konsta-
tovéni, 7e jich lze vyuZzil napi. k vyjadieni téchto amplitud ve tvaru analogickém
rozvoji amplitudy rozptylu podle parcidlnich vin, se kterym jsme se sezndmili v ne-
relativistické kvantové mechanice. Pfipomeiime, 7e tam se jednalo o piimy disledek
invariance vu¢i natoceni souradné soustavy.

#Viz tlohu U.5.7.
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potom poZadavek unitarity (5.21), ktery miZeme ekvivalentné vyjadrit
jako

§16 = 88" =1, (5.156)
v terminech operdtoru T predstavuje vztahy
R g )

T-T = T (5.157)

ZapiSeme-li maticové elementy téchto operdtord mezi vektory odpovi-
dajicimi po¢atecnimu a koncovému stavu prislusného procesu ve tvaru

(srov. (5.73))

(1T i) = (2m)" 89y — P) T, (5.158)
potom z poslednich relaci zjistime, Ze musi platit
T-T, = —i(2n) / dn 6@ (P, — P) T3, Tui,
Tr— T = —i(2n)" / dns® (P, — ) T T2 (5.159)

Pfitom pod symbolickou integraci na pravé strané je tfeba rozumét
zkratku nejen pro sumaci a integraci, ale i pro zahrnuti vSech vy-
razl s faktoridly tak, jak vystupuji na pravé strané relace uzavienosti
(4.258). Jinymi slovy Fe¢eno, pii odvozovani poslednich formuli jsme na
pravé strané vztahtl (5.157) tuto relaci uzavienosti symbolicky zapsali
jako

1 = /.(17L|7L><|
5 - Z (5.160)

= SZem!tony!
) :

/deg cedpD) 3 / &*p! )

' &) '

] 1) 1 ) N)
}p} 181 )7 ) pnv 3£(V > <p(l 355 ): ) p(n],\v agy(lz,

N N
e, 5&1\’

1l

Na zakladd definice (5.75) miiZzeme pozadavky (5.159) ekvivalentné vy-
jadFit v terminech invariantnich amplitud. Takto obdrzené vztahy ob-
vykle nazyvame podminkami unitarity pro invariantni amplitudy. Je
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dobfe si uvédomit, Ze se jednd o nelinedrni vztahy, kterym musi vyho-
vovat vSechny funkce, které aspiruji na Glohu invariantnich amplitud.
Na druhé strané bychom neméli pfehlédnout, Ze nezavisle na tom, zda
zname konkrétni tvar invariantnich amplitud, poskytuji tyto relace ne-
trividlni nastroj k testovini kvantové teorie. PovSimnéme si proto ale-
spoh toho, %e ve specidlnim pripadé, kdy poditelni stav je identicky se
stavem koncovym, sc formule (5.159) zjednodusi na

2ImT,; = —(2n)* / dn§®(P, — P) |Tinl”,

Ml = — (QW)“/' dnd9(B, — P) T, (5.161)

Tyto relace musi platit zcela nezivisle na tom, kolik Castic je pii-
tomno v poldteénim stavu. Zde se v8ak vénujme pouze pripadu, kdy
v podatednim stavu jsou pravé dvé Cistice. Navic, abychom se vyhnuli
vyraztim graficky mélo pfehlednym, budeme na chvili predpokladat
existenci pouze jediného drubu dastic. V takovém pripadé se ¢tenaf
jist¢ sdm snadno piesvéddi, Ze druhou z poslednich relaci lze pomoci
invariantnich amplitud zapsat ve tvaru

2 ImM, e's L] [ Py (5.162)
My = — (27 ~r PPy 9.
oAl j=1 (ZW)J 2E;

2

S N
> ‘Mp1§1,-~~,p,v§,v;z' §9P= 3 p;
&j=—s j=1

Porovnénim s formulemi (5.97),(5.105) vidime, Ze zde na pravé strand
vystupuje pro kaZdou hodnotu N vyraz

int)

2/ A(s,m2, mZ) o\ (5.163)
. ; wo o Ny ent ~ -
kde 1mg, My, jsou hmoty Gistic v podatednim stavu a oY predstavuje
a 11oh | 8 p >N ]
integralni u¢inny prifez odpovidajici vSem piipadim, kdy po srdzce
Castic z dandho pocdatecniho stavu [¢) je v koncovém stavu pravé N

Castic. Uvdzime-li, Ze (viz (5.114)), Ze

VA(s,m2, m?) =2|pi| Vs, (5.164)
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vidime, Ze relace (5.162) se zjednodusi na vztah
ImM;; = —2+/5 |p}| o™, (5.165)

v némz az(m) je totdlni Glinny prifez pro srazky uvaZovanych Castic
7z daného poditedniho stavu [i). ObdrZeny vysledek neni nic jiného nez
opticky teorém, ktery zndme ji? z nerclativistické teorie (viz zejména
formuli (6.204) v [1}]). Tam uvaZovand amplituda pruzného rozptylu f;;
pfitom souvisi se zde diskutovanou invariantni amplitudou vztahem

1
Jig=—

87m+/s

Venujme nyni trochu pozornosti nékolika transformacim, viici nimz
ta, ¢i ona teorie miZe, ale nemusi byt invariantni, tj. pfipadné naru-
Seni odpovidajici symetrie samo o sobé€ jesté nediskvalifikuje prisluSnou
teorii z role kandidédta na teorii fyzikdlni.

Vnitini symetrie

i) Jednoparametrické licovské grupy symetrie.

Z piedchézejici kapitoly vime, Ze generator jakékoliv jednoparametrické
grupy vnitfni symetric je na Hilbertové prostoru uvazovaného fyzikal-
niho Sybtcmu reprezentovdn operatorem, ktery je identicky s operito-
rem Q odpovidajicim n&jakému (zobecn&nému) naboji. Ex definitione
je tento ndboj integralem pohybu soustavy navzdjem neinteragujicich
S4stic. Jestlite také interakce mezi ¢dsticemi je invariantni vici této
grupé, potom operdtor Q komutuje nejen s ﬂ(o), ale i s ﬂ( n, a tedy
i s operdtorem S-matice. Odtud okam?Zit¢ vidime, ze takovém piipadé
mohou byt nenulové pouze amplitudy téch procesi, u nichz hodnota
odpovidajiciho celkového naboje v koncovém stavu je stejnd jako ve
stavu pocatednim®0.

Vechna existujici experimentalni data jsou v souladu s pfedpokla-
dem, #e lohu takovéhoto zachovivajiciho se ndboje mize vedle elck-
trického naboje hrat napt. i baryonové islo, leptonové &islo a celd fada
dalsich aditivnich kvantovych &sel. Existuji ovSem i teorie, které pred-
povidaji narufeni zikont zachovini nékterych z nich. Pokud toto na-
ruseni je tak slabé, Ze predpovidand pravdépodobnost procesd, které

50 Nezapomeiime, Ze jde o aditivni kvantové &islo, tj. celkovy nédboj v daném N-
Fasticovém stavu je roven soudtu nédbojl jednotlivych ¢dstic v ném vystupujicich.
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mohou probihat jen diky nému, je tak mald, 7¢ neni v rozporu s fak-
tem, e tyto procesy nebyly dosud pozorovany®', nelze takovéto teorie
a priory zavrhnout.

Existuji ovSem i takové zobecnéné naboje, pro né% zdkon zacho-
vani m4 jisté jen pribliznou platnost. Jim odpovidajici generator Q sice
komutuje s “podstatnou ¢asti” operdtoru H(,), ale nikoliv s timto operé-
torem celym. O té ¢asti operatoru F:l( 1y (nebo o odpovidajici interakei),
kters nekomutuje s operdtorem Q, pak fikdme, Ze naruduje diskutova-
nou symetrii. Tak napf. podivnost (strangeness) je piikladem aditiv-
niho kvantového &isla, u néhoz viechna experimentalni data nasvédéuji
tomu, Ze k naruSeni jeho zdkona zachovini dochazi pouze v disledku
slabych interakei, tj. odpovidajici generédtor Q komutuje s tou ¢isti ope-
ratoru H(]), kterd popisuje silné a elektromagnetické interakce, kdezto
s Casti odpovidajici interakcim slabym nckomutuje.

ii) Neabelovské licovské grupy symetrie.
Z invariance vakua vadi grupé G:

U(g)0) =10)  provgeg (5.167)

a z relaci (4.271) vime, Ze vektory popisujici jednocésticové stavy (s da-
nym impulsem a spinovou charakteristikou) predstavuji bazi reprezen-
tace grupy G, kterd je realizovdna maticemi, jejich? elementy vystu-
puji na pravé strané téchto relaci. ViceCdsticové stavy pak predsta-
vuji bézi prostoru direktniho soudinu takovychto reprezentaci. Tento
direktni soucin miZeme vyjadrit jako direktni soudet ireducibilnich re-
prezentaci grupy G. Pomoci Clebsch-Gordanovych koeficientdt grupy ¢
pak lze vektory baze prostoru kazdé z téchto ireducibilnich reprezentaci
vyjadiit v terminech pifsluSnych vice¢dsticovych stavii (et vice versa).
DokézZeme-li néjaky operdtor vyjadiit jako linedrni kombinaci tenzoro-
vych operatort grupy G, potom pii vypoctu jeho maticovych elementt
mezi vektory popisujicimi stavy se zadanymi ¢dsticemi miZeme s vyho-
dou vyuZivat odpovidajici Wigner-Eckartiv teorém.>® Specidlng, je-li

51Muze pritom jit i o takové procesy, jako jsou rozpady protonu, tj. o rozpady
¢astice, o niz bezpetnd vime, %e jeji stfedni doba Zivota je vétsi nez 1.5 x 1025 let,
tj. o patnact rada vetsi nez staf vesmiru.

52Blize viz Doplngk L v [1].
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G nazna¢enou grupou vnitini symetrie, tj. jestlize operdtory G(g), pro
Vg € G komutuji nejen s Hyg, ale i s Hy), potom operdtor S-matice je
z hlediska grupy G skaldrnim operitorem, a tedy W - E teorém pro néj
nabyvi nejjednodussiho tvaru.5® Tustrujme to na piikladu bindrnich
hadronovych procesti

MO () + () S hO(0) RO (D), (5.68)
kde h(9) ( ) e hadron z multipletu HU) | jeho¥ tfeti sloZka izospinu méa
hodnotu th . JestliZe zanedbame vliv interakei naruSujicich izospinovou
invarianci®, potom invariantni amplituda procesu (5.168) mé z hlediska
izospinové grupy SU (2) strukturu
(10,159, HO| (19 1) HO|S(t = 0,8 = 0) |60, HO) ¢, 675 HO),

(0.169)

kde t9) je izospin multipletu HU). Na zdklads naSich znalosti o “skld-
ddni impulsmoment” pritom vime, Ze plati

;t(l)’tgl);].[(l)> lt(Q),th);]{(?)> — (5.170)
¢V g (2)
Z (t(l)t(Q) tgl) tg2)r ttg]) + tgm) It’ t;(f) + th); H(~'),H(Q)>
tzlt(l)_m)‘

a obdobny rozvoj pro vektor odpovidajici v maticovém elementu (5.169)
koncovému stavu. Tedy tento maticovy element miZe prepsat do tvaru
() ) @)

3 3 (t( ) (@) {1 t(‘”l 1) + £ )

u:|t<3),t(4)| ¢:|L(1)_L(2)[

53 Nepiehlédnéme viak, e W - E teorém lze vyuZit pii studiu elementd S-matice i
tehdy, kdy# operdtor § obsahuje komponenty predstavujici (z hlediska grupy G) ten-
zorové operatory nenulového fadu. Z dalsiho bude zfgjmé, Ze tak tomu bude tehdy,
kdyz operatory U(q) sice s urditou Casti operatoru H(, nekomutuji, ale tato ¢ast
naruSujici symetrii G je natolik “mald”, Ze ji lze povazovat za poruchu. Pokud tuto
poruchu dokazeme vyjadiit jako linez’mrni kombinaci tenzorovych operétort grupy G,
potom totéZ umime pro operdtor, kterym v daném fadu poruchové teorie aproxi-
mujeme operator §. Této skutetnosti se v praxi bohatd vyuiiva.
54Prakticky to znamend zanedbani vlivu existence slabych a elektromagnetickych
interakci na proces (5.168).
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(£ ¢ 6 49] 145 + 49 x
(187 + 7 HO, HO|5(0,0) ¢, 67 + 67 HO, HO) . (5.171)

Ale 7z W-E teorému vime,* % pro libovolny izoskaldrni operator A plati

<t,, ts, [L' A It, t3‘ b> = 6L,£'6L3,L3A(t; a, b) s (5172)
nebot
(0t03] t7ty) ~ O1urduy y, s (5.173)
a tedy invariantni amplitudy vSech prowsﬁ (5. 168) v nichZ vystupujt
Castice ze zadangch izomultiplett HM, ... H® je mo¥no vyjadiit ve
tvaru

LFSICNOING Z( Vi@ ttt (2)> X

GRERE ,34)]ttg”+t§;”) M(tHO, - HW) | (5.174)

L0 4 1)

kde suma probih p¥es prinik mno¥in hodnot® {!tm — @
a {‘t(ii) _ t(4)' R t(4)}.

Amplitudy M (t; HO ... H (4)) samoziejmé zdviseji na impulsech
a spinovych charakteristikich hadront vystupujicich v procesu (5.168),
ale viibec nezdviseji na tfetich komponentich izospinu téchto hadron.
Podet hodnot celkového izospinu ¢, pres které se s¢itd ve formuli (5.174),
je zpravidla podstatné mensi nez pocet procesi (5.168) pii pevné zvole-
nych izomultipletech HV | -.. H® . Vyjadreni (5.174) pak vede k pred-
povédi netrividlnich relaci mezi amplitudami riznych procest, kterych
se tdastni hadrony patfici do pevné zvolenych izomultipletd. Obdobné
relace plynouci z izospinové invariance i pro jiné nez bindrni procesy jiz
jistd Stenadf dokdze odvodit sdm. Nékolik konkrétnich prikladd nalezne
i mezi Mlohami uvedenymi na konci této kapitoly.

55Vigz napf. formuli (2.162) v [1].
56Pokud je tento prinik nulovy, jsou uvaované procesy zakézany, tj. odpovidajici
invarianini amplitudy jsou rovny nule.



5.1 S-MATICE 300

Diskrétni symetrie

i) Ndbojova sdruzenost

Pokud operator ndbojové sdruZenosti C komutuje nejen s hamiltonia-
nem navzajem neinteragujicich ¢dstic H(U ale také s operdtorem H( 1
popisujicim interakei mezi Casticemi, mluvime o C-invariantni teorii.
V kardé C-invariantni teorii proto operator S-matice musi vyhovovat
podmince

[C.5] =« (5.175)
kterd je (diky unitarité operdtoru é) ckvivalentni relaci
Cr8C =S. (5.176)
Tedy v libovolné C-invariantni teorii plati
(71 E18E i) = (15 (5.177)

Uvazime-li, Ze hmoty ¢astice a jeji anti¢dstice jsou stejné, potom vidime,
%e mezi invariantnimi amplitudami v kazdé C-invariantni teorii plati
relace

Ny
Meyei = 1T (1 ( ) H?]({ IM;;, (5.178)
j=1 1=1

kde
1= {nlapjagl;-~-;nNiypNi7§N,‘}>
f {nrhp’lagg; cees n’vap:’VF S}Vf} (5179)

a veli¢iny ny, p;, & urcuji postupné druh, impuls a spinovou charakteris-
tiku®” 1-té ¢astice potatedniho stavu a nf, pf, & hraji obdobnou dlohu
pro j-tou ¢astici stavu koncového. Pritom

Ci {ﬁ/lﬂpl’fl;"‘;ﬁl\',‘)pj\'i’g}\’i})
Cf = {ﬁlap/la E;» ce §‘ﬁfwf>p£\/f, g;\'f} . (5180)

57Pod spinovou charakteristikou budeme v nésledujicim vZdy rozumét tieti slozku
kovariantniho spinu. Doporucujeme viak ¢tenéfi, aby viechny Gvahy zopakoval také
pro piipad, kdy tlohu této charakteristiky hraje helicita.
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Z relace (5.178) okam?ité plyne, 7e libovolna C-invariantni teorie pfed-
povida, Ze rychlosti pfechodu kazdého pevné vybraného procesu a pro-
cesu, ktery se od ného lisi pouze zdménou v8ech ¢astic odpovidajicimi
anti¢asticemi, musi byt stejnd.

C-invariance mze také nékteré procesy zakizat: Tak napt. v pri-
padé, kdy vSechny ¢éstice podatetniho i koncového stavu jsou striktné
neutrlni (tj. identické se svymi anti¢dsticemi), je

Ci=i, Cf=7/. (5.181)

Odpovidajici amplituda M;; miZe tedy byt nenulovd pouze tehdy,
kdyZ je roven +1 faktor ndsobici tuto amplitudu na pravé strand re-
lace (5.178).V dalsim uvidime, %¢ ndbojovd parita fotonu je rovna —1.
V predchozim jsme jiz uvedli, Ze pro pion md tato parita hodnotu +1.
Tedy C-invariance zakazuje rozpad mezonu 7 na lichy podet fotond.
Tato predpovéd je v naprostém souhlasu s experimentalnimi daty: Za-
timeco témder 90% rozpadi 7 probihd kandlem

™ — 27,
nikdy nebyl pozorovan rozpad této ¢astice na lichy pocet fotond. Pritom

soucasnd experimentalni data dovoluji tvrdit, Ze pravdépodobnost, Ze
rozpad ¥ probéhne kandlem
70— 3y,
je mendi nex 3.8 x 107858
Na druhé strané zddraznéme, 7e invariance vidéi ndbojovému sdru-

Zeni nema univerzilni platnost. VSechna dostupné experimentilni data
jsou v souladu s predpovedmi tzv. standardniho modclu. 3° V jeho rdmci

58Zde a v dalgich obdobnjch vyrocich je mitky rozuméno, 7e jde o tvzeni na
Grovni vérohodnosti (confidence level) CL = 90%.

#Standardnim modelem zde (v souladu se soutasnou terminologii) rozumime
kvantovou chromodynamiku a Weinberg-Glashow-Salamiv model popisujici silné,
respektive elektroslabé interakce. Prozatim jen uvedme, Ze v obou piipadech se
jednd o neabelovské kalibraéni kvantové teorie pole. Se zaklady kalibra¢nich kvan-
tovych teorii se sezndmime a7 ve tfetim dile této knihy. Se standardnim modelem
(nebo s jeho jednotlivymi ¢4stmi) se pak Etendf miiZe blize sezndmit napf. v [23],
[24], [25], [26], [27], [28], [29] [30]. Studium této literatury by nemsglo piedstavovat
vaznéjsi problém nikomu, kdo Gspéiné zvlddnul latku pojednanou i ve zbyvajicich
¢astech této ucebnice.
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popis silnych a elektromagnetickych interakei respektuje C-invarianci,
slabé interakce vSak tuto invarianci naruSuji (a to v jistém smyslu ma-
ximalné moZnym zpisobem), tj. komutaéni relaci (5.175) a vSechny di-
sledky z ni plynouci miZzeme vyuzivat pouze v téch pfipadech (pfipadné
s tou presnosti), kdy vliv interakei slabych lze povaZovat za zanedba-
telny.

ii) Prostorova inverze

Pri vySetfovani disledkd invariance vici prostorové inverzi (= P-in-
variance) miZeme prakticky beze zbytku zopakovat kroky, které jsme
provedli pfi diskusi C-invariance. Na zdkladé komuta¢ni relace (5.53):

[P.§] =0 (5.182)
tak nalezneme, Ze v libovolné P-invariantni (& paritu zachovédvajici) te-

orii musi mezi predpovidanymi hodnotami invariantnich amplitud pla-
tit relace

Ny .
Mpypi = ﬁl (Wff)y lf_[ o My, (5.183)
j= =1
kde
Pi = {nh_plv&;---STLA’;a“pNiszi},
Pf = {n’p—pﬁyﬁﬁsu‘;n’zv,,—pkf,éivf}- (5.184)

V relaci (5.183) ( na rozdil od relace (5.178)) vZdy stoji na obou stra-
nach hodnoty amplitudy téhoZ procesu odpovidajici rizngm hodnotiam
kinematickych proménnych, charakterizujicim jednotlivé ¢astice poda-
te¢niho a koncového stavu. Z této relace napt. ihned vidime, %e P-
invariance vylucuje, aby rychlost prechodu jakéhokoliv procesu mohla
zaviset na skaldrnim sou¢inu impulsu kterékoliv z ¢astic s vektorem ur-
¢ujicim orientaci spinu nékteré 7 ¢dstic (v klidové soustave této dstice).%

S0Ptipomeinime, Ze pravé experimentalnim nalezenim ([20]) korelace mezi smérem
impulsu elektrond z B-rozpadu orientovanych jader %°Co a polarizaénim vektorem
téchto jader (do hemisféry ve sméru spinu %°Co vyletuje méng elektrond ne do
hemisféry opa¢né) bylo nade v3i pochybnost prokazano, ze P-invariance striktng
platit nemaze.
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Snadno nahlédnerme, Ze vedle vy8e naznadené korelace mezi hodno-
tami invariantnich amplitud pevné zvoleného procesu v rznych ¢astech
fazového prostoru, miize také P-invariance nckteré procesy zakdzat: Tak
napf. 24dnéd P-invariantni teorie nemZe byt v souladu s rozpadem ja-
kékoliv psedoskaldrni dstice (tj. Cdstice s nulovym spinem a paritou
rovnou —1) na dve Cdstice skaldrni (tj. bezspinové Castice s paritou
+1). Skutecné, diky nulovosti spinu vSech zicastnénych ¢éstic, muaze
v uvaZovaném pfipadé invariantni amplituda zdviset pouze na impul-
sech p,, p}, ph. Ze zakona zachovani impulsu pfitom vime, Zc

p =P\ + P,

a tedy My, musi byt mozno vyjadfit jako funkei impulst ¢éstic v kon-
covém stavu. Navic, vyuZijeme-li k tomuto vyjidreni hodnoty zminé-
nych impulsit v klidové soustavé rozpadajici se ¢astice (tj. soustaveé,
v niZ p; = 0, a tedy p}| = —p) ), potom z rotacni invariance plyne, ze
M, mitZe zéviset pouze na |p|, coZ je veli¢ina invariantni vici zaméné
P — —pj. Na druhé strané faktor stojici na pravé strané relace (5.183)
pred amplitudou My ; je v uvaZovaném piipadé roven (—1), a tedy tuto
relaci 1ze splnit jediné tehdy, kdy# invariantni amplituda vymizi.®!

Nakonec poznamenejme, Ze v ramci standardniho modelu popis sil-
nych a clektromagnetickych interakei respektuje P-invarianci, kdezto
slabé interakee ji naruguji (a to v jistém smyslu maximalné moznym
zpiisobem), tj. komutadni relaci (5.182) a vSechny disledky z ni ply-
nouci miizeme vyuZivat pouze v téch pfipadech (pfipadné s tou pres-
nosti), kdy vliv interakei slabych lze povaZovat za zanedbatelny.

iii) Casova inverze

Postupem, ktery nds pii vySetfovani disledk invariance viiéi casové in-

verzi (= T-invariance), tj. disledkd platnosti komutacnich relaci (5.61):
[T, A = [T,H(,)] =0, (5.185)

piived! k formuli (5.67), snadno zjistime, Ze v kazdé T-invariantni teorii

musi invariantni amplitudy vyhovovat vztahim

Ny . * Ni g
Mgy =] (=057 (o) TT (=) nOMp;,  (5.186)
j=1 =1

61Viz té% tlohu U.5.11.
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kde s, s’ znadi velikost spinu prisluiné Cistice a
Ti: = {nl, =P, &1 N, — P fN}

Tf = {TL%7_p’11 517“‘, Ny» pr) f’vf} (5187)

Vyjadfeni disledki T-invariance v terminech rychlosti pfechodu nesou-
visi s relacemi (5.186) tak pfimocafe jako v diive uvaZovanych piipa-
dech C- a P-invariance. Nesmime toti# zapomenout, 7e v relaci (5.186)
si vyménily roli polatecni (koncovy) stav s ¢asové invertovanym kon-
covym (polatednim) stavem, a tedy ve vyrazech (5.84) pro rychlosti
pfechodu odpovidajicich dvou procestt vystupuji také rizné faktory
nasobici kvadrat absolutni hodnoty invariantni amplitudy pfisludného
procesu.

Podle standardniho modelu je T-invariance naruSena, a to opét
pouze slabymi interakcemi, a pfitom k tomu, aby nedoslo ke konfliktu
s experimentalnimi daty, je nezbytné, aby toto naruSeni bylo nenulové,
ale mnohem mensi ne? dfive zminéné narudeni P-, resp. C-invariance.

iv) CPT

Ponechivime Stenafi jako jednoduché cviceni, aby nalezl relace, kte-
rym musi vyhovovat invariantni amplitudy spoctené v rdmci libovolné
teorie, kterd sice neni invariantn{ ani viiéi C, ani vaci P separatng, ale
je invariantni vidi CP, tj. v teorii, ve které sice je

(€8] #0, [P.§]#0, (5.188)

ale pfitom plati
[CP, s} = 0. (5.189)

S PN AR Al Srramiarioan wrs

Podobnd miizZe 'v‘y'm,ﬁ: ti GUBICAKY variaict v Gi osta
vanym transformacim”: CT a PT. V dalsim uvidime, Ze jakkoliv neni
nijak obtizné zkonstruovat®® velice uspokojivé relativistické kvantové
teorie, které nejsou invariantni nejen vadi 7adné z transformaci C, P, T
separatné, ale ani vidi Zadné kombinaci jejich dvojic®, nikdo nedokd-
zal nalézt uspokojivou relativistickou kvantovou teorii, kterda by nebyla

Frirn Cleaarnhhin
UIlliii DL .ll.\)

82 Poznamka pro experty: Zde mame samozfejmé na mysli konstrukce teorie pouze
v pragmatickém smyslu, tj. konstrukce umoziujici napi. poruchové vypocty.
63Takovou teorii piedstavuje také citovany standardni model.
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invariantni vici kombinované transformaci realizované postupnym pro-
vedenim (v jakémkoliv pofadi) vSech ¢4 transformaci CPT.%

Postupem, ktery nas privedl k relacim (5.178), resp. (5.183), resp.
(5.186) jako diisledkiim komutaénich relaci (5.175), resp. (5.182), resp.
(5.185), snadno nalezneme, #e pokud v n&jaké teorii plati

6, F) = [6, A =0, (5.190)
kde operator O predstavuje soudin operatort C,P, T v jakémkoliv (pevné

zvoleném) porfadi, potom v jejim rameci spoctené invariantni amplitudy
musi spliiovat relace

Meiof = exp{ao(i, f)} My, (5.191)
kde
Q0 = {ﬂup];"ﬁl; c TN P ‘“fNi}a
of = {a,pl, €.y, D, —Eh, ) (5.192)
a fize
e, f) = ag(i, f) (5.193)

je jednoznatng uréena spinovymi charakteristikami a paritami n(©)
"), ") kazdé z dstic v podatetnim a koncovém stavu. Piitom pokud
je v = f, potom je vidy

exp {wo(i,1)} =1,
tj. relace (5.191) se zjednodusi na

ﬂ/j(—)i,@i = l‘/fm’ (5194)

Pokud |i) pfedstavuje dvoucésticovy stav, potom odtud, diky optic-
kému teordému, plyne, Ze CPT-invariance zajiStuje rovnost totalniho

%4Teprve a7 se (v druhém dile této knihy) sezndmime s tzv. CPT-teorémem,
pochopime, %e viibec nejde o ndhodu nebo o malou invenci “konstruktérd” relati-
vistickych kvantovych teorii.
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aéinného prifezu srazek mezi ¢asticemi, z nichz kazda ma zadanou hod-
notu treti komponenty kovariantniho spinu, a totdlniho G¢inného pra-
Fezu sraZek (pfi téZe encrgii) mezi odpovidajicimi anti¢dsticemi s opad-
nymi hodnotami tfeti slozky kovariantniho spinu. Specidlné pak odtud
vidime, Ze podle libovolné CPT-invariantni teorie totdlni G¢inny pri-
Fez srazek mezi nepolarizovanymi ¢asticemi musi mit stejnou hodnotu
jako totalni Ginny prifez srazek mezi odpovidajicimi nepolarizovanymi
antic¢dsticemi.

Podobné, jestliZe |) je stavem jednoddsticovym, potom relace (5.194)
v kombinaci s relacemi (5.162) a (5.148) —~ (5.153) zajistuje, Ze doba Zi-
vota €dstice se zadanou hodnotou treti slozky kovariantniho spinu musi
byt stejna jako doba Zivota odpovidajici anti¢istice s opacnou hodno-
tou treti slozky kovariantniho spinu. Z rota¢ni invariance vSak plyne,
7e doba Zivota ¢astice nemize zaviset na orientaci jejiho spinu v jeji kli-
dové soustavé. Odtud vidime, Ze CPT-invariance zarucuje tutéZ dobu
Zivota pro ¢astici jako pro jeji antic¢dstici.

Neni snad nutno zdlraziovat, Ze standardni model je CPT-inva-
riantni a Ze Zadna analyza experimentdlnich dat dosud nenalezla ja-
koukoliv indikaci, kterd by signalizovala naruSeni CPT-symetrie.

5.2 Ulohy

U.5.1. Ve svazcich collideru jsou ¢astice vétSinou soustfedény do shluki.
V zavislosti na typu zafizeni a druhu ¢dstic se pocet takovychto shlukd
obihajicich v prstenci®® pohybuje od jednoho a# po nékolik tisic. V ka#-
dém z téchto shluki je obvykle fadove kolem 100 + 10! &astic. Jejich
laboratorni rychlost se jen velice malo 1i$f od rychlosti svétla®® — pro
zjednoduseni tuto odchylku zde zanedbdvejte.

A. Ukazte, Ze

i) prichodem dvou proti sobé se pohybujicich shluki &stic a a b dojde

%Pro zjednoduseni vyjadfovani z nagich tivah vynechivime collidery lineérni.
8 Tak napf. pro laboratorni rychlost v elektronu s energii E ~ 87 GeV (co# od-
povida collideru LEP ) z relace 1 — v* = (m/E)” dostavéme 1 — v? ~ 2(1 —v) ~

2
(@%é”—a’ﬁh—v) . (1—v) = 1.7 x 10717,
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k 7vytvoreni” integralni luminozity

NaTl
L =

Sers’

kde
2 2
Sepr = / dadyp” (z,9) 05 (2, y)

a Ma,b, pff? je polet ¢astic, resp. pri¢ny profil (tj. k jednotce normali-
zované rozddleni ¢dstic v roviné kolmé ke sméru pohybu) pfislusncho
shluku.
ii) V pfipadé kruhovych gaussovskych pficnych profild je
. A2

; 2

Lngf =4r R eXp 4—R§,
kde .

2 2 2

R :§(Ra+Rb),

kde R, je stfedni kvadraticky polomér pfislusného shluku a A je vzda-
lenost mezi jejich podélnymi (tj. paralelnimi se smérem svazku) osami.
B. Necht v jednoprstencovém collideru je po obvodu prstence rovnomeér-
né rozlofeno N_ shlukd elcktrond a N, shlukd pozitrond. Necht pomér
N_/N, je celym dslem (shluky e, e se tedy vzdjemné stictdvaji na
2N_ mistech = interakinich oblastech). UkaZte, Ze v kaZd¢ z interake-
nich oblasti dochézi kaZdou sckundu ke generovani luminozity

L=
e%\;fSeH

kde 1. (I_) je ta st elektrického proudu v prstenci, kterd je nesena
pozitrony (elektrony), e je elementdrni naboj a f je frekvence obéhu,
tj. prakticky f = 1/D, kde D je obvod prstence.

C. Necht v dvouprstencovém collideru jsou svazky e, et po obvodu
prstencii rozd&leny rovnomérnd (tj. nejsou soustfedény do shluki) a
necht v interakéni oblasti vidi sob¢ sviraji tupy thel 7 — ¢, kde « £ 0.
Ukazte, Ze¢ potom

i) v interakéni oblasti dochédzi kazdou sekundu ke gencrovani luminozity

LI
hepptgs’
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kde efektivni vyska svazkd h.s; je definovand vztahem

hefy = [ v ) ),

v ném?7 .
1y 2
o (y) = / dep? (z,y)
pledstavuje vertikdlni® profil (tj. k jednotce normalizované rozdéleni
intenzity) piislusného svazku.
il) V pfipadé kruhovych gaussovskych pricnych profili je

2

)
hesy = /T hexp oL

kde § udavd, o kolik jsou svazky navzdjem posunuty v horizontalnim
sméru a 1
h? = B (h.?+ + /ﬁ) ,
kde hy je stfedni kvadratickd vyska prisluSného svazku.
U.5.2. UkaZte, Ze velikost relativai rychlosti mezi ¢asticemi a, b
Vap = Vg — Up)

je v libovolné inercidlni soustavé ddna vzorcem
1

Yt = OB, E,

kde I a p;, resp. ¥ udavd encrgii a impuls Céstice j, resp. thel svirany

impulsy zminénych ¢astic v uvazované soustave.

Pov§imnéte si, ze (podle teorie relativity) relativni rychlost

i) nen veli¢inou invariantni,

ii) v kaZdé soustavé, v niZ jsou impulsy obou ¢dstic paralelni nebo

antiparalelni®®, relativni rychlost v souvisi s invariantem A(s, m2, mj)

jednoduchym vztahem

1
Yab = OB, B,

57Predpokladame, 7e oba svazky leZi v horizontélni roving, coz odpovidd stan-
dardnimu experimentalnimu usporadéni. Druhou soufadnou osu volime kolmo na,
tuto rovinu.

58 Tak tomu je mj. v jejich CMS a v klidové soustavé kterékoliv # nich.

\/A(s, m2,my) + 4p2p} sin® 9

; 1 ;
X (s, mf) = g (P py) — i
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Nepiehlédnéte, Ze velikost této “rychlosti” neni omezena rychlosti svétla,
ale jejim dvojnésobkermn.

U.5.3. UvaZujte dvd &astice o hmotach mq, my. UkaZte, Ze energii kazdé
z nich v jejich CMS lze vyjadfit ve tvaru

2 _ o2
E*__stmj—m,c

J 2¢/s
UvaZujte souradnou soustavu, kterd se vii¢ci CMS pohybuje proti sméru
jednotkového vektoru n* takovou rychlosti, Ze celkovy impuls diskuto-
vané dvojice ¢astic ma v této soustave velikost |P|. UkaZte, Ze energii
prvaoi astice v této soustavé lze zapsat jako

1
7 [Ef\/S—#PQ +|P|(pt - ")

VyuZijte tohoto vysledku k odvozeni elementu dvoudasticového fazo-
vého prostoru ve tvaru

j#AE=12

E]:

1 1
d Lips (s;p1,pe) = Tom2 |P| dp dE;, (5.195)

kde ¢ € (0,27) je polarni thel vektoru p, v roviné kolmé k celkovému
impulsu P. UkaZte, 7e energie E; probihd (nezdvisle na velikosti Ghlua
) vSechny hodnoty z intervalu (E1 min, E1max), kde

1 B
Ejmax = 5 [(9 +m? — m%) mi [P/ (s, m3, mﬁ)] :

PovSimnéte si, Ze

dLips

dpdE,
je v celémn fazovém prostoru konstantni.
Na, zékladé obdrZenych vysledkd odvodte vyraz (5.123) pro diferencidlni
ucinny prurez.

U.5.4. Zdtvodnéte, proc¢ ve vyjadfeni elementu tii¢asticového fazového
prostoru lze uZit identitu

5(4)( Zp) _5(4) P_ Pu‘Pd)(g()(PM“ZPl‘) ( ]0.2>d4P12

k=1
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2 na jejim zakladé ukaite, Ze
. 1 . .
dLips (s p1, 2, Ps) = 5—dLips (s; Prz, py) dLips (s12; p1, p2) dsaa,

kde

P = pi+ps,

sz = (P 12)2 )
tj. s12 je kvadrét celkové energie prvnich dvou &astic v jejich (tj. dvou-
asticové) tezistové soustavé (= CMS12).
Diky formuli (5.112) tedy plati

11 |p} -
dLlPS (S plapQ)p-i) 271' (47_) |f;§-| 1\53% dQ**dé‘lg,

kde jsme dvéma hvézdickami oznadili veli¢iny vztazené k CMSI2.
Uvddomite-li si, Ze celkovy impuls prvnich dvou &éstic v CMS je

T2 - _p.‘z’
potom jiZ jisté bez potizi dokdZete prevést predchizejici formuli do
tvaru 11
d Lips (8;p1, P2, p3) = ——5 — ds12ds93d N dep,
(4m)° s
v némz

2
$23 = (p2 + p3)
a ¢ je polarni dhel vektoru p; v roviné kolmé na vektor pj.

Pov8imnéte si, 7Ze
dLips

d-i'wdé‘gg ngdg{)
je v celém fizovém prostoru konstantni.%

69Ro7déleni Lfié&sticovy’ch pfipadﬂ v /é,vialobti na proménn)’rch S12, 823 (t'
tzv. Dalitzdv dzagmm, ktery predstavu,]e velice (¢inny nastro,; k fenomenologlcke—
mu studiu procestt vedoucich k tfi¢asticovym stavim: Poviimnéme si, Ze pokud
pfisludnd invariantni amplituda na proménnych sig, $23 nezavisi, potom hustota
bodd odpovidajicich jednotlivym piipadim je v celé kinematicky dostupné ¢4sti
Dalitzova diagramu vSude stejnd. Proto napf. koncentrace ptipadt kolem néjaké
z hodnot proménné si, miZe byt interpretoviana jako signal, Ze studovany proces
*probih4 pres dvoudasticovy stav”, v némz vedle ¢astice 3 figuruje nestabilni ¢éstice
{ s hmotou rovnou /512 ), kterd se nisledné rozpadla na ¢astice 1 a 2.
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U.5.5. Ukazte, Ze mnoZina kinematicky dostupnych hodnot kvadritu

preneseného &tyfimpulsu ¢ je pfi zadané celkové téZistové energii bindr-
niho procesu
b+a—1+2

dédna intervalem t € (¢, ¢), kde

1 . ; 2\ 2
to = o (mj —mp +mj5 — mf) - (|p:‘[ F
1 ds

%

P;
UkaZte, Ze pro pruzny rozptyl je

t=—2[p** (1 — cos %),
a tedy

= "4|p*|2a
tg = (.

U.5.6. Ukazte, Ze skalarni soudin ¢tyfimpulst libovolnych dvou &astic
neni nikdy men$i ne? soudin jejich hmot, tj. Ze plati

D1+ Pa 2 M M.
Povsimnéte si, Ze odtud plynou nerovnosti

(m +p2)2 > (my +m2)2,
(0 —p2)” < (m1—my)°.

U.5.7. UvaZujte proces, v ném? se zachovava impuls a energie. Necht
N je celkovy pocet Cistic v tomto procesu, tj. soutet poctu Castic pii-
tomnych v pocatednim a koncovém stavu. Necht vSechny tyto Castice
jsou bezspinové.

UkaZte, invariantni amplitudu kazdého takovéhoto procesu lze (pfi za-
danych hmotdch v8ech Gistic)

v pfipadé N = 3 vyjadrit jako funkci jediné nezdvislé proménné a

v piipadé N > 4 jako funkci 3N — 10 nezdvislych proménnych.
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U.5.8. DokaZte, %e izospinova invariance vyzaduje, aby (pfi zadané
energii) G¢inné prifezy srazek pionfl s nukleony splitovaly “trojihelni-
kovou nerovnost”

[\/O-f’l(ﬂ'_p) - \/20“,35('7«“17)]2 < Oe (W+p> < {\/{,rd(?(’_p) + \/2066'-2:(7[—_[)):[

wde — - v ” O v v ’ i
kde o (7Fp), T€Sp. Ocer (77p) je GCinny priifez pruznych srézck m* na
protonech, resp. “rozptylu s vymeénou naboje”

2

7r"+p—>7r0+n.

Experimentalni data jsou v souladu s touto predpovédi.

U.5.9. UkaZte, Ze pokud interakce mezi piony a nukleony ve stavech
s izospinem % je zanedbatelnd vidi jejich interakci ve stavech s izospi-
nem 3/2, potom musi mezi Géinnymi prifezy definovanymi v tdloze
U.5.8. platit relace

Oel <7T+p) * Ocex (7"_?) c Ol (7‘—_10) =0:2:1.

Tento vztah je v dobrém souhlasu s experimentdlnimi daty o srdzkach pti ki-
netickych energiich piont v klidové soustavé nukleonu I}, a% do ~ 300 MeV.
Bliz§i analyza dat ukazuje, Ze jde hlavné o odraz silné interakce v P-vIné
pro J = 3/2, kde p¥i Epq ~ 190 MeV dochdzi k rezonanci. Jde o his-
toricky prvni rezonanci nalezenou pii studiu m# — N srdzek, slavnou 3-3
rezonanci, kterou miZeme interpretovat jako kvazivazany stav pionu s nuk-
leonem, dnes nazyvany &astici A (1232). Tato &astice sehréla velice ddleZitou
roli na cest& k sou¢asné subnukledrni fyzice. Z hlediska SU(3)-symetrie pat¥i
do decupletu baryond se spinem 3/2. Presvédéte se, Ze Cislo 1232 v jejim
oznadeni odpovida jeji hmoté v MeV.

U.5.10. Deuteron predstavuje izosinglet (tj. md nulovy izospin)™. K+,

resp. K% mezon mé tieti slozku izospinu rovnu %, resp. —% a dohromady
tvoii izodublet. Hyperon A° je izosinglet, kdeZto hyperon Y9 sice také
mé nulovou tieti slozku izospinu, ale pati{ (spolu s =) do izotripletu.
Na zékladé téchto znalosti dokaite, Ze izospinova invariance vede k pied-
povédim nésledujicich relaci mezi aéinnymi prifezy:

a(pp - dw*) = 2 a(np — dwo) ,

"0 Pokuste se nalézt divody, ve prospich tohoto tvrzeni.
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o(ntd— K*pA°) = o(r~d— K'nA?),
a(w*d - K*pEO) = 0'(71'_(1 — KOnEO) )

Vsechny tyto relace jsou ve velmi dobrém souhlasu s experimentdlnimi daty.

U.5.11. DokaZte, 7ze 74dn4a P-invariantni teorie nemize byt v souhlase s
pozorovanim rozpadu skalarni ¢dstice na trojici ¢stic pseudoskaldrnich.



Dodatek A

Soustavy
elektromagnetickych
jednotek

Forma popisu elektromagnetickych jevi na klasické drovni v sobé za-
hrnuje nékolik konvenci. Jednotlivé soustavy elektromagnetickych jed-
notek se navzdjem lisi volbou hodnot konstant v téchto konvencich
vystupujicich. BliZe se s touto problematikou muiZe ¢tendl sezndmit
napi. v klasickych monografiich [12],[13]. Zde s¢ omezime na pouhou
prezentaci zakladnich vztahtt ve tvaru, ktery umoziuje jejich vyjadieni
v kterékoliv z nejcastdji uzivanych jednotek.’

A.1 Konvence

Definice elektrického néboje a magnetické indukce zavisi na dvou kon-
venéné volenych konstantach k, .

A.1.1 Konvence popisu elektrického naboje e

Coulombiv zakon
e1ey

|F| = k<52 (A1)

! Mi¢ky rozumime, #e piisluiné soustavy jsou ve vakuu.



320 DODATEK A. SOUSTAVY ELMAG. JEDNOTEK

A.1.2 Konvence popisu magnetického indukce B
Faradayiv zdkon clektromagnetické indukcee

~ 0B
rot B+ k —a“t— = 0. (A?,)

Intenzita magnetického pole
1
H=—B, (A.3)
kde pg je permeabilita vakua.

A.1.3 Konvence popisu intenzity elektrického pole E

Lorentzova sila

F=e (E + kv x B]) , (A.4)
kde rychlost
. dz
vEL= o
FElektricka indukce
D =¢gyE, (A.5)

kde gy je permitivita vekua.

A.1.4 Hodnoty parametrti v jednotlivych sousta-

vach
| soustava “ €0 I 1o I k ‘ k |
S1? (('.Q/VLO)_1 Am-1077 | (dmeg)” | 1
Heavisidova-Lorentzova 1 1 (am)~" | et
Gaussova 1 1 1 ¢t
Elektrostatickd 1 ¢ ? 1
Magnetostaticka ¢’ 1 ¢?

2Hodnota pg v SI je uddna v jednotkach Hm™!.
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A.1.5 Konstanta jemné struktury a Bohriv mag-
neton

Konstanta jemné struktury

=k — A6
“ he T 137° (4.6)
Bohriv magneton

_~ eh

kde M, e je hmota clektronu, resp. elementdrni naboj (= néboj pozi-
tronu). P¥ipomefime, Ze

Me eV
p 579 % 107" %V =578 x 107° % (A.8)

A.2 Maxwellovy rovnice

1. série -
kc*rot B — 8—; =drnkyj,
divE =dnkp. (A.9)
2.5¢rie OB
rot B +k—— =0,
ot
divB=0. (A.10)

Hustota energic elektromagnetického pole

1 . ~o
o IS ——— Ez 52]1}2 2 . A
H, 87rk( + K B?) (A.11)

Hustota la_{jmngz‘dnu elektromagnetického pole

1

Lp=—
"7 8k

(B” - F*B%). (A.12)
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Skaldrni a vektorovy potencidl:

Vyjadieni
0A

o’
B =10t A (A.13)

E=-Vo—Fk

zaruduje splnéni 2. série Maxwellovych rovnic (A.10).

A.2.1 Zapis v kovariantnim tvaru

4-potencial

Al = {AO, A} , AL = = ¢ (A.14)
4-proud (hustoty elektrického naboje)
7 ={cp, 3} - (A.15)
Tenzor elektromagnetického pole
P = ghAY — 9r Ak (A.16)

.3

0 —E\/k¢ —Ey/kec —Es/ke
El/kc 0 —B3 BQ

v Ey/ke By 0 _B, (A.17)
Ey/ke  —By By 0
Hustota lagrangianu elektromagnetického pole
272
Lp= —%FWF‘“’. (A.18)
Hustota lagrangidnu interekee elektromagnetického pole s jeho zdroji
Lr=—kj.A". (A.19)

3Radky, (sloupce) jsou &islovany shora doli (zleva do prava) postupné Cisly 0, 1,
2, 3.
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1. série Mazwellovyjch rovnic

orw  4rmk
= == Y A2
Oxh 2k J (A.20)

predstavuje Euler-Lagrangeovy rovnice (pro pole A?) odpovidajici hus-
toté lagrangianu
L‘r B ﬁ] + EF .

A.2.2 Speciilni Lorentzovy transformace

Pokud se ¢arkovana soustava pohybuje vidi necarkované rychlosti v,
potom

1 -
E=E, E =-——(E +k[vxB]), A21
=& SN T ( ) (A.21)
1 E
Bj=Bj, B|=———— (Bl - [13(-5——]) . (A2
' ‘/1——1)2/(;2 ke

kde Ay, AL znaci projekei vektoru A do sméru v , resp. na rovinu
kolmou k v.

A.3 Elektromagnetické pole interagujici s bo-
dovym nabojem

Lagrangidnem této soustavy je

L(t) = Lp(t) + Lp(t) + Li (1), (A.23)
kde
Lp(t) = —Mc*[1 — %Q , (A.24)
. :

Lp(t) = / & Lo(z, 1), L () = / Pa'li(at), (A.25)
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kde integrandy jsou diny formulemi (A.18),(A.19) a pfitom v druhé
z nich mé 4-proud komponenty

P°(x',t) = cp(a’,t) = ced(a' — x (1)) ,
i@ t)y=ex(t)d(z' —z (1)), (A.26)
t].
Li(t) = —ke{eA®(@(t),t) — (1) - Alz(t),1)}
= e{-p@(t), ) +ka@) - Al(),n)}.  (A27)

Euler-Lagrangeovy rovnice v piipad® lagrangidnu (A.23) predsta-
vuji 1. sérii Maxwellovych rovnic (A.20) spolu s Newton-Lorentzovou
rovnici

dp
g A2
= ; (A.28)

kde na pravé stran¢ vystupuje Lorentzova sila (A.4) , pfitom (“kinetic-
ky”) impuls

M
==Y (A.29)

p= /1_,02/02'

N-L rovnici (A.28) lze vyjadrit v kovariantnim tvaru jako

Y 1ad .
M ‘;i = keF™ q,, (A.30)

T

kde 4-rychlost
(A.31)

a prirdstek wvlastniho cesu

dr = /1 —v?/c?dt.

Z lagrangidnu (A.23) dostivame pro kanonicky impuls

L -
55 =P+ ked, (A.32)

T =
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a tedy hamiltonidnem uvazované soustavy je
H — I]Tp -+ Hp] 5 (A33)

kde ,
Hp = / Pz Hp (A.34)

je hamiltonidn volného elektromagnetického pole (viz (A.11)) a

Hpr=m-&—(Lp+ L) = C\/(ﬂ’ - %CA)Q + M2 +ep  (A.35)

je hamiltonidn ¢astice ve vnéjsim elektromagnetickém poli.



Dodatek B

Mandelstamovy proménné

Uvazujme bindrni proces

1+2—-3+4 (B.1)
Definujme Ctyivektory
P, =pj proj =1,2,
P; = —p; pro j = 3,4,

kde p; je étyfimpuls Castice j. Je ziejmé, Ze potom plati

4
P =0,
j=1

P? = m?

; 2, (B.2)

kde m; je hmota Castice j.

7Z ka#dé tvefice Ctyfvektord Pj vyhovujicich podminkdm (B.2) lze
utvorit dva nezavislé skaldry, za které miZeme zvolit libovolnou dvojici
ze tif Mandelstamovych proménnijch definovanych jako

s = (P+P) =(B+PR),
t = (P+P) =P+ P, (B.3)
v = (P4 P =(P+P)°.

V diisledku relaci (B.2) jsou navzajem svizdny vztahem

s+t+u=M, (B.4)
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v némz

4
M =3>"mi. (B.5)
=1

Jestlize (B.1) je kinematicky povolenym procesem, potom je totéz
pravdou i o procesech’

143244 (B.6)

o

3+2—1+4, (B.7)
kde 7 znadi antidéstici ¢dstice 7. Identifikujeme-li v poslednich dvou
procesech

P =p, PB=-p, Py=p3, FPi=-pg (B-8)

resp.

Po=-p1, Bo=py, P=p;, Pi=-—p, (B.9)
budou opét splnény podminky (B.2), a tedy mezi skaldrnimi veli¢inami
(B.3) bude platit vztah (B.4).

Z definice (B.3) je zfejmé, %e v pfipadé procesu (B.1) udava pro-
mdnnd s hodnotu kvadritu celkové energic v CMS. V pfipadé procesi
(B.6), (B.7) ma tento fyzikdlni vyznam proménna ¢, resp. u. Proto se
o procesech (B.1), (B.6), (B.7) asto mluvi jako o s-, resp. ¢-, resp.
u-kandlu téhoz (zobecnéného) procesu. Oznadime-li kvadrit tézistové
energic v jednotlivych kandlech symbolem s, doplnénym dolnim inde-
xem specifikujicim pfislusny kanal, potom podle vySe uvedené definice
je

$s=8, s =1, 8, =n1u. (B.10)
Kuvadrdtem prenesendho ctyfimpulsu rozumime kvadrat rozdilu ¢tyfim-
pulsii prvni &dstice pocatedniho stavu a prvni &astice stavu koncového.?
Oznadime-li ho symbolem ¢, opét doplnénym dolnim indexem, specifi-
kujicim prislusny kandl, potom snadno zjistime, Ze plati

to=t, t=s, t,=L (B.11)

1Tj. v téchto procesech jsou respektovdny nejen zdkony zachovéni impulsu a
energie, ale i viechny zdkony zachovani nédboju, které jsou respektovany v procesu
(B.1).

2Pod “prvni”, & “druhd” &dstice je tieba rozumét, Ze symbol této Castice vystu-
puje jako prvni, resp. druhy na p¥isludné strané formuli specifikujicich dany proces.
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Uzijeme-li k oznadeni kvadratu rozdilu ¢tyfimpulsii prvni &dstice po-
gatetniho stavu a druhé ¢astice stava koncového symbolu u s odpovi-
dajicim indexem, potom z relaci (B.4), (B.10), (B.11) ihned vidime, Ze
plati
Usg = Uy Uy = Uy, Uy = S (B.12)
Pro zjednoduSeni pfedpoklidejme, Ze vSechny ¢tyfi ¢astice vystu-
pujici v uvaZovanych procesech jsou bezspinové. Invariantni amplitudu
kaZdého z procestt (B.1), (B.6), (B.7) lze vyjadrit jako funkei dvou ne-
zévislych kinematickych skaldrd, za které mizeme zvolit napf. kvadrdt
téZistové energic a kvadrat preneseného Ctyfimpulsu v prislusném pro-
cesu. Tedy invariantni amplitudy odpovidajici s-, t-, u-kandlu uvazo-
vaného procesu mozno vyjadiit jako?

]ws(ssa ts) = —’\[(5’ =St =15 u= 'U's) )
ML(SL‘) ft) = J’LCI[(S =t = Sgy, U = Ut) y (B13)
My(suty) = M(s=1uy,t=1y,u=35y),

nebot oblasti hodnot proménnych s, £, u, kinematicky dostupné v jed-
notlivych kanélech se navzdjem nepiekrijvaji. Pfesvéddit se o tom mize-
me analyzou kinematiky v jednotlivych kandlech. Tak napt. v s-kanalu
maji komponenty Ctyfimpulsi jednotlivych ¢astic v CMS hodnoty

pj = {E}‘,p}}, (B.14)
kde

B} = \/p;® +m? (B.16)

30 skutefnosti, ze invariantni amplitudy proces ve vSech tfech kandlech lze
vyjadiit pomoci jediné funkce M(s, {,u), se obvykle hovoii jako o kfiZove symetrii
(crossing symmelry). Je dobfe si uvédomit, Ze pokud bychom nic daldtho o funkci
M (s, t,u) nebyli schopni fici, byla by kiizova symetrie pouhym trividlnim odrazem
ni¥e zminéné disjunktnosti oblasti kinematicky dostupnych v jednotlivych kandlech.
Situace se viak radikalné zméni, pokud jsme schopni dokézal, 7e hodnoty v ob-
lastech odpovidajicich jednotlivym kandlim spolu navzajem souviseji analytickym
prodlouzenim. Potom kfiZzovad symetrie predstavuje jeden z velice (¢innych neporu-
chovijch ndstroji relativistické kvantové teorie. Poznamenejme proto, Ze obdobné
relace kfizové symetriec mezi amplitudami ve zminénych kanélech lze formulovat i
tehdy, kdy7 ¢éstice v nich vystupujici maji nenulovy spin.




330 DODATEK B. MANDELSTAMOVY PROMENNE

a piitom (viz (5.93), (5.95))

. 1
p12 - 4—55 [Ss = (mq + ’H'LQ)Q] [55 - (my — m2)2} )
. 1 2 2
py = vy [ss — (mg + m4) ] [ss — (mg — my) ] , (BI7)
. ss +m? — m2
E] = ———'l—”é:
2\/5s
Ss +m2 —m?
pro= Sty B.18
3 e (B.18)
kde
Vs = Ef+ E; = E; + Fj. (B.19)
Tedy
ty = (pn—ps)’ =mi+m3—2p-py
= m?+mj - 2[ErE; — |pi||p;| cos 9. (B.20)

Odtud je jiz zfejmé, Ze v s-kanale, pfi dané hodnoté CMS energie (/s5,
kvadrat preneseného ¢tyfimpulsu miiZe nabyvat v8ech hodnot z inter-
valu

ts € <(t5(55))min ) (tS(SS))max> ) (B.21)

kde
(tS(SS))g;gnx =m] + mj; — 2 [E1E5 F |pi]|pil] - (B.22)

Odtud vidime, Zc¢ oblast Mandelstamovych proménnych kinematicky
dostupnou v s-kandle je mozZno vymezit vztahy

$ > max {(m] +my)?, (mg + m4)2} (B.23)
a pH kaZdé pevné hodnoté s z tohoto intervalu

£ € ((t5(5)) min > (£5(8))max (B.24)

Pri zadanych hodnotich s,¢ je jiz hodnota proménné u jednoznacné
urCena vztahem (B.4). Odtud je ziejmé, Ze pii zadané hodnoté s je
oblast hodnot u, kinematicky dostupnych v s-kandle dana intervalem

0 € ((1s(5)) i - (1 (5) ) (1.25)
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kde
(us(s))mf = M?* — 5~ (i, (8))min - (B.26)

Diky T. W. B. Kibblemu v8ak zndme clegantngjsi zpisob, ktery
umozhuje urdit kinematicky dostupné oblasti pro vSechny kanaly na-
jednou. K tomu definujme ¢tyivektor*

Ky = pvpe PY PP (B.27)

Vyjadifme-li tyto komponenty v klidové soustavé prvni ¢astice, nebo
presndji Fedeno v soustaveé, v niz je

v = {+E,0}, (B.28)
potom
K, =+Fieup PSP,
a tedy
K° = o0,

Odtud vidime, Ze vidy plati
K, K" <0. (B.30)
Na druhé strand s vyuzitim relace

ool . o B o B (3
Equvp€ 7= —Gu 9v .(Jp7 + gurygp *guﬁgvvgp

+9,°9.%9," — 9.79.%9,° + 9.7 9.°9,", (B.31)

4Ve skutetnosti jsme v této definici misto pronich tii étyfvektortt P; mohli pou-
7it libovolné t¥i rizné &tytvektory # Léto Elvefice. Snadno totiz nahlédneme, Ze diky
prvai z relaci (B.2) a diky Gplné antisymetril tenzoru €,y kaZdd takovéto volba
vede k vysledku, ktery se od pravé strany formule (B.27) lisl maximélné znamén-
kem. Z dalsiho se pritom stane ziejmym, 7e pro kone¢ny vysledek je toto znaménko
naprosto irelevantni. Proto také ani nize uZity predpoklad m; # 0 neni na djmu
obecnosti. Jedinou vyjimku tvoii piipad, kdy viechny &tyii ¢astice jsou nehmotné.
Citenaf se viak jistd sam dokdje presveddit o tom, Ze odpovidajici kinematicky do-
stupnou oblast lze obdrzet v limitd m — 0z kinematicky dostupné oblasti v pfipadeé,
kdy vsechny &istice maji stejnou hmotu m # 0.
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kterou jiz zname z Glohy U.1.10. v 1. kapitole, snadno nalezneme, Ze
kvadratem ctyfvektoru K je
P PP PP
K/II(IL - Rg - P1 P22 -PZ PJ . (B32)
Py-P Py-P, P}
Vyjadiime-li skalarni soudiny v tomto determinantu pomoci definici
(B.3) jako

PP = —3 [s —mi— mz}
PP = é— [1 mi — m;,} (B.33)
PP = % [u — m) —-m J

potom s vyuZitim relace (B.4) po jednoduchych dpravach nalezneme,
Ze nerovnost (B.30) je ekvivalentni vztahu

M?stu > as + bt + cu, (1B.34)
kde konstanty
a = [m?m% - mgmi] [mf +mi—m2 — m[,J
b = [m?mg - mgmﬁ] [m? +mi—m2 — md (B.35)
c = [mgmg - m?mﬂ [mg +mi —m? — mLJ
Rovnost ve formuli (B.30) (spolu se vztahem (B.4)) definuje Ki-

bblovu hranicni kiivku determinujici fyzikdlni oblasti (tj. oblasti kine-
maticky dostupnych hodnot) Mandelstamovych proménnych ve vSech
procesech, u nichz je soudet podtu ¢astic pritomnych v pocateénim a
koncovém stavu roven ¢tyrem. Tato kifivka se rozpadd na nékolik v&tvi
odpovidajicich riznym kanaltm. K tomu, abychom na zdkladé jejich
znalosti dokdzali urcit, kde lezi oblast kinematicky dostupnych hodnot
pro jednotlivé kandly, si staci uvédomit, Ze (viz tloha U.5.6. v 5. kapi-
tole)

S > max {(-m1 + mz)2 , (m3 + m4)2} ,
ts < min {(-ml —mg)?, (my — m4)2} , (B.36)
¢, < min {(ml —my)?, (my — m3)2}
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a obdobné vztahy pro tyto veli¢iny v ¢-, resp. v u-kandle, které z uve-
denych obdr#ime prostou zaménou my 2 mg, TeSp. My © My.

Nesmime v3ak zapomenout, Ze pokud hmota jedné z ¢dstic prevySuje
soudet hmot zbyvajicich ti, potom je kinematicky povolen také rozpad
této Castice, tj. jestlize je napf.

my > my -+ mg + My, (B.37)

potom také invariantni amplitudu rozpadu

1524344 (B.38)
muzeme vyjadiit jako
Mp = M(s,t,u), (B.39)
kde je nyni
Pr=p, P=-p, B=-p, Pi=-pg (B.40)
co# znamend, ¢ Mandelstamovy proménné jsou
s = (p—p)’=(ps+ps)°,
t = (p-p) = +p4)%, (B.41)

il

u (p1 — ps)” = (p3 +P3)2,
a tedy pro né plati

.

(g + mg)’ < s < (my — 77'1,2)2,
(my+me)® < < (m —my)?, (B.42)
u

(ma + mg)2 < (my — m4)2

Nepichlédnéme, 7e¢ v oblasti kinematicky dostupné rozpadovému kanalu
(pokud takovy existuje) maji vSechny tii Mandelstamovy proménné
nezdporné hodnoty.

Grafické znizornéni fyzikdlnich oblasti se zpravidla provadi v Man-
delstamové diagramu pomoci “trojuhelnikovych soufadnic”. Jejich vy-
hodnost spodiva v prostém faktu (jeho? diikaz ponechdvame Ctendii),
7e algebraicky soucet “orientovanych vzdalenosti”® libovolného bodu

5Qrientovanou vzdalenosti zde rozumime vzdédlenost od piislusné piimky vyné-
sobenou faktorem +1, resp. —1, v zéavislosti na tom, zda dany bod lezi v téze, resp.
opatné poloroving ne? vnitfek nize zminéného trojihelnika.
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v roviné od tif pfimek probihajicich stranami rovnostranného trojihel-
nika je roven vySce tohoto trojdhelnika. Zvolime-li tuto vysku rovnu
M?, potom kazdy bod v roviné miiZzeme jedno-jednoznaéné identifiko-
vat s hodnotami s,¢, u vyhovujicimi podmince (B.4), s tim, Z¢ kazdou
z vySe zmindnych pfimek identifikujeme s geometrickym mistem bod,
odpovidajicich hodnotim s = 0, resp. ¢ = 0, resp. u = 0.°

Pro ilustraci je na Obr. B.1 uveden Mandelstamiv diagram, v pii-
padé, kdy

my = mg = M,

My = Mg = M.

------------------------------ t=2M+2m

Obr. B.1

s

Fyzikdlni oblast kaZdcho kanalu je znazornéna jako ztemnéld ¢dst
diagramu, dopln¢nd ndzvem prislusncho kandlu.

SNepiehléduéme, %e v piipadé rozpadového kanalu lezi odpovidajici fyzikélni
oblast celd wuniti (piipadné véetné ¢asti hranice) zminéného trojihelnika.
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B.1 Ulohy

U.B.1. Uréte fyzikalni oblasti a alespoii kvalitativné je vyznacte v od-
povidajicim Mandelstamové diagramu pro piipad, kdy ¢astice 1,---,4
ve formuli (B.1) pfedstavuji

)1=2=3=4=p,

i)1=3=p, 2=4=7",

ifi)1=3=p, 2=4=4,

iv)l=K", 2=3=7", 4=7,

vil=p", 2=p, 3=¢, 4=1,.

Neutrina povaZujte za nehmotnd. Hmoty zbyvajicich ¢astic maji ndsle-
dujici (zaokrouhlené) hodnoty:

m, = 938 MeV, m, = 140 MeV, my = 494 MeV, m,, = 106 MeV,
m, = 0.5 MeV.
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