Kapitola 1

Tenzorovy souc¢in matic

Definice 1.1. Bud F komutativni téleso. Pro matice A € F"*™ a B € F™** definu-
jeme tenzorovy sou¢in A ® B jako matici o rozméru mr X ns zapsanou blokové:

AnB  ApB - AuB
A 2 Bo— AQ.lB AQQB cee AQnB
A.B A,»B - A,.B

Poznamka 1.2. Tenzorovy soucin matic Ize definovat i nad nekomutativnimi télesy;,
ztraci vSak naprostou vétsinu svych zajimavych vlastnosti. Budeme tedy v celé
kapitole uvazovat pouze komutativni télesa.

Pozorovani 1.3. Pro tenzorovy soucin matic A € F™*" a B € F"™** plati, Ze
(A® B)(i—1)r+k,(j—1)s+¢ = Aij Bre. (1.1)

Piiklad 1.4. Mé&jme napiiklad matice A € R?*?, B € R3*2,
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Poznamka 1.5. Jde vidét, Ze tenzorovy sou¢in neni komutativni. Plati vSak, Ze
matice A® B a B® A se lis{ pouze permutaci fadki a sloupci; jsou-li navic A a B
¢tvercové, pak plati A® B ~ B® A.

1.1 Zakladni vlastnosti tenzorového souc¢inu

Pozorovani 1.6. Tenzorovy soucin je linedrni v obou argumentech, tedy plati, Ze

A® (aB+C)=a(A®B)+ A C
a (@A+B)®C=a(A®C)+B®C,

maji-li vyrazy na pravych strandch smysl.

Véta 1.7. Budte A, C' matice, které lze v tomto poradi maticové ndsobit, a B, D
matice, které lze v tomto poradi ndsobit. Pak lze ndsobit i matice AQ B a C®D a
plati:

(A® B)(C® D) = AC ® BD.

Diikaz. Matice A a C' lze nasobit, plati tedy, ze A € F™*°, C € F°*" podobné

B e F"™*4 D € F?7*°. Podle definice A ® B € F™"*% a C ® D € F°?", Piislusné

dimenze tedy sedi a my muzeme matice A® B a C ® D v tomto poradi nasobit.
Tenzorové souciny matic A, B a C, D vypadaji takto:

AnB AsB -+ A B

AQB = Ag'lB AQ.QB . AQIOB |
AuB AppB - A,B
cnD CiD --- C1.D
CoD— OQi]_D CQ?D .. CQTLD
CnD CpD -+ CpD

Jak vime, sou¢in matic mizeme téz psat blokové a pouzit pritom stejny zapis jako
pri nasobeni po prvcich. Toho pro prehlednost vyuzijeme:

e} o

(A@ B)(C®D)], =Y [A®B],[C®D], = (AxB)(CyD)

k=1 k=1

ij’

= AuCy;BD = (AC);;BD = [AC ® BD]
k=1

kde v poslednim kroku jsme pouzili definici tenzorového soucinu. O

Poznamka 1.8. Upozoriiujeme ¢tenafe na pouziti indextt v minulém dikazu. In-
dexy ij myslime ij-ty blok matice, tj. [A ® B];; = A;;B. PiSeme-li v8ak indexy
pouze u matice, kterd vystupuje v tenzorovém soucinu na prvnim misté, myslime
tim skutecné jeji prvek, tj. (A);; = A;;; z definice tenzorového soucinu totiz vyplyva,
ze prvek prvni matice odpovida bloku matice tenzorového soucinu. Vérime, ze tato
lehké neduslednost nepovede ke zmateni ¢tenéfe.
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Véta 1.9. Jsou-li A, B requldrni matice, je jejich tenzorovyj soucin rovnéz requldrni
matice a plati:

(AB)'=A"19 B

Diikaz. Obé tvrzeni budeme dokazovat soucasné; plati totiz ekvivalence A je re-
gularni < existuje A7L. Upravime vyraz (A ® B)(A™' ® B™!) pomoci piedchozi
véty:

(AB)Y (A ' @B ) =(A"A) (B 'B) =1, I, = L,

kde m je pocet fadku matice A, r pocet radki matice B. Posledni krok si laskavy
¢tendr jisté rad sam rozmysli. O

Véta 1.10. Je-li A € F™™ podobnd A, B € F**™ podobnd B, pak také
A®B~A®B o AL +1,9B~A®I,+1,®B.

Diikaz. 7 definice podobnosti matic existuji matice R, S regularni takové, ze A =
R7'AR a B = S7'BS. Pro tenzorovy soucin tedy plati

A® B = (R'AR)® (ST'BS),
v obou zavorkich pouZijeme na vyrazy R~'A a S~!'B dvakrat vétu 1.7:
=(R'A)®(S'B)(R®S)=(R'®S A B)(R®S),
a dale na prvni zavorku vétu 1.9:
= (R®S) (A®B)(R®S).

Protoze tenzorovy souc¢in regularnich matic je regularni matice, prvni ¢ast tvrzeni
je dokazana.

Druhou ¢ast ukazeme snadno aplikaci prvni, ponévadz jednotkové matice muze-
me rozepsat jako I, = S7'I,,S, podobné I,,. Dostavame tedy

A® I, +1,®B=(R'AR)® (S'I,S) + (S7'I,S) ® (R"'BR)
—R®S) VAR L)R®S)+(RS) ' (B, (R®S). O

Véta 1.11. Pro libovolné matice A, B plati
(Ao B)"=AT"®B".

Dikaz. Bud A € F™*" rozméry B jsou lhostejné.

AnB  ApB - AB

Ay B AypB - Ay,B
agpo | PP B

A.B A,»B --- A,..B
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Pro blokovy zapis libovolné matice

_ (A A e AT (AL AS
A—(A3 A4> plati, ze A _(Ag AT)

Proto podle pfedchoziho a z definice tenzorového sou¢inu

AHBT AngT tee AmlBT
ApBT ApBT oo A,BT

(AeBT=|""" 7 VAT -
A,BY A,,BT .- A,,BT

1.2 Spektrum tenzorového soucinu

Poskytneme ¢tenaii dvé véty popisujici spektrum tenzorového soucinu. Jedna se
bude tykat vlastnich vektort, druhéd charakteristického polynomu.

Véta 1.12. Budte x vlastni vektor matice A € F™*™ k vlastnimu ¢islu X a y vlastni
vektor matice B € F™" k vlastnimu ¢islu p. Pak v @ y € F™* je vlastni vektor
matice A® B, resp. A® I, + I, ® B k vlastnimu ¢islu A\, resp. A + .

Diikaz. 7 predpokladi vime, ze Ax = Az a By = py. Z vyuzitim predchozich vét
tak dostavame

(A B)(z®y) = Ar ® By = A @ uy = M\u(z @ y)

(AL, +1,®B)(z®y)=Ar® I,y + I,,x ® By
=Mz @y)+tpuleey)=A+p(rey). O
Véta 1.13. Necht'F je komutativni, a navic algebraicky uzaviené téleso. Budte A €
Fmxm g B € F™*" dvé ctvercové matice 7adi m a n s charakteristickymsi polynomy

m n

pa(t) = H()‘z —t) a pp(t)= H(Mj —t).

i=1 =1

Pak pro charakteristické polynomy matic AQ B a AR I, + I, ® B plati

pass(t) = [T TN — 1), (1.2)
=1 j=1

PAeI+1,0B(t H H (A +p5 —t). (1.3)
=1 j5=1



Diikaz. Vétu ukdZzeme nejprve pro horni trojuhelnikové matice A, B. Takové matice
maji na diagonéle kofeny svého charakteristického polynomu:

A A Ay oo A

0 Ay Ay -0 Ay 1 B oo ?m
A=lo 0 N : . B=| "

) i : B(n_

: : ’ Alm—)ym (n=1)n

0 0 - 0 Ap 0 U

Tenzorovy sou¢in A ® B bude opét horni trojihelnikova matice a jeji diagonalni
prvky, a tedy i kofeny charakteristického polynomu pagp(t), budou

A1M17>‘1M27"‘7/\1Mna A?Mla)‘Q/'LQa"'?A?:unv 7)\mlu’17Am/~L27"'7AmMTL'

Z toho uz dostavame platnost rovnosti (1.2).

Podobné matice A ® I,, + I,, ® B bude horni trojuhelnikova a na jeji diagonale
budou souc¢ty prislusnych diagonalnich prvkiu matic A a B, tedy plati také rovnost
(1.3).

Nyni musime rozsitit platnost obou rovnosti na obecné matice, coz udéldme
s pomoci véty 77. Vime, Ze pro libovolné matice A, B existuji trojihelnikové matice
Ay e F™*m By € F**™ takové, 7e A ~ A a B ~ B. Potom matice A® Ba A® B
jsou podobné a maji stejny charakteristicky polynom; stejné tak A ® I, + I,, ® B
a A® I, + I, ® B jsou podobné. Spolu se shodnosti charakteristickych polynomi
pa(t) =p;(t) a pp(t) = pa(t) toto jiz dava tvrzeni véty. O

1.3 Maticové rovnice
V této podkapitole se budeme zabyvat feSenim maticovych rovnic

AXB=C, (1.4)
resp. AX+XB=C (1.5)

pro znamé matice A € F™*™ B € F»" (C € F™" a neznamou X € [F"™*",
Po télese F pozadujeme pouze jiz zminovanou vlastnost komutativity. Zjevné se
jednéa o line4rni rovnici, chceme tedy najit jeji matici a pravou stranu, a ukézat
korespondenci mezi feSenim vektorové a maticové rovnice. Abychom rovnice fesili

7
budeme potiebovat prevadét matice z F™*™ na vektory z F™".

Definice 1.14. Bud X € F™*" matice. Pak definujeme vektor [X| € F™" tak, ze
napiSeme vSechny sloupce matice X pod sebe do jednoho sloupce:

Xol

X.2

[X] = '
X.n



Pfimo z definice vidime, Ze zobrazeni [-| : F™*™ — F™" je linearni a bijektivni,
tedy je to izomorfismus.

Nyni se jiz vénujme rovnici (1.4) a zapisme ji po slozkach:

(AXB)j; =Y > AypXyBy = ZZ i Bej) Xne = Cij.

k=1 ¢=1 k=1 ¢=1

S vyuzitim (1.1) plati, ze

X = [ X (e=1)mt#,15
Az’szEj = (BT ® A)(jfl)eri,(Zfl)erka
Cij = (01 (j—1)m+i,15

coz uz s vétou 1.9 dava nésledujici tvrzent:

Véta 1.15. Budte A € F™*™, B € F*™*" o C' € F™*™ matice. Pak matice X € F™*"
je Tesenim rovnice AXB = C' prdvé tehdy, kdyz vektor [X| je Tesenim rovnice
(BT ® A)[XT] = [CT.

Specidlné resent je jednoznacné pravé tehdy, kdyz obé matice A, B jsou requldrni.

Piiklad 1.16. Resme s vyuzitim této véty rovnici

1 0 0\ /X1 Xio 30 11
0 2 1 Xgl X22 (1 4) - 3 0
1 4 1)\ X5 Xso 6 0
~ ~\~ ~ ~\~ H/_/
A X B C
Tato rovnice je ekvivalentni rovnici s rozsifenou matici soustavy
30 001 0 0]1 1/4
0 6 3 0 2 1|3 3/8
312 3 1 4 1|6 1/4 L/ 1/4
= [X] = = X=1[3/8 —1/8
0 0 04 0 0]1 1/4 /4 1/4
0 0 00 8 4]0 —1/8
0 0 0 4 16 4|0 1/4
(B"@ A [CT)

Podivejme se nyni na rovnici (1.5) a pomoci znalosti feseni rovnic tvaru (1.4) ji
upravme:

AX +XB=0C,
AXI, +I,XB=C,

AXI, =Y A I,XB=C-Y,
(LeoAXT=[Y] A (B"®L,)[X]=[C]-[Y],
(I @ A)[X] + (B" ® L,,)[X] = [C],

(I,@ A+ BT ® I,)[X] = [C].

Tyto tpravy muzeme shrnout do véty.



Véta 1.17. Budte A € F™*™ B € F**" q C' € F™*" matice. Pak matice X € F™*"
je feSenim rovnice AX + XB = C prdvé tehdy, kdyz vektor x = [X| je FeSenim
rovnice (I, ® A+ BT @ I,,)x = [C].



