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Kapitola 1

Diferencovatelné variety

Geometrickymi vlastnostmi matematickych struktur se zabyvaji dvé zakladni oblasti ma-
tematiky:

e Algebraickd geometrie zkouma utvary v daném prostoru (R", C*,CP", ...) za-
dané jako mnozina feSeni (systémil) polynomialnich rovnic, tzv. algebraické variety
(angl. variety), které mohou obsahovat riuzné typy singularit, viz napf. z -y =0 v
R?[z,y]. Jedna se o velice abstraktni oblast matematiky.

e Diferencialni geometrie, neboli globalni analyza, zkoumé topologické prostory,
které jsou lokdlné ztotoznitelné s R", ze kterého se na né prenasi pojmy znamé z
analyzy. Podstatné jsou vnitini vlastnosti a jejich popis v rtznych souradnicich,
nikoliv zptusob vnoreni do néjakého vektorového ¢i afinniho prostoru. Zakladnim
pojmem je tzv. diferencovatelna (neboli hladka) varieta (angl. manifold).

My se budeme vénovat zdkladnim pojmum druhé jmenované. Nejprve uvedme par
definic:

Definice 1.1. Topologicky prostor (M, 7) je Hausdorffav pravé tehdy, kdyz pro kazda
dvé riznd x,y € M navzijem ruzna existuji U = U° > z, V = V° > y takova, Ze

Unv =0.

Definice 1.2. Necht {U,}aer € 7,{Vs}ges € T jsou dvé oteviena pokryti topologického
prostoru (M, 7), tj. Upe; Ua = M = Ugc; Vs, pak {Vs}pes je zjemnénim {U, }aer prave
tehdy, kdyz pro kazdé g8 € J existuje a € I takové, ze Vi C U,.

Definice 1.3. Oteviené pokryti {U,}aer topologického prostoru (M, 1) je lokalné ko-
nec¢né pravé tehdy, kdyz pro kazdy bod x € M existuje koneéna podmnozina J C [
takova, ze Va € I\ J plati = ¢ U,

Definice 1.4. Topologicky prostor (M, 1) je parakompaktni pravé tehdy, kdyz ke kaz-
dému otevienému pokryti {U, }.c; existuje lokalné kone¢né zjemnéni.

Definice 1.5. Necht (M, 1) je topologicky prostor, U = U° C M,V = V° C R". Pak
homeomorfizmus ¢ : U — V nazyvame mapa ¢i lokalni souiadnice na M. U nazyvame
souradnicové okoli v M.

Definice 1.6. Oteviené pokryti {U, }acr topologického prostoru (M, 7) vybavené mapami
Yo : Uy = @a(U,) C R™ nazyvame atlas na M a n nazyvame dimenzi atlasu. Atlas
obvykle zna¢ime {(Uy, ¢a) taer. (Piipomenme, Ze ¢, (U,) = (9a(Uas))° C R™.)

3



Poznamenejme, Ze existence atlasu vyrazné omezuje moznou strukturu uvazovaného
topologického prostoru, nebot znamené, ze topologicky prostor je lokalné homeomorfni R"™.
Dimenzi topologického prostoru vybaveného atlasem rozumime dimenzi daného atlasu,
dim M = n. Z konstrukce je zfejmé, Ze libovolné dva atlasy na stejném topologickém
prostoru musi mit stejnou dimenzi.

Oznac¢me C* prostor hladkych, tj. libovolnékrat diferencovatelnych, funkeci, a C* pro-
stor analytickych funkei (tj. funkei, jejichz Tayloriav rozvoj konverguje v okoli kazdého
bodu).

Definice 1.7. Bud k € N, popi. k € {oco,w}. Atlas {(Ua, ¥a)}aer na M je t¥idy C*
praveé tehdy, kdyz zobrazeni

Tag:g%»wp;l Z(pa(UaﬂUﬁ) CR”—)(pg(UaﬂUg) Cc R"” (1.1)
je t¥idy C* pro vechna «, 8 € I takova, ze U, N Uz # 0.
Definice 1.8. Zobrazeni 7,5 (1.1) z pfedchozi definice nazyvame pfechodova funkce.

Definice 1.9. Mapa (U, ¢) je C*—kompatibilni s atlasem {(Us,, 0a)}acr & (Va € I :
UNUy #0) (pao@™t 1 o(UNU,) — 0o (UNU,) je tiidy C* a soudasné ¢ o ¢ je t¥idy
C* tj. po .t je difeomorfizmus titdy C*).

Standardné budeme uvazovat C*°, tj. funkce libovolnékrat diferencovatelné.

Definice 1.10. Atlas {(U,, ¢a)}acr tiidy C* na M je maximalni pravé tehdy, kdy?z
obsahuje viechny mapy s nim C*-kompatibilni. Maximalni atlas tiidy C'> na M nazyvime
diferencovatelna ¢i hladka struktura na M.

Definice 1.11. Topologicky Hausdorffiv parakompaktni prostor (M, ) vybaveny dife-
rencovatelnou strukturou nazyvame diferencovatelna varieta (neboli hladka varieta).

Misto parakompaktnosti se ¢asto zada silnégjsi podminka, a sice aby byl prostor (M, 7)
lokalné kompaktni (tj. kazdy bod p ma kompaktni okoli neboli kompaktni mnozinu
obsahujici otevienou mnozinu obsahujici p) se spo€etnou bazi topologie, to znamena,
ze existuje spocetné indexova mnozina I a {U,}taer @ Uy = US takoveé, Ze kazda oteviena
mnozina V' je sjednocenim mnozin z {Uq }aer, tj. 3J C 1 :V =, Ua-

Diky lokdlnimu ztotoznéni topologického prostoru M s prostorem R™ pomoci atlasu
muzeme na M derivovat, zkoumat hladkost atd. Vétsinou se setkame s varietami pokry-
tymi nejvyse spocetnym systémem map. Pak lze topologii 7 prevést pomoci ¢! z R”
a nemusi byt zadédna predem. Maximalita atlasu se vyzaduje za tcelem jednoznacnosti
pojmu varieta. Pri praktickém pocitani pouzijeme spiSe atlas s minimalnim poc¢tem map.

Pokud chceme vyznacit, Zze na zadané varieté M pracujeme v konkrétnich zvole-
nych soufadnicich (zy,...,2,), pouZivime pro zadani variety Casto zkracené oznaceni
Mlzy, ..., x,|. AZ zavedeme orientaci variety v kapitole 10, budeme téz predpokladat, ze
takto vyznacené soutadnice (z1,...,x,) jsou kladné orientované.

Definice 1.12. Spojité zobrazeni ¢ : M — N dvou diferencovatelnych variet M a N je
hladkeé (tj. tiidy C'*) pravé tehdy, kdyz pro kazdou mapu (U,, p.) z atlasu M a pro
kazdou mapu (Vj,1) z atlasu N, kde ¢(U,) N'Vz # 0, je zobrazeni 15 o ¢ o ¢ ! :
0a(Us NV (V3)) C R™ — 4h5(¢(Uy) N V) C R™ hladké, kde m = dim M a n = dim N.

U variet budeme déle vzdy implicitné uvazovat zobrazeni, ktera jsou hladké, nebude-li
vyslovné uvedeno jinak.



Definice 1.13. Hladkou bijekci ¢ : M — N takovou, Ze ¢! je téZ hladké, nazyvame
difeomorfizmus variet M a N.

Difeomorfni variety povazujeme za ekvivalentni a pro praktické ucely je ztotoznujeme,
napt. S? ~ CP' (viz cvicen).

Diferencovatelné variety v mnoha pripadech zadavame pomoci vazeb, tj. jako vzor
F&Y(y0) n&jakého vybraného bodu yo € R” pii daném zobrazeni F : R™" — R". Topo-
logii na F=Y(y,) uvazujeme indukovanou z R"*" (indukuje se tak lokalni kompaktnost,
spocetna béze a to, ze prostor je Hausdorffav), mapy vytvarime pomoci véty o implicitni
funkci. Jeji aplikaci dostavame néasledujici vétu.

Véta 1.14. Bud F: R™™ — R" tiidy C®, y, € R,
FD(yo) = {x € R F(x) = yo} # 0 (1.2)

a necht pro viechna » € F(V(yy) plati rank dF(z) = dimR" = 7. Pak F((y,) je
diferencovatelnou varietou dimenze n s mapami vytvofenymi s vyuzitim véty o implicitni
funkci.

Mame-li dvé variety (M, 7, {(Ua, o) tacr), (N, 0, {(Vs,¢3)}ges), dim M = m,dim N =
n, pak lze na M x N pfirozené zavést sou¢inovou topologii 7 X o (oteviené mnoziny jsou
kone¢né priniky kartézskych soucint otevienych mnozin a libovolna jejich sjednoceni). S
mapami Yo : Uy X Vi = R™ X R", xa5(u,v) = (pa(u),5(v)), je pak takova mnozina
M x N (m + n)-rozmérnou diferencovatelnou varietou.

Pokud ¢, : U, — R?*" = C", tak miiZze nastat situace, kdy jsou vSechny precho-
dové funkce 7,5 : C" — C" na svém definicnim oboru holomorfni. Pak rikdme, Ze atlas
(Un, ¢a) je holomorfni a definuje n-rozmérnou komplexni varietu. Kazda n-rozmérna
komplexni varieta je 2n-rozmérnou realnou varietou, opacné implikace obecné neplati.
Vzhledem k rfiznym moznym zptisobtim ztotoznéni R?" a C" miZe jedna 2n-rozmérna
realnd varieta odpovidat mnoha (i nekone¢né) neekvivalentnim strukturam komplexni
variety.

1.1 Cviéeni

Cwiceni 1.1. Ukazte, ze R™ se standardni topologii je lokalné kompaktni Hausdorffuv
topologicky prostor se spocetnou bazi topologie.

Cvicend 1.2. Ukazte, ze pokud mnozina M je vybavena koneénym systémem podmnozin
{Ui}i617 Uie[ Ul =M a leekCi w; - Uz — 901<U1) C R" takovym, ze

Tij = 050 0 oswiny) © iU N U;) = (U N U;)

je homeomorfismus kdykoliv je U; N U; # 0, je moZné na M zavést prirozenym zpisobem
topologii takovou, Ze {(U;, ;) }ier je atlas tifidy C° na M. Pokud vsechna 7;; jsou t¥idy
C*, mame atlas t¥idy C*.

Cicent 1.3. Ukazte, 7Ze sféra
S?={(z,y,2) € R*|2* +9* + 2* =1}

je diferencovatelnou varietou.



Ndvod. S? je topologicky prostor s topologii indukovanou z R3. Zkonstruujeme atlas
tvoreny dvéma mapami

Uy = S? — {(0,0, 1 Uy — RYU, V] : S
N {( » Yy )}7 PN N — [ ) ] SON(‘xay?Z) (14—2’14—2 )
T _
US :Sz_{(oaovl)}a PYs - US —>R2[U,U] : (PS(Z',Z/,Z) = (1 —Z’ 1 _yz) .
(1.3)

Ukazte, Ze zobrazeni ¢y g piifazuji bodtim z S? prinik primky spojujici dany bod (z, vy, 2)
s jiznim, resp. severnim, polem (0,0,—1) ((0,0,1)) s rovinou xy, s otocenim orientace
v pripadé mapy ¢g. Jedné se o tzv. stereografické projekce. Ovéite, Zze se jednd o
homeomorfismy. Naleznéte pfechodovou funkci

TSN(U,U):( . 7 ) (1.4)

u? + v?’ u? 4 v?

a ukazte ze je tiidy C'*° na svém definiénim oboru a podobné jeji inverze.

Vzhledem k tomu, Ze uvedené mapy lze reinterpretovat jako zobrazeni do C, z = u+iv,
Z = U +1iV a prechodové funkce maji pak tvar 7oy(z) = I, 7s(Z) = £, tj. jsou
holomorfni, jedna se téz o komplexni varietu.

Cvicend 1.4. Ukazte, Ze komplexni projektivni prostor
CP" = {C—span{v}|v € C"™, 7 # 0}

je diferencovatelnou varietou dimenze 2n a téz komplexni varietou dimenze n.

Ndvod. Systém soutadnicovych okoli a map konstruujeme nésledovné: zavedeme sou-
fadnice na C"™' : ¢ = (vg, vy, ..., v,) a definujeme okoli

Ui = {C—span{@}[5 € C™*', v, # 0},

Vo V1 Vi—1 Vit1 (Y
@; 1 U — C" ~ R™, gpi(vo,vl,...,vn):(—,—,..., = ,...,—n).
Vi U; (5 V; V;
kde i = 0,...,n. Naleznéte odpovidajici prechodové funkce a ovéite jejich hladkost, resp.

holomorfnost.
Obdobné lze definovat téz redlny projektivni prostor

RP" = {R—span{v}|v € R""! ¥ # 0}

jako diferencovatelnou varietu dimenze n.
Cviceni 1.5. Ukazte, Ze komplexni projektivni prostor CP! = {C—span{v}|7 € C?, ¥ # 0}
je izomorfni sfére S2.

Ndvod. Vhodnym zptisobem ztotoZnéte obrazy map v CP! a S? a ovéite, Ze je to
konzistentni pii prechodu k jinym mapém.



Kapitola 2

Tecné vektory k varieté

Chceme zavést na diferencovatelné varieté obdobu te¢ného vektoru k plose ¢i kiivee a de-
rivace ve sméru vektoru v R™. Vzhledem k tomu, Ze neméame k dispozici vektorovy prostor,
do néhoz by nase varieta byla vnorend a v némz bychom mohli tecné vektory konstruo-
vat, mame zobecnénim vlastnosti te¢nych vektori ke kiivkam a plocham dvé prirozené
moznosti: definovat tecné vektory pomoci kiivek a pomoci zobrazeni z prostoru hladkych
funkci na varieté do realnych ¢isel, odrazejictho vlastnosti smérové derivace. Nejprve obé
moznosti prozkoumame a pak ukazeme, ze takto zkonstruované pojmy tecéného vektoru
jsou ve skutecnosti matematicky ekvivalentni.

2.1 Zavedeni tecného vektoru pomoci krivek

Definice 2.1. Hladké zobrazeni v : (a,b) — M, kde a < 0 < b, nazyvame (hladka)
k¥ivka na varieté M vychazejici z bodu py = (0).

Definice 2.2. Vektorovy prostor hladkych (C*°) funkei na varieté M znac¢ime C*°(M).

Zavadime ekvivalenci mezi kiivkami vychazejicimi z py € M:

. d d _ -
Y~y e E(fOV) = E(fOV) , VfeC™(M). (2.1)
t=0 t=0
Protoze fo~:(a,b) CR—R a0 € (a,b), mé derivace %‘t:ﬂ smysl.

Definice 2.3. Te¢ny vektor X k varieté M v bodé pg € M je tiida ekvivalence kiivek
[v] vychézejicich z bodu py.

Definice 2.4. Derivace funkce f ve sméru teéného vektoru X =[], f € C>°(M),
je pro libovolnou 7 € [v] dana vztahem

d
Xf=S(rom)| 2.2
dt 0

7, definice ekvivalence kiivek je ziejmé, Ze derivace funkce ve sméru te¢ného vektoru
nezavisi na vybéru kiivky reprezentujici tiidu ekvivalence.

Uvazujme nyni lokalni souradnice z° = ¢'(p), kde p € U = U°®, ¢' : U — R, a zvolme
po € U s lokdlnimi soufadnicemi x{, = ¢*(py) a libovolnou funkci f € C*°(M). Realnou
funkci

F=fop:pU)=pU)° CR" =R (2.3)



nazyvame vyjadieni funkce f v lokalnich soufadnicich ¢ (& soufadnicich (z%)). Vét-
Sinou ji znac¢ime stejné jako samotnou funkci f a pouzité soufadnice vyplyvaji z kontextu.
Nésledné miizeme teény vektor ztotoznit se smérovou derivaci

X = Xn:X"
=1

kde X' = X¢' = L(o 07)|t:0 € R. Vsimnéme si, Ze ¢’ o7y je i-ta slozka k¥ivky v v
soufadnicovém vyjadieni .

Divodem pro ztotoznéni te¢ného vektoru a jemu odpovidajici smérové derivace (2.4)
je skutecnost, ze dle vztahu pro derivaci slozené funkce mame pro libovolnou hladkou
funkci f € C>(M):

>ox
=1

: (2.4)

zo

0
oxt

0
oxt

(fop™)

0 “.d, .

: =) —(¥o7)
ox’ 12—1: dt -0
d _
= 5 (fep oo

(kde zf = ¢"(7(0))). Tedy X f =>"" , X" 831-
Obvykle piseme -2

Izt ¢(po)
dfeni v souradnicich pouzitych v daném vyrazu.

Zo Zo

d

=g . @y

t=0

zo
, tj. ztotoznujeme bod a jeho soutfadnicové vyja-

. )
0 misto B

Pozndamka 2.5. Soufadnice az na vyjimky piSeme s hornimi indexy. Nadale budeme vyu-
zivat sumacni konvenci — index vyskytujici se jednou nahofe a jednou dole se sc¢ita od
1 do dimenze variety.

Necht X = (X?) € R™. Pak zobrazeni X : C*(M) — R definované jako X = X -2

. dz* Ipo
je pusobenim te¢ného vektoru [v], kde kiivku v je v soufadnicich (z') moZzné zapsat
naptiklad ve tvaru v/(t) = z*(po) + t X°.

Pfi zméné soufadnic (z°) — (Z') se soufadnicové vyjadieni te¢ného vektoru méni

pqdle vztahu pro derivaci slozené funkce: X' = Sai(y(t))]_, a X' = L (y(1))|,_, =
o, %xj(’y(t))‘tzo = 9%\ XY, z &ehoZ plyne vztah
Ppo po
-0 0Tt 0 .0
X=X o) =X | | =X (2.6)
v bo v p z po v po

2.2 Zavedeni tecného vektoru pomoci zobrazeni

Definice 2.6. Te¢ny vektor X k varieté M v bodé p € M je zobrazeni X : C*°(M) — R
vyhovujici nésledujicim podminkam:

1. X(af+9)=aXf+ Xg, Vf,ge€C>®(M), VacR, tj. linearita,
2 X(fg) = f(0)(Xa) + (XF)g(p), Vf.g € C=(M), tav. Leibnizovo pravidlo,
3. Vf,ge C®*(M): U =U°>0p, fly = 9|y, = Xf = Xg), tzv. lokalita.

Véta 2.7. Uvedené dvé definice te¢ného vektoru jsou ekvivalentni.



Dikaz. X = [y] - X = Xi%,Xi = %(gpiov)hzo spliuje linearitu, Leibnizovo
pravidlo i lokalitu.

Naopak, mé&me X : C°(M) — R vyhovujici vlastnostem uvedenym v definici 2.6.
Definujme X' = X¢', kde ¢ = (z°) jsou soufadnice na okoli U bodu p. K tomu piisné
vzato potfebujeme ¢ jako funkci na celém M, k jejimu definovani vyuZijeme podminku
lokality. Necht U; C U, jsou vzory otevienych do sebe vnofenych kouli v R™ N ¢(U) se
stfedem v bodé ¢(p), tj. Uy C Us C U. Predpokladejme pro uréitost, ze koule ¢(U;) ma
polomér € a ¢(Us) polomér 2¢. Definujeme:

@’i — Q}i na Ul;
@i =0 na M \ Ug,
@' = hladké interpolace na Us \ Ur.

Existence vhodné interpolujici funkce se ukaze vyuzitim nasledujici funkce g(z) € C*(R),
viz [4]: uvazime nejprve funkei f(z),

f(q;): exp(ﬁ), 0<ZU<1,
0, z <0nebol < zx.

Tato funkce je hladka na R, jak se snadno ovéri jejim explicitnim derivovanim a limitami
r — 0% az — 17. Nasledné se jeji integraci definuje nova hladka funkce g(z),

o L Sw)dy
g9(z) f01 f(y)dy’ (2.7)

kteréa je hladka na R, rovna 1 pro z < 0 a nulova pro z > 1.

1-
0.84
0.6

0.4+

T T T T g

0 02 04 06 0.8 1
x

Funlcee zx)

€

Zavedenim F(q) = g <M — 1) pak dostavame hladkou funkci F' na U rovnou 1

uvnitt koule U; a rovnou 0 mimo kouli Us. Jejim soucinem se souradnicovymi funkcemi
©' pak nachézime hledané @' na U, které hladce dodefinujeme na celou varietu M jako
nulovou funkci na M\U.

Z této konstrukce plyne existence @' € C®(M) a X' = Xz' = X @' nezavisi na

volbé Uy, Uy (diky podmince lokality). Definujme X = X¢ a?:i

vektoru podle prvni definice 2.3. Checeme ukazat, ze Vf € C°°(M) plati X f = X f. Funkce
f € C*(U,) (viz rozsifeni soufadnicovych funkei vyse) mé v lokalnich soufadnicich tvar
f(z', ..., 2"). Bez Gjmy na obecnosti zvolime souradnice tak, Ze o(p) = 0. Z Taylorova

. coz je vyjadreni tecného
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rozvoje pro funkei f plyne: f(%) = f(0) + 527 |5 + 9(7), kde g je né&jakd hladkd funkce

na okoli 0, g(0) =0, gﬁi 5 =0 a tedy:
1@ - 10) = | e
0

'd d ., .
:_/0 S(1—t) Sf(e7)
2

d ! d
=050k + [ (=03zr)
o
ox?
Pl [l
6+xxj/o (105900

-~

2

.0
1 ,..] o
i + /0 (1—t)z'x axi@xjf(m> dt

=

:.T

g(&)=x'ad g;; ()

kde g;;(Z fo (%Z aza fo 8331 aﬂ ——¢(tr) dt jsou n&jaké hladké funkce na

oblasti konvergence Taylorova rOZVOJe 7 hnearlty a Leibnizova pravidla plyne X (konst.) =
0atedy: Xf=0+ X° (2'a7 g;;(Z)). Pouzitim Leibnizova pravidla navic dosta-
vame X (z'zig;;(T)) = 0 nebot nam po jeho aplikaci ztistane v kazdém c¢lenu alespon

jedno 2’|, = 0. Celkem X f = X f a ob& definice tetného vektoru jsou tedy ekvivalentni.
[ |

Disledek 2.8. Mnozina te¢nych vektora k M v p € M méa piirozenou strukturu vekto-
rového prostoru.

Diikaz. Uvazovana zobrazeni C*°(M) — R tvoii vektorovy prostor, nebot soucet a
konstantni nédsobek zobrazeni spliujicich podminky v definici 2.6 je téz spliuje. W

Definice 2.9. Te¢ny prostor T, M k variet¢ M v bodé p € M je vektorovy prostor
tvofeny tecnymi vektory k M v p. Dimenze teéného prostoru k M v p € M je rovna
dimenzi variety, dim 7, M = dim M.

2.3 Cviceni

Cvicend 2.1. Uvazujte dvé variety M., kde ¢ = +1. Kazda je popsand dvéma mapami
01 1 Uy — R2, py : Uy — R? takovymi, ze

Ran((pl) = (0727T> X (_17 1)7 Ran((pQ) = (_7777) X (_17 1)
Prechodova funkce 715 mé defini¢ni obor ((0,7) U (7, 27)) x (—1,1) a je dana predpisem

T12(0,0) = (0,0), 0<6<m,

:<0_27T7€0—):(975—)7 7T§9§2’/T

Urcete, o jaké geometrické objekty se jedné.

Vysledek. Plast vélce, resp. Mobitv list.
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Ciceni 2.2. Uvazujte variety a mapy z cviceni 2.1 a bod py € U; N U,. Prevedte teény
vektor

0
X—Oé%

0
+ﬁa_0po

Po

vyjadieny v soufadnicich [0, 0] v mapé ¢; do soufadnic [0, 5] v mapé ¢s.

Vysledek. Vysledek se 1isi dle hodnoty 6(py):

* 0p) € (Om): X =gl + 57

9o Ipo ?

%pol

e O(po) € (m,2m) : X:a%‘pOjLﬁ 0

Cuiceni 2.3. Uvazujte varietu M = R* s mapami ¢; : M — Rt : p1(x) =z a vy : M —

R:y = ¢o(x) =In(z). Tetny vektor X = %|p0 € T,,M vyjadiete v soufadnicich y.
Visledek. X = L 41 = 1 df
Y zo dy|, expyo dy|,

Cviceni 2.4. Uvazujte sféru S? popsanou stereografickymi projekcemi a teéné vektory
X, = %}p, Xy = %LD v bodé p € Uy NUg. Najdéte vyjadieni téchto vektoru v souradni-
cich [U, V] na Uy.

Visledek. X, = (V? = U?) 55| =20V 55| .

Xo =20V g| + (V2 =U?) 55 -

Cviceni 2.5. V R? uvazujte kartézské soutadnice [z, v, z| a sférické souradnice [r, 6, ¢],

x=rsinfcos¢p, y=rsinfsing, z=rcosb. (2.8)
Tecné vektory X; = a%|p’ Xy = a% , X3 = %|p a X, = (xa% —ya%)‘ pievedte do
p p

sférickych souradnic.

Ndvod. Je snazsi vyjadiit Jacobiho matici g%fg;g a urcit jeji inverzi nez pocitat vyja-

dfeni soutadnic 7, 6, ¢ pomoci x,y, z a nasledné pocitat parcialni derivace.

Vysledek.

) 0 cosfcosop O sing 0
Xy =sinfcos¢p —| + ——— | —— |
or|, 90|, rsinf 99|,
) ) 0 cosfsing 0 cosp 0
Xy = — 7 - =
2 = sinfsing ar|, r (‘%L rsing d¢| )’
X;;zcos@g‘ _smﬁg ,
or|, ro 00|,
0
Xy=—1 .
99|,
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Kapitola 3

Tecny bundle, vektorova pole,
integralni kiivky

V predchozi kapitole zavedené tecné vektory jsou vazany na konkrétni bod variety. Jsou
tudiz vhodnymi objekty k popisu napt. rychlosti ¢astice v konkrétnim bodé jeji trajektorie
(jak je ostatné vidét i z jejich definice pomoci t¥id ekvivalence kiivek). V fadé situaci v
matematice a fyzice se ale setkavame s tim, Ze vektor je zadan v kazdém bodé prostoru,
napt. vektor intenzity elektrického pole. V této kapitole si proto zkonstruujeme vhodny,
tomu odpovidajici, matematicky objekt, tzv. vektorové pole.

Zavedme disjunktni sjednoceni viech T,M, p € M:

T™ = [[ T,M = {X, € T,M| p € M}, (3.1)
pEM
tj. VelM&3dpeM,XeT,M:V=X.

Na T'M zavadime zobrazeni 7 : TM — M, n(X,) = p. Na T'M mutzeme pfiroze-
nym zpusobem zavést strukturu diferencovatelné variety. Bud {(Uy, 0o = (%)) }aer di-
ferencovatelny atlas na M, dim M = n. Pak zavedeme na T'M atlas {(Va, ¥a) }aecr, kde
Vo = 70(UL) a g : Vi = ¢a(Uy) x R™ jsou definovany piedpisem:

0

Va(Xp) = (2a(p), - 22 (), Xa(p), -, X (), kde X, = Xi(p) 5| -

Zobrazeni 1, je bijekce. Zvolime na T'M takovou topologii, aby bylo 1, i m spojité,
tj. vzory otevienych mnozin pii zobrazenich v, i m definujeme jako oteviené mnoziny v
T'M a doplnime jejich kone¢né priiniky a libovolna sjednoceni. Ptechodové zobrazeni ma

tvar (1a5 = 150051, X, = X} 82}.3‘ ):
P

Tap(Th -y tm, X0y X)) = (wp(xa), - - ah(2a), X5, .., X5),

. ozt . . s 2
kde X3 = Bmi? - X]. Zobrazeni 7,5 je hladké, nebot zobrazeni
«lp
. n
3
(XL, X" = 9751y
@ttt o a!lj'] «
[0}

p i=1

je hladké jako funkce 2n proménnych z’ a X* a pg o0 ¢, ' je hladké dle predpokladu.
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Definice 3.1. Diferencovatelnou varietu 7'M nazyvame teény fibrovany prostor (téz
teény bundle). T M je specialnim pfipadem tzv. fibrovaného prostoru.

Definice 3.2. Fibrovany prostor (angl. fibre bundle) je diferencovatelna varieta F,
nazyvané totalni prostor, vybavena nasledujicimi dodatecnymi strukturami:

1. Diferencovatelnou varietou M zvanou baze neboli bazova varieta se surjektiv-
nim zobrazenim = : E — M zvanym projekce a otevienym pokrytim {U,}aer,

Uper Ua = M.

2. Diferencovatelnou varietou F' zvanou typické vlakno s difeomorfizmy 1, : 7~ (U,) —
U, % F zvanymi lokalni trivializace spliiujicimi (m; je projekce na prvni slozku
kartézského soucinu U, x F):

T © ¢o¢ = 7T|7T(71)(Ua) .
Definice 3.3. Necht p € U, N Up. Zobrazeni 7,5(p) : F' — F takové, ze

(Vu € F) ((p, ap(p)u) = ¥ 003" (p,u)) ,

nazyvame prechodova funkce na vlakné pii prechodu z trivializace (U,,1,) do trivi-
alizace (Ug, ¥3).

Je tieba si neplést 7,5 s pfechodovou funkef u variet. Prechodova funkce na vldkné
je zobrazenim typického vlakna sama na sebe a parametricky zavisi na uvazovaném bodé
béazové variety.

Pozndmka 3.4. Fibrovany prostor (E, M, F,m,{(Us, ¥a)}acr) ¢asto zna¢ime jen E nebo
E 5 M, jsou-li dalsi struktury jasné z kontextu.

Casto klademe omezeni na pripustné lokalni trivializace: p¥ipoustime pouze takové
trivializace, kdy vSechny prechodové funkce na vlakné lezi ve vhodné vybrané grupé zob-
razeni F' — F, tj. ve vhodné podgrupé grupy vsech difeomorfizmi Diff(F'). Vybranou
grupu nazyvame strukturni grupa fibrovaného prostoru E. Muze jit o pfipady, kdy ma
F' dodatec¢nou strukturu, jako napt. vektorovy prostor nebo varieta s metrikou.

Pokud F' ma strukturu vektorového prostoru, je ptirozené pozadovat, aby strukturni
grupa fibrovaného prostoru E s typickym vlaknem F' byla grupa regularnich linearnich
operatori GL(F') nebo jeji vhodna podgrupa (napf. grupa ortogonalnich operatori v
ptipadé vektorového prostoru se skalarnim sou¢inem). Takovy fibrovany prostor nazyvame
vektorovy fibrovany prostor.

Definice 3.5. Pro dané p € M nazyvame 7(~Y(p) vlakno nad bodem p. 7= (p) je
diferencovatelna varieta izomorfni typickému vlaknu F' (izomorfizmus neni uréen jedno-
znacné, pii zvolené trivializaci predpis pro néj zni:  — m(¥a(z)), x € 7V (p)).

Definice 3.6. Rez fibrovaného prostoru F definujeme jako hladké zobrazeni o : M —
E vyhovujici podmince 7 o 0 = id. Mnozinu vSech fezi E znacime I'(F).

Pozndmka 3.7. Rezy vektorového fibrovaného prostoru tvori vektorovy prostor vzhledem
k bodovému sé¢itani, (aoy + 02) (p) = aoy(p) + oa(p).

Definice 3.8. Lokalni fez na okoli U = U° C M je hladké zobrazeni o : U — FE spliujici
moo = id|,.
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Definice 3.9. Zobrazenim fibrovanych prostora (£, M, F,7) a (E,M,F,7) (angl.
bundle map) nazveme dvojici zobrazeni ¢ : E — F a ¢ : M — M vyhovujici podmince:
Togp=por.

Definice 3.10. Fibrovany prostor £ = M je trivialni, pokud existuje vzajemné jedno-
znané zobrazeni fibrovanych prostorat £ = M a M x F 5 M.

Definice 3.11. Vektorové pole X na varieté M je fez te¢ného bundlu, tj. X € I'(T'M).
Mnozinu v8ech vektorovych poli na varieté M znacime X' (M) nebo I'(T'M) (viz disledek
4.8 nize).

Jinak Feceno, vektorové pole piifazuje kazdému p € M tecny vektor X (p) € T,M

hladkym zptisobem, tj. v libovolnych souradnicich X (p) = X*(p) a?c“ kde X' € C>(U).

Definice 3.12. Integralni k¥ivka vektorového pole X € X (M) vychézejici z bodu
po € M je hladké zobrazeni 7 : (a,b) — M, a <0 < b, v(0) = py, takové, ze

d
N (t)

Y(t) = X|7(t) ‘ (3.2)
Pritom 4(t) je definovano jako teény vektor v v(t) € M urceny tiidou ekvivalence 7], kde
F(s) =yt +s), s€ (a—t,b—1t).

V lokalnich souradnicich mame integralni kiivku popsanu jako feseni autonomni sou-
stavy obycejnych diferencialnich rovnic

4
dt

Definice 3.13. Vektorové pole X € X (M) je aplné pravé tehdy, kdyz lze kazdou jeho
integralni kiivku rozsitit na integralni kiivku zobrazujici celé R do M.

() =X"((t),-..2" (1), 7(0)=1'(po), Vi€n, kder'(t) =2'(7(t). (3.3)

Sloucenim vSech integralnich kfivek vychézejicich z jednotlivych bodi variety do jedné
matematické struktury dostavame

Definice 3.14. Tok vektorového pole X € X (M) je zobrazeni Vx : U — M, kde
U=U°C MxRaMx{0} CU, takové, ze (Vp € M)(Ux(p,0) =p) a Ux(p,t) = 75 ()
je integralni kiivka vektorového pole X vychazejici z bodu p € M.

7 teorie diferencialnich rovnic vyplyva, Ze existuje pravé jedno hladké zobrazeni Wy
na ur¢itém maximalnim souvislém okoli U. Déle budeme ¢asto psat Wi (p) = Wx(p,t),
kde W% : M — M.

V lokdlnich soufadnicich (z%), kde jsme oznacili (z',...,z") = (z'(p),...,z"(p)),
mame:

Uy < (V) Vix V=R V=V CR" Vo=V CR, 0€V;:

o . .
=Wl (3.3 ) = X (Ui (3h ..., 3 ), Y@, ..., 3" eV, te s,

ot
Ui (2t ..., 8", 0) =3 V@' ...,3") e V.

Poznamenejme, ze konkrétni tvar integralnich krivek ¢i toku daného vektorové pole
samoziejmé zavisi na pouzitych souradnicich. Jak uvidime ve cvicenich, slozitost reSeni
soustavy (3.3) se muze v zavislosti na zvolenych soufadnicich dosti podstatné lisit. Lze
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ukézat, ze pro vektorové pole nenulové na okoli bodu p € M vzdy existuji lokdlni soutad-
nice na né&jakém, mozna mensim, okoli bodu p € M, v nichz ma dané vektorové pole tvar
X = 8%1. Bohuzel nalezeni téchto souradnic je ekvivalentni nalezeni toku vektorového
pole X.

Z autonomie soustavy (3.3) a véty o existenci a jednoznacnosti feSeni soustavy oby-

¢ejnych diferencialnich rovnic vyplyva

Diisledek 3.15. U5 o Ul (p) = Uit (p), pokud m4 leva strana smysl, tj. (U4 (p),s) €
U, (p,t) € U.

7 tohoto dusledku téz plyne, ze pokud dané integralni kiivka protne sama sebe, tak
uz se uzavira, tj. integralni kiivky jsou izomorfni budto otevienému intervalu (vé. celého
R) nebo kruznici.

3.1 Cviceni

Cviceni 3.1. V R?[z, y] uvazujte vektorova pole X; = :Ca% +3/a%> Xy = x(% — ya%. Najdéte
jejich integralni kfivky a urcete, zda jsou tato vektorova pole tplna.

Regeni. Pro X; mame rovnice pro integralni kiivku 7, (¢) ve tvaru

d , d

Efyl (t) = Em(%(t)) = x(’Yl(t)) - 711(t)7
SRt = Sun () = vin(t) =300),

1(0) =20, 77(0) = 0.
Tyto rovnice jsou na sobé nezavislé a separovatelné, tudiz nachazime feSeni ve tvaru
In(vi(t)) =t + Cy, In(v3(t)) = t + Cy. Dosazenim pocéateéni podminky pak mame
7(t) = (zoexpt,yoexpt) (= Uy, (2o, Yo, 1)) .
Analogicky, pro vektorové pole X5 mame rovnice pro integralni kiivku ~o(t) ve tvaru

Coa(t) = Satu(t) = —y(u(0) = —3(0),

%73 *) %y(%(ﬂ) = 2(72(t) = % (1),

75(0) = xo,  72(0) = yo.

Tuto soustavu obyc¢ejnych lineadrnich diferencialnich rovnic 1. faddu s konstantnimi koe-
ficienty fesime dosazenim feSeni v predpokladaném tvaru ~,(t) = (a,b) - exp(At). Tim
dostdvame soustavu homogennich lineédrnich rovnic:

Aa+b=0, —a+A-b=0.

Matice soustavy musi byt singulérni, aby existovalo nenulové feseni, tudiz

A1
-1 A
mame A = =+i. Po nalezeni odpovidajicich konstant a,b pro kazdou z uvedenych hodnot
A nachazime superpozici téchto feseni obecné feSeni nasi soustavy diferencialnich rovnic

ve tvaru

%(t) = (12(1),%(1) = Cr - (1, —i) - expl(it) + Co - (1,1) - exp(—it).
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Dosazenim pocéateéni podminky a tupravou vysledku do explicitné redlného tvaru ziska-
vame integralni kiivku ve tvaru

Y2(t) = (zgcost — yosint, xosint + yo cost) (= Vx, (zo, Yo, 1)) -

Evidentné obé integralni k¥ivky v, 72 jsou pro libovolnou poc¢atecni podminku definovany
pro libovolnou hodnotu t € R, obé vektorova pole jsou tedy tplna. Jako mnoziny bodu jsou
tyto kfivky v prvém pripadé polopiimky daného sméru vychazejici z poc¢atku souradnic,
ale jej neobsahujici, resp. konstantni kiivka ~;(t) = (0,0), v druhém piipadé kruznice se
stfedem v pocatku, resp. opét konstantni kiivka v(t) = (0, 0).

Cwiceni 3.2. Vektorova pole z cvifeni 3.1 pievedte do polarnich soutadnic [r, ¢], kde
r=rcosy, y=rsing (3.4)

a najdéte jejich integralni kiivky v téchto souradnicich.

Reseni. Dosazenim transformace te¢nych vektori pii zméné soufadnic dostavame

0 0 0 i 0
Xi=r— +y— =rcosp (cosgp— — smgp_) +
x dy

0 or r o Oy
+rsingp(sing@ﬁ+msgpi): 2
or r o Op or’
XQZx%_ %:rcosgp(sing@%jtcoi@%)—
—7rsing (cosgp2 — singpi) = 2
or r Oy Oy

Integralni kiivky maji proto jednoduchy tvar, v1(t) = (roexpt, o), Y2(t) = (ro, o + ).

Cvicent 3.3. Je vektorové pole X = z*:Z na R[z] tplné?

1
Visledek. W' (x) = £~ Neni definovano ¥; (), tudiz nenf tplné.

Cviceni 3.4. Najdste tok vektorového pole X = x% —yL + (22 +y?) L € T(TM), kde
M =R3[z,y, 2].

Visledek. Wi (z,y,2) = (zcost — ysint,xsint + ycost, z + (22 + y*)t).
Cvicent 3.5. Na S?[U, V] uvazujte vektorové pole X = (V2 — U?):2 — 2UV -2 na Uy.
Najdéte jeho integralni kiivky.

Resend. Resfme rovnice

U=V?>-U?  V=-=-2UV. (3.5)

Z druhé rovnice vylou¢ime U a dosadime do prvni rovnice, ¢imz ziskdme jednu diferencialni
rovnici druhého radu
Voo3(V)?
V3R ey
2V 4 V2
Po prenédsobeni integra¢nim faktorem % ji 1ze jednou zintegrovat na separovatelnou di-
ferencialni rovnici 1. fadu
L yp_cov
TH(VP=C-V.
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Néaslednym vypoctem kvadratury a dosazenim pocateéni podminky nachazime feSeni rov-
nice (3.5) ve tvaru

(1) = Up + t(U + V) Vo
= T2t + (U2 + V2 T+ 20, + 202 + VD) )

Cwiceni 3.6. Prevedte vektorové pole X z cvifeni 3.5 do soufadnic [u,v] na Ug, ukaZte,
7e vektorové pole X lze definovat jako hladké vektorové pole na celé sféfe S?, naleznéte
jeho tok v soufadnicich [u,v] a vysledek prevedte do souradnic [U, V].

Ndvod. Vyuzitim cviceni 2.4 méme X = %, tj. X Ize hladce definovat ve vSech bodech
pokrytych atlasem, coZ je celd varieta S?, U (u,v) = (u + t,v) a prevedenim pocatecni
podminky ze soufadnic [U, V] a vysledku do soufadnic [U, V] nachézime

\IﬂX(U,V):( U+t(U?+V?) % )

14 2tU +t2(U2 4+ V2) 14 2tU + t2(U% + V?)

Cuicent 3.7. Zjistéte, zda je vektorové pole z cviceni 3.5 po dodefinovani jako ve cviceni 3.6
uplné.

Ndavod. V tomto pripadé je tfeba dbat na to, ve kterém souradnicovém okoli se po-
hybujeme. Zdanlivé vektorové pole X = (V2 — U 2)% —2U V% uplné neni, nebot pro
Vo = 0 1ze pro kone¢nou hodnotu kfivkového parametru ¢ opustit souradnicové okoli Uy.
Nicméné po prevedeni do soufadnic [u, v] vidime, Ze v téchto soufadnicich problém zmizi,
limité |U| — oo odpovida bod (u,v) = (0,0), kterym integralni kiivka vektorového pole
X = % bez problému hladce prochazi. Vektorové pole X je tudiz tplné. Viz obréazek
integralnich kfivek nize. Poznamenejme, Ze integralni kiivky nejsou az na jednu vyjimku
uzaviené, limitné pro t — 400 vychézeji z a vchézeji do severniho polu N = (0,0, 1).
Ten ale lezi na samostatné konstantni integralni kiivce, nebot v ném je vektorové pole
X = (V?=U?)$& — 2UV 2 rovné nule.

.5

‘rllll?lll]‘ [

|
=
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Kapitola 4

Abstraktnéjsi pohled na vektorova pole

Na vektorova pole definovana v predchozi kapitole lze nahlizet jesté jinym zptisobem, ob-
dobné jako tec¢né vektory lze definovat jako teéné vektory ke k¥ivkam nebo jako zobrazeni
z prostoru funkci do ¢iselného télesa. Tento jiny tthel pohledu nam prirozenéji ukaze né-
které vlastnosti vektorovych poli. K tomu nejprve potiebujeme definovat nékolik pojmu
z oblasti abstraktni algebry.

Definice 4.1. Algebra A = (V,m) je dvojice tvofena vektorovym prostorem V nad
télesem realnych ¢isel a bilinedrnim zobrazenim m, nasobenim v algebie A,

m:VxV =V (4.1)

Mnozinu V nazyvame nosi¢ algebry A.

Pokud bude pouzité nésobeni m v algebfe A ziejmé z kontextu, ¢asto nerozliSujeme
mezi algebrou a jejim nosicem, A = V.

V matematice se takto zavedena algebra nékdy presnéji oznacuje jako (linearni) alge-
bra nad télesem R, nebot je mozné obecnéji uvazovat algebry jako moduly nad okruhy
vybavené binarni operaci nasobeni prvkii z modulu. Pro nase tcely jiné algebry nebudeme
potfebovat, proto privlastky linearni ¢i nad télesem R nebudeme uzivat.

Definice 4.2. Algebra (V,m) je:

1. asociativni pravé tehdy, kdyz m(u, m(v,w)) = m(m(u,v),w) pro vSechna u, v, w €
v,

2. komutativni neboli abelovska pravé tehdy, kdyz m(u,v) = m(v,u) pro vSechna
u,v €V,

3. Lieova pravée tehdy, kdyz plati nasledujici dvé podminky pro vSechna u,v,w € V:

(a)

(b) m(u, m(v,w)) +m(v,m(w,u)) + m(w, m(u,v)) = 0, tj. Jacobiho identita.

(u,v) = —m(v,u), tj. antisymetrie,

3

Vhodné znaceni pro nasobeni v algebfe vybirame podle vlastnosti operace — napf. asoci-
ativni nasobeni zna¢ime jako sou¢in, m(x,y) = = -y, nasobeni v Lieové algebfe nazyvame
Lieova zavorka a znacime m(z,y) = [z, y].

Priklad 4.3. Algebry lze zavést mj. nasledujicimi zptisoby:
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o (L(V),0), kde L(V') je prostor linearnich operatori na vektorovém prostoru V' a o
je skladani linearnich operatori, je asociativni algebra,

o (L(V),[,+]), kde [A, B] = Ao B — Bo A, je Lieova algebra,
o (C®(M),{-,-}), kde {-,-} je Poissonova zavorka, je Lieova algebra,

o (C*(M),"), kde (f-g)(p) = f(p) - g(p) pro f.g € C*(M), p € M, je komutativni
asociativni algebra.

Definice 4.4. Derivace algebry (V,m) je linearni zobrazeni D : V' — V vyhovujici
podmince

D(m(z,y)) = m(D(z),y) + m(z, D(y)), Vr,yeV. (4.2)
Priklad 4.5. Necht (V) .) je asociativni algebra. Ukazeme, Ze na (V) .) je operace

derivaci.
Diikaz. Dg(A.B) = CAB—ABC =CAB—-ACB+ ACB—-ABC = (CA-
A.C).B+ A(C.B—B.C)=(Dc(A)).B+ A(Dc(B)). N1

Priklad 4.6. (C*(M),{-,-}), f € C>®(M), D¢(g9) ={f g}

Véta 4.7. Uvazujme hladkou varietu M a C*°(M) jako asociativni komutativni algebru
s nasobenim danym ptedpisem (f-¢)(p) = f(p) - g(p). Oznac¢me X (M) vektorovy prostor
v8ech derivaci algebry C*°(M), tj. v8ech zobrazeni X : C*(M) — C°°(M) s vlastnostmi
X(af+g) =aXf+Xg, X(fg) = (X[f)g+f(Xg). Pak lze vzajemné jednozna¢né zobrazit
X (M) na mnozinu vsech vektorovych poli I'(T'M) predpisem X (p)(f) = (X f)(p), kde
XeX(M), feC®M),pe M. Jinak feceno,

X(M) ~ T(TM). (4.3)

Diikaz. Necht X € I'(T'M), tj. mame hladké zobrazeni X : M — TM, X(p) € T,M.
Definujme X : C(M) — C°(M) predpisem (X f)(p) = X (p)f. Z hladkosti X vyplyv4,
e X f je v kazdych lokalnich souradnicich hladké zobrazeni, tj. je hladké i na celé varieté
M. 7 vlastnosti te¢nych vektori pak vyplyvé linearita a podminka na derivaci (4.2) v
libovolném bodé p € M,

X(f9)(p) = (XF)P)g(p) + f()(Xg)(p).
Naopak, bud X € X (M). Definujme
X(p): C=(M) =R, X(p)f = (Xf)(p).

Evidentné plati X (p)(af+g) = aX(p)f+X(p)g, X(p)(f-9) = X(p)f-9(p)+ f(p)- X(p)g.
Dale ovérime podminku lokality, t;].

Vf,geCx(M): BU=U2p, fly = gly = Xp)f=XPp)g).
Ekvivalentné ji muzeme piepsat ve tvaru:
VieC®M): BU=U>p, fl,=0=>X(p)f=0).
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Uvazujeme tedy funkci f, kterd je nulova na okoli U bodu p. V lokalnich soufadnicich
lze do U vnoftit otevienou krychli se stfedem v bodé p. Dale zkonstruujeme pomocnou
funkci g € C*(M) takovou, ze (Vg ¢ U)(g9(q) = 0) a g(p) = 1, sestavenou vhodnym
preskalovanim intervalu a kartézskym souc¢inem funkci tvaru go: R — R:

z2
221 <1
go(x) = {6 ||

0 |z| > 1

Lze snadno ovéfit, ze (Vn € No)(lim, ;- g(()") (x) = 0). Tudiz mame funkci ¢gf nulovou na

celé varieté M, pro niz musf platit X (fg) =0 a tedy

0= (X(0) 0) = (X + 1X(0)) (p) = 9l0) - X(0)f + F(0) - X (D)o,

kde f(p) =0 a g(p) = 1. Celkem zjistujeme, ze X (p)f = 0, tj. X(p) vyhovuje i lokalité.
Uz tedy vime, ze X (p) € T,M. Zbyvéa dokazat hladkost vzniklého vektorového pole, tj.
X € I(TM). Ta vyplyvé z toho, ze X : C®(M) — C=(M), a tudiz slozky vektorového
pole v soufadnicovém vyjadreni, které se daji urcit zpisobem X'(p) = X(a')(p), jsou
hladké funkce. B

(Je vhodné si uvédomit, ze diky jiz dokdzané lokalité X (p), tj. nezavislosti (X f)(p)

na chovani f mimo okoli bodu p, lze k X € X (M) definovat jeho zuzeni )~(’ e X(U)
U

tak, ze (Vg € U) (Vf € C=(M)) (X Uf)(q) = (Xf)(q)). Poté miizeme )N(’U aplikovat

0
Oxt)?

na soufadnicové funkce #' : U — R a definovat v lokalnich soufadnicich X = X ‘U (z%)
kde X Sy ec=)) =

Pozndmka 4.8. Nadéle budeme ztotoznovat X (M) a I'(T'M) a vyuzivat definici vektoro-
vého pole vhodnéjsi pro pravé resenou tlohu.

Véta 4.9. Mnozina vSech derivaci Der(A) dané algebry A tvori Lieovu algebru.

Diikaz. To, ze Der(A) je vektorovy prostor, je ziejmé. Lieova zavorka na Der(A) se
definuje [Dy, D3] = Dy o Dy — Dy o Dy. Ovéient:

[Dy, Dy] m(u,v) = (Do Dy — Dy o Dy)m(u,v)
= Dy (m(Dau,v) + m(u, Dov)) — Dy (m(Dyu, v) + m(u, D1v))
= m(D;Dyu, v) + m(Dau, D1v) + m(Dyu, Dav) + m(u, D1 Dav)
— m(DyDyu,v) — m(Dyu, Dyv) — m(Dau, Dyv) — m(u, DyDyv)
= m(D;Dyu,v) + m(u, D1 Dyv) — m(DeDyu, v) — m(u, DaDyv)
= m([Dy, DaJu,v) + m(u, [Dy, Dav).

Antisymetrie [, -] a Jacobiho identita vyplyvaji ze zptusobu definice [-,-]. W

Disledek 4.10. (X (M), [-,-]) je nekone¢nérozmérna Lieova algebra vektorovijch poli na
varieté M s Lieovou zavorkou definovanou zptisobem (VX,Y € X(M))([X, Y] =XoY —
Y o X).

Casto uvazujeme i vektorova pole definovana na podmnoziné U C M jako X : U —
TM, moX = id|,. Pokud U = U°, pak vSechny vlastnosti X' (M) plati i pro X(U). Jinak
nékteré pojmy, napf. [-, -], mohou ztratit vyznam.
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Soufadnicové vyjadieni komutatoru vektorovych poli vyjadiime nasledovné. Necht (z?)

jsou soufadnice na U = U°, X = X'.% vV =Yi-2 € X(U), f € C*(U). Pak

0 ) -0 .0
— v1_— J_— _Vi__ J_—
[X’Y]f_Xaxi (Y B > Yaxi (X B )

) J ) J ) J ) J
000X 8f:(XZ8Y _YZaX) 0

- Oxt O dxt Ol oxt Oxt ) OxJ
a tedy
X,¥] = (X(0r7) ~ V(X)) (4.4
4.1 Cviceni
Cvicend 4.1. Urcete komutatory vektorovych poli
X; = y% - x(%, Xy = z% - y%, X3 = z(% - x% (4.5)

na R3[z, y, 2]. Ukazte, e R—span{X;, Xo, X3} tvoif podalgebru v X (R?).
Visledek. [ X1, Xo] = — X3, [Xa, X3] = =X, [ X3, Xi] = —Xo.
Cuviceni 4.2. V R|x| uvazujte vektorova pole X = xka—i, k=0,1,.... Ukazte, ze R—span{ Xy} ren,
tvori Lieovu algebru a Ze jediné jeji konec¢nérozmérné podalgebry dimenze vétsi nez 1 gene-
rované prvky Xy jsou R—span{ X, Xy}, kde k = Onebo k € N, k > 1 aR—span{ Xy, X, Xs}.
Ndvod. Vyuzijte

0 0 0 0
_ A ky ¥ — k+l-1 - k+l-1 _

0
= (l — k’)l‘k—i_l_la == (l —_ k)Xk+l_1.

Cicend 4.3. Ukazte, ze obecné rychlosti v Lagrangeové mechanice se pfi zméné obecnych
soufadnic transformuji jako tecné vektory ke konfigura¢ni varieté, zatimco obecné hybnosti

= %‘.ﬂ’q) se transformuji jinak a urcete jak.
J aq

Ndvod. Obecné rychlosti ziskdvame derivaci trajektorie v daném bodé, tj. jsou tec-
nymi vektory definovanymi pomoci trajektorie - kiivky. P¥i zméné souradnic ¢ = ¢/(¢")
transformuji

d
t

Lo~ ooy - O

P = S0 = SHm) = - or
dt dt oqF

= 3 gt (4.6)

q(t)

q(t)

Obecné hybnosti se p¥i zméné souradnic ¢ = ¢ (¢¥) transformuji podle predpisu

 oL(.d) _ 0L (¢(@),d(3.9) _ 9L(g,d) 0¢(a.4) _
oq’ o7 00 Nima@i=iad O
_, 07 _ 0F
Tog og’

kde v posledni rovnosti jsme vyuzili transformaci (4.6) po zdméné ¢ a §. Pro zjednoduseni
zapisu jsme potlacili indexy v argumentech vyznacujicich funkéni zéavislosti.
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Cviceni 4.4. Na varieté M = R?[p, q] uvazujte tzv. Hamiltonovska vektorova pole

X, - 0HO  OHO
B=""9¢ op " op oq’

kde H = H(p,q) € C*(M). Hledejte integralni kiivky vektorového pole Xy pro nasledu-
jici volby funkce H:
_ 1,2
_ 1.2
2. H = 5p° + kg,
_ 1,21 22
3. H=3p"+5wq",
a porovnejte je s feSenim Hamiltonovych pohybovych rovnic pro volnou ¢éstici, konstantni
silové pole a harmonicky oscildtor v jednom prostorovém rozméru.
Cuiceni 4.5. Ukazte, Ze S® lze chapat jako fibrovany prostor nad CP! ~ S? s vlaknem S*.
Ndvod. Jedna se o tzv. Hopfovu fibraci. Sféru S uvazujeme jako jednotkovou sféru
v C? ~ R?,
53 = {(Zo, 21) € Cz| |Z()|2 + |Zl|2 = 1}

Projekci 7 : S3 — CP! ~ S? definujeme predpisem 7(z1, 20) = C—span{(zg, 21)}. Vldkno
nad bodem V' = C—span{ (2, 21)} je pak tvofeno viemi vektory z S?, které svym linearnim
obalem definuji stejny jednorozmérny podprostor V, tj. jsou rovny « - (29, 21), kde o € C,
|a] = 1. Vlédkno nad bodem je tudiz izomorfni mnoziné komplexnich jednotek

{aeC||a| =1} ~ S

Pro dokonéeni popisu struktury fibrovaného prostoru S? — S? zbyva zkonstruovat lokalni
trivializace. K tomu stadi uvazit atlas na CP' z cviceni 1.4. Mame souiadnicova okoli a

mapy

Uy = {C—span{(1,2)}|z € C}, ¢o(C—span{(1,2)}) = z,
Uy = {C—span{(z,1)}|z € C}, ¢1(C—span{(z,1)}) = =.

Lokalni trivializace definujeme predpisem

Yola- (1,2)) = <C—Span{(1,z)}, %) , Vo (1,2) € 5%,

o

|

Pro pfechodovou funkei na vldkné pak nachazime (a € C, |a| = 1)

U1 (g " (C—span{(1,2)},a)) = ¢ (a : &> = 1y (a% : M) _

@bl(a-(z,l)):<C—span{(z,1)}, ) Vo (z,1) € 5%

V14|22 zl T+ 1/22

— ((C—span{(l/z, 1)}, aé) = (C—span{(1/z, 1)}, 701 (C—span{(1, 2)})a) ,

tudiz prechodova funkce na vldkné ma tvar 791 (C—span{(1, z)})a =

Z

- Q.
|2l
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Kapitola 5

Diferenciadlni formy

V kazdém bodé variety mizeme uvazovat i dalsi vektorové prostory, které jsou odvozené
z tecného prostoru néjakou operaci, napt. dualizaci nebo tenzorovym souc¢inem. 7 nich
pak mizeme analogicky jako v pripadé te¢ného fibrovaného prostoru dale budovat nové
vektorové fibrované prostory, slouzici pro popis ruznych uzite¢nych geometrickych objekti
na varietach.

Definice 5.1. Kote¢ny prostor 77 M k varieté M v bodé p je vektorovy prostor dualni
k tetnému prostoru T,M. Prvky T3M obvykle zna¢ime reckymi pismeny a nazyvdme
1-formy v bodé p, tedy

w:T,M =R, waX+Y)=awX)+wl), VXY eT,M VacR. (5.1)
Méjme lokélni soufadnice (z') na U = U° C M, p € U. Pak baze T,M méa tvar
(8?:1' p) - Bézi T M k ni dualni, tj. funkcionaly ¢ € Ty M : ¢’ < 0 ‘p) = 0%, znacime

Ere
(dxi| p>i:1 (davod pro toto znaceni bude ziejmy pozdéji, viz kapitola 6). Jinak psano tedy

ST

da’], <£‘p) = 0. Soufadnice 1-formy w € Ty M v bézi (da'|,) znacime w;, tj.

) . (5.2)

P#i zméné soufadnic ' = #'(27), w = w; d2’|, = @; d7'|, mame

0

D

w:widxﬂp, kde wi:w(

0| 0 0
ort|, 0|, Ol |,
a tedy
3 0 Oz’ 9, ox?
wi_“’(aﬂ p) - &%l‘p“(%p) I R (53)
V disledku pro transformaci bazickych funkcionala plati vztahy
oz :
~k
dz }p == @ , J‘p. (54)

Definice 5.2. Podobné jako jsme zavedli te¢ny fibrovany prostor, zavadime i strukturu
znamou jako koteény fibrovany prostor neboli koteény bundle (angl. cotangent
bundle) T*M, ktery obsahuje
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1. totdln{ prostor T"M =[], T, M,
2. projekci m: T*"M — M spliwjici 7(w) = p, Vw € T; M,
3. typické vlakno F' ~ R",

4. lokdlni trivializace — budte {Ua}aer : Uye; Ua = M, U, = Uy soufadnicova okoli
se soufadnicemi (z!), pak definujeme systém lokalnich trivializaci (V,,vq), Vs =
7L, Yo 1 Vo = Uy x F, kde (w = wf daf,|,):

o
¢a(w) = (pa (w?)?:l)
(kde « indexuje trivializace, tj. neni s¢itacim indexem).

Topologii na T*M zavadime jako topologii indukovanou vzory otevienych mnozin pfi
wou o€ I

Bud p € U, N Ug. Pak z predchozi definice vyplyva, Ze pfechodové funkce na vlakné

tvaru n
oy (oah
Tap(P) ((W?)z‘:l) = ( ' Wk;) ;

a )
s i=1

ke w = wf dab|, = o dd| 05 0 U (0, (FPIL) = (p, (RI5))],), jsou inver-
zemi prechodovych funkei na vlakné teéného bundlu a tecny a kotecny bundle jsou tedy
geometricky odlisné struktury. Pfipomenme, Ze pfechodové funkce na vldkné 7,5(p) jsou
linearni operatory na typickém vldkné F' = R" a hladce zaviseji na volbé bodu p € U,NUj3.

7 vysledku cviceni 4.3 vidime, Ze zatimco pro popis stavi v Lagrangeové mechanice
na konfigura¢ni varieté M je vhodnym matematickym objektem tecny fibrovany prostor
T'M, pro popis stavii v Hamiltonové formulaci vyuzivame kotecny fibrovany prostor 7% M.
Pokud je systém explicitné zavisly na case, tak v obou pripadech musime do popisu
zahrnout i ¢asovou soufadnici, tj. pracujeme na TM|q", ;] x R[t], resp. T*M|[q", p;] x R[¢].

Definice 5.3. Diferencialni 1-forma w na M je fez kote¢ného fibrovaného prostoru,
w € T(T*M). Vétsinou zna¢ime I'(T*M) = Q' (M).

V lokalnich soufadnicich (2*) na soufadnicovém okoli U bodu p méme vyjadreni formy
w € D(T*M) ve tvaru w(p) = wi(p) da’|,, kde w; € C=(U).

Definice 5.4. Bud 1 < £k < n = dimM a bod p € M. Pak k-forma v bodé& p je
k-linearni totalné antisymetrické zobrazeni

w:T,M x - xT,M —R. (5.5)

/

~
k-krat

Tedy pro libovolnou k-tici te¢nych vektortd Xi,..., X, € T,M a libovolnou permutaci
indexu 7 € S, = Bij({1,...,k}) plati:

W(Xr(1)s - Xar)) =807 - w(Xq, ..., Xp).

Vektorovy prostor vSech k-forem v bodé p znacime Ak(T;M ) nebo A’;M , dim A’; M = (’;)
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Bud (W )H baze T,M, <dxi|p)i:1 béze T:M, iy,... iy € h. Bazické vektory

prostoru A¥M znaéime daz™ A ... A da |, kde iy <y < ... <. Definujeme je zptisobem:

0

oxit

d:z:il/\.../\dxi’“‘p<

P a
x]k
p TES

(5.6)

Symbol A se nazyva skobka (angl. wedge).
Pro dalsi pouziti mizeme rovnici (5.6) definovat k-formy da™ A ... Ada™| i pro libo-
volné sefazeni indext, ty ale pak jiz netvoii bazi z diivodu jejich zfejmé linearni zavislosti.

Priklad 5.5. R3[z!, 2% 2% : da' A da? (3, 52) = —1, dat Ada? (32, 525) =0

Pro snadnéjsi praci s k—formami zavadime tzv. multiindexy, kde ji, ..., jr € {1,...,
a |J| = k oznacuje délku multiindexu. Mame

e J=(j1,...,jk) obecny multiindex délky k,

-

o J=(j1, -, Jr), 1 <j1 <jo<...<jr<n vzestupné usporadany multiindex,

8 =Y e, senm 5;’;(1) . (5;.:('“), tj. 64 je rizné od nuly pouze, pokud J je permutaci

I, pak znaménko permutace uréuje, zda je 6% rovna +1 nebo —1,

dz’/ =da/t A ... A dadk,

od:cil/\.../\d:cik(a )—61

oxI1’ ? OxIk
Soufadnicové vyjadieni w € A’;M pak miizeme psat

N

o J Je| — J
Z wj,..j, do 1|p/\.../\ dx’“‘p—wj dz ) (5.7)
J1<<Jk
kde w— = wj, j, = w (axijl b axjk ) Tudiz (da" |, A...Adx™] )i < <i, neboli dz’
P

tvori bazi vektorového prostoru A’;M (jehoz dimenze je rovna (Z))
Podobné jako v pripadé tecného a kotecného prostoru konstruujeme disjunktnim sjed-
nocenim AFM vektorovy fibrovany prostor znaceny A*(T*M) nebo A*M,

M) =[] AT M), (5.8)
peEM
Jeho bazickou varietou je M, projekci m : AFM — M, kde w(w) = p pro w € AJM, a

typickym vldknem F' = R,
Lokalni trivializace na prostoru A*M zavadime pomoci atlasu {(U,, ¢a)}acs na va-

rieté M zpusobem v, : 7Y (U,) — U,y X F, kde p € U,, w € A’;M, W= w- dxa’ ,

p
N T
(wj17---7jk)j1<j2<---<jk Je (k)_tlce Cisel:

Yalws dz’lp) = (p, (Wi )jr <iz<c<in)-

Definice 5.6. Rezw € I'(A* M) nazgvame diferencialni k-forma na varieté M. Znacime
QF(M) =T(A*M).
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Poznamenejme, Ze je mozné téz pouzivat vyjadieni diferencidlni k-formy jako antisy-
metrického multilinearniho zobrazeni z kartézského souc¢inu prostoru vektorovych poli do
hladkych funkei na varieté,

QF (M) ={w: X(M) x ... x X(M) = C®(M)| (VX4,..., X}, € X(M))(Vr € Si)
= (W(Xr@)s - Xagy) =sgn7m w(Xy, ..., Xi)) a soucasné
(Vpe M)(VXy,..., X, Y1,..., Y, e X(M))(Vj €{0,1,....k}: X;(p) =Y;(p))
= (w(X1,...,Xk)(p) =w(Y,....,Y)(p)}

Oznac¢me AgM =R.

Direktnim sou¢tem vSech nenulovych A’;M (tj. £ € {0,1,...,n}, kde n = dim M)
dostavame 2"-rozmérny vektorovy prostor ASM, tedy:

MM =ANM&ANM&...&AM.

K nému piislusny vektorovy fibrovany prostor (tj. vybudovany podobné jako vyse)
znaime A*(T*M) nebo A®*M. Prostor jeho fezii zna¢ime Q°*(M) = T'(A*M).

Definice 5.7. Prvky Q°(M) nazyvame diferencialni formy na varieté M.

Kazda diferencialni forma w € Q®*(M) se da jednoznacné rozlozit na w(p) = > p_ w®),
kde w®) € QF(M), tj. lokalng:

o) = L, e wp) = 3w (plds”
k=0 |J|=k

5.1 Cviceni

Cviceni 5.1. V R? uvazujte kartézské souradnice (z,y,2) a sférické souradnice (r,6, )
(viz (2.8)). Nasledujici diferenciélni formy preved'te z jednéch souradnic do druhych

dx, dy, dz, xdx + ydy + 2zdz, ydz — xdy, de Ady A dz, dr, d, de, dr A df A de.
Vyjsledek.

dx = sinf cos ¢ dr 4 r cos 8 cos o df — rsin 0 sin ¢ dy,
dy = sinf@sin e dr + r cossin p df + rsin b cos ¢ dp,
dz = cos@dr — rsinf do,
rdr +ydy + z2dz = rdr,
ydr —xdy = —r?sin®6dyp,
dz A dy A dz =r?sinfdr A d A do,

1
dr = (xdr+ydy + 2dz),

Vi 4+ y? + 22
1 rzdx yzdy
df = + —Vat+y?dz |,

2y 2\ 2 R+
1
1
dr A dO A dp = dx A dy A dz.

V@2 + 2+ 22 (a2 + 2
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Cviceni 5.2. Na sféfe S? uvazujte stereografické souradnice (u,v), (U, V) a sférické sou-
fadnice (0, ¢):

(1, ) sinflcosp —sinfsinp
u,v) = :
’ 1—cosf’ 1—cosf

Prevedte 1-formy dU, dV do soufadnic (u,v) a 2-formu w = sin#df A de do soufadnic
(u,v), (U,V).

Vysledek.
dU = _ (v* —u?)du — 2uvdv),  dV = - (2uvdu + (v* — u?)dv)
(u? + v?)? ’ (u2 + v2)?2 ;
4 4
=————duANdv = dU A dV.

YTl @Rt N T Ay ey vey
Cviceni 5.3. Na varieté M dimenze n uvazujte dva soufadné systémy (z',...,z") a
(z',...,2"). Ukazte, Ze pro

w=wp pdz' Ada? AL AdE" = D1, dT ADZE AL AT € QM)

plati
zt oo am)
W19 p = Wia pdet ———— 12,
12... 12... FICRND
Ndvod. Ze vztahu (5.6) zapiSte vzorec pro transformaci formy maximéalniho stupné
1 n 1
pomoci determinantu odpovidajici Jacobiho matice % Méme % = %% a tedy
plati
0 0 ozt Qxin 0 0
det Ade? A oAd | —, ..., — | = dzt AL A da” R ——
e ’ (afl aazn) oit e T\ Qi
Ox™() ax”(")d L A da 9, 9] or™™ Gy
= AL Adx = sgnmw =
oFt 0w D" g oF1 o ¢
TI'ESn TI'GSn
ozt ..., a"
_ et 2807
a(zt,...,an)

coz implikuje dle rovnice (5.7)
Ity .. z"
(@ ) i A i AL A

oz, ..., an)

dz' Adz? AL Ada™ = det
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Kapitola 6

Operace s diferencialnimi formami

Na prostorech k—forem v konkrétnim bodé p € M a na tezech fibrovanych prostori di-
ferencialnich forem lze zavést nékolik uzite¢nych operaci, které z urcitého thlu ohledu je
mozné chapat jako zobecnéni tzv. vektorové analyzy znamé z fyziky pro M = R? R3,
viz cvi¢eni 6.1. Nyni se jimi budeme zabyvat abstraktné, piiklady jejich vyuziti budou
podrobnéji nastinény zejména v kapitole 9.

Definice 6.1. Na vektorovém prostoru AJM zavadime bindrni operaci zvanou vnéjsi
souéin nasledujicim zpusobem (7 € A’;M, w € A;M, X, ..o, Xpp € T,M):

TAWXy, LX) = Y 6L T (X X)) w (X, X)) (6.1)
1,7
|I|=k,|J|=l

Pro obecné prvky 7, w € A3 M vnéjsi soucin definujeme distributivné:
=@ 4704 470 =04 W 4 ™ s AW = Z 7@ AW®,
a,b=0

7, této definice je ziejmé, 7e T Aw € A’;“M (multilinearita je vidét po roznésobeni
pravé strany, antisymetrie vyuzitim sgnm o my = sgnm - sgn ms).

Priklad 6.2. Necht 7 = da™* A ... Ada™ a w =da/t A ... Ada’t. Pak
TAw=dz" A Ada Ada?t AL A da
Véta 6.3. Vnéjsi soucin spliuje nasledujici vlastnosti:
1. bilinearita, tj.
(am+7m)Aw = am Aw+TeAw, TA(awy+ws) = aTAw1+TAws, kde w_, 7. € AYM, a € R,
2. TAw= (-1 wAT kdew € A’;]\/[, TE ALM,

3. asociativita, tj. (¢ AT)Aw=0A(TAwW) =0 ATAw, kdeo,7,w € AJM.
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Driikaz. Bilinearita je zfejma. Druhé z vlastnosti se ukize nasledovné. Necht w € A’;M ,
TE AéM . Pak:

TAW(Xy, . X)) = w0AT (Xists o Xewr, X100, X))
L, ... Jk k+1,... k+1
— Y ) Yy 9 9 /\ X X
Sgn(l+1,-..,k+l,1, ,l)w (X1, Xiet)
= (DM oAt (X, Xe).

A konecné, ditkaz asociativity vyplyva z nasledujiciho fetézce uprav. Necht w € A’;M ,
Te AM, o€ A" M. Pak (X? =(Xip,. ., X5)):

WA AN X Xirm) = 30 6w (X)) (Ao (X))

-----

NN [N NN NN

V poslednf rovnosti jsme vyuzili skute¢nost, ze 65 § IK 0578 = 08K (%J . Pro formu
(w A T) A o bychom dostali tentyz vysledek pro ((w A7) Ao) (X1, .., Xesiom). W

V lokalnich soufadnicich (z*) mame 7 = T da! € ACM, |I| =k, w = w- da’ €
ALM, [J] =1, a tedy:

N N N

TAW="Tr w- dxl/\d:EJ:(T/\W)deA’ (6:2)
%) 9 17
kde (T/\w)z = (1T Aw) <%, . "—8xak+l) =027 T W3,

dz’ Ada? = 5§7de, Al =k +1.

Takto zkonstruovanou 2"-rozmérnou asociativni nekomutativni algebru Ay M s operaci
vnéjsi soucin nazyvame vnéjsi algebra v bodé p € M. Vné&jsi soucin zavadime i na Q°*(M)
zpusobem:

(tTAw)(p) =7(p) ANw(p), T,weQ (M), pe M.

Tim se Q°(M) stava algebrou. Je vSak soucasné téz tzv. C*°(M)-modulem, nebot
mame nasobeni w € Q°*(M) libovolnou funkei f € C®(M) : (fw)(p) = f(p)w(p) a plati
flwr + wa) = (fwr) + (fwa), (fg)w = f(gw). Struktury C*°(M)-modulu a algebry na
Q*(M) jsou kompatibilni ve smyslu:

(fH)Nw=17A(fw)=f(TAw), feC®M), r,weQ*(M). (6.3)

Definice 6.4. Na prostoru diferencialnich forem Q°(M) zavadime vnéjsi derivaci, coz
je linearni zobrazeni d : QF(M) — QF1(M) vyhovujici nasledujicim podminkam:

L dirAw)=dr Aw+ (=1)*r Adw, kde k €{0,1,...,n}, 7€ Q¥(M), w e Q*(M),
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2. df(X) = Xf, kde f e C=(M)=Q(M), X € X(M),

3. Pw=0, we(M).

Druha podminka v lokalnich soufadnicich (27) znamend, ze df = 2L da?, tj. vnajsi

derivace funkce je prosté jeji derivaci (totalnim diferencidlem). Soucasné je ziejmy vyznam
oznaceni bazickych 1-forem dz*. Jsou to skute¢né diferencialy souradnicovych funkei x*.

Véta 6.5. Operator vnéjsi derivace na varieté M existuje a je definujicimi podminkami
urcen jednoznac¢né.

Drikaz. Existenci a jednoznacnost operatoru d ukazeme v souradnicich. Pak ukizeme,
ze na vybéru soufadnic nezavisi.

V soufadnicich (z') na okoli p € M budeme zkoumat dw(p), nejprve pro f € C*°(M).
Obecné mame df = (df); da' a tedy df(X) = (df); X* pro libovolny tecny vektor
X = X¢ 6‘; € T,M. Z druhé vlastnosti vnéjsi derivace soucasné vyplyva, ze df(X) =
Xf= X9 Celkem tedy zjistujeme, ze (df); (p) = 2% (p) a df(p) = 2L (p) da'.

Vyuzitim prvni vlastnosti pro formu w = wjdas‘] definujeme

Ow—
_J

o dzi A da” | (6.4)

dw = dw- A dz’ =
Dale ovéifme, zda takto definovana operace spliuje vlastnosti d* = 0, d(w; A ws) = ...
pro formy ve tvaru w, = f, dz/t A ... A dz?* (déle rozsifujeme linearitou):

dw:df/\dle/\.../\dxj’“:%dxi/\dxh/\.../\dx“,

X
= Of _dod Adat Adat AL AdeF =0
021 0z, ~——~— 7
N——antisym. v i, j
sym. v 4, J

d%w

d(wi Awy) = d(fifo)da? A ... Ada?s Ada™ A ... Ada”
= (fodfi + fidfo) Adz? A ... Ada?t Ada™ AL Ada?
= (dfy Ada?* AL Ada?) A (foda™ AL A da™)
+ (=DF(frda A A dZTE) A (dfy Ada™ AL A da?)
= dw; A wy + (—l)kwl A dws.

« N < . . ; , i i 4 w
Pii zméné soufadnic méme w = fda™ A .. Ada's = fO5 L dzh AL A dE a
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tedy vngjsi derivace formy w definovana predpisem (6.4) v soufadnicich z* vychazi

~ orh  Ox'k
dw=d _ &
. (f 0z D
:de(am O )dfle...Ad:ijk

oOrir =T Ok

0*z" j A g7
~

antisym v j1,J

)/\daéjl/\...Adgzjk

Sym v ji,j
(@xil Ot
97 97 0d
——
sym. v j2,J
oxt Oz
—dfn (e
orit Ok

=df Adz™ A ... Adat = dw.

..)gi:jAdiﬁAdﬂ?/\ o+ )

antisym. v ja2,7

)djle.../\da?jk

Vidime tedy, ze takto definovana operace d nezavisi na volbé lokalnich soufadnic. W

Specialni tiidy k-forem
e diferencialni forma w € Q°(M) je uzaviena pravé tehdy, kdyz dw = 0,

e diferencialni forma w € Q*(M) je exaktni pravé tehdy, kdyz existuje 7 € Q*(M) :
w=dr.

Vsimnéme si, Ze exaktni forma je automaticky téz uzaviena. Ve fyzice o diferencialni
formé 7 ¢asto mluvime jako o potencidlu pro formu w. Potencial mtze byt skalarni, pokud
T je funkce, vektorovy, pokud 7 je 1-forma apod.

Pozdéji, v kapitole 11 ukaZeme, Ze pro libovolnou uzavienou formu w € Q¥(M), k > 1
a bod p € M existuje jeho okoli U = U, p € U a 7 € Q¥ 1(U) takové, ze wl, = dr.

Definice 6.6. Uvazujme bod p € M, k—formu w € A’;M a tecny vektor X € T,M.
(k — 1)-formu v bodé p definovanou piedpisem

Z'Xw(Xl,...,Xk,1> ZW(X,Xl,...,kal). (65)

nazyvame vnit¥ni soucin ¢i ztZeni X a w a znacime ixw = X w.

Pro w € QF(M), X € X(M) je vnitini souc¢in definovan bodové. Specialné pro w €
AJM = Ty M nebo w € Q'(M) se zavadi znaceni ixw = w(X) = (w,X) = (X,w), kde
(-,-) je parovani T,M a TyM = A M.

6.1 Cviceni

Cviceni 6.1. V R? popsaném v kartézskych soufadnicich definujme nésledujici p¥ifazeni

A al - vl + a2 ¢ X(R?) & AW = A%dg + AYdy + A*dz € QY(R?)
Ox oy 0z

o AP = A%dy A dz 4 AYdz A dz 4 A%dz A dy € QX(RP).
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Ukazte explicitnim vypoctem, ze pak plati

df = (gradf)V,
dAW = (rotA)®
dA® = (divA) dz A dy A dz.

Dale ukazte, ze d? = 0 je ekvivalentni identitam rot o grad = 0 a div o rot = 0.

Tento piiklad naznacuje, ze pfi vyuzivani kiivocarych soutadnic, ve kterych neni
ziejmé, jak zapsat Maxwellovy rovnice, je pro popis intenzity elektrického pole vhodné
vyuzivat 1-formu, pro popis vektoru magnetické indukce 2—formu. Pozdé&ji uvidime, ze
tomu tak skutecné je a budeme schopni Maxwellovy rovnice psat pfirozenym zpusobem
v libovolném souradném systému.

Uvedené ztotoznéni je zavislé na vybéru soutradnic, pokud ho chceme definovat obecné,
potiebujeme pojmy metrika a Hodgetiv dual, viz kapitola 12.

Cviceni 6.2. V R? uvazujte kartézské a polarni souradnice. Podobné jako v predchozim
prikladé definujme
of 0 of 0
radf = --— + —— € X(R?).
gradf Oxr dx Oy dy (R°)
Naleznéte vyjadireni vektorového pole gradf v polarnich soufadnicich a porovnejte jej s
vyrazem pro vné&jsi derivaci funkee f € C°°(R?).

Vysledek.

gradf = 8f 0 + iﬁi df =

fd f
ror  r20pdp’

ar & T g4

Cvicent 6.3. Magneticky monopdl je hypoteticka konfigurace magnetického pole formalné
stejného tvaru jako elektrické pole bodového naboje. Uvazujte vektor magnetické indukce
odpovidajici magnetickému monopolu lokalizovanému v poc¢atku kartézskych soutadnic v
R3,

Prifadte mu prislusnou 2—formu magnetické indukce B = (E )@, Ukazte, Ze B je uzaviena,
tj. B vyhovuje Maxwellové rovnici divB = 0. Ve sférickych soutradnicich naleznéte formy
Ay, Ag na Uy = R3\{(0,0, 2)|z < 0}, Us = R¥\{(0,0, 2)|z > 0} takové, Ze B|y, = dAy,
B|Us = dAS

Vyjsledek.

B = gsinf0d A de,

Z—7T

+
Ag = —g(1 +cosf)dy = g%(ydx — zdy),

a ovérte, ze Ay, Ag je limitou mozné hladce dodefinovat na celém Uy, resp. Us.
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Cviceni 6.4. Na variets S?[u, v] uvazujte formu w = m (2uvdu + (v? — u?)dv). Urcete

dw. Déle hledejte o € Q(S?) takove, ze da = ¢ dundu

(Tu2+v2)2
Vyjsledek. Mame
dw =0,

coz souvisf s tim, Ze v soufadnicich (U, V) mame w = dV. Formu a € Q'(S?) se nepodaii
nalézt. Pozdéji uvidime dukaz, ze to nelze, jakékoliv lokalné dobte definované reseni pii
pokusu o rozgifeni na celou sféru S? nékde diverguje (tj. zadané da je pitkladem formy
uzaviené, ale nikoliv exaktni). Lokalné « existuje, napt. v podobé

1

1
a= —Z—L(l—FCOSQ)dQﬁ: AT T 0 (udv — vdu)
1
= VdUu —UdV).
2(1+U2+V2)(U2+V2)( )
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Kapitola 7

Zobrazeni indukovana zobrazenim
variet, podvariety

Uvazujme dvé variety M a N a hladké zobrazeni ¢ : M — N. Budeme nyni zkoumat,
jaka zobrazeni lze na zakladé zobrazeni ¢ : M — N definovat mezi riznymi vektorovymi
prostory definovanymi v bodech variet M a N a mezi prostory fezii odpovidajicich vek-
torovych fibrovanych prostort s bazovymi varietami M a N. Déale budeme analyzovat, ve
kterych situacich je tfeba se omezit pouze na zobrazeni se specialnimi vlastnostmi, napf.
difeomorfizmy.

7.1 Tecéné a kotecéné zobrazeni

Definice 7.1. Te¢né zobrazeni ¢, v bodé p € M indukované zobrazenim ¢ je zobrazeni
Gy 2 TyM — Ty, N definované predpisem

(0(X))f = X(feg), XeT,M feC=(N). (7.1)

Z definice vidime, 7e zobrazeni ¢, je linearni. V soutradnicich (z*) na U = U°, kde
p € U, (y¥*) na V.= V° kde ¢(p) € V, mame ¢, vyjadiené predpisem ¢,(X) =
)

(X “—a‘ a ted
(0.(X))° g tedy

N )
e =X ool (72)
Top 9Y o)
jak vyplyvd ze vatahu (6.(X)) = (6.(X))y" = X ("), kde ¢* =y 0 6, X = X' 2|

Definice 7.2. Kote¢né zobrazeni ¢* v bodé ¢(p) € N indukované zobrazenim ¢ je
zobrazeni ¢* : T(;(p)N — Ty M definované predpisem

(0" (w)) X = w( (X)), X eT,M, weTy,N. (7.3)

V soufadnicich (z°) na U = U°, kde p € U, (y*) na V = V°, kde ¢(p) € V, méame

pro ¢* vyjadieni ¢*(w) = (¢*(w)); dxi‘p> W= W, dy“|¢(p), b (% ) = %‘ij , aga o (viz
vyse), z ¢ehoz plyne vztah (¢*(w)); = w (¢* (% p)) = W, %ﬂ‘;—j , 8 tedy

6() = wo 22

|
)
p
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Kote¢né zobrazeni ¢* miizeme dale piirozené rozsifit na ¢* : A’;(p)N — AP M nasledu-
jicim zpiisobem:

(@) (X1s o, Xp) = w(u(X0) oo  0u(XR)), Xive.o, Xp € T,M, w € Ak, N.
(7.4)
Déle budeme obvykle misto ¢,(X), resp. ¢*(w), psat ¢, X, resp. ¢*w.

7.2 Indukovana zobrazeni rezti fibrovanych prostort

Mame definovana zobrazeni ¢, v bodé p, ¢* v bodé ¢(p). Lze je rozsifit na zobrazeni
celeho X (M), resp. Q*(M)? V pripadé kote¢ného zobrazeni ano. Pro libovolnou k-formu
w € QF(N) definujeme ¢*(w) € QF(M) predpisem

(FDE)X1, - Xe) = w@@)G(Xal ) (X)), Xi, o Xe € X(M)
(7.5)
(linearita, antisymetrie, zavislost pouze na X;(p) je zfejma, hladkost je vidét v lokalnich
soutadnicich).
Pro f € C*(N) definujeme ¢*f = f o ¢, z ¢ehoz plyne vztah (¢, X)f = X(¢*f).

Priklad 7.3. Pro v : R[] - M mame ~, (1) ‘t:o = [7]. Obecngji: 7, () ‘t = A(t).

Definice 7.4. VySe zavedené zobrazeni ¢* : Q°(N) — Q°(M) nazyvame pullback pii
zobrazeni ¢ : M — N.

Naopak ¢, : X(M) — X(N) obecné definovat nelze. Divody jsou dva:
L (. X)(é(p)) = &x(X]|,) neni definovan na celém N, ale jen na ¢(M),

2. (6+X)(é(p)) nemusi byt korektné definovano: pokud existuji dva body p,p € M
takoveé, ze ¢(p) = ¢(p) a soucasné plati ¢,(X,) # ¢.(Xp) € Ty N, pak neni jasné,
kterou hodnotu bychom méli pro ¢, X v bodé ¢(p) vybrat.

Pokud je ¢ difeomorfizmus, pak ¢, : X(M) — X (N) existuje a je definovano predpisem

(0:X)(0(p)) = ou(X],). (7.6)

Pokud je ¢ pouze prosté, ale nikoliv surjektivni, je ¢, X definovano jako prvek X (¢(M)),
kde ¢(M) neni nutné oteviena mnozina. Podobné, pokud pro dané ¢ a X nevznika pro-
blém s nejednoznacnosti, miuzeme pouzit pro vysledek konstrukce bod po bodu oznaceni
0. X.

Mame-li difeomorfizmus ¢ : M — N, miuZzeme definovat téz ¢* : X(N) — X(M) jako

(¢*X)f =X (fop™), kde f € CF(M), tj. ¢"X = (¢71), X, neboli ¢* 0 ¢, = id| y, -

Vsimnéme se, ze zména soufadnic na U = U° je specialnim piipadem difeomorfizmu
©(U) € R na U C R" a difve zavedené zmény slozek vektoru, resp. formy, pfi zmeéné
soufadnic je mozné odvodit z obecnych vztaht pro teéné, resp. koteéné, zobrazeni.

Pri skladani zobrazeni ¢ : M — N, ¢ : N — O dostaviame pro tecné a kotecné
zobrazeni identity

(Yool =thod, (Yog) =g oy (7.7)
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Dosazenim do definice vnéjsiho souc¢inu a z definice ¢* dale obdrzime vztah
9" (w1 Aws) = ¢*wi A P*ws. (7.8)

Pripomenme se, ze odvozeni pouzité pii dikazu nezévislosti dw na vybéru souradnic,
viz ditkaz véty 6.5, neni pfimo zavislé na tom, Ze se jednalo o difeomorfismus. Tudiz plati
pro libovolnou diferencialni formu w € Q°(N) a zobrazeni ¢ vztah d¢*w = ¢*dw, tj.

dys 0 6" = 6" ody, (7.9)
kde djy, resp. dy, je vnéjsi derivace na varieté M, resp. N.

Véta 7.5. Bud ¢: M — N,pe M, X € T,M, w € A, N. Pak plati

¢* (i, (x)w) = ix(P*w). (7.10)

Diikaz. Dosazenim. M
Na X € X(M), w € Q°*(N) lze tvrzeni véty 7.5 aplikovat, pokud ¢ je difeomorfizmus.

Véta 7.6. Pro difeomorfizmus ¢ : M — N plati pro libovolnou dvojici X,Y € X (M)

O X, Y] = [9.(X), 0. (Y)]. (7.11)
Diikaz. Necht p € M, f € C*(N) a ¢ je difeomorfizmus, tj. ¢(M) = N. Pak mame

(@[ X, Y(0(p)f = (X, Y](f e 9)(p) = X (Y (f 0 d))(p) = Y(X(f 0 9))(p)
= X(0.Y(f) 0 9)(p) = Y (¢ X(f) 0 9)(p)
= (0:X(0.Y(f)) 0 0)(p) — (6:Y (0. X(f)) 0 0)(p)
= ([0.X, 0.Y]f)(6(p))

pro libovolny bod variety IV, ktery jsme mohli vyjadiit ve tvaru ¢(p) diky tomu, ze ¢ je
bijekce. W

7.3 Podvariety

Pomoci vlastnosti hladkého zobrazeni ¢ : M — N definujeme dva odlisné pojmy podva-
riety.

Definice 7.7. Mé&jme ¢ : M — N hladké zobrazeni. ¢ nazyvame vnofeni (angl. immer-
sion) M do N, pokud ¢, je prosté v kazdém bodé p € M. M pak nazyvame vnorena
podvarieta variety V.

Definice 7.8. Pokud ¢ je prosté vnofeni takové, Zze pro kazdy bod p € M existuje okoli
U = U° C N bodu ¢(p) a souradnice (y*)3mY na U takové, ze ¢(M)NU = {q €

Uly*(q) = 0,a = 1,...,k}, kde £ = dim N — dim M, nazyvame zobrazeni ¢ vloZeni
(angl. embedding) a M nazyvame (vlozena) podvarieta variety N kodimenze k.

Obecné plati

Véta 7.9. Whitneyho véta o vnoreni: Kazda diferencovatelna varieta dimenze n je
difeomorfn{ n&jaké vlozené C¥-podvarieté Euklidovského prostoru R?". (Bez dikazu.)

Bohuzel uvedené vlozena podvarieta neni ptivodni varietou ur¢ena zdaleka jednoznacné
a proto neni vhodné obecné variety studovat jako podvariety v R™.
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7.4 Cviceni

Cviceni 7.1. Uvazujte sféru S?[6, o] zobrazenou do R3[z, y, 2] zobrazenim ¢ zadanym rov-
nicemi

xr =asinfcosp, y=>bsinfsinp, z=ccosb,

kde a,b,c € RT. Urcete, zda se jedna o vnoreni a pripadné téz o vloZeni. Spocitejte

0 0
¢ (89 90%)7 > (%(

. L (xdr ydy =zdz
¢*(de ANdy Adz), ¢ (a2 + B + CQ).

)) , ¢*(dz), ¢*(dy), ¢*(dz),
00,0

Vysledek.

()
(5

= acos by cos g — ,

p

+ b cos 6 sin g g
Ay

—csinfy —
» 0z

ox

p

+ bsin 0y cos pg —
dy

—a sin g sin g ,

p

oz

)
)-

(6o, 900) P

dx) = acos 8 cos pdf — asin 0 sin pdy,

) =
( y) = bcosOsin pdfd + bsin 6 cos pdp,
¢"(dz) =

xdx d zdz

—esingdd, ¢*(dz Ady Adz) =0, ¢ < i e ) —0,
a b2 c?

kde p = ¢(6o, vo). Z maximéalni hodnosti ¢, je vidét, Ze se jedna o vnofeni (pro korektnost

by mélo byt provéreno chovani zobrazeni ¢ v okoli singularnich bodu sférickych souradnic

0 = 0,7 v jiném soufadném systému, napt. ve stereografickych souradnicich). Jedna se i

o vlozeni, vhodné soutadnice z definice 7.8 jsou napiiklad sférické thlové soutradnice 6, ¢

doplnéné funkei R = 4/ i—; + %’—; + i—; — 1, v nichz mame ¢(S5?) = {(0, ¢, R)|R = 0}.

Cicent 7.2. Naleznéte integralni krivku v vektorového pole

X =z (y2 - xﬁ) + 9 c X(R®[z,y, 2])

ox dy 0z
z bodu (z,y, z) = (1,0,0). Vysledné zobrazeni ~ : R[t] — R3[z, y, 2] promitnéte do roviny
zy, ¢ : R[t] = R%*[z,y], ¢(t) = (v°(t),7¥(t)). Urcete (b*(%‘to), ¢*(adx + bdy), ¢*(dz Ady).
Jaké podmince musi vyhovovat Y € X' (R]t]), aby existovalo ¢.(Y") definované na obrazu
#(R) C R2?

Vyjsledek.
tz t2 t2 t2
y(t) = (COSE,—SiHE,t), o(t) = (COSE,—Sing),
[0) (d ) tsmt2 4 tcost2 0
* En — — o - — 1o — — ,
dt to 2 Oz B(to) 2 83/ b(t0)
t2 t?
¢*(adz + bdy) = (a sin 3 + bcos — 5 ) dt, ¢*(dzAdy) =0,
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prenesené vektorové pole ¢, (X) existuje, pokud pro vSechna ¢t € R plati Y = Yt(t)%, kde
YE(VE+4r) = [z Y ().

Cviceni 7.3. Uvazujte zobrazeni

VR[] — S'e] :(t) =t,
tj. pii vyjadreni kruznice jako mnoziny bodt v R?[x,y] mame
W (t) = (cos(t),sin(t)) .

Jedné se o vnoreni, resp. vlozeni?

Visledek. Vnoreni ano, nebot 1), (%’to) = %‘w(toﬁ tj. ¥, ma hodnost 1, o vloZeni
nikoliv, nebot v neni prosteé.

Cviceni 7.4. Uvazujte varietu M a jeji kote¢ny fibrovany prostor 7*M = M. Definujme
diferenciélni 1-formu A € Q'(T*M) na kotecném fibrovaném prostoru nasledovné

AMa) = 1" («), aeT"M.

Na M zvolme soutadnice (z*)"_, a na T*M souradnice (z*, p;)",, kde

7'(a) = 2'(r(a)), Di (a = q; d:r;j|q) = ;.

Naleznéte soufadnicové vyjadieni diferencialni 1-formy A, spocitejte w = d\ a ukazte, ze
pro kazdy nenulovy X € T,(T*M) je ixw € T(T*M) nenulové.

Vysledek.
A =pide’, w=dp; Ada’,
0 ? e
X=X,7—+X'— #0 <= ixw = X, dz" — XZdp; # 0.
oz’ 7 Op;
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Kapitola 8

Lieova derivace

Dosud zavedené pojmy umoziuji na varieté derivovat funkce ve sméru te¢ného vektoru a
urcovat vnéjsi derivaci diferencidlnich forem, které je zobecnénim totalniho diferencidlu
funkci. Neumime vSak derivovat obecnéjsi objekty, tj. diferencialni formy ¢i vektorova
pole, ve sméru tecného vektoru ¢i vektorového pole. V této kapitole si jeden mozny zptisob
derivovani, tzv. Lieovu derivaci, zavedeme, pozdéji, v kapitole 12, uvidime i jinou moznost,
tzv. kovariantni derivaci.

Uvazujme tok ¥ x daného vektorového pole X € X(M). Z definice ¥ x vyplyvé, zZe pro
libovolny bod p € M a konstanty s,t € R takové, ze leva strana nésledujiciho vyrazu ma
smysl, plati (viz dusledek 3.15):

Ux(Ux(p,s),t) = Ux(p,t+s). (8.1)

Pro dostatecné malé okoli U kazdého p € M existuje ¢ takové, Ze zobrazeni W' je pro
|t| < e difeomorfizmus U na Wi (U) a tedy na tomto okoli (¥l )=t : (¥ )=t = ¥ Pro
nésledujici uvahy, kde nas bude zajimat limita lim; ,o v néjakém p € M, tedy lze chapat
Ul jako difeomorfizmus za implicitntho predpokladu, Ze ¢ ma hodnoty dostate¢né blizké
0.

Definice 8.1. Bud X € X(M), w € Q*(M). Definujeme Lieovu derivaci diferencialni
formy w ve sméru vektorového pole X predpisem

1
Lyw = lim - (Vw — w). (8.2)
t—0 t
Pro libovolny bod p € M tedy plati:
1 . N RN
Zxw(p) = lim — (Pxw)(p) = w(p))) =lim = (V5 (w (Vi (p)) = w(p)) .

Vidime, ze Lx : QF(M) — QF(M).
Pro libovolnou funkci f € C*°(M) plati

Zxf=XFf, (8.3)
nebot pro kazdy bod p € M je limeo (f(%(p)) — f(p)) = X f(p).

Definice 8.2. Bud X,Y € X (M) vektorova pole. Definujeme Lieovu derivaci vektoro-
vého pole Y ve sméru vektorového pole X predpisem

DY = _Ilsin%% (T (V) = V). (8.4)
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Protoze plati lim; o ¥’ (Z) = Z, miZeme postupnymi tpravami ziskat
N - RPN EERTRNN S t 1 t
im & (V5 (Y)=Y) = Ly (D5(V)=Y) = limg § U5V =05, (1) = lig 7 (V=05 ()
Takze ekvivalentni definici Lieovy derivace vektorového pole je mozné psit ve tvaru
.1 ¢
ZxY = Ilf1_1>101 n (Y = Uk, (Y)). (8.5)

V dalsim vykladu se setkdme téZ s obecnéjsimi objekty nez s vektorovymi poli a
diferencialnimi formami, tzv. tenzory, které také bude tfeba derivovat.

Definice 8.3. Kovariantni tenzor 7' k—tého fadu na varieté M je k-linearni (hladkeé)
zobrazeni T : (X(M))* — C°°(M) takové, ze T(Xy, ..., Xi)(p) zavisf pouze na hodnotéch
Xi(p), ..., Xk(p) vektorovych poli Xi,..., Xy v bodé p.

Definice 8.4. Kontravariantni tenzor S k—tého Ffadu na varieté M je k-lineérni zob-
razeni takoveé, ze S : (QY(M))F — C°(M) a S(w?,...,w")(p) zavisi pouze na hodnotéch
wl(p),...,w"(p) diferencidlnich 1-forem w!,... w* v bodé p.

Pro ¢ : M — N a kovariantni tenzor 7' na N definujeme jeho pullback predpisem

(@ T) (X, X)(p) = @) (60 (X],) o0 (Xa,)) (8.6)
obdobné pro difeomorfizmus ¢ : M — N a kontravariantni tenzor S na M definujeme
(@9 (W' ") (8(p) = S(P*Wh, ..., ¢"w") (p). (8.7)

S pomoci téchto oznaceni definujeme Lieovu derivaci libovolného kovariantniho tenzoru
na varieté M analogicky k definici Lieovy derivace pro formy. Pro kontravariantni tenzory
uzijeme definice Lieovy derivace pro vektorova pole.

8.1 Vlastnosti Lieovy derivace

Véta 8.5. Lieova derivace méa nésledujici vlastnosti:

1. do Zx = Zx od, tj. pro libovolnou diferencialni formu w € Q°(M) plati
diﬂxw = fxdw,

2. Dxoiy =iy o Lx + iy v,

3. pro libovolnou dvojici diferencialnich forem w, 7 € Q°*(M) plati
gx((ﬂ/\T) :gxw/\T—i‘W/\ng,

4. pro kazdou trojici vektorovych poli plati Zx|Y, Z] = [ZxY, Z] + [Y, Zx Z].

Diikaz. Vlastnost 1 plyne z rovnice (7.9), vlastnost 3 z rovnice (7.8). Vlastnost 2
ukazeme nasledovné:

: N : L tx :
Lxiyw = 11_{% i (USiyw —iyw) = 11_{% n (igtey (VXw) — iyw)
L . : : :
= 1151_13’01 ; (Z\I,g?y(\lj%xu}) — Zq;ggy(&)) + ’l\pgéy(w) — Zyw)

= lim. > (fwgpy (TRW — W) + i, o 1wt v)- 1)@ = by (Lxw) +igy(ryw.
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7 viastnosti 2 dostévame vyuzitim Zydf — d(X f) pro funkei f € C*(M) disledek:
DY f) = Laliy Af) = iy Zxdf +igedf = iy d(Xf) + L (V).
z ¢ehoz plyne X(Y f) = Y(X f) + (Zx(Y))f neboli
Ze(Y) = [X,Y]. (8.8)

Z tohoto vztahu a vlastnosti komutatori pak plyne vlastnost 4. W
Je uzitecné si uvédomit

Disledek 8.6. Jakékoliv zobrazeni A : Q*(M) — Q°*(M) vyhovujici pro jisté vektorové
pole X € X(M) podminkdm

AwANAT) =(Aw)ATH+wA (A7), doA=Aod, Af=X/,

pro vSechny diferencialni formy w, 7 € Q°*(M) a hladké funkce f € C°°(M) uz nutné musi
byt totozné s Zx.

Diikaz. Viz A(dz*) = d(Ax*) = d(X2*) = Lx(dz¥) a vlastnosti Lieovy derivace z
vety 8.5. W

Lemma 8.7. Plati ix(w A7) = ixw AT+ (=1)fw Aix7, kde w € AEM, 7 € ALM,
X € T,M.

Diikaz.

i@ AT Xe o X)) = D0 T e (X )T() =3 () + 3 () =

IJ
HEArE

,,,,,

= Z 5g,{.,k+zf1)W(XOvXﬁ)T(Xj) + Z (_1)k5(I1G k+zf1)w(X7)T(X07X*) =

HJ ic
|H|=k—1,|J|=l |I|=E,|G|=l-1
= (iXOW AN T)(Xl, . ,XkJrl,l) + (—1)k(w VAN iXOT>(X1, ce 7Xk+l71)-

Véta 8.8. Na Q°*(M) plati
gx=d0ix+ix0d. (89)

Diikaz. Vyuzitim dusledku 8.6 a lemmatu 8.7. Na funkcich ixf = 0, ixdf = Xf =
gxf. Dale

d(do iX—l—iXod):dQOiX—i—doiXod:doixod:(doiX—l—iXod)od.

Pro ovétfeni vSech vlastnosti jesté zbyva dokazat distributivitu vzhledem k vnéjsimu sou-
¢inu,
(doiy +ixod)wAT=dixw AT+ (=DFfdw AixT + (=1  lixw AdT +w A dixT
+ixdw AT+ (=) Fixw Adr + (=) dw AixT +w Adxdr
= ((dix +ixd)w) AT+ wA ((dix +ixd)T).
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Disledek 8.9. Necht w € Q' (M), X,Y € X(M). Pak plati tzv. Cartantiv vzorec pro
vnéjsi derivaci 1-formy

dw(X,Y) = X((Y)) = Y (@(X)) - w([X,Y)) (5.10)
Diikaz. Piipomenme, ze ixw = w(X) € C*°(M). Vyuzitim rovnice (8.9) dostavame

dUJ(X, Y) = iindw = iy(gxw - din) = (Zy o) .,E/ﬂx)w — Y(w(X))
= (Zx oiy)w —igyryw = Y(w(X)) = X(w(Y)) = Y(w(X)) —w(X,Y]).
[

Zobecnénim piedchoziho vzorce ziskdvame vztah platny pro libovolnou diferencialni
k—formu.

Véta 8.10 (Cartaniiv vzorec). Vngjsi derivaci diferencialni formy w € QF(M) vyhod-
nocenou na k + 1 vektorovych polich X, ..., Xx11 € X(M) lze vyjadiit ve tvaru

k1
dw(Xla cee 7Xk+1) = Z(_l)J_lX]<w(X1a ce 7Xj’ s 7Xk+1>>+ (811)
j=1
k1 R R
+ Y (D)X XL X X X X,
27,']<j1

kde strisky znamenaji, zZe se dany prvek jako argument vynecha.

Drikaz. Indukei s vyuzitim
iXk+1 o .indw = _Z'Xk-;—l .. .iXde'Xlw + iXk+1 - .iXB(iX2$X1W) = ...,

kde ingxlw = gXlng @[Xl X2 s w, atd. |

Vsimnéme si, Ze levd strana Cartanova vzorce (8.11) zévisi jen na X;|,, vyrazy na
pravé strané zaviseji i na X; v okoli p € M. Z odvozeni ovSsem vyplyva, ze prava strana
jako celek zavisi jen na X;| .

Véta 8.11. Pro libovolna vektorova pole X, Y € X' (M) plati
Lx, L] = Lix v (8.12)
Diikaz. Pro funkce a vektorova pole zfejmé, pro formy:

Ly — L Lx = dixdiy + dixiyd 4+ ixd?iy +ixdiyd—
— diydix — diyixd —iyd?ix —iydixd
=do%xoiy —doiyoZx + Lxoiyod—iyoLxod
= di[xy] + Z'[Xy]d = %}Qy].

Diikaz véty 8.11 lze provést téz jinak, vyuzitim jiz znamych vlastnosti z véty 8.5:

[iXd+ dix,gy] =...= —igy(x)d - digY(X)
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8.2 Cviceni

Cviceni 8.1. Vyjadrete Lieovu derivaci vektorového pole Y = Y 82,-, diferencialni 1-formy

w = w;da’ a diferencialni 2-formy 7 = 7;;dz’ A d2’ podle vektorového pole X = X2
J Ox

Vysledek.

QY7 DX
LY = (XzaY. _YzaX ) 0

0x’ oxt ) Ox’
Lxw = (X %—i—w,aﬂ)dx ,
. iaTjk 8Xl @XZ j k
ng = <X 81‘1 + Tik 8xj +Tji axk> da? A dz”.

Cicent 8.2. Ukazte, ze Lieova derivace libovolné uzaviené diferencialni formy je exaktni.
Ndvod. Vyuzitim véty 8.8.
Cviceni 8.3. Na R3[z, y, 2] uvazujte vektorova pole X; = a:a% —ya% a Xy = xa% —i—ya%—i-z%.
Spocitejte
Ly, dx, Lx,dy, PLx,dz, Lx,(dzAdyAdz), a=1,2.
Vyjsledek.

Lxde = —-dy, Lx,dy=dz, Lx,dz=0, Zx, (dx ANdy Adz) =0,
Zx,dx = dz, Zx,dy = dy, Ly, dz=dz, Zx,(drANdyAdz)=3dx Ady Adz.

Cviceni 8.4. Je ziejmé, Ze pokud pro vektorova pole X, Y € X (M) plati W% o WS (p) =
U o Wi (p) pro viechna s,t € R, p € M, pro néZz maji vyrazy smysl, tak téz plati
[Lx, %] = 0. Ukaizte, ze naopak [Lx, %y] = 0 implikuje U o U5.(p) = U3, o U (p),
kdykoliv maji vyrazy na obou stranach rovnice smysl.

Ndvod. Zderivujte dokazovanou identitu podle jednoho z parametri, napft. ¢, a vyuzijte
vétu o existenci a jednoznacnosti feSeni oby¢ejnych diferencialnich rovnic. Viz téz dikaz
véty 9.11 dale.

Cuviceni 8.5. Necht w je 2—forma na T*M z cviceni 7.4 a f,g € C*°(T*M). Definujme
vektorové pole Xy € X(T*M) pozadavkem

in(JJ = —df

Ukazte, ze X; € X(T*M) je tim ur€eno jednoznacné. Dale ukazte, Ze ZLx,w = 0 a
ze Xf(g) = Zx,9 = 0 pravé tehdy, kdyz X,(f) = Zx,f = 0. Jednotliva odvozenf
provadéjte abstraktné bez vyuziti soufadnic i v soufadnicich (z*, p;) na T*M zavedenych
ve cviceni 7.4.
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Kapitola 9

Geometricka formulace Hamiltonovy
mechaniky

V této kapitole vyuzijeme vybudovany geometricky aparat k matematicky korektnimu
popisu Hamiltonovy formulace klasické mechaniky. Uvidime, ze zédkladnim pojmem je
tzv. symplekticka 2—forma, ktera v sobé koduje Poissonovy zavorky na fazovém prostoru
a téz umozinuje pfirozené zavedeni pojmu kanonické transformace. Hamiltonovy pohybové
rovnice jsou pak popsany jako rovnice pro integralni kiivky jistého, tzv. hamiltonovského,
vektorového pole.

Uvazujme varietu N a jeji kote¢ny bundle T*N. Ze cviceni 4.3 jiz vime, Ze je vhodnym
objektem pro matematicky popis fazového prostoru mechanického systému s konfigurac-
nim prostorem N. Na T*N existuje vyznacna, tzv. kanonicka 1-forma definované nasle-

dujicim piedpisem: bud 7 : T*N — N projekce ve fibrovaném prostoru 7*N. Definujeme
A € I(T*(T*N)) predpisem

Mw) =71(w), weT*N, (9.1)

viz cviceni 7.4.

V lokalnich soufadnicich (z') na U = U° C N zavadime soufadnice (p;) na T*U:
pi(wi(q) dz*) = w;(q) pro ¢ € U. Spoleéné (z%, p;) tvoii soufadnice na T*U. V nich mame
A € I'(T*(T*U)) vyjadienu ve tvaru

A = p;da’. (9.2)

Déle muzeme uvazovat kanonickou (Cartanovu-Poincarého) 2—formu w = dA.
V lokélnich soufadnicich (z', p;) ma evidentné tvar

w = dp; A da’. (9.3)
7 konstrukce je w exaktni a tudiz uzaviena. Déle je nedegenerovana ve smyslu
Vae T*N, X € T,(T*N), X #0: (Y € T,(T*N) : w(a)(X,Y) #0). (9.4)

Poznamenejme, Ze libovolna nedegenerovana 2-forma umoznuje bijektivné zobrazit tecny
a kote¢ny prostor predpisem X € T,,(T*N) — ixw € T(T*N).
Uvedené vlastnosti kanonické 2—formy (9.3) jsou zakladem pro nésledujici zobecnéni.

Definice 9.1. Diferencovatelna varieta M vybavend nedegenerovanou uzavienou dife-
rencialni 2-formou w se nazyva symplekticka. Formu w pak nazyviame symplekticka
2—forma.
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Priklad 9.2. M =T*N s formou w = d\.

Lemma 9.3. Necht V je vektorovy prostor, w je nedegenerovana 2-forma na V. Pak
dim V' je nutné suda.

Diikaz. Necht (e;) je baze V, (¢') je dudlni baze V*. Pak w = Y7, - wij e'Ael, €'(e;) = d7,
tj. w(X'e;, YVej) = XY w(ei,e5) = >, X'Y7(wij — wji). Formu w budeme nadéle cha-
rakterizovat antisymetrickou matici (w);; = 3(wi; — wy;). Pak méme w(X'e;, Ye;) =
> (W) X'Y7. Forma w je nedegenerovand pravé tehdy, kdyZ pro vSechna X # 0 je
(w);; X" # 0, coz implikuje rank(w);; = dim V' a tedy det(w) # 0. Pro libovolnou antisy-
metrickou matici A, AT = — A, plati det AT = det A a soucasné det AT = (—1)4mV det A.
Kdyz je dimV lich4, tak det AT = —det A = det A, tj. det A = 0. TakZe nenulovost

determinantu det(w) implikuje nutné, ze dim V' je suda. M

Véta 9.4 (Darboux). Bud (M, w) symplekticka varieta a ¢ bod v M. Pak existuje okoli
i /s

. dim M i
U=U°C M, qe€ U, asoufadnice (p;,2"),_} na U takové, ze w|, = dp; A dz’. (Bez
dikazu.)

Definice 9.5. Soutadnice z véty 9.4 na symplektické varieté (M, w) nazyvame Darbou-
XOVYy.

Nyni se budeme snazit zformulovat hamiltonovskou mechaniku na obecné symplektické
varieté (M, w). Zakladni poznatek je, Ze nedegenerované forma w € Q%(M) nadm umoziiuje
ztotoznit TyM a Ty M, resp. X(M) a Q' (M).

Véta 9.6. Zobrazeni ¢ : TyM — Ty M, kde ¢(X) = ixw(q) a w je symplektickd 2-forma,
je izomorfizmus vektorovych prostorii.

Diikaz. Linearita ¢ : X — ixw je zfejma. Dale pro jadro ¢ z nedegenerovanosti plati:
Xekerpsixw(q) =0 VWeT,M)(ixw)=wX,Y)=0 < X=0 N

Disledek 9.7. Zobrazeni ¢ : X(M) — QY(M), kde ¢(X) = ixw a w je symplekticka
2-forma, je izomorfizmus vektorovych prostorii.

Diikaz. V kazdém bodé ¢ € M mame vzajemné jednoznacné zobrazeni ¢,. Hladkost
vyplyva z hladké zavislosti 1xw na X. W

Definice 9.8. Vektorové pole X na symplektické varieté (M, w) se nazyva
e lokidlné hamiltonovské pravé tehdy, kdyz ixw je uzaviend, tj. dixw = 0.

e hamiltonovské pravé tehdy, kdyz ixw je exaktni ve smyslu: existuje funkce f €
C>(M) takova, ze ixw = —d f. Pak znac¢ime X = X;.

Duvod pro pfedchozi definici vychazi z Hamiltonovy mechaniky formulované na ko-
tetném fibrovaném prostoru. Bud M = T*N, w = dp; A dx’ a H(p;,2') € C*(M). Pak

mame OH &  OH 0

i

TudiZ integralni kiivky hamiltonovského vektorového pole X odpovidajictho funkei H (p;, 2°)
jsou fesenim Hamiltonovych pohybovych rovnic
OH OH

Tt = o, i =5 (9.6)
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Véta 9.9. Vektorové pole X € X(M) je lokalné hamiltonovské pravé tehdy, kdyz Zyw =
0.

Diikaz. w je uzaviend a tudiz Lxw = dixw +ixdw =dixw. W

Véta 9.10. Necht N je diferencovatelna varieta, 7 € Q*(N), X, Y € X(N). Pak Zx7 =
0&VteR, ge N: U (7(¥%(q))) = 7(q), kdykoliv ma W% (¢) smysl. Podobné ZxY =
0o U, (Y)=Y.

Diikaz.

d * 1 S * * : * 1 Sk *
dt(‘llgﬂ) = h_r}r(% S(\IJXH T— W) = }gl_r}(l) \I/tX(;(‘I/XT - 7)) = V8 LT =0,

U (r) =id*r = 7.
|

Véta 9.11. Toky komutujicich vektorovych poli X, Y komutuji. Neboli méjme diferen-
covatelnou varietu N a XY € X(N) takové, ze [X,Y] = 0. Pak pro vSechna ¢ € N,
s,t € R takova, ze vyrazy maji smysl, plati

5 0 U (q) = ¥ 0 U3 (q). (9.7)

Diikaz. Necht ¢ € N, ; integralni kiivka X z q, tj. v (¢ ) UL (q), vybereme pevné s €
R, 9 integralni kiivka X z § = ¥$ (q), tj Y2(t) = Ui (q) = U (P35 (¢)). Definujeme v3(t) =

(q)
U3 (1)), Plati 75(t) = X(2(1)), 7s(t) = V5, (1(t) = V5, (X(n(?) = X(y(t)),
nebot ZxY = [X,Y], a tedy U3 ( ) = X. Mame tedy 72(t), v3(t), které vyhovuji
stejné diferencialni rovnici se stejnou poc¢atec¢ni podminkou a z jednoznacnosti feSeni plyne

Yo(t) =3(t). W

Definice 9.12. Necht (M,w) je symplekticka varieta. Pak zobrazeni (transformaci) ¢ :
M — M nazveme kanonické pravé tehdy, kdyz ¢*w = w.

Definice 9.13. 1-parametrickd lokadlni grupa transformaci variety N je takové
zobrazeni ¢ : U =U° C R x N — N, {0} x N C U, pro které plati

o(s,9(t,q)) = ¢(s +1,q) (9.8)

pro v8echna s,t € R, ¢ € N takova, ze (t,q) € U a (s,¢(t,q)) € U, a soucasné

¢(0,9) =q, q€N. (9.9)

Prikladem 1-parametrické lokalni grupy transformaci je tok libovolného vektorového
pole. Naopak, kazda 1-parametrickd lokalni grupa transformaci mé diky hladkosti a gru-
pové vlastnosti (9.8) tvar toku vektorového pole pro jednozna¢né urcené vektorové pole,
zvané generator 1-parametrické lokdlni grupy transformaci. Generétor lze najit zderivo-
vanim X (q) = & (t,q)‘tzo.

Véta 9.14. Necht (M,w) je symplekticka varieta, X € X(M). X je lokalné hamiltonov-
ské prave tehdy, kdyz jeho tok W' definuje 1-parametrickou lokalni grupu kanonickych
transformaci variety M.

Dikaz. Lxw=0&Iw=w. N
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Definice 9.15. Necht (M,w) je symplekticka varieta, f,g € C*(M). Poissonova za-
vorka na M je bilinearni zobrazeni {-,-} : C*°(M) x C*°(M) — C*°(M) dané predpisem

{f,9} = ixix,w. (9.10)
Vsimnéme si, ze Poissonovu zavorku lze vyjadrit mnoha ekvivalentnimi zptsoby
{f, 9} =ix,ix,w = —ix,dg = —Xf(g9) = —ix,ix,w =ix,df = X,(f). (9.11)
Konkrétné v Darbouxovych soufadnicich mame w = dp; A d2?, a tedy
Véta 9.16. Necht f,g € C(M). Pak
Xy = —[ Xy, Xyl (9.13)

Dikaz. h = {f,g} = ix,ix,w, Lx,w =0, Lx,w = 0. Proto ix,w = —d(ix,ix,w) =
—ng(legW)+ind(ixgw> = —ZXfngw—l—ino?ng = —i[vaXg]u}—ixgngw = —i[Xf7xg]w
atedy Xh:—[Xf,Xg]. |

Véta 9.17. Poissonova zavorka vyhovuje Jacobiho identité, tj. (f,g,h € C>®(M)):

{f: {9, h}} +4g.4h, [1} +{h.{[, 93} = 0.

Dikaz. {f,{g,h}} = IXp Xy W = —ix,d{g,h} = —Lx,{9,h} = —ZLx,ix,ix,w =
—l2y (X1, WX, Lz (xp)W- Navie Lx (Xgn) = [Xp, Xgpn] = =Xig.g/ny, takze {f,{g,h}} =
Z.X{f,g}ith + ?:XQiX{f,h}w = {{fv g}7 h} + {ga {fa h}} |
Véta 9.18. Necht f,g € C°(M), {f, g} =0. Pak fo Uk =f, goWl =g.

Diikaz. Ziejmy. W

Naopak, mame-li lokalni 1-parametrickou grupu kanonickych transformaci, pak je jeji
generator X lokdlné hamiltonovské vektorové pole, a tedy existuje na okoli libovolného
bodu lokalné definovana funkce f € C*(U) takova, ze X = Xy. Pokud dana grupa
kanonickych transformaci navic zachovava hamiltonidn H, pak lokélné definovana funkce
f je integral pohybu.

9.1 Cviceni

Cviceni 9.1. Na sfére S?[u,v] uvazujte 2—formu w = %. Ukazte, ze ji lze hladce

dodefinovat na celé sféfe a ze w je symplekticka. Naleznéte tvar obecného hamiltonovského
vektorového pole na S?. Zkonstruujte Darbouxovy soufadnice na vhodném soufadnicovém
okoli.

Vysledek.

du A dv dU A dV 1 1
= = = —sinfdf Adp = ——d od
“ (1+u?+02)2  (1+U%2+V2)? T 4 4 (cos fde)
mozné Darbouxovy soufadnice definované tam, kde lze pouzit sférické souradnice, jsou
tudiz napiiklad p = —1 cosf, x = . Obecné hamiltonovské vektorové pole ma tvar

1
(1) (010 _0F 0
Xy =(L+u+0) (8uav ovou )
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Cwiceni 9.2. Ve znaceni pifkladu 9.1 explicitné ovéite Ly w = 0.

Cviceni 9.3. Uvazujme symplektickou varietu (M,w) a dvoje Darbouxovy soutfadnice
(pi, %) a (P;, X") na okoli U = U° bodu q € M, w = dp; A dz* = dP; A dX*. Vhodnou
reinterpretaci vztahu mezi (p;, z') a (P, X*) dokazte lokalni existenci vytvorujici funkce
kanonické transformace ¢ definované predpisem

(pi(0(m)), ' (6(m)) = (Bi(m), X'(m)), ~ m e U.
Ndvod. Protoze oboje soutradnice jsou Darbouxovy, mame
d (pidxi — PidXi) =w—w=0,
tj. z lokélni exaktnosti uzavienych forem plyne existence F' € C*°(U) takové, ze
dF = pda’ — PdX". (9.14)

(Abychom se vyhnuli komplikovanému znaceni, tak jsme predpokladali, ze F’ je definovana
na stejném okoli jako souradnice (p;, z%) a (P;, X*), obecné miiZe byt pot¥eba U zizit na
mensi oteviené okoli U = U° C U.) Pokud i soubor funkei (2%, X7) definuje soufadnice na
U, muzeme psat

. : oF . OF -
do' — PdX' =dF = —dx' + —d X",
b oz’ 0X?
tj. zjistujeme, ze p; = % a b= —% za predpokladu, ze parcialni derivace provadime v

soufadnicich (z°, X7). Pokud nynf{ definujeme transformaci ¢ predpisem

(Pi(@(m)), " (6(m))) = (Pi(m), X" (m))

kdykoliv maji vyrazy smysl, tj. P;(m) € Ran(p;), X*(m) € Ran(z?), mame transformaci
¢ zadédnu pomoci vytvorujici funkce F' prvniho druhu znamé z teoretické fyziky. Protoze
P*w=d(piod)Ad(z' 0 ¢) =dP; ANdX" = w, je ¢ kanonicka transformace.

Pokud soubor (z*, P;) té7 definuje soufadnice na U, mizeme misto F € C*°(U) uva-
sovat F' € C(U) definovanou piedpisem F(m) = F(m) + P;(m)X*(m), kde ' budeme
nyni chapat jako funkeci na U vyjadienou v soufadnicich (z°, P;). Vypottem jeji vnéjsi
derivace a vyuzitim (9.14) ziskavame

F , F
) = go(m), X'(m) = o)

tj. pii definici X?(m) = z*(¢(m)), P,(m) = p;(¢(m)) mame vytvorujici funkei F druhého
druhu pro kanonickou transformaci ¢.

Cvicend 9.4. Najdéte vytvorujici funkei pro identickou transformaci na symplektické va-
rieté s Darbouxovymi soufadnicemi (x, p;).

Vysledek. ~ .
F = .Z'ZPZ'.

Cviceni 9.5. Uvazujte symplektickou varietu M = R?[z,p|, kde (z,p) jsou Darbouxovy
soutadnice a H = x - p. Najdéte prislusné hamiltonovské vektorové pole, jeho tok a vy-
tvotujici funkei kanonickych transformaci danych ¥, .
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Vyjsledek.

0 0 ~
XH = ZU% _pa_pv \IthH(QT,p) = (exp(t)x,exp(—t)p) ) F(ZL’,P) = exp(t)$ e

Cviceni 9.6. Naleznéte vSechny funkce f € C™(R?[x,p]) takove, ze {f,z - p} = 0 (kde
opét (z,p) jsou Darbouxovy soufadnice).

Vyjsledek.

f(x,p) =g(x-p), geC(R).
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Kapitola 10

Integrace forem

Jednim z duvodu pro zavedeni diferencialnich forem na varietach je to, Ze na rozdil
od funkei jsou pfirozenymi objekty, které se na obecné varieté daji integrovat (za pred-
pokladu, Ze varietu vybavime tzv. orientaci, viz nize).

Uvazujme na n-rozmérné varieté M n-formu v lokalnich soufadnicich (z'), resp. (#7).
Mame

Ox? or"™ . A
w=winde! Adz? AL Ada" = wy o (2()) a;n . a;;n FUA LA i
ozt Ox" . . oz’ N n
= E Wi n (5(11””)% SR rn di' AL AdE" = det 5 cwp o (x(3))dE AL AdT

oz’

0xI

viz cvigeni 5.3. Tento vztah piipomina vétu o substituci v Lebesgueové integralu (z° =
dp

'(7)):
1 n o __ o
/P(Q)fdx...dz —/Qf % 557

V definici integralu n-formy ovSem narazime hned na dvé odliSnosti ¢i potencialni
problémy:

cwi.n(2(2)), (10.1)

i

det

dz'...da". (10.2)

1. rozdil v absolutni hodnoté jakobidnu — fesime zavedenim orientace,

2. mozna neexistence globalnich souradnic na M — fesime pomoci tzv. rozkladu jed-
notky.

Definice 10.1. Orientace realného vektorového prostoru V, dim V' = n, je zobra-
zeni o pritazujici kazdé n—tici linedrné nezavislych vektort ¢islo +1 a vyhovujici

det T
U(T(@l),...,T(en)) = m 0'(61,...,€n) (103)
pro vSechny linearné nezéavislé n—tice (eq,...,e,) vektori ey, ..., e, € V a regularni line-

arni zobrazeni T € GL(V).

20



Definice 10.2. Mé&jme vektorovy prostor R” s orientaci o, U = U° C R", diferencovatel-
nou varietu M, dim M > n, hladké zobrazeni F': U — M a formu w € Q"(M). Oznaéme
U = F(U). Definujeme integral z formy w na mnoziné U pfi parametrizaci F
predpisem

/ w=o(eg,...,ep) / (F*w)y..p da' ... d2™, (10.4)
(O U

U,F)

kde (z',...,2™) jsou soufadnice na R™ ve standardni bézi (ey,...,e,),
¥ (a'e;) = d,

: — 0

Takto definovany integral f(& Py W mé nasledujici vlastnost: pfi vybéru jiného U’, o’

a F' takového, 7ze F'(U’') = U a 7e existuje difeomorfizmus ¢ : U — U’ zachovavajici
: . 0 0 _ 0 0
orientaci ve smyslu o’ (gb*(w p>>"'7¢*(az_n p)) =0 (W i BTl

body p € U, T,R" = R", pro ktery soucasné plati

) pro vSechny

F=Fo¢,

plyne z véty o substituci v Lebesgueové integralu:

/ w= / w. (10.5)
(U,F) (U,F")

Pokud je F prosté, tak az na orientaci hodnota integrélu na vybéru F' nezavisi.

Definice 10.3. Orientace o variety M, kde dim M = n, je zobrazeni piitazujici kaz-
dému bodu p € M orientaci tecného prostoru T,M tak, Ze pro kazdé oteviené okoli
U = U° C M a vektorova pole X,..., X, € X(U) takova, ze n—tice teénych vektort
(Xily,---, Xal,) je v kazdém bodé g € U linearné nezavisla, plati:

f(p) =a(p)(Xil,, .., Xal,) je konstantni (¢i ekvivalentné hladka) funkce na U.

Varietu, na niz existuje orientace, nazyvame orientovatelna.
Zavadime oznacent: o(p)(Xil,, ..., Xal,) = o(Xil,,..., Xal,).

Lemma 10.4. Pokud na varieté¢ M dimenze dim M = n existuje diferencialni n—forma
w € Q"(M) takova, ze w(p) # 0 v kazdém bodé p € M, pak je M orientovatelné, s
orientaci danou predpisem

w(Xy,. .., X,)(p)
|W(X17 s 7Xn)(p) |

Priklad 10.5. Na symplektické varieté (M,w) lze vidy zavést orientaci vyuzitim po-
znamky 10.4 pomoci @ = w Aw A ... Aw € QIPM()). V Darbouxovych souradnicich
totiZ mame

o(Xils e Xal ) =

dim M

O=n!-dpy Adz! Adps Ad2z? A ... Adp, Adz™, kde m = 5

Disledek 10.6. T*M je vzdy orientovatelna, M orientovatelna byt nemusi.
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Pokud v M existuje uzaviena kiivka v : (0,1) - M, U =U° C M a X € X(U)
takové, ze

e 7({0,1)) C U,
o Vit € (0,1) kiivka ~ spliwuje 4(t) = X (y(t)),

e a existuji linedrné nezavislé vektory Fy, ..., E, € TyoyM = T, )M, tj. baze T )M,
takové, ze (U, (E)),..., ¥, (FE,)) je baze opa¢né orientovana nez (Fy, ..., E,), tj.
matice prechodu z jedné baze do druhé mé zaporny determinant,

pak M neni orientovatelna.
Priklad 10.7. Mobitav list neni orientovatelny.
Definice 10.8. Jsou-li na varieté zadény soutadnice, pak, neni-li vyslovné feceno jinak,

predpokldadame, zZe jsou odpovidajici bazicka vektorova pole v uvedeném potradi kladné
orientovana.

Definice 10.9. Bud M diferencovatelnd varieta s orientaci o, dimM = n, U = U°
soufadnicové okoli se soutadnicemi (z'), ¢ : 2(U) C R" — U zobrazeni inverzni k sourad-
nicim. Bud dale forma w € Q"(M) a nosi¢ této formy suppw = {p € M|w(p) # 0} C U.
Definujeme integral z formy w na varieté M predpisem

0 0 )/ N 1
w= w=0o|=—,...,— Y'w)i pdr ..o da".
/M /(U,go) (aﬁlfl Ox™ z(U)( )

Dle vyse uvedeného nezavisi [ 17 W na vybéru souradnic na U.
Nyni zbyva zjistit, jak integrovat formy, jejichz nosi¢ nelze pokryt jedinou mapou.

Definice 10.10. Bud M diferencovatelna varieta, {U, }ac; jeji oteviené pokryti. Indexova
mnozina J a soubor funkci fg € C*(M), B € J, tvoif rozklad jednotky podiizeny
pokryti {U, }aer pokud jsou splnény nasledujici podminky:

1. (VB € J)(3a € I)(supp fs C U, a soucasné je supp fz kompaktni),
2. (Vpe M)(AU =U° > p&3IK, C J,#{K,} < +00)(V8 € J\ K,)(supp fzsNU = 0),
3. (VB € J)(Vp e M)(fs(p) >0),
1 (W € MY(Sey olp) = Sperc, fo(0) = 1).

Véta 10.11. Ke kazdému otevienému pokryti {U, } e variety M existuje jemu podiizeny
rozklad jednotky. (Pfi¢em?Z neni uréen jednoznacné.)

Diikaz. Bez dukazu. K platnosti véty potfebujeme parakompaktnost v definici variety.
[ |

Definice 10.12. Bud M diferencovatelna varieta s orientaci o, dim M = n aw € Q™ (M).
Definujeme integral z n—formy w na varieté M predpisem

/M w=¥" /M frw, (10.6)

BeJ

kde {fs}ses je rozklad jednotky podfizeny n&jakému atlasu {U,, (z%) }acr-
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Véta 10.13. [, w nezavisi na vybéru atlasu {U,, (2),) }acr-

Diikaz. Pomoci spolecného zjemnéni {U, N Us}, I.pef @ jemu podfizeného rozkladu
jednotky. W

Véta 10.14. Bud ¢ difeomorfizmus orientovanych variet M a N stejné dimenze n, za-
chovavajici orientaci, w € Q"(N), U = U° C M. Pak plati:

/(ﬁ(U)w = /Ugb*w. (10.7)

Drikaz. Pomoci rozkladu jednotky prevedeme na soucet integrali v R”, déle viz sub-
stituce v Lebesgueové integralu. M

10.1 Cviceni

Cicend 10.1. Zduvodnéte, ze pro libovolny vektorovy prostor V' kone¢né dimenze s ori-
entaci o, okoli U = U°® C V, variety M, N, zobrazeni F : U — M, difeomorfismus
¢ : M — N alibovolnou w € Q*(N) plati

faon* o
(6(0),¢0F) (U.F)
kde U = F(U) a dimV = n.

Ndvod. Vyuzijte vétu o substituci v integralu a vysledek cviceni 5.3.

Cviceni 10.2. Uvazujte varietu M = S?[u,v] se standardni orientaci o (2, 2) = 1 (viz
definice 10.8) a 2-formu w = mdu A dv. Spocitejte [g, w.

Vysledek. |. g2 W = T, vypocCet je nejsnazsi v polarnich soufadnicich na roviné [u, v].
Cwvicent 10.3. Uvazujte symplektickou varietu (M, w) a kanonické zobrazeni ¢. Uvazujte
néjake U = U° C R?* 2 < 2k < dim M a prosté hladké zobrazeni ¢ : R?* — M,
Y(U) = U. Ukazte, ze plati

/~ gu/\w/\.../\cg:/w/\w/\.../\w,
o) h—krat v

tj. ziskavame znamé Poincaréovy—Cartanovy integralni invarianty kanonickych transfor-
maci.

Cwiceni 10.4. Mé&jme orientovanou varietu (M, o) dimenze n, formu w € Q"(M) a vekto-
rové pole X € X(M). Ukazte, ze pro libovolné oteviené okoli U = U° C M plati

d
— / w:/éfxw.
dt],_, Ui (U) U
Navod.
d / d / £\ / d £\ /
— w= — Y w = — |\ w= | Yxuw.
dt],_, T4 (U) dt|,_, U< X) v dt t:0< X) U *
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Cwviceni 10.5. V R®[x,y, 2] uvazujte w = ————— (zdx + ydy + 2dz) a zobrazeni

F:(0,1) 5 R® F(t) = (cos(t?),sin(t?), ), U= F(U).

Urcete f(U,F) w.
Vysledek.

t3

13 1 2
Frw=—2———dt, —2/ ~dt = : / W= V2 _ 1.
VIt VIt V1+ it (T,F) 2

Cviceni 10.6. Stejnou tlohu jako vySe feste pro zobrazeni

F:(0,1) = R3 F(t) = (cos(t),sin(t),t), U= F(U).

Vysledek.
t t 1 2
Pro=——"_at, —/—3dt: , / bV
V1+ 12 V1412 1412 (0,F) 2

Cvicens 10.7. Uvazujte S?[0, ¢] vnorenou do R3[z,y, 2| predpisem

1
F(8,9¢) = s (sin @ cos ¢, sin  sin ¢, cos 0)

™

1
w= s (vdy Adz +ydz Ade + zdz A dy).

/ 12 + y2 + 22
Zduvodnéte, ze vnoreni F' je mozné jednoznacnym hladkym zpiisobem definovat na celé
sfére a urcete f(527 )W
Vysledek.

F*w = sin6df A do, / w:/ F*w = 4.
(S2,F) 52
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Kapitola 11

Integrace na varietach s hranici,
Stokesova véta

V této kapitole si prostudujeme zékladni nastroj pro efektivni vypocty integrala na vari-
etach, tzv. Stokesovu vétu. Lze ji vyjadrit v néasledujicim, zdanlivé jednoduchém, tvaru

/de:/ww. (11.1)

Uvidime, Ze jejim vyuzitim snadno dokadzeme nékolik vysledki, které jsme difve zminili
bez dikazu.

Ke smysluplné formulaci Stokesovy véty bude tfeba vyjasnit, v jakém smyslu je va-
rieté M prifazena jeji hranice, o jakou geometrickou strukturu se vlastné jedné a jak je
orientovana.

Nejprve definujme integral z formy pfes vnofenou podvarietu.

Definice 11.1. Bud M s orientaci o vnofrend podvarieta N, ¢ : M — N prislugné
vnoreni, dim M = m, dim N = n > m. Pak pro w € Q"(N) definujeme:

/ w:/ Prw. (11.2)
(¢(M),¢) M

Hodnota integralu opét nezavisi na konkrétnim zptsobu parametrizace N, ale miize se
lisit pro ¢ a ¢, ktera nelze propojit difeomorfizmem ) : M — M takovym, Ze ¢ = ¢’ o).

Nyni budeme uvazovat dva specialni pripady Stokesovy véty, jez nam umozni pochopit
motivaci pro zavedeni potifebnych pojmi a nasledné vétu odvodit v jeji obecné podobé.

Priklad 11.2. Uvazujme R?[z,y] a oblast  C R? vymezenou jako vnitiek konvexniho
linearntho obalu Q = ([(0,0), (1,0), (0, 1)],)°, tj. trojuhelnika s vrcholy (0, 0), (1,0) a (0, 1).
Hranici tohoto trojihelnika 2 popiSeme pomoci t¥i tsecek parametrizovanych zptisobem

71(7_) = (T7 0)7
Yo(r) =1 —-7,7), 7€ (0,1).
v3(1) = (0,1 —7),

Na R? definujeme orientaci ¢((1,0),(0,1)) = o(Z, a%) = 1, tseky hranice oblasti €2

orientujeme tak, aby O’Z'(%) =1 < o7, i 8%)) = 1, kde 7 je vnéjsi normala k € v
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q € 7((0,1)) a 7 je soufadnice podél ;. Bud w = w,dz + w,dy € Q(R?) libovolna
1-forma, dw = (0w, — Oyw,) dz A dy. Pak plati:

1 11—z 1 1—y 1 11—z
/dw = / dx/ dy (Opwy — Oywy) = / dy/ dz Oyw, —/ dac/ dy Oyw, =
Q 0 0 0 0 0 0
1 1

= / dy (wy(1 —y,y) —wy(0,y)) — / dz (we(z,1 — x) — wy(2,0)) =

0 0

:—/Oldywy(O,y)—i—/ldxwx(:ﬁ,O)—l—/Oldr (wy(1 =7,7) —wa(l —7,7)) =

0
:/w+/w+/w:/w.
73 71 72 o0

Priklad 11.3. Bud M = R"[z!, ..., z"] se standardni bazi (e;)?_,, orientaci o(ey, . . . =
1, a soufadnicemi z definovanymi predpisem z?(a’e;) = a’. Oznaéme nulovy vektor ey = 0.
Pak definujeme simplex Q = ([eg, €1, . . . , €,),)° @ jeho hranici 9Q = |J;_,[eo, - - -, €, - - - , €],
kde stiiska zde i dale znac¢i vynechani prvku.

Na 09; = [eo,...,€i,...,€n]x zavadime orientaci opét tak, ze o;(fi,..., fu_1)(z) =
o(f, fi,- oy fuo1)(2), kde fi,..., fno1 € TL(0);) a 7 je ven orientovanéd norméla k nadro-
viné obsahujici 0€2;.

Dale necht w € Q" 1(V), kde okoli V' = V° C R" obsahuje simplex € v¢. jeho hranice,
Q C V. Formu w a jeji vn&jsi derivaci dw € Q"(V) vyjadiime ve tvaru

v~

rgw, kde 7 (r)=(1-7,7)

[

n

w:Z(—l)ini dxl/\.../\d/:;/\.../\dm”, dwzz (gj:j) dz' A ... Ada™
i=1 i=1

Pro integral z n—formy dw pies oblast Q2 dostavame (nutno pamatovat na orientaci):

/dw: /0< il dz'. .. dz" awi =
& T = 97

PIIRE A
n
= E , det. . dat. .. d2™ | wi(2',. .., 1 — E o ah)—
0<zI<1
y — n . .
1=1 G, g <1 i£j
—_———
i-t4 pozice
—wi(zt, ..., 0 a2 ) =
~—

i-t& pozice

:;/"0<x1<1_ dq:l_..c{x\i...dx”(wi(xl,_..,l—ij’...’x")>+;/89iw:

g=1, 57 <1 i#j
i-t& pozice
n n n
:/ E (—1)’“%dxl/\.../\dxi/\.../\dx"+E / WZE / wz/w,
00 i=1 i=1 [0[95 i=0 08 0N
V piedposlednim rovnitku se orientace soufadnic (z',...,7% ...,2") na 9§ projevila

alternujicim znaménkem (—1)**.
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Definice 11.4. Mé&jme R? se standardni bazi (ey,. .., e,) a orientaci o, o(ey, ..., e,) = 1.

Definujeme standardni p—simplex A, jako (ey = 0)
. . p .
A, =leg,e1,...,6, ={a'e;|a’ >0, Za’ <1} (11.3)
i=1

Definice 11.5. (Singularni) p-simplex v n-rozmérné varieté M je hladké zobrazeni o,
néjakého U = U° € R?, kde A, € U, do M.

V definici 11.5 se za defini¢ni obor zobrazeni bere okoli A, a ne samotné A, mj.
proto, ze chceme, aby byla zajisténa existence derivaci na hranicich. Dale pokladame
op = 0p(A)).

Dva singularni p-simplexy o, a o, (z U C RP do M) povazujeme za ekvivalentni,
pokud existuje V.= V° C U, A, C V a difeomorfizmus ¢ : V. — ¢(V), A, C ¢(V)
takovy, ze ¢(A,) = A,, zachovavajici orientaci o na RP (tj. 0 = o o ¢,)fTok a spliujic

UP’V = O-;|¢(V) © ¢’V

Definice 11.6. (Singularni) p—fetézec v n-rozmérné varieté M je libovolna formalni
linedrni kombinace singularnich p-simplexii na M (modulo ekvivalence).

Definice 11.7. Operator hranice 0 pfifazuje p—fetézcim na M (p — 1)—fetézce nasle-
dovné:

e Standardnimu p-simplexu priradi

p
00, =D (—-1)FAY,, (11.4)

k=0
kde A;k_)l = [€0y- - Ck, ..., €pls je tieba chapat jako singularni (p — 1)-simplex ve

variets R?, AP - U c RP-1 - RP, kde A, , C U.
e Singularnimu p-simplexu o, priradi

p
00, = (1o, 0 AV, (11.5)
k=0

e Linearnim rozsifenim definujeme hranici libovolného singularniho p—tetézce.

Jinak Teceno, operator hranice prifazuje p—simplexu orientovany soucet jeho stén, kde

orientace je indukovana vnéjsi normalou a orientaci R?, tj. o'(f1,. .., fo—1) = o(n, fi,. .., fo—1)

Z elementéarni geometrie dostavame 9?A, = 9od(A,) = 0, nebot kazdy (p—2)-simplex
(€0, €iyevny €y e bn)e vV OPA, vyvstane dvakrét, s opanymi znaménky. TudiZ i obecné
plati

0* = 0. (11.6)

Definice 11.8. Bud ¢, singularni p-fetézec ve varieté M, ¢, = Zle aial(f). Integral
p—formy w pres fetézec ¢, je definovan predpisem

k k

P
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Véta 11.9 (Stokesova pro p-tetézce). Bud ¢, p-fetézec na varieté M, w € QP~1(M). Pak

plati
/dw:/ w. (11.8)
Cp Ocp

Diikaz. Viz integraly po standardnich simplexech a definice integralu po p-tetézci. W

Véta 11.10. Bud N orientovana varieta, dim N = p, ¢ jeji prosté vnoteni do variety M.

Bud dale ¢(N) kompaktni. Pak existuje triangulace vnorené podvariety N ~ ¢(N), tj.
jeji pokryti p-fetézcem ¢, = > )", az(,k), ktery spliuje:

1 Vkem: oy : UW =U®° = M, A, c UB, a7 (A3) € ¢(N),
2. Vkem: UI(Jk) je prosté,
3. Vk € i : o zachovava orientaci variety o(N),

4. Vg € ¢(N) : (Ellk‘ eEm: q= a]gk)(qo), Qo € A;) nebo
. k °
(Elk em: q=05(q), q € Ap\Ap> :

Takovy fetézec nazyvame simplicialni.

Oc, = ON lze popsat jako kone¢né sjednoceni vnorenych variet prekryvajicich se na
mnoziné miry nula z hlediska fac . Vnitini stény se pii integraci (¢i rovnou v linearni

P

kombinaci simplexti) navzajem vyrusi, nebot jsou v dc, vzdy obsazeny dvakrat s navzajem

opacnou orientaci. Tudiz dostavame nasledujici vétu.

Véta 11.11 (Stokesova). Necht N je orientované prosté vnofena podvarieta M takova,
7e N je kompaktni podmnozina M, dim N = p, w € Q*~}(M). Pak plati

/an—/Ndw. (11.9)

11.1 Poincaréovo lemma

Zavedeni integrace na varietdch ndm umoznuje dokézat Poincaréovo lemma o lokalni
exaktnosti uzavienych forem. Nejprve musime zobecnit vysledek cvic¢eni 10.4.

Lemma 11.12. Uvazujte varietu M a hladké zobrazeni ¢ : (0,1) x M — M takové, ze
pro kazdé t € (0,1) je ¢y : M — M : ¢,(p) = ¢(t,p) difeomorfismus. Bud V' vnorena
podvarieta dimenze k, V (t) = ¢,(V). Pak pro libovolnou k—formu w € QF(M) a t € (0,1)
plati

d d
En W = gtha kde Xt € X<M)a Xt(p) - 7. gbs(gbt_l(p)) (1110)
dt Jy V(t) ds|,_,

Diikaz. V tomto pripadé bohuzel nemtzeme pouzit obdobnou argumentaci jako ve
cviceni 10.4, protoze zobrazeni ¢ neni tokem vektorového pole X;. Resenfim je pridani
dalsi dimenze k nasi varieté, tj. budeme uvazovat M = (0,1)[t] x M, na kterou nase
objekty preneseme nasledovneé:
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e w € OF(M) mtzeme p¥imo interpretovat jako w € QF (M ) s tim, Ze v soufadnicovém
vyjadieni nemé zadné ¢leny tvary dt A .. .,

e V(t) definuje vnofenou podvarietu dimenze k v M piedpisem V (t) = {t} x V(¢),

e vektorova pole X; nam definuji jedno vektorové pole na M predpisem

0 0 d

wo Ot ail,, " de

+ X, = Dee(d7 ' (D).

e=0

Tok vektorového pole X € X' (M) ma tvar
U (t,p) = (1), p(7)) = (t+ 7 deir(dy " (9))

jak ovérime vypoctem derivace

p(r) = % 0 Grirec(d; (D)) = % L ¢t+7'+5<¢t_+17'(¢t+7'(¢t_1(p)))) =
- % _0 ¢t+T+€(¢;rlr(p(T))) = X (p(7)) = Xi(r) (p(1)).

Na zakladé vysledku cviceni 10.4 mizeme tudiz psét

i/ w:/ Lyw.
dt Jyw V()

Vzhledem k tomu, Ze w nezavisi na t a neobsahuje zadné prispévky tvaru d¢ A. .., mizeme
nasledné psat Lyw = ZLy,w (kde striktné vzato pro ucely rovnosti interpretujeme X; a
w jako objekty na varieté M s nulovymi t-slozkami) a f\?(t) w = fv(t) w. Tim ziskavame
dokazovanou identitu (11.10). W

Disledek 11.13.
d * *
a (¢tw) = ¢] Lx,w

Diikaz. Integral v (11.10) preneseme z V (t) = ¢:(V') na V pomoci véty 10.14 (pozna-
menejme, ze vechny difeomorfismy ¢, ze spojitosti v parametru ¢ transformuji orientaci
V stejné) a vyuzitim libovolnosti integra¢ni oblasti ziskavame hledany dusledek. W

Lemma 11.14. Bud M oteviena jednotkova koule v R"™, tj.
M = B(0,1) ={Z e R"||Z| < 1} C R",

aw € QF(M) uzaviena diferencialni k—forma, dw = 0, k > 1. Pak existuje diferencialni
(k — 1)-forma a € QF1(M) takova, Ze w = da.

< 1.
i
1—¢?

Diikaz. Budeme uvazovat zobrazeni ¢y(¥) = (1 — ¢)Z definovana pro 0
Odpovidajici vektorové pole X; z lemmatu 11.12 ma tvar X,(7) = &| _ =2
kde 0 <t < 1. Mame ¢y = id, ¢; = 0 a tudiz ¢ = id, ¢7 = 0. Vyjadiime

() = (639) () = 6 (wlen(a) 0 (r(2) = = im [ (61 (wl0n()) ds =
= — lim <b (Zx.w (¢5(2))) = — lim ¢ (dix,w (¢s(2))) ds =

e—1— e—1—

— lim d / o (ix,w (65(7))) ds

e—1—

<t
y =
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coz lze dale upravit jako d (— lim,_,;- foe o (ix,w (ps(7))) ds), pokud limita existuje. Jeji
existenci ukdzeme v soutadnicich. Mé&jme

N N

w:w?dxl, kde | |=k.

Pro nasledujici tpravy definujme téz w; = 5j7cuj. Zjistujeme, Ze ixw = Xiwijdx‘], t].

d2 (ix,w (65(7))) = —2'w (1 = 5)7)(1 — 5)" " da”.

Oznac¢ime-li 7 = 1 — s, dostavame hledanou (k — 1)-formu « na B(0,1) vyjadienou ve

tvaru
1 . - 1 3 N
o= —/ drrh1 (—fwij(ﬂf)dw‘]) = </ dTTk_loJij(Tf)) r'dz’.
0 0

Jeji hladkost vyplyva z hladké zavislosti urcitého integralu hladké funkce na parametrech.
Integral konverguje diky kompaknosti integra¢ni oblasti. W

Véta 11.15 (Poincaréovo lemma). Bud w uzaviena k—forma na varieté M, k > 1 a
U = U° C M oteviend podmnoZina difeomorfni oteviené kouli v R¥™M  Pak existuje
a € QF1(U) takova, ze w|, = da.

Diikaz. Preneseni lemmatu 11.14 do M difeomorfismem. W

11.2 Cviceni

Cviceni 11.1. Graficky naleznéte triangulaci S%, T? = S!' x S a B(0,1). Urcete 052,
9B(0,1).
Ndvod. Pti zakresleni triangulaci do rovinnych map na S?, T? = S! x S! je t¥eba

kontrolovat, aby se zadny ze simplexii neprotnul v limitnich bodech na “okrajich” mapy,
to je castou chybou.

Cviceni 11.2. Uvazujte 2-rozmérnou realnou varietu C ~ R?[z,y] a na ni diferencialn{
1-formu s hodnotami v komplexnich ¢islech vyjadienou néasledujicim zptisobem

w= f(z,y)dz = (fre(z,y) + ifim(z, y)) (dz + idy)
= (fre(xv y)dl‘ - fim(x7 y)dy) +1 (fre(x7 y)dy + fim(xv y)d[)ﬁ) ’ (1111)

kde f(z,y) = fre(z,y) + ifim(z,y) € C®(R?%,C), tj. fre(z,y), fin(z,y) € CF(R?) a 2 =
x + iy. Ukazte, Ze w je uzaviena praveé tehdy, kdyz f je holomorfni, tj. spliiuje Cauchy—
Riemannovy podminky (uzavienost formy s hodnotami v komplexnich ¢islech chapeme
jako souCasnou uzavienost jeji redlné a imaginarni ¢asti zapsané v druhém fadku (11.11)).
Interpretujte Cauchyho vétu o integralu z holomorfni funkce podél uzaviené kiivky jako
specialni pripad Stokesovy véty.
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Cwicent 11.3. Na varieté M = R3[x,y, z] — {0} uvazujte

1
w= s (zdy A dz 4+ ydz Adz + zdz A dy) € Q*(M)

a2 +y?+ 22

a dvé podvariety

(75—99>2 2 2
le{(x,y,z)eM‘W+y + 30z =1 ,
(95—101)2 2 2
Ny = M| — =153.
9 {(x,y,z)é ‘ 1002 +y° + 30z

Urcete lew a fNQw.

Ndvod. Vyuzijte skutecnosti, ze dw = 0 na celé varieté M (ovéite). Tudiz pro integracni
podvarietu Ny, ktera ohranicuje otevienou oblast v M, dostévame ze Stokesovy véty piimo
/ n, W = 0. Pro integracni podvarietu N stejny argument nefunguje, nebot ve “vnitrku”

N lezi bod 0, v ném# w neni definovana (proto byl vynechan z variety M). Ale Stokesova
véta nam umoznuje integral prevést na integral pifes vhodnéjsi podvarietu obepinajici
singularni bod 0, napt. jednotkovou sféru. Nasledné prevedenim do sférickych souradnic

(viz cvicenf 6.3) a integraci dostavame [ w = 47.

Cviceni 11.4. UkazZte, Ze 2—forma w = sin#df A d¢ definovana na sféfe S? ve sférickych
soufadnicich (6, ¢) a hladce dodefinovana na celé S? (viz cvic¢enf 5.2) nenf na S? exaktni.

Ndvod. Pokud by exaktni byla, w = da, tak |, W = f852 a = 0, nebot hranice sféry

S? je nulova. Pritom vime, Ze [, w = 4, coz je hledany spor.
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Kapitola 12

Variety s dodatec¢nou strukturou

Podobné jako v pripadé Hamiltonovské mechaniky, i pro popis elektromagnetismu c¢i
obecné relativity potfebujeme na varieté — ¢asoprostoru jisté dodateéné struktury. Uka-
zuje se, ze zédkladnim pojmem je metrika, kterda ndm umozni na varieté mérit vzdalenosti
a uhly.

Lemma 12.1. M¢&jme vektorové prostory V' a W kone¢nych dimenzi. Line4rni zobrazeni
AV — W je mozné interpretovat téz jako bilinearni zobrazeni A : V x W* — R
nebo jako linearni zobrazeni A : V ® W* — R. Prostory lineadrnich zobrazeni V" — W a
line4rnich funkcionali V' ® W* — R je tedy mozné kanonicky ztotoznit.

Diikaz. Uvazujme bazi (e;) prostoru V', bazi (f,) prostoru W a k ni dualni bazi (f**)
prostoru W*. Zobrazeni A je pak zaddno svou matici A}: A(e;) = fuA$. Odpovidajict
zobrazeni Ay ygw+: V X W* =5 R a Aygw+ : V ® W* — R pak konstruujeme nésledovné:

Ay sew(ei, f7) = Af, Aygw-(e; @ [*) = Af.
Z predpisu pro zménu matice zobrazenf A% = (S *1)ZA§’»’127 pri zméné bazi
e, =Tej [fr=5f [*=(S")f"
vyplyva
Vs (€ [7) = AT = (STORATTY = Avsaw+(T]es, (ST ) = Avsaw- (€, ™),

takze definice Ay« na vybéru bazi nezavisi a podobné téz pro Aygu .

Rozdil mezi Ayyw+ a Aygw+ je viceméné jen terminologicky, tenzorovy soudin
V @ W* v sobé dle definice obsahuje linedrni kombinace elementi tvaru v ®@w, v € V,w €
W se ztotoznénim (v; +v2) QW =11 @ W+ Ve @ W, v ® (W1 +wy) =V @ w1 + v @ Wy a

Av@w)=MNow)=v® (A\w), XeR.
Bilinearita zobrazeni Ay .y« zajistuje, ze
Avsw=(Ae, 1) = Avsw=(e, \f*) = Myxw-(e, f7).

Podobné tuvaha plati i pro ekvivalenci z hlediska aditivity, tj. 1ze konzistentné definovat
hodnotu Ay g~ (v®w) nezavisejici na volbé vyjadieni vektoru v ®@w jako uspotradané dvo-
jice a takto definované zobrazeni Ay gy« je linearni. Nadale nebudeme indexy odlisujici,
na co zobrazeni A pusobi, pouzivat a bude to vyplyvat z kontextu. M
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Definice 12.2. Tenzor ¢—krat kovariantni a r—krat kontravariantni na varieté M
je hladké zobrazeni, které kazdému p € M piitadi T'(p) € (T, M)®? @ (T,M)®". Prostor
q-krat kovariantnich a r—krat kontravariantnich tenzort znacime 77 (M).

Dle Lemmatu 12.1 tenzor T'(p) v bodé p lze interpretovat jako multilinearni zobrazeni
T:(T,M)"* x (TyM)*" — R. (12.1)

Lemma 12.3. Tenzor ¢-krat kovariantni a r—krat kontravariantni lze téz chapat jako
C*°(M)—multilinearni zobrazeni

T: (X(M))*? x (QY(M))*" = C=(M), (12.2)
tj.
fT(Xy, . X0 W) =T(f X, Xl wh) = =
T(Xy,..., fXpw', . W) =T( X1, .., Xy fwh o w") =

pro libovolnd Xi,..., X, € X(M), w',...,w"” € QY (M), f € C=(M). Této skutecnosti
¢asto s vyhodou vyuzivame pii urc¢ovani, zda zadané R—multilinearni zobrazeni je ¢i neni
tenzor.

Diikaz. Ztejmy z definice a hladkosti vSech uvazovanych objektia. W
Takto definovany tenzor T' se Casto ve fyzice nazyva tenzorové pole, nebot je defi-
novan v kazdém bodé variety.

Definice 12.4. Metrika g € Ty (M) na varieté M je 2-krat kovariantni symetricky tenzor
na M nedegenerovany v kazdém bodé p € M. Varietu M s metrikou g zna¢ime (M, g).
Metrika g na varieté M se nazyva

e riemannovska pravé tehdy, kdyz je g(p) pozitivné definitni pro vSechna p € M,
e lorentzovska (pseudoriemannovska) pravé tehdy, kdyz ma g(p) konstantni sig-
naturu (dim M — 1,1) nebo (1,dim M — 1) pro vSechna p € M.

Na varieté miize byt zavedeno vice metrik, je tfeba vzdy uvést, kterou pravé uvazujeme.
Zadana metrika nam poskytuje néasledujici vlastnosti a moznosti:

1. umoziuje mérit délky tecnych vektort a tihly mezi nimi;

2. metrika | | o
g(p) = Gij (p) dz' ® do’ = Gij (p)d:L‘Zd:L‘J
se pii zméné soufadnic transformuje nasledujicim zpisobem (p € M, g;j(p) =

Gji (p)):
Ox?

4]
» ox

B ox®
o Ot

9(p) = gi;(p) da" @ dz”,  gi;(p) 9ab(P)- (12.3)

p

3. Necht je M vnofena podvarieta N, ® : M — N a ¢ riemannovska metrika na N.
Pak

g eTy(M): (D) (V,W)(p) = g(2u(V],), 2(W],)) (12.4)

definuje riemannovskou metriku na M. Tato metrika se nazyvad indukovani me-
trika. V pfipadé, Ze g ma jinou nez definitni signaturu, tak ®*g nemusi byt ne-
degenerovana, tj. obecné neni metrikou (viz svétlupodobné sméry v Minkowského
prostoro¢ase, na nichz je indukovany tenzor nulovy).
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4. Metrika umoznuje vzajemné jednoznacné zobrazit T),M a Ty M pomoci zobrazeni
b(p) : TyM — Ty M af(p) : Ty M — T,M, pro ktera plati b o f = id a

CEV)W) =gV, W), g, V)=a(V), V,WeT,M, acT M. (12.5)

Déle budeme zkoumat, jakym zptisobem lze na varieté zadat derivaci vektorovych poli
ve sméru te¢ného vektoru ve zvoleném bodé. Pripomenme, ze Lieova derivace neni defi-
novana ve sméru tecného vektoru, protoze potfebujeme znét hodnoty vektorového pole,
podle kterého derivujeme, na okoli bodu, ve kterém derivaci vyhodnocujeme. Tato nesnéz
odpada pii vyuziti nasledujictho druhu derivace, ktera je definovana nami pozadovanymi
vlastnostmi, tj. lokalni zavislosti na sméru, ve kterém derivujeme, a derivac¢ni vlastnosti
v argumentu.

Definice 12.5. (Afinni) konexe (Casto téZ zvana kovariantni derivace, angl. affine
connection) na varieté M je zobrazeni V : X (M) x X(M) - X (M) : V(X,Y)=Vx(Y)
vyhovujici vztahtim

1. Vixiv(Z2) = fVx(Z2)+ Vy(2),
2. Vx(aY +7Z)=aVx(Y)+ Vx(Z),
3. Vx(fY) = fVx(Y) + (X[)Y,
pro libovolnou funkci f € C*°(M), konstantu a € R a vektorova pole X,Y, Z € X(M).

Vsimnéme si, ze kvili tfeti podmince konexe neni tenzor, ale rozdil libovolnych dvou
konexi jiz evidentné tenzor je, coz se Casto s vyhodou vyuziva ve vypoctech vybérem
vhodné referenc¢ni konexe.

Méjme na U = U° C M referen¢ni souradny systém (reper), tj. lokdlné definovana
vektorova pole ey, ..., e, € X(U) takova, Ze tecné Vektoryel\p ey en]p jsou linearné ne-
zévislé ve vSech bodech p € U. Definujeme slozky konexe V vzhledem k reperu (e, ..., e,),
které znacime Ffj, predpisem

Vei(e;)(p) = T (p)ex(p)- (12.6)

Pro konexi aplikovanou na libovolna dvé vektorova pole vyjadrena v rozkladu do reperu
(€1,...,e,) ve tvaru X = X', Y = Yie;, kde X', Y € C(U) jsou slozky vektorovych
poli X a Y vzhledem k reperu, pak ziskavame vyjadreni

Vx(Y) = X'V, (YVe;) = XV T ep + X'ei(Y) ey = XYV T er + X (Y)ey.  (12.7)

Speciilné pro e; = 8% mame

: 0 0
_ Tk k
Vo (V)= (Y T+ oY ) o (12.8)

Slozky konexe Ffj obecné nejsou symetrické v indexech 1, j.

Definice 12.6. Tenzor torze T € T, (M) konexe V je dan vztahem:

T(X,Y)=VyY —VyX — [X,Y], kde X,Y € X(M). (12.9)
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K ovéfeni, Ze se jedné o tenzor, staci dle Lemmatu 12.3 zkontrolovat
T(fX,Y) = [T(X,Y), (12.10)

v druhé kovariantni slozce to nasledné plyne z antisymetrie v X, Y, v kontravariantni pak
z vlastnosti parovani vektort a 1-forem (T'(X,Y), fw) = f(T'(X,Y),w). Vlastnost (12.10)
ovéfime vypoctem z vlastnosti afinni konexe,
T(fX,)Y)=V;xY —VyfX - [fX,Y]
VXY — [UyX — (VX — [[X,Y] 4+ (V)X
= fT(X,)Y)-(YNHX+YNHX =fT(X,Y).

V souradnicové bazi e; = % je torze nulova pravé tehdy, kdyz slozky konexe Ffj jsou
symetrické v indexech ¢, 7. V jinych reperech to ale neplati.

Definice 12.7. Tenzor kfivosti R € T; (M) konexe V je definovan vztahem:
RIX.Y)Z =Vx(VyZ) = Vy(VxZ) - VixyZ, XY, ZeX(M).  (12.11)

Skutecnost, ze kfivost je tenzor, lze opét snadno ovérit vyuzitim lemmatu 12.3 a vlast-
nosti konexe, podobné jako vySe pro tenzor torze.

Mame-li varietu s metrikou (M, g), pak na M existuje vyznacna konexe VL€ kterd se
nazyvéa Levi-Civitova. Spliuje vztahy

TX,)Y)=0, X(g(Y,2)=g9(VEY,Z)+9(Y,Vi2Z), X,Y,ZcX(M) (12.12)

a je jimi uréena jednozna¢éné. V soufadnicich (zf) majf slozky Levi-Civitovy konexe V¢
tvar

rio— 1 ,( 0 0 0
ik =59\ Rt + 93 I~ gy dik |
kde g" jsou slozky matice inverzni k symetrické matici g, ggy, = 0t
Daéle se ukazuje, Ze na varieté s metrikou (M, g) a s orientaci o existuje vyzna¢na
forma w, maximalniho stupné, nenulova v kazdém bodé p € M. Je dana predpisem

0 0 n
WQEVOIg:0<%7.--a%) V| det g de' AL Ada”. (12.13)

Skutecnost, ze se jedna o dobfe definovanou formu vyplyva z toho, Ze pfi transformaci
souradnic méme

oxd

~j 2
it h . Adet = det (22 ) dita adin, |detg] = (det (22)) |detg]
8:10’ al.z

a o rozdil mezi determinantem a jeho absolutni hodnotou se postara transformace orien-

tace ]
0 O\ _ wnae (27 (2 )
o _8x1’ cee _8x” = sgnde _axi o _8£1 e —(%n .

Definice 12.8. Bud (M, g, o) varieta s metrikou a orientaci, f € C°°(M). Pak definujeme
integral z funkce f na varieté M pfedpisem

/Mf:/Mfwg. (12.14)
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Dale ndm metrika na n-rozmérné varieté M s orientaci 0 umoziuje zavést zobrazeni
mezi vektorovymi prostory A’;M a A;}_kM , resp. prostory diferencidlnich forem QF(M) a

Q=*(M). Uvazujme o = a?dxf € APM a oznatme af = ghit .. gdkay (jak jiz bylo

zavedeno vyse, g jsou slozky matice inverzni k matici metriky g). Definujeme
Definice 12.9. Hodgetiv dual formy a = a?dxl € AfM je (n — k)-forma %o urfend
predpisem

N

9, 9, 7ol
* o= (*oz)jdx‘], (xa)- =0 <%,,%) V| det g oﬂé%lj ), (12.15)

Nezéavislost konstrukce xa € AZ*’“M na konkrétni volbé baze se ukaze obdobné jako
vySe pro formu wy.

Priklad 12.10. 1 € C®(M) = *1 = w, € Q*(M).

Opakovanou aplikaci Hodgeova operatoru, tj. % o *, dostavame identické zobrazeni
aZ na znaménko zavislé na dimenzi variety, stupni formy a signatufe metriky (napf. na
riemannovskych varietich mame *(*a) = (—1)*"®a pro a € QF(M)).

Definice 12.11. Uvazujme varietu M s metrikou ¢ a orientaci o. Definujeme operétor
koderivace d* : QF(M) — QF1(M) nasledovné

d* %) = (=1)*R) w d % g0 B e QF (M), (12.16)
kde s(n, k) urcujici znaménko zavisi na signatufe metriky nasledovné:
s(n,k) =n(k+1)+1, g riemannovska, s(n,k) =n(k+ 1), g lorentzovska.

Priklad 12.12. M =R3, g =37  dr' @ da!, a = quda? = d*a = — 37 2% = _divd.

i=1 9z

Ve cvicenich niZze uvidime, jak ndm praveé zavedené pojmy umozinuji zapsat Maxwellovy
rovnice v geometrické formulaci dovolujici jejich snadné vyjadieni v libovolném souradném
systému na prostorocase, a to i v pripadé, Ze je prostorocas zakiiveny, tj. s nenulovou
kiivosti.

12.1 Cviceni

Cviceni 12.1. Na varieté S%[0), ] uvazujme metriku g = dd®df+sin?® § dp®dy. Ukaite, 7ze
g = O eart, kde ¢(0, p) = (sin b cos p, sin fsin p, cos ) a geary = dr@dr+dy®@dy+dz@dz.
Naleznéte slozky Levi-Civitovy konexe a tenzoru kfivosti.

Vysledek. Nenulové slozky konexe a kfivosti jsou

Fg@ = Fie = cotgl, Ffw = —sinfcosb,
Regoego = _R‘PQQQD = Sil’l2 07 RGSO@G = RWSO@ = _1

Cviceni 12.2. Na varieté R3[z, y, 2] uvazujme kartézskou metriku

Geart = dz ®@dxr + dy ® dy + dz ® dz.
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Vyjadiete geart ve sférickych soutadnicich [r, 8, ¢]. Za predpokladu standardni volby ori-

9 & o . « e, 1y . .
entace o <%, By $> = 1 naleznéte explicitni vyjadieni Hodgeova operatoru

*: QHR?) — Q*(R?), *: Q2 (R?) — QYR?)
v obou soufadnych systémech a podobné vyjadrete d* = (—1)*odox : Q' (R?) — C>(R?).
Vyjsledek.

Geart = dr @ dr + r*df @ df + r? sin? dp ® dy,
a=ozdr+ady +a.dz =  *xa=ady ANdz+ aydz Ade + a.de A dy,
B = Bdy ANdz + B,dz Adx + B.dx A dy =  xf = [, dv + f,dy + B.dz,

2_dr A df + sin 0 agdip A dr + 72 sin fa,.df A dep,

a = a,dr + opdd + a,dp =  xa=

51n9
B = Bydr ANdO + Bedp Adr + B,d0 Adp = *f = Br dr + Bo 4o+ sin6p,dp,
r2sin@ sin 6
da = — (ax&x —+ 0 Oty + azaz) —
1
=5 <2rs1n O, + 1*sin 068_7“ + sin 6 cos fay + sin 98@ 0, 0@(3)

Cicend 12.3. Uvazujme Maxwellovy rovnice ve vakuu v integralnim tvaru

7{ E-di = ——/B dS (Faraday), 7{ .dS (12.17)
oS

j{ E-dS = —/pdV (Gauss), f /] dS—{—eo,uo—/E dS (Ampér).
oV € Jv

(12.18)

Ve stacionarnim, tj. na Case nezavislém, i v nestacionédrnim piipadé zapiste Maxwellovy
rovnice v diferencidlnim tvaru v podobé nezéavislé na vybéru souradného systému (a tedy
pripoustéjici i zakiiveny prostor(ocas)).

Navod. Ve staciondrnim pripadé je vyuzitim Stokesovy véty prvni série Maxwellovych
rovnic plné geometricka, (12.17) implikuje, Ze vektorovému poli magnetické indukce B
odpovida uzaviend 2—forma B € Q2(R?) a vektorovému poli intenzity elektrického pole E
uzaviena 1-forma F € Q'(R?), predpisy

E =b(E) = E*dz + EYdy + E*dz, B = b(B) = B*dy A dz + BYdz Adz + B*dz A dy.

viz téz cviceni 6.1. Pro druhou sérii (12.18) pak potiFebujeme vyuzit Hodgeovy dudly. Po-
kud vektoru elektrického proudu j € X (M) prifadime odpovidajici 1-formu j € Q'(R?),
nachézime tuplnou sadu stacionarnich Maxwellovych rovnic ve tvaru

dB=0, dE=0, d'E=L  a&B=
€0
(Provéite explicitnim vypoctem v kartézskych souradnicich.)
V nestacionarnim piipadé nase pole nelze chapat jako vektorova pole na prostoru R3,
nebot zavisi i na ¢ase. Proto pro popis vyuZzijeme jako varietu Minkowského prostorocas

M =TRY3[t, z,y, 2] s odpovidajici Minkowského metrikou
gvink = dt ® dt — dz ® doz — dy ® dy — dz ® dz,
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kde pro jednoduchost pfedpokladame, Ze vhodnou volbou jednotek mame ¢ = \/ei)W = 1.
Prvni série Maxwelovych rovnic se pak da ekvivalentné piepsat v podobé dF = 0, kde
2-forma elektromagnetického pole je dana predpisem F' = B+ EAdt € Q*(M) a E, B
jsou ze slozek vektora E = (E*, EY, E?) a B = (B®, BY, B?) definovany v kartézskych

prostorovych souradnicich stejné jako vyse. Ovérte, ze skuteéné
dFF =0

v disledku Maxwellovych rovnic (12.17) a Stokesovy véty.
Druhé série Maxwellovych rovnic se da kompaktné zapsat ve tvaru

d*F = ,u()j,

kde 1-forma ¢tyfproudu j je dana diskrétnim ¢i spojitym rozlozenim naboju a jejich

rychlostmi. Méame-li naboje rozlozené spojité s klidovou hustotou po(¢,Z) (tj. hustotou

v lokélnim soufadném systému pohybujicim se s naboji), rychlost naboji v globalnich
1

soutradnicich je ¥(t, Z) a definujeme ~(t, ) = Wit pak mame

0 L 0 . 0 L 0
J=povg +po0v0 - 5o € X(M), sz(povawovv-a—f)eﬂl(m-
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