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Úvod

Prvnı́ verze tohoto skripta vznikla předevšı́m na základě ručně psaných poznámek k přednáškám
a cvičenı́m od doc. Ing Libora Šnobla, Ph.D. a dále podle přednášek z roku 2014/2015. Text byl
původně zamýšlen pouze pro vlastnı́ potřebu a usnadněnı́ orientace na přednáškách, proto nenı́
striktně dbáno na důslednost značenı́.

Prvnı́ verzi zápisků vytvořil Jan Vábek.

Aktualizace v roce 2015/2016 byla provedena na základě aktuálnı́ch poznámek z tohoto roku
a ručně psaných poznámek doc. Šnobla. Byl doplněn kompletnı́ obsah přednášky a některé části
cvičenı́. Pořád chybý většina obsahu cvičenı́.
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1 Definice Lieovy grupy a Lieovy algebry

Definice 1. Lieova grupa je diferencovatelná varieta G vybavená navı́c zobrazenı́m ¨ : GˆG Ñ G
takovým, že (G, ¨) je grupa a zobrazenı́ ¨ a (¨)(´1) jsou hladká.

Poznámka 1. Podle V. Hilbertova problěmu postačuje ¨ a (.)´1 spojité, G topologický prostor
lokálně homomorfnı́ Rn, z toho už plyne hladkost. Bez důkazu.
Přı́klad 1. G = GL(n, R) = tA P Rn,n|det A ‰ 0u je Lieova grupa (¨ je násobenı́ matic ),
dim GL(n, R) = n2.

Zobrazenı́ det : Rn,n Ñ R je C8(Rn,n, R), G je tedy podmnožina Rn,n a varieta protože platı́
G = det(´1)(Rzt0u) = GL(n, R)˝. Podmı́nka hladkosti na ¨ a ()´1 plyne z (AB)i

j = Ai
kBk

j a

A´1 = 1
det A Aadj.

Poznámka 2. GL(n, C) Ă Cn,n = Cn¨n = R2n¨n, dim GL(n, C) = 2n2

Definice 2. Maticové Lieovy grupy jsou podgrupy GL(n, R) nebo GL(n, C).1

Přı́klad 2. SL(n, R) = tA P GL(n, R)|det A = 1u je maticová Lieova grupa.
Splněnı́ podmı́nky pro varietu je přı́mo vidět z rovnice

ř

πPSn
sgnπ

śn
i=1 Ai,π(i) = 1 (Aij značı́

prvky matice A). Pro n = 2 lze změnou báze převést podmı́nku dokonce na kvadriku x2
1 +

x2
2 ´ x2

3 ´ x2
4 ´ 1 = 0 v R4. Že se jedná o podgrupu je zřejmé z det(AB´1) = det A

det B = 1, tj.
AB´1 P SL(n, R).
Poznámka 3. Význačné difeomorfismy na G jsou pro g P G Lg, Rg : G Ñ G definované Lgh = gh,
Rgh = hg, @h P G. Nazývajı́ se levé a pravé translace.

Definice 3. Levoinvariantnı́ a pravoinvariatnı́ vektorová pole X P X (G) jsou vektorová pole
splňujı́cı́ X = Lg˚X, X = Rg˚X.

Poznámka 4. Bodově předchozı́ definice znamená X|gh = Lg˚(X|h), resp. X|hg = Rg˚(X|h), @g, h P
G.
Poznámka 5. Levoinvariantnı́ vektorové pole je jednoznačne určeno tečnými vektory v libovolném
pevně zvoleném bodě g P G (obvykle se volı́ e), tj. X|g = Lg˚(X|e) protože Lg ¨ Lh = Lgh,
Lg˚ ¨ Lh˚ = Lgh˚.

Věta 1. Vektorový prostor levoinvariantnı́ch vektorových polı́ g ĂĂ X (G) je izomorfnı́ TeG, tj.
g » TeG.

Důkaz. Mějme X̃ P TeG, pak X : G Ñ TG, X(g) = Lg˚(X̃), tj. Xg P TgG. Použitı́m

γ : (a, b) Ă R Ñ G, a ă 0 ă b, γ̇(0) = X̃ ñ ϕ(g, t) = g ¨ γ(t) = Lg(γ(t)) P C8

je dı́ky hladkosti ϕ vidět, že X(g) = d
dt

∣∣∣
t=0

ϕ(g, t) P TgG závisı́ na g hladce:

d
dt

∣∣∣∣
t=0

ϕ(g, t) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

Lg(γ(t)) = Lg˚
d
dt

∣∣∣∣
t=0

γ(t) = Lg˚(X̃)

Při výpočtech tak mohou vzniknout nejasnosti ve značenı́, kdy symbolem X P g můžeme
značit vektorové pole na G nebo pouze vektor z TeG. V přı́kladech, kde budeme tyto pojmy ilus-
trovat v praxi, budeme tyto pojmy rozlišovat. (Obvykle X vektorové pole, X|g vektor v bodě
g, X(g) jeho složky). Jinak budeme za prvky g považovat vektory z TeG, protože je s nimi
jednoduššı́ práce než s vektorovými poli (v přı́padě maticových grup se výpočty zjednodušı́ na
počı́tánı́ s maticemi).

1 S grupami, které nejsou maticové se v LIAG přı́mo nesetkáme, ale že tento pojem nenı́ prázdný ukazuje existence
Lieovy grupy, která nenı́ maticová (viz http://en.wikipedia.org/wiki/Metaplectic group).
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Poznámka 6. Připomenutı́, kotečné zobrazenı́ působı́ na funkce (φ˚ f )(p) = ( f ˝ φ)(p). Lze tak
ekvivalentně definovat tečné zobrazenı́ (φ˚X)( f ) = X(φ˚ f ).

Věta 2. Levoinvariantnı́ pole splňuje L˚g ˝ X = X ˝ L˚g .

Důkaz. Pro ψ : M Ñ N, p P M, X P Tp M, f P C8(N) platı́:

ψ˚(X) f = X( f ˝ ψ) = X(ψ˚( f )) = (X ˝ ψ˚) f .

Tudı́ž pro Lg˚, X P g platı́:

Lg˚(X|h) f = (X|h ˝ L˚g ) f =
(
(X ˝ L˚g ) f

)
(h)

= X|gh f = (X f )(gh) = (X f )(Lgh) =
(

L˚g (X( f ))
)
(h) =

(
(L˚g ˝ X) f

)
(h)

ñ X ˝ L˚g = L˚g ˝ X.

Důsledek 1. L˚g ˝ [X, Y] = [X, Y] ˝ L˚g .

Důkaz.

L˚g ˝ [X, Y] = L˚g ˝ X ˝Y´ L˚g ˝Y ˝ X = X ˝ L˚g ˝Y´Y ˝ L˚g ˝ X = X ˝Y ˝ L˚g ´Y ˝ X ˝ L˚g = [X, Y] ˝ L˚g

Definice 4. g = tX P X (G)|X = Lg˚Xu nazýváme Lieova algebra Lieovy grupy G.

Definice 5. Lieova algebra (A,‘,d, [¨, ¨]) je vektorový prostor (A,‘,d) vybavený bilineárnı́m
zobrazenı́m [¨, ¨] : Aˆ A Ñ A splňujı́cı́m:

1. [X, Y] = ´[Y, X], @X, Y P A,

2. [[X, Y], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0, @X, Y, Z P A (Jacobiho identita).

[¨, ¨] se nazývá Lieova závorka.

Definice 6. Uvažujme bázi (Xi) prostoru A, [¨, ¨] je určena působenı́m na bazické vektory, [Xi, Xj] =

c k
ij Xk. c k

ij se nazývajı́ strukturnı́ konstanty, splňujı́

c k
ij = ´c k

ji , c m
il c l

jk + c m
jl c l

ki + c m
kl c l

ij = 0 . (1)

Poznámka 7. Pro maticové Lieovy grupy jsou Lieovy algebry vektorové prostory matic odpovı́dajı́cı́
dimenze a Lieova závorka je komutátor matic.

Tečné vektory z gl jsou v souřadnicovém zápisu X j
iB

i
j|e (standardnı́ báze v GL). U maticových

grup tak máme navı́c operaci skládánı́ prvků z gl a dokonce můžeme i násobit prvky z gl a GL.
Ukáže se, že v praktických výpočtech si tı́m usnadnı́me dost práce oproti obecným Lieovým
grupám a algebrám, kde takové operaco vůbec k dispozici nemáme.

Přı́klad 3. Afinnı́ transformace A f (1) na R. A f (1) = (R+ ˆR, (x, y)(x̃, ỹ) = (xx̃, xỹ + y)). Tato
struktura lze zapsat maticově (operace násobenı́ matic) A f (1) =

 ( x y
0 1

)
, x P R+, y P R

(

.

Lieova algebra se určı́ z požadavku na levoinvariantnost obecného vektorového pole v e =
(1, 0), tj. uvažujeme pole ve tvaru X|e = αBx|e + βBy|e. Aplikovánı́m tohoto požadavku

X|(a,b) f = L(a,b)˚ X|(1,0) f =

(
α
B

Bx
+ β

B

By

)
f (ax, ay + b)|(x,y)=(1,0) = a

(
α
B

Bx
f (x, y)|(a,b) + β

B

By
f (x, y)|(a,b)

)
, zjistı́me, že X = αxBx + βxBy. Tedy Lieova algebra je af(1) = spantX1, X2u, X1 = xBx, X2 = xBy,
protože [X1, X2] = X2 je af(1) uzavřená a tedy je to skutečně algebra.

V přı́padě matic máme af(1) = Te A f (1) Q
(

α β
0 0

)
, takže X1 =

(
1 0
0 0
)

a X2 =
(

0 1
0 0
)
.
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Přı́klad 4. Maticové grupy.

Uvažme maticovou grupu G Q g (za souřadnice považujeme složky matice gi
j). Podobně

jako v minulém přı́kladě najdeme jak vypadá obecné levoinvariantnı́ vektorové pole X, které
je určeno hodnotou v e, tj. X|e = αi

jB
j
i |e, v obecném bodě X|g = Xi

j(g)B j
i |g. Buď f P C8(G),

f = f (xi
j). Podmı́nka levoinvariance:

Xi
j(g)B j

i |g f = X|g f = (Lg˚X|e) f = X|e( f ˝ Lg) = αm
l B

l
m f (gi

kxk
j ) =

= αm
l
B f
Bxo

p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

g

B(go
kxk

p)

Bxm
l

= αm
l go

k
B f
Bxo

p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

g

δk
mδl

p = αk
j gi

k
B f
Bxi

j

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

g

= gi
kαk

j B
j
i |g f .

Takže Xi
j(g) = gi

kαk
j .
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2 Vztah mezi Lieovou grupou a jejı́ algebrou

Definice 7. (Homomorfismus Lieových grup G a H)

• Homomorfismus G a H je libovolné hladké φ : G Ñ H, φ(g ¨G h) = φ(g) ¨H φ(h), @g, h P G.

• Izomorfismus G a H je bijektivnı́ homomorfismus s hladkou inverzı́.

Definice 8. Jednoparametrická podgrupa v G je homomorfismus ϕ : (R,+)Ñ G.

Důsledek 2. Platı́ ϕ(s + t) = ϕ(s)ϕ(t) = ϕ(t)ϕ(s), tedy nutně ϕ(0) = e.

Přı́klad 5. G Maticová grupa:

ġ(t) = g(t) ¨ ġ(0)
loomoon

konst.

= Lg(t)˚ (ġ(0))

= ġ(0) ¨ g(t) = Rg(t)˚ (ġ(0))

Poznámka 8. Obecně:

g(s + t) = g(t)g(s) ” Lg(t)g(s) ñ ġ(t)
loomoon

Tg(t)G

=
d
ds

∣∣∣∣
0

(
Lg(t)g(s)

)
= Lg(t)˚ P ġ(0)

loomoon

TeG

Označı́me-li pro X P g, X|e = ġ(0), pak ġ(t) = Lg(t)˚(X|e) = X|g(t).
Důsledek 3. Jednoparametrické podgrupy jsou integrálnı́ křivky levoinvariantnı́ch vektorových
polı́, tj. elementů Lieovy algebry, vycházejı́cı́ z e.

2.1 Exponenciálnı́ zobrazenı́

Na základě integrálnı́ch křivek můžeme definovat zobrazenı́ gÑ G, které danému vektoru X|e P
g přiřadı́ nějaký bod na přı́slušné integrálnı́ křivce levoinvariantnı́ho vektorového pole X, ke
kterému je X|e tečným vektorem.

Definice 9. exp : gÑ G definujeme exp(tX) = ϕ(t), exp(X) = ϕ(1), kde ϕ je jednoparametrická
podgrupa generovaná X P g (integrálnı́ křivka X P g).

Poznámka 9. exp =: e tedy splňuje ϕ(t + s) = e(t+s)X = ϕ(t)ϕ(s) = etXesX .
Přı́klad 6. Exponenciela af(1)Ñ A f (1).

Hledáme integrálnı́ křivky vektorového pole z přı́kladu 3. Pro libovolné levoinvariantnı́
pole jsou rovnice integrálnı́ch křivek ẋ(t) = αx(t) a ẏ(t) = βx(t) s počátečnı́mi podmı́nkami
(x(0), y(0)) = (1, 0), řešenı́m je (x(t), y(t)) =

(
eαt, β

α (e
αt ´ 1)

)
. Exponencielu zı́skáme dosazenı́m

t = 1, tj. eX = eαxBx+βxBy = (eα, β
α (e

α ´ 1)) (pro α = 0 vyjde výsledek stejně jako provedenı́m
limαÑ0).

V maticovém vyjádřenı́ je pole
(

α β
0 0

)
, platı́

(
α β
0 0

)2
=
(

α2 αβ
0 0

)
, . . . ,

(
α β
0 0

)k
=
(

αk αk´1β
0 0

)
,

takže zı́skáme exp
(

α β
0 0

)
=

ř+8
n=0

1
n!

(
α β
0 0

)n
=
(
ř+8

n=0
αn
n! , β

α

ř+8
n=1

αn
n!

0, 1

)
=
(

eα , β
α (e

α´1)
0, 1

)
.

Přı́klad 7. Exponenciela maticových grup G.
Hledáme integrálnı́ křivku γ(t) levoinvariantnı́ho vektorového pole, určenou X P g. Jak toto

pole vypadá vı́me z přı́kladu 4 (značenı́ převezmeme z tohoto přı́kladu, tj. Xi
j(e) = αi

j). Máme

tak pro složky pole Xi
j(γ(t)) = γi

k(t)Xk
j (e). Rovnice pro integrálnı́ křivky tohoto pole je

γ̇i
j(t) = γi

k(t)Xk
j (e), γi

j(0) = δi
j , ô γ̇(t) = γ(t)X(e), γ(0) = 1 . (2)

Z maticového zápisu vidı́me, že řešenı́m je maticová exponenciela γ(t) = etX(e), výsledkem je
eX = γ(1) = eX(e).
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Věta 3. Pro libovolnou čtvercovou matici A platı́: P gl(n, C), potom det eA = eTrA.

Důkaz. Předpokládame, že DB, tak, že D = BAB´1 diagonálnı́ (diagonalizovatelné matice jsou
husté v množine všech matic a obě strany rovnice jsou spojité ñ platı́ obecně).

TrD = TrBAB´1 = TrAB´1B = TrA

Platı́ eBAB´1
= BeAB´1 z definice pomocı́ řady, proto det eD = det B det B´1 det eA = det eA, a

protože D = diag(λ1, . . . , λn) ñ eD = diag(eλ1 , . . . , eλn), tedy

det eD =
n
ź

k=1

eλk = e
ř

k λk = exp(TrD).

Věta 4. Buď G Lieova grupa, pak exp : gÑ G : X Ñ eX je lokálnı́ difeomorfismus okolı́ 0 P g na
okolı́ e P G. (Toto zobrazenı́ nenı́ obecně surjektivnı́ ani injektivnı́ na celé G).

Důkaz. g jako vektorový prostor lze chápat jako varietu, T0g – g ñ exp je hladké zobrazenı́
variet. exp˚

ˇ

ˇ

0 : T0g ” gÑ g ” TeG, exp(tX) je integrálı́ křivka procházejı́cı́ e, s tečným vektorem
X ñ exp˚|0 = identita ñ podle věty o inverznı́ funkci je exp lokálnı́ difeomorfismus.
Detailně: exp : X Ñ eX

exp˚(X|0) f = lim
tÑ0

f (etX+0)´ f (e0)

t
= lim

tÑ0

f (etX)´ f (e)
t

def.
= X f |e

ñ exp˚(X|0) = exp˚(X)
ˇ

ˇ

e = X|e.

Poznámka 10. Pro matice platı́: exp˚(X) = d
dt (e

tX)
ˇ

ˇ

ˇ

t=0
= d

dt
(
1 + tX + O(t2)

)ˇ
ˇ

ˇ

t=0
= X.

Poznámka 11. Je zřejmé, že exp nemůže být surjektivnı́ pro grupy s vı́ce komponentami sou-
vislosti (nelze spojit křivkou body z různých komponent). exp nenı́ obecně surjektivnı́ ani pro
souvislé G, pouze v přı́padě, že je G kompaktnı́.

2.2 Vyšetřovánı́ souvislosti variet

Definice 10. Buďte V Ă M dif. variety (V podvarieta M). V je deformačnı́ retrakt M právě
tehdy, když D r : x0, 1y ˆM Ñ M spojité, takové že

• @m P M, r(0, m) = m,

• @v P V, @t P x0, 1y: r(t, v) = v,

• @m P M, r(1, m) P V.

Definice 11. Souvislá varieta M je jednoduše souvislá právě tehdy, když platı́:

• @γ : x0, 1y Ñ M, spojité, γ(0) = γ(1)

• Dφ : x0, 1y ˆ x0, 1y Ñ M, spojité takové, že @t P x0, 1y, φ(0, t) = γ(t), φ(1, t) = γ(0)

Věta 5. V je deformačnı́ retrakt M, pak

• M souvisláô V souvislá,

• M jednoduše souvisláô V jednoduše souvislá.

Důkaz. Souvislost zřejmá. Jednoduchá souvislost plyne z toho, že pro křivky platı́ γV(t) =
r(1, γM(t)).
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Poznámka 12. Souhrnné pojednánı́ o souvislosti námi použı́vaných grup je v The American Math-
ematical Monthly Vol. 74, No. 8 (Oct., 1967), pp. 964-966.2

Přı́klad 8. SL(2, R) = ( x y
z w ) , xw´ zy = 1 nenı́ jednoduše souvislá.

Lze ji zdeformovat na SO(2): Nejprve definujeme V1 tak, aby

@

(
x̃ ỹ
z̃ w̃

)
P V1, x̃2 + z̃2 = 1, x̃w̃´ z̃ỹ = 1.

Položı́me r1 (t, ( x y
z w )) =

(
α(t)x 1

α(t) y

α(t)z 1
α(t) w

)
, kde α(0) = 1 a pro α(1) platı́ α2(1)

(
x2 + z2) = 1.

Zvolime proto α(t) = 1
(x2+z2)

t/2 a V1 = Im r1 (1, .) Ă SL(2, R) už splňuje požadavky. Dále zdefor-

mujeme V1 tak, aby sloupce byly ortonormálnı́ vektory:

r2

(
t,
(

x y
z w

))
=

(
x y
z w

)
´ t (xy + zw)

(
0 x
0 z

)
V2 = Im r2(1, .) =

"(
x y
z w

)
P Sl(2, R)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2 + z2 = 1, xy + zw = 0
*

xy + zw = 0 ñ x = ´
zw
y

ñ
xw´ zy = ´ zw2

y ´ zy = 1 ñ w2 + y2 = ´ y
z

x2 + z2 = z2w2

y2 + z2 = 1 ñ w2 + y2 = y2

z2

ñ w2 + y2 = 1 ñ V2 = SO(2) =
 ( cos θ ´ sin θ

sin θ cos θ

)ˇ
ˇθ P x0, 2πy

(

souvislá a topologicky eqvi-
valentnı́ S1. SL(2, R) je tedy souvislá, ale nenı́ jednoduše souvislá.

Podı́váme se ještě na exp : sl(2, R)Ñ SL(2, R).

sl(2, R) =

"

A =

(
x y
z ´x

)ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

x, y, z P R

*

ñ A2 =

(
x y
z ´x

)2
=

(
x2 + yz 0

0 zy + x2

)
= ´det A ¨ 1

eA =

$

’

&

’

%

cos det A ¨ 1 + 1?
det A

sin
?

det A ¨ A det A ą 0 ñ Tr eA = 2 cos
?

det A P x´2, 2y

cosh
a

|det A| ¨ 1 + 1?
|det A|

sinh
a

|det A| ¨ A det A ă 0 ñ Tr eA = 2 cosh
a

|det A| ě 2

1 + A det A = 0 ñ Tr eA = 2

ñ Tr eA ě ´2, @A P sl(2, R) ñ např.
(
´2 0
0 ´ 1

2

)
P SL(2, R)z exp

(
sl(2, R)

)
.

Důsledek 4. G nemusı́ být celé pokryté exponenciélou, pokud je jen souvislé. Pro G jednoduše
souvislé to už platı́. Bez důkazu.

Poznámka 13. Lze ukázat, že SL(n, R) nenı́ jednoduše souvislá @n P N.

Věta 6. Buď G souvislá Lieova grupa, g P G. Pak existuje n P N, X1, . . . , Xn P g takové, že
g = eX1eX2 . . . eXn .

Důkaz. Mějme e P U0 = U˝0 Ă G. Předpokládame (.)´1 : U0 Ñ U0 (jinak bereme Ũ0 = U0XU´1
0 ,

kde U´1
0 = tg´1|g P U0u). Konstruujeme Ui =

Ť

gPUi´1
gU0, zřejmě Ui Ă Ui + 1 a protože

Lg(U0) =
(

Lg(U0)
)˝, je taky Ui = U˝i . Označme U =

Ť

iPN0
Ui, pak U = U˝ a pro V = GzU platı́

V = V. Chceme ukázat, že @g P V, gU0 = Lg(U0) =
(

Lg(U0)
)˝
Ă V. Sporem: Lg(U0)XU ‰

H ñ Du0 P U0, gu0 P U ñ g P Uu´1
0 Ă U, protože Uiu´1

0 Ă Uiu0 Ă Ui+1 Ă U,
spor. ñ V = V˝ ñ U = U, e P U ñ U ‰ H ñ U = G

2 http://www.jstor.org/stable/2315278
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2.3 Tok levoinvariantnı́ho vektorového pole

Věta 7. Tok generovaný levoinvariatnı́m X (tj. X P g – TeG) je jednoparametrická grupa pravých
translacı́, tj.

Φt
X(g) = getX ô Φt

X = RetX .

Důkaz. Pro X P g je X|e P TeG a etX je integrálnı́ křivka procházejı́cı́ e. Ukážeme, že integrálnı́
křivka tohoto pole procházejı́cı́ g je getX :

d
dt

∣∣∣∣
t=0

getX = Lg˚
d
dt

∣∣∣∣
t=0

etX = Lg˚ X|e = X|g ,

tj. γ̇(t) = X(γ(t)).

γ(0) = e ñ γ(t) = etX

γ(0) = g ñ γ(t) = getX = Lg

(
etX
)
= RetX (g)

ñ Φt
X = RetX

Důsledek 5. X P g, Y P X (G), Y ˝ R˚g = R˚g ˝Y, potom [X, Y] = 0. (To znamená, že levoinvari-
antnı́ a pravoinvariantnı́ pole komutujı́.)

Důkaz.

[X, Y] f = X(Y f )´Y(X f ) = lim
tÑ0+

1
t
(
(Y f ) ˝ RetX ´Y f ´Y( f ˝ RetX ) + Y f

)
=

= lim
tÑ0+

1
t
(
(R˚etX ˝Y) f ´ (Y ˝ R˚etX ) f

)
= 0

Věta 8. M dif. varieta, X, Y P X (M), ΦX
t , ΦY

t jejich toky, p P M. Potom

([X, Y] f )(p) = lim
tÑ0

f (σ(t))´ f (p)
t2 ,

kde σ(t) = (ΦY
´t ˝ΦX

´t ˝ΦY
t ˝ΦX

t )(p), tedy σ(0) = p.

Důkaz. Pro jednoduchost zavedeme následujı́cı́ značenı́:

0 ≡ p 1 ≡ φtX(0)

2 ≡ φtY (1)3 ≡ φ−t
X (2)

4 ≡ φ−t
Y (3)

f (4)´ f (0) =
(

f (4)´ f (3)
)
+
(

f (3)´ f (2)
)
+
(

f (2)´ f (1)
)
+
(

f (1)´ f (0)
)

f (1)´ f (0) = tX f (0) +
t2

2
X(X f )(0) + O(t3)

f (2)´ f (1) = tY f (1) +
t2

2
Y(Y f )(1) + O(t3)

f (3)´ f (2) = ´tX f (2) +
t2

2
X(X f )(2) + O(t3)

f (4)´ f (3) = ´tY f (3) +
t2

2
Y(Y f )(3) + O(t3)
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X f (0)´ X f (2) = X f (0)´ X f (1) + X f (1)´ X f (2) = ´tX(X f )(0)´ tY(X f )(1) + O(t2) =

= ´tX(X f )(0)´ tY(X f )(0) + O(t2)

Y f (1)´Y f (3) = Y f (1)´Y f (2) + Y f (2)´Y f (3) = ´tY(Y f )(1) + tX(Y f )(2) + O(t2) =

= ´tY(Y f )(0) + tX(Y f )(0) + O(t2)

f (4)´ f (0) = ´t2X(X f )(0)´ t2Y(X f )(0)´ t2Y(Y f )(0) + t2X(Y f )(0)+

+
t2

2
X(X f )(0) +

t2

2
Y(Y f )(0) +

t2

2
X(X f )(0) +

t2

2
Y(Y f )(0) + O(t3) =

= t2(X(Y f )´Y(X f )
)
(0) + O(t3)

ñ lim
tÑ0+

1
t2

(
f (σ(t))´ f (p)

)
= [X(Y f )´Y(X f )] (p)

Důsledek 6. X, Y P g ñ [X, Y] f (p) = limtÑ0+
1
t2

(
f
(

Re´tY Re´tX RetY RetX (p)
)
´ f (p)

)
Důsledek 7. Pro maticové grupy tak platı́ [X, Y]|e = XY´YX, @X, Y P g.

Důkaz. e = 1, Re´tY Re´tX RetY RetX (1) = etXetYe´tXe´tY

[X, Y] f (e) = lim
tÑ0+

1
t2

(
f
(

etXetYe´tXe´tY
)
´ f (1)

)
= lim

tÑ0+

1
t

(
f
(

e
?

tXe
?

tYe´
?

tXe´
?

tY
)
´ f (1)

)

d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
e
?

tXe
?

tYe´
?

tXe´
?

tY
)
=

d
dt

∣∣∣∣
t=0

((
1 +

?
tX
)
+

t
2

X2
)((

1 +
?

tY
)
+

t
2

Y2
)
ˆ

ˆ

((
1´

?
tX
)
+

t
2

X2
)((

1´
?

tY
)
+

t
2

Y2
)
=

d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
1 + t (XY´YX) + O(

?
t
3
)
)
= XY´YX

ñ [X, Y] f (1) = (XY´YX)
looooomooooon

maticové násobenı́

f (1) ñ [X, Y]|1 = X|1 Y|1 ´ Y|1 X|1

Poznámka 14. G Lieova grupa, g Lieova algebra, h podalgebra g. Potom existuje vnořená podva-
rieta H Ă G, taková, že H je podgrupa G a jejı́ Lieova algebra je přirozeně izomorfnı́ h.

Poznámka 15. Obecně se nejedná o vloženı́. Uvažujme napřı́klad T2 = S1[ϕ]ˆS1[ϑ], (ϕ1, θ1)(ϕ2, θ2) =
(ϕ1 + ϕ2, θ1 + θ2), e = (0, 0). Vektorové pole X = aBϕ + bBϑ P t

2, h = spantXu, ϕ̇ = a, θ̇ = b ñ

H = tat, bt|t P Ru. Protože [X, X] = 0 je h jednorozměrná podalgebra. Pro a
b P Q je křivka na toru

uzavřená a jedná se o vloženı́, pro a
b R Q ale v topologii T2 je H = T2, tj. nejedná se o vloženı́.

2.4 Vlastnosti homomrfismů (cvičenı́)

Lemma 1. Nechť G, rG jsou Lieovy grupy, φ : G Ñ rG hladký homomorfismus, tj. @g, h P

G, φ(gh) = φ(g)φ(h), pak platı́:

φ˚ ˝ Lg˚ = Lφ(g)˚ ˝ φ˚, φ˚X P rg|φ(g) , @X P g.

11



Důkaz. Z definice platı́ @g, h P G, @X P g:

Lg˚ X|h = X|gh
φ(Lgh) = Lφ(g)h ô φ ˝ Lg = Lφ(g) ˝ φ

*

ñ φ˚ ˝ Lg˚ = Lφ(g)˚ ˝ φ˚

ñ φ˚ X|gh = φ˚Lg˚ (X|h) = Lφ(g)˚φ˚ X|h. Dále nechť φ(g) = rg, φ(h) = rh, pak:

L
rg˚ (φ˚X)|

rh = Lφ(g)˚ (φ˚X)|φ(h) = Lφ(g)˚ ˝ φ˚ (X|h) = φ˚ ˝ Lg˚ (X|h) =

= φ˚
(

X|gh

)
= (φ˚X)|φ(gh) = (φ˚X)|

rgrh

ñ L
rg˚ (φ˚X)|

rh = (φ˚X)|
rgrh ñ φ˚X P rg|φ(g) , @X P g.

Lemma 2. φ
(
etX) = etφ˚X

Důkaz. Obě strany rovnice jsou dı́ky φ(gh) = φ(g)φ(h) 1-parametrické podgrupy ñ stačı́
ukázat, že tečné vektory v e jsou stejné.

d
dt

∣∣∣∣
t=0

φ
(

etX
)
= φ˚

d
dt

∣∣∣∣
t=0

etX = (φ˚X)|
re =

d
dt

∣∣∣∣
t=0

etφ˚X

Dı́ky grupovosti tedy platı́:

d
dt

φ
(

etX
)
=

d
ds

∣∣∣∣
s=0

φ
(

e(t+s)X
)
=

d
ds

∣∣∣∣
s=0

φ
(

etX
)

φ
(

esX
)
= Lφ(etX)˚ (φ˚X)|

re = (φ˚X)|φ(etX)

d
dt

etφ˚X = (φ˚X)|etφ˚X

ñ obě strany lemmatu jsou řešenı́ stejné ODR se stejnou počátečnı́ podmı́nkou φ
(
etX)∣∣

t=0 =

re = etφ˚X
∣∣
t=0.

Lemma 3. [φ˚X, φ˚Y] = φ˚
(
[X, Y]

)
Důkaz. Mějme f P C8( rG):

(φ˚Y) f |φ(g) = Y ( f ˝ φ)|g =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

f
(

φ
(

getY
))

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

f
(

φ(g)φ
(

etX
))

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
f ˝ Rφ(etX)

)∣∣∣
φ(g)

[φ˚X, φ˚Y] f |φ(p) =
d
ds

∣∣∣∣
s=0

d
dt

∣∣∣∣
t=0

[
f
(

φ(p)φ
(

esX
)

φ
(

etY
))
´ f

(
φ(p)φ

(
etY
)

φ
(

esX
))]

=

=
d
ds

d
dt

∣∣∣∣
s,t=0

[
f
(

φ
(

pesXetY
))
´ f

(
φ
(

petYesX
))]

=

=
d
ds

d
dt

∣∣∣∣
s,t=0

[
( f ˝ φ)

(
pesXetY

)
´ ( f ˝ φ)

(
petYesX

)]
=

= [X, Y] ( f ˝ φ)|p = [X, Y] ( f ˝ φ)|p =
(
φ˚[X, Y]

)
f |φ(p)

ñ [φ˚X, φ˚Y] = φ˚
(
[X, Y]

)
.
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3 Nástin teorie integrabilnı́ch distribucı́

Definice 12. k-rozměrná distribuce na varietě M, dim M = n ě k, je hladké zobrazenı́, které
každému p P M přiřazuje k-rozměrný podprostor v Tp M. Značı́me ∆k(p) Ă Tp M, dim ∆k(p) = k.

Poznámka 16. Hladkost z předcházejı́cı́ definice chápeme ve smyslu: @p P M, DU = U˝, p P
U, X1, . . . , Xk P X (U) tak, že ∆k(q) = span

!

X1|q , . . . , Xk|q
)

, @q P U.

Definice 13. Integrálnı́ podvarieta dimenze l distribuce ∆k je vložená podvarieta N dimenze l
taková, že @p P N je TpN Ă ∆k(p).

Definice 14. Distribuce ∆k je (úplně) integrabilnı́ právě tehdy, když @p P M existujı́ na okolı́
U bodu p souřadnice

(
x1, . . . xk, y1, . . . , yn´k

)
takové, že rovnice yj = konstj,@j P zn´ k definujı́

k-rozměrné integrálnı́ podvariety distribuce ∆k. Takové (x, y) se nazývá Frobeniova mapa.

Věta 9. (Frobeniova) ∆k je úplně integrabilnı́ô [∆k, ∆k] Ă ∆k, to znamená
@U = U˝ Ă M, @X, Y P X (U), @p P U : X(p), Y(p) P ∆k(p) ñ @q P U, [X, Y](q) P ∆k(q).
Bez důkazu.

Poznámka 17. Použı́vá se zápisu [X, Y] P ∆k ô @q P U, [X, Y](q) P ∆k(q).

Poznámka 18. [∆k, ∆k](p) = span
!

[X1, X2]|p
ˇ

ˇ

ˇ
X1, X2 P X (U), p P U = U˝,@q P U : X1|q , X2|q P ∆(q)

)

Poznámka 19. Integrabilnı́ podvariety M, N, pro které M X N ‰ H lze navazovat, tj. vytvářet
podvariety postupem O = MY N.

Definice 15. Sjednocenı́m ntegrrálnı́ch podvariet zı́skáme listy distribuce ∆k. Maximálnı́ list
je takový, ke kterému už nelze přidat žádnou integrálnı́ podvarietu. Maximálnı́ listy tvořı́ tzv.
foliaci variety danou integrabilnı́ distribucı́.

Poznámka 20. Nejedná se obecně o vloženı́, protože se vloženost může narušit nekonečným sjed-
nocenı́m (viz přı́klad s T2).

Věta 10. (Chevalley) Maximálnı́ listy integrabilnı́ distribuce jsou prostě vnořené podvariety. Bez
důkazu.

Důsledek 8. Pro Lieovu grupu G a algebru g a podalgebru h Ă g, splňujı́cı́ [h, h] Ă h je podvarieta
H z poznámky 14 maximálnı́ list integrabilnı́ distribuce určené h procházejı́cı́ e. H je podgrupa,
protože dı́ky levoinvariantnosti h je gH opět maximálnı́ list. Ten je z definice buď totožný s
původnı́m nebo s nı́m má prázdný průnik. Ale pokud g P H ñ ge = g P H ñ gH = H.
Obdobně g P H ñ g´1H = H, protože g´1g = e P H ñ g´1 P H.
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4 Akce grupy na varietě

Definice 16. (Levá) akce Lieovy grupy G na varietě M je hladké zobrazenı́ φ : G ˆ M Ñ M
vyhovujı́cı́

• φ(g1g2, m) = φ(g1, φ(g2, m)), @g1, g2 P G, @m P M,

• φ(e, m) = m, @m P M.

Poznámka 21. Obdobně pravá akce:

• φ(m, g1g2) = φ(φ(m, g1), g2), @g1, g2 P G, @m P M,

• φ(m, e) = m, @m P M.

Pravá akce lze vyjádřit pomocı́ levé akce záměnou g Ñ g´1.

Definice 17. Pro uzavřenou (v topolgii G) podgrupu H Lieovy grupy G. Definujeme levé cosety
gH = tgh|h P Hu. (gH = Og jsou tedy orbity pravé akce H na G.) Množinu levých cosetů
označı́me G/H, tj. G/H = tgH|g P Gu.

Poznámka 22. Pokud H je uzavřená podgrupa G, lze na G/H zavést právě jednu hladkou struk-
turu takovou, že (G, G/H, π; H), π : G Ñ G/H, π(g) = gH, je fibrovaný prostor.

Definice 18. Akce φ : GˆM Ñ M je tranzitivnı́ô (@m1, m2 P M)(Dg P G)(m2 = φ(g, m1)).

Definice 19. Nechť φ tranzitivnı́ x0 P M. Grupa izotropie (nebo také grupa stability nebo malá
grupa) bodu x0 je

Hx0 = tg P G|φ(g, x0) = x0u . (3)

Poznámka 23. Protože pro libovolné x P M, Dgx P G takové, že x = φ(gx, x0), tedy @g0 P

Hx0 , φ(gxgog´1
x , x) = φ(gx, φ(g0, φ(g´1

x , x))) = x, platı́ Hx = gx Hx0 g´1
x , tj. všechny grupy

izotropie jsou konjugované, totožné v přı́padě normálnı́ch Hx.

Důsledek 9. Pro tranzitivnı́ φ je M » G/Hx0 a volba nezávisı́ na x0, protože @gx P G, φ(gx Hx0 , x0) =
φ(gx, x0) = x, máme tedy korespondenci G/Hx0 Q gx Hx0 Ø x P M.

Definice 20. Varietu, kterou lze zapsat ve tvaru M » G/Hx0 pro nějakou Lieovu grupu G s tranz-
itivnı́ akcı́ nazveme homogennı́ prostor.
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5 Reprezentace Lieových grup a algeber

Definice 21. Reprezentace Lieovy grupy G na vekt. prostoru V je hladký homomorfismus φ :
G Ñ GL(V).

Poznámka 24. V přı́padě dim G = +8 je vhodné uvažovat H a φ : G Ñ B(H ).

Definice 22. Reprezentace Lieovy algebry g na vekt. prostoru V je (hladký) homomorfismus
φ : gÑ gl(V). (Tedy φ je lineárnı́ a platı́ [φ(X), φ(Y)] = φ([X, Y]).

Přı́klad 9. Reprezentace so(3) na C8(R3): φ(Xi) = εijkxkBj (sumace podle dolnı́ch indexů).

Definice 23. Reprezentace G (resp. g) je věrná, právě když φ je prosté zobrazenı́ (monomorfis-
mus).

Poznámka 25. Na základě věrné reprezentace jsme schopni zrekonstruovat G (resp. g), proto
nazýváme věrné reprezentace realizacı́ dané G (resp. g), např. so(3) jako matice nebo vektorová
pole z př. 9.

Definice 24. Buď Σ Ă gl(V). Σ je

• reducibilnı́ô (DW ĂĂ V, W R tV, t0uu)(ΣW Ă W),

• ireducibilnı́ô (@W ĂĂ V, W ‰ V)((ΣW Ă W)ñ W = t0u),

• úplně reducibilnı́ô (@W ĂĂ V, ΣW Ă W)(DW̃ ĂĂ V, ΣW̃ Ă W̃)(V = W ‘ W̃).

Reprezentace G (resp. g) je ireducibilnı́ (reducibilnı́, úplně reducibilnı́) právě tehdy když φ(G)
(resp. φ(g)) je ireducibilnı́ (reducibilnı́, úplně reducibilnı́).

Přı́klad 10. Reprezentace φ : G Ñ U (H ) (unitárnı́ reprezentace) jsou úplně reducibilnı́, protože
z unitarity platı́ φ(G)W Ă W ñ φ(G)WK Ă WK. Navı́c na úrovni algeber platı́ φ˚ : gÑ u(H ) a
pomocı́ exponenciely dostaneme pro X P g:

φ
(
eX) = eφ˚(X) ñ

(
φ
(
eX))+ = φ

(
eX)´1

= e´φ˚(X)

=
(

eφ˚(X)
)+

= e(φ˚(X))+

ñ
(
φ˚(X)

)+
= ´φ˚(X), tj. φ˚(X) jsou antihermitovské matice, u(H ) =

 

B P gl(H )
ˇ

ˇB + B+ = 0
(

.
Ve fyzice se obvykle použı́vajı́ hermitovské matice, proto se definujı́ fyzikálnı́ veličiny

A ÞÑ AF = ´iA . (4)

AF již splňujı́ A+
F = AF.

Shurovo lemma

Věta 11. V vektorový prostor nad C, dim V ă +8, Σ Ă gl(V) ireducibilnı́. Potom @A P gl(V) :
([A, Σ] = 0 ñ (Dλ P C)(A = λ1)).

Důkaz. A P gl(V) ñ σ(A) ‰ H ñ Dλ P C : W = ker(A ´ λ1) ‰ t~0u ñ (A ´
λ1)ΣW = Σ(A´ λ1)W = 0 ñ ΣW Ă ker(A´ λ1) ñ W je invariantnı́ podprostor ñ

W = V

Věta 12. V nad C, Σ Ă gl(V) úplně reducibilnı́. Pokud platı́ (@A P gl(V))([A, Σ] = 0 ñ (Dλ P
C, A = λ1)), potom Σ je ireducibilnı́.

Důkaz. W ‰ t~0u invariantnı́ podprostor ñ D rW invariantnı́ podprostor takový, že V = W ‘

rW, @S P Σ, S : W Ñ W, S : rW Ñ rW ñ definujeme A : A|W = λ1, A|
rW = Člambda1, tj.

AW Ă W, A rW Ă rW ñ [A, S] = 0, @S P Σ ñ Dλ P C, A = λ1 ñ rW = t~0u ñ

V = W.
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6 Souvislost Lieových grup a algeber

Poznámka 26. Souvislá varieta M je jednoduše souvislá ô všechny uzavřené křivky lze hladce
zdeformovat do bodu, tj. na konstantnı́ zobrazenı́ S1 Ñ x0 P M.

Definice 25. Buďte M, M souvislé variety. M je nakrytı́ M právě, když D π : M Ñ M splňujı́cı́

• @x P M, DU = U˝, π(´1)(U) =
Ť

αPI Uα, Uα = U˝α Ă M, Uα XUβ = H, @α ‰ β,

• π|Uα
: Uα Ñ U je difeomorfismus.

Poznámka 27. Pojem nakrytı́ je podrobněji rozebrán ve Feckovi, kapitola 13.3.

Přı́klad 11. M = S1, M = S1, Π(eiϕ) = e2iϕ

Přı́klad 12. M = S1, M = R, Π(ϕ) = eiϕ

Definice 26. Nakrytı́ M variety M je univerzálnı́ právě, když M je jednoduše souvislá.

Poznámka 28. Všechna univerzálnı́ nakrytı́ souvislé variety jsou izomorfnı́.

6.1 Konstrukce univerzálnı́ho nakrytı́

Poznámka 29. Pro křivky γ1 : x0, 1y Ñ M, rγ : x0, 1y Ñ M, γ1(1) = rγ(0) definujeme:

γ1 ˝ rγ : x0, 1y Ñ M : γ1 ˝ rγ(t) = γ1(2t) 0 ď t ď
1
2

= rγ(2t)
1
2
ď t ď 1

γ´1(t) : x0, 1y Ñ M : γ´1(t) = γ(1´ t) 0 ď t ď 1

x0 P M fixnı́, pak M = t[γ]|γ : x0, 1y Ñ M, γ(0) = x0u , γ „ rγ ô
(
γ(1) = rγ(1)^ γ ˝ rγ´1 je

možno deformovat do γ(t) = x0 ). Vezmeme jednoduše souvislé okolı́ x P M, Ux = U˝x ñ

@y P U, Dγxy : x0, 1y Ñ M : γxy(0) = x, γxy(1) = y, γxy(t) P Ux, @t P x0, 1y. Všechny takové
γx,y spojujı́cı́ x a y uvnitř jednoduše souvislého okolı́ jsou ekvivalentnı́. Definujeme U P M okolı́
[γ] jako U =

 

[γ ˝ γxy]
ˇ

ˇy P Ux
(

. Platı́ tedy γ ˝ γxy(0) = x0, γ ˝ γxy(1) = y. ñ Definujeme-li
Π([γ]) = γ(1) P M, pak takto definované U je homeomorfnı́ Ux.

Π definujeme jako hladké zobrazenı́, pomocı́
(

Π|U
)´1 přeneseme hladkou strukturu a ukážeme

že tı́mto lze definovat hladkou strukturu na M. O M lze pak dokázat, že je jednoduše souvislé.
Je-li G souvislá Lieova grupa, pak na G můžeme definovat strukturu Lieovy grupy následovně:

x0 ” e, @g P G, γg : x0, 1y Ñ G, γg(1) = g,

•
[
γg
]
¨ [γh] ”

[
γg ¨ Lg(γh)

]
, @g, h P G, kde Lg(γh)(t) = g ¨ γh(t), @t

• e = [γe] , γe(t) = e, @t

•
[
γg
]´1

=
[

Lg´1

(
γ´1

g

)]
• Π

([
γg
]
¨ [γh]

)
= g ¨ h, tj. Π je homomorfizmus grup

ñ g » g, protože okolı́ počátků jsou difeomorfnı́.

Věta 13. (Ado) Pro libovolnou konečněrozměrnou Lieovu algebru g existuje jejı́ věrná konečněrozměrná
reprezentace ρ : gÑ gl(V), dim V ă +8, g » ρ(g) ĂĂ gl(V). Bez důkazu.

Důsledek 10. Ke každé Lieově algebře existuje přı́slušná souvislá Lieova grupa G ĂĂ GL(V).
Dále ke G můžeme najı́t jednoduše souvislou G (nikoliv již uvnitř GL(V)).
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Věta 14. Ke každé konečněrozměrné Lieově algebře g existuje právě jedna souvislá a jednoduše
souvislá Lieova grupa G taková, že g je jejı́ Lieova algebra. Všechny ostatnı́ souvislé Lieovy grupy
s touto algebrou g jsou nakrývány G a mohou být proto zapsány jako G/D, kde D je diskrétnı́
normálnı́ podgrupa. Bez důkazu.

Poznámka 30. D normálnı́ ô gDg´1 = D, @g P G ñ pro pevně zvolené d0 P D a φ : G Ñ

D Ă G : φ(g) = gd0g´1 P D, je φ(G) souvislá dı́ky tomu, že G je souvislá a φ hladké. A protože
D je diskrétnı́ podmnožina G ñ φ(g) = d0, @g P G ñ gd0 = d0g, @g P G ñ D Ă

Z(G) = th P G|hg = gh, @g P Gu ñ D je Abelovská.

Poznámka 31. ρ reprezentace g na V, dim V ă +8 ñ ρ je reprezentace jednoduše souvislé
grupy G. Zároveň ale pokud ρ(D) ‰ t1u, pak nelze skonstruovat ρ : G/D Ñ GL(V), tj.:

• ρ(D) = t1u a máme tedy reprezentaci G/D,

• nebo ρ(D) ‰ t1u a reprezentaci nemáme (vı́ceznačná reprezentace).

Poznámka 32. Pomocı́ předchozı́ch vět máme vyřešen problém všech souvislých G se stejnou g.
Teoreticky můžeme vždy nalézt univerzálnı́ nakrytı́ G a následně ho faktorizovat podle možných
D a tı́m zı́skám všechny G.

Přı́klad 13. Pro su(2) existujı́ právě 2 souvislé Lieovy grupy SU(2) a SO(3) = SU(2)/t´1,1u.
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7 Lieovy algebry

Předpokládáme konečnou dimenzi.

Definice 27. Podalgebra h Lieovy algebry g je vektorový podprostor v g splňujı́cı́ [h, h] Ă h.

Poznámka 33. Pro a, b ĂĂ g, značı́me [a, b] = spant[X, Y]|X P a, Y P bu.

Přı́klad 14. V Lorentzově algebře generátory boostů komutujı́ na rotace, tedy netvořı́ podalgebru.
Rotace podalgebru tvořı́.

Definice 28. h podprostor g je ideálô [h, g] Ă h.

Přı́klad 15. V Lorentzově algebře [Mµν, Pα] „ Pξ , tedy translace tvořı́ ideál.

Definice 29. Faktoralgebra podle ideálu h je g/h = tg + h|g P gu, [g1 + h, g2 + h] := [g1, g2] + h.

Definice 30. Lieova algebra g je

• Abelovská ô [g, g] = 0,

• prostá ô dim g ą 1 a jediné ideály v g jsou 0 a g,

• poloprostá ô jediný Abelovský ideál v g je 0.

Definice 31. Lieova algebra g je direktnı́m součtem ideálů g1, g2 ô g = g1 ‘ g2 jako vektorové
prostory, tj. 0 ‰ g1, g2 ĂĂ g, [g1, g1] Ă g1, [g2, g2] Ă g2, [g1, g2] = 0,.

Poznámka 34. Dále budeme direktnı́ součet vektorových prostorů značit V = V1 ` V2.

Definice 32. Lieovu algebru g nazveme rozložitelná ô Dg1, g2 ‰ 0, g = g1 ‘ g2. Jinak g nero-
zložitelná.

Přı́klad 16.

gl(n) = a(1)‘ sl(n), a(1) = spant1u
u(n) = a(1)‘ su(n), a(1) = spanRti1u
so(4) = so(3)‘ so(3)

7.1 Charakteristické série ideálů

Definice 33. Centrum Lieovy algebry g je maximálnı́ ideál ζ1 s vlastnostı́ [g, ζ1] = 0, tj. ζ1 = tx P
g|[x, g] = 0u, značı́me Z(g) = ζ(g) = ζ1(g) = ζ1.

Definice 34. Charakteristické série ideálů v g:

• derivovaná série: g(0) = g, g(k) = [g(k´1), g(k´1)], @k P N. Pokud Dn P N, g(n) = 0, algebra
g se nazývá řešitelná.

• dolnı́ centrálnı́ série: g1 = g, gk = [gk´1, g], @k ą 1. Pokud Dn P N, gn = 0, algebra g se
nazývá nilpotentnı́.

• hornı́ centrálnı́ série: ζ1 = Z(g), ζk = tx P g|[x, g] Ă ζk´1u, @k ą 1, (ζk´1 Ă ζk).

Poznámka 35. g2 = g(1), g(k) Ă gk+1, tj. každá nilpotentnı́ g je řešitelná.

Věta 15. g je nilpotentnı́ ô limkÑ+8 ζk = g.

Důkaz. ñ) g nilpotentnı́ ñ Dk ď dim g, gk = 0 ñ gk´1 Ă Z(g) = ζ1. Indukcı́
ukážeme, že platı́ gk´j Ă ζ j. Pro j = 1 zřejmé, j Ñ j + 1:[

gk´j´1, g
]
= gk´j Ă ζ j ñ gk´j´1 Ă ζ j+1.
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ð) Dk, ζk = g. Indukcı́ ukážeme, že platı́ ζk´j+1 Ą gj. Pro j = 1 zřejmé, j Ñ j + 1:

gj Ă ζk´j+1 ñ

[
gj, g

]
= gj+1 Ă ζk´j+1´1 = ζk´j

ñ gk Ă ζ1 = Z(g) ñ gk+1 = 0.

Přı́klad 17. Heisenbergova algebra h(n) = tXi, Pi, 1|[Xi, Pj] = δij1, i, j P n̂u je nilpotentnı́:

(h(n))2 = spant1u ñ (h(n))3 = 0

Přı́klad 18. Striktně hornı́ trojúhelnı́kové matice str(n) =

#(
0 ?
...

. . .
0 ... 0

)
P Rn,n

+

jsou nilpotentnı́.

Přı́klad 19. Hornı́ trojúhelnı́kové matice tr(n) =

#(
? ?

. . .
0 ?

)
P Rn,n

+

:

[tr(n), tr(n)] = str(n), [tr(n), str(n)] = str(n)

ñ je řešitelná, ale nenı́ nilpotentı́.

Definice 35. Maximálnı́ řešitelný ideál v g se nazývá radikál a maximálnı́ nilpotentnı́ ideál se
nazývá nilradikál.

Poznámka 36. Nechť r je radikál algebry g. Uvažujme g/r a v nı́ abelovksý ideál h/r Ă g/r, tj.
r Ă h Ă g, [h, h] Ă r ñ h(1) Ă r a současně Dk, r(k) = 0, tj. r je řešitelná ñ h(k+1) Ă

r(k) = 0 ñ podle předpokladu maximality r je h = r ñ g/r nemá netriviálnı́ abelovský
ideál ñ g/r je poloprostá.

Platı́ dokonce ješte silnějšı́ tvrzenı́:

Věta 16. (Levi) Každou Lieovu algebru g lze rozložit na (polopřı́mý) součet poloprosté algebry s
a radikálu r

g = s` r, [s, s] Ă s, [s, r] Ă r, [r, r] Ă r,

přičemž s je určena až na izomorfii. s nebo r může být rovna 0. Bez důkazu.

7.2 Vlastnosti ideálů (cvičenı́)

Věta 17. h1, h2 ideály v g ñ [h1, h2], h1 + h2, h1 X h2 ideály v g

Důkaz.

[[h1, h2], g] = [h1, [h2, g]] + [[h1, g], h2] Ă [h1, h2]

[h1 + h2, g] = [h1, g] + [h2, g] Ă h1 + h2

[h1 X h2, g] Ă h1 ^ [h1 X h2, g] Ă h2 ñ [h1 X h2, g] Ă h1 X h2

Důsledek 11. h ideál v g ñ hk, h(k) ideály v g

Věta 18. h1, h2 řešitelné ideály v g ñ h1 + h2 řešitelný ideál.
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Důkaz.

(h1 + h2)
(1) = [h1 + h2, h1 + h2] = [h1, h1] + [h1, h2] + [h2, h1] + [h2, h2] = h

(1)
1 + [h1, h2]

loomoon

Ăh1Xh2

+h
(1)
2

dim (h1 + h2) + dim (h1 X h2) = dim h1 + dim h2 ñ (h1 + h2)/h1 – h2/(h1 X h2)

h2 řešitelný ñ h2/(h1 X h2) řešitelný ñ (h1 + h2)/h1 řešitelný ñ (h1 + h2) řešitelný

Věta 19. h1, h2 nilpotentnı́ ideály v g ñ h1 + h2 nilpotentnı́ ideál.

Důkaz. Chceme ukázat, že Dn P N, @X1, . . . , Xn P h1 Y h2, [X1, [X2, . . . , [Xn´1, Xn]]] = 0.
h1, h2 nilpotentnı́ ô Dk P N, hk

1 = 0, hk
2 = 0, vezmeme tedy n = 2k ñ BÚNO aspoň k

z X1, . . . , Xn je z h1:

X P hj
1, Y P h1 ñ [X, Y] P hj+1

1 , X P hj
1, Y P h2 ñ [X, Y] P hj

1

ñ [X1, [X2, . . . , [Xn´1, Xn]]] P hk
1 = t0u.

7.3 Derivace

Definice 36. Derivace Lieovy algebry g je lineárnı́ zobrazenı́ D : g Ñ g splňujı́cı́ D([x, y]) =
[Dx, y] + [x, Dy], @x, y P g.

Definice 37. G Lieova grupa a g jejı́ algebra.

• Adjugovaná akce Lieovy drupy G na G je φ, φ(g, h) = φg(h) = ghg´1, (φg = Lg ˝ Rg´1 ,
φg1 ˝ φg2 = φg1g2 ),

• adjugovaná reprezentace Lieovy grupy G na g je Ad : G Ñ GL(g), Ad(g) = φg˚|e =
Lg˚ ˝ Rg´1˚,

• adjugovaná reprezentace Lieovy algebry g na g je ad : gÑ gl(g), @X P g, adX = Ad˚(X),
tj. adXY = Ad˚(X)Y = d

dt

∣∣∣
t=0

Ad(etX)Y.

Poznámka 37. Adjugovanou reprezentaci lze ekvivalentně zavést požadavkem geX g´1 = eAd(g)X .
Pro maticové grupy lze Ad(g)X vypočı́tat jednoduše vztahem

Ad(g)X = gXg´1, @g P G,@X P g . (5)

Podobně se zjednodušı́ výpočet ad.

Věta 20. adXY = [X, Y].

Důkaz. Pro @X P g máme X( f )(p) = d
ds

∣∣∣
s=0

(
f ˝ φX

s
)
(p) = d

ds

∣∣∣
s=0

f (pesX), @ f P C8(G) a

zároveň eφ˚(X) = φ
(
eX) , @φ homomorfismus.

adX(Y) f |p =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

AdetX (Y) f |p =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

φetX˚(Y) f |p =
d
ds

∣∣∣∣
s=0

d
dt

∣∣∣∣
t=0

f ˝ R
e

sφ
etX˚

(Y)

∣∣∣
p
=

=
d
ds

∣∣∣∣
s=0

d
dt

∣∣∣∣
t=0

f
(

pesφetX˚(Y)
)
=

d
ds

∣∣∣∣
s=0

d
dt

∣∣∣∣
t=0

f
(

pφetX

(
esY
))

=
d
ds

∣∣∣∣
s=0

d
dt

∣∣∣∣
t=0

f
(

petXesYe´tX
)

looooooooomooooooooon

:=F(t,s,´t)

=

=
d
ds

∣∣∣∣
s=0

d
dt

∣∣∣∣
t=0

F(t, s, 0)´
d
ds

∣∣∣∣
s=0

d
dt

∣∣∣∣
t=0

F(0, s, t) =
d
ds

∣∣∣∣
s=0

d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
f
(

petXesY
)
´ f

(
pesYetX

))
=

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

Y f (petX)´
d
ds

∣∣∣∣
s=0

X f (pesY) = X(Y f )(p)´Y(X f )(p) = [X, Y] f (p)

ñ adX(Y) = [X, Y].

20



Poznámka 38. Pro matice je to ihned: d
dt etXYe´tX = XY´YX = [X, Y].

Důsledek 12. Dı́ky Jacobiho identitě je adX derivace.

Definice 38. Derivace D je vnitřnı́, právě když (DX P g)(D = adX). Všechny ostatnı́ se nazývajı́
vnějšı́.

7.4 Vztah reálných a komplexnı́ch algeber

Definice 39. Pro g reálnou Lieovu algebru existuje jediná komplexnı́ Lieova algebra gC, nazývaná
komplexifikace g, kterou definujeme jako gC = g+ ig = Cb g, tj.:

[x + iy, u + iv] = [x, u]´ [y, v] + i([y, u] + [x, v])
(x + iy)(u + iv) = (xu´ yv) + i(yu + xv)

Poznámka 39. Pro každou komplexnı́ Lieovu algebru g můžeme jednoznačně zkonstruovat gR

pomocı́ libovolné báze txju
n
j=1 Ă g a doplněnı́m na spanRtxj, ixju

n
j=1. (Strukturnı́ konstanty jsou

pak reálné a komplexnı́ části původnı́ch.)

Poznámka 40. Pro g z předchozı́ch definic platı́ dimC gC = dimR g a dim gR = 2 dim g.

Definice 40. Reálná forma komplexnı́ g je libovolná reálná g̃ splňujı́cı́ g = g̃C.

Přı́klad 20. su(2)C = sl(2, C) = sl(2, R)C, so(1, 3)C = so(4) = so(4, R)C

7.5 Zobrazenı́ Lieových algeber nad stejným tělesem

Definice 41. Lineárnı́ zobrazenı́ φ : gÑ h:

• φ je homomorfismus ô [φ(X), φ(Y)] = φ([X, Y]), @x, y P g,

• homomorfismus φ je endomorfismus ô h = g,

• homomorfismus φ je izomorfismus ô ker φ = t0u, φ(g) = h,

• izomorfismus φ je automorfismus ô h = g.

Přı́klad 21. @g P G je Adg : g Ñ g automorfismus. @X P g, adX : g Ñ g nenı́ homomorfismus,
protože adX [Y, Z] = [adXY, Z] + [Y, adXZ], ale ad : gÑ gl(g) je homomorfismus.

7.6 Killingova forma

Definice 42. Symetrická bilineárnı́ forma ω na g je:

• invariantnı́ vůči automorfismům g ô ω(φ(X), φ(Y)) = ω(X, Y), @φ P Aut(g),

• ad-invariantnı́ (invariantnı́) ô ω([X, Y], Z) + ω(Y, [X, Z]) = 0, @X, Y, Z P g.

Poznámka 41. ω invariantnı́ vůči automorfismům, pak @X, Y, Z P g platı́

ω (AdetX Y, AdetX Z) = ω(Y, Z)
/

d
dt

∣∣∣∣
t=0

ω (adXY, Z) + ω (Y, adXZ) = 0

ñ ω je ad-invariantnı́ (naopak neplatı́).

Přı́klad 22. [X, Y] = 0, @X, Y P g ñ libovolná ω je ad-invariantnı́.

Definice 43. Killingova forma je K : gˆ gÑ T : K(X, Y) = Tr(adX ˝ adY), kde T je těleso.
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Poznámka 42. adφ(X) : gÑ g. φ automorfismus:

adφ(X)Y = [φ(X), Y] =
[
φ(X), φ

(
φ´1(Y)

)]
= φ

([
X, φ´1(Y)

])
=
(

φ ˝ adX ˝ φ´1
)
(Y)

ñ adφ(X) = φ ˝ adX ˝ φ´1. Pro Killingovu formu tedy platı́ :

K (φ(X), φ(Y)) = Tr
(

φ ˝ adX ˝ φ´1 ˝ φ ˝ adY ˝ φ´1
)
= Tr (adX ˝ adY) = K(X, Y),

tj. je invariantnı́ vůči všem automorfismům.

Poznámka 43. Explicitně K ad-invariantnı́:

K ([X, Y], Z) + K (Y, [X, Z]) = K (adXY, Z) + K (Y, adXZ) = Tr
(
adadXY ˝ adZ + adY ˝ adadX Z

)
=

= Tr (adXadYadZ ´ adYadXadZ + adYadXadZ ´ adXadYadZ) = 0

Věta 21. h Ă g ideál ñ Kh = Kg|hˆh.

Důkaz. Bázi h, teiu
dimh
i=1 , doplnı́me na bázi g, ε = teiu

dimg
i=1 . Pak @X, Y P h, adX : gÑ h,

adY : gÑ h, tj.:

(adX)ε =

(
A | B

O

) (

dim h , (adY)ε =

(
rA | rB

O

) (

dim h ,

K(X, Y) = Tr

((
A | B

O

)
¨

(
rA | rB

O

))
= Tr

(
A ¨ rA

)
= Tr

(
adX |h , adY|h

)
= Kh(X, Y).

Definice 44. Ortogonálnı́ doplněk ideálu h vzhledem ke Killingově formě K na g je
hK = tX P g|K(X, Y) = 0,@Y P hu.

Poznámka 44. h ideál ñ hK ideál.

Důkaz. Pro libovolné X P hK, Y P g, Z P h platı́:

K
(
[X, Y], Z

)
= ´K

(
[Y, X], Z

)
= K

(
X, [Y, Z]

)
= ´K

(
X, [Z, Y]

loomoon

Ph

)
= 0 ñ [X, Y] P hK.

7.7 Nilpotentnı́ a řešitelné algebry

Věta 22. φ : gÑ rg homomorfismus, h Ă g podalgebra ñ (φ(h))(k) = φ(h(k)),

(φ(h))k = φ
(
hk
)

.

Důkaz. Indukcı́:

(φ(h))(0) = φ(h) = φ
(
h(0)

)
(φ(h))(k) =

[
φ(h)(k´1), φ(h)(k´1)

]
=
[
φ
(
h(k´1)

)
, φ
(
h(k´1)

)]
= φ

([
h(k´1), h(k´1)

])
= φ

(
h(k)

)

(φ(h))1 = φ(h) = φ
(
h1
)

(φ(h))k =
[
φ(h)k´1, φ(h)k´1

]
=
[
φ
(
hk´1

)
, φ
(
hk´1

)]
= φ

([
hk´1, hk´1

])
= φ

(
hk
)
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Důsledek 13. Je-li původnı́ algebra řešitelná (resp. nilpotenti), pak Ran φ je řešitelná (resp. nilpo-
tentnı́).

Poznámka 45. φ homomorfismus ñ ker φ je ideál.

Důkaz. X P g, Y P ker φ ñ φ ([X, Y]) = [φ(X), φ(Y)] = 0 ñ [X, Y] P ker φ

Věta 23. Je-li h ideál v g a h, g/h řešitelné. Pak g je řešitelná.

Důkaz. g/h řešitelná ô Dn P N, (g/h)(n) = 0 mod h ô g(n) Ă h a protože h je řešitelný,
Dk P N, h(k) = 0 ñ g(n+k) Ă h(k) = 0 ñ g je řešitelná.

Důsledek 14. Máme-li φ : g Ñ h homomorfismus, Ran φ a ker φ řešitelné ñ g je řešitelná,
protože Ran φ – g/ ker φ.

Věta 24. Je-li h Ă Z(g) a g/h nilpotentnı́. Pak g je nilpotentnı́.

Důkaz. g/h nilpotentnı́ ô Dn P N, (g/h)n = 0 mod h ñ gn Ă h ñ gn+1 Ă [g, h] =
0.

Důsledek 15. adg = tadX|X P gu Ă gl(g)

• g řešitelná ô adg řešitelná.

• g nilpotentnı́ ô adg nilpotentnı́.

Důkaz. ker ad = tX P g|[X, Y] = 0, @Y P gu = Z(g) ñ ker ad je Abelovská algebra.

7.8 Vlastnosti konečněrozměrných operátorů

Definice 45. A P gl(V) je diagonalizovatelný (poloprostý) ô D báze V tvořená vl. vektory
operátoru Aei = λiei.
Soubor operátorů tAαuαPI je současně diagonalizovatelný ô D teiu

dim V
i=1 báze tvořená společnými

vlastnı́mi vektory, Aαei = λ
(α)
i ei.

Definice 46. A P gl(V) je nilpotentnı́ ô D n P N, An = 0.

Věta 25. (Jordanův rozklad) A P gl(V), V nad C ñ D1S, N P gl(V) splňujı́cı́

• A = S + N,

• S je diagonalizovatelný, N nilpotentnı́,

• [S, N] = 0.

Bez důkazu.

Důsledek 16. S a N jsou polynomy v A.

7.9 Věty Lieova a Engelova

Definice 47. X P g je ad-nilpotentnı́ ô Dn P N, (adX)
n = 0.

Poznámka 46. g je nilpotentnı́ ô Dn P N, @X1, . . . , Xn P g, adX1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ adXn = 0 ñ @X P

g, (adX)
n = 0

Lemma 4. X P gl(V) je nilpotentnı́ ñ X je ad-nilpotentnı́ v gl(V).
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Důkaz. Indukcı́ ukážeme že platı́:

(adX)
k Y =

k
ÿ

j=0

(´1)k´j
(

k
j

)
X jYXk´j

k = 1 zřejmé, k´ 1 Ñ k:

(adX)
k Y = adX

k´1
ÿ

j=0

(´1)k´1´j
(

k´ 1
j

)
X jYXk´1´j =

=
k´1
ÿ

j=0

(´1)k´1´j
(

k´ 1
j

)
X j+1YXk´1´j ´

k´1
ÿ

j=0

(´1)k´1´j
(

k´ 1
j

)
X jYXk´j =

=
k
ÿ

j=0

(´1)k´j
((

k´ 1
j´ 1

)
+

(
k´ 1

j

))
X jYXk´j =

k
ÿ

j=0

(´1)k´j
(

k
j

)
X jYXk´j

Je-li Xn = 0 pro nějaké n P N, pak v každém sčı́tanci (adX)
2n je nula.

Lemma 5. h ideál v g Ă gl(V), W =
Ş

XPh ker X = tv P V|Xv = 0,@X P hu. Pak gW Ă W, tj. W je
invariantnı́ podprostor.

Důkaz. @X P h, @Y P g, X(YW) = [X, Y]W + Y(XW) = 0 ñ YW Ă ker X, @X P h, @Y P

g ñ YW Ă W, @Y P g ñ gW Ă W

Lemma 6. Buď g ĂĂ gl(V) takové, že všechny elementy g jsou nilpotentnı́. Pak existuje v P
V, v ‰ 0, @X P g, Xv = 0.

Důkaz. Indukcı́ na dim g:

dim g = 1 ñ g = spantXu, Xn = 0 ñ 0 P σ(X) ñ Dv P V, Xv = 0

dim g = n´1 Ñ n: Vezmeme vlastnı́ podalgebru maximálnı́ dimenze h a definujeme reprezentaci
h na g/h:

φ(X)(Y + h) = adXY + h, @X P h, Y P g

@X P h, X nilpotentnı́
Lemma 4
ùùùùùñ X ad-nilpotentnı́ ñ φ(X) nilpotentnı́ ñ φ(h) splňuje

předpoklady a má dimenzi ostře menšı́ než n ñ dle indukčnı́ho předpokladu proto

DZ P g : Z + h P g/h, Z + h ‰ h, φ(X)(Z + h) = h, @X P h ñ Z R h, [X, Z] P h, @X P h

ñ spantZu+ h je podalgebra g, jejı́ dim = dim h+ 1 a z maximality h plyne, že je to celé g.
Z indukcnı́ho předpokladu rovnež Dv P V, hv = 0, tzn. W :=

Ş

XPh ker X ‰ t0u a h je ideál,

neboť [g, h] = [spantZu+ h, h] Ă h
Lemma 5
ùùùùùñ W je invariantnı́ podprostor g. A protože Z je

nilpotentnı́, je taky Z|W : W Ñ W nilpotentnı́, tedy

Dw P W, Zw = 0 ñ gw = (span Z + h)w = 0.

Lemma 7. Buď g Ă gl(V), @X P g nilpotenti, tj Lieova algebra nilpotentnı́ch operátorů. Pak
Dε = teiu báze taková že Xei P spante1, . . . , ei´1u, @X P g, tj. @X P g, Xε ostře hornı́ trojúhelnı́ková
matice, tj. g je nilpotentnı́ algebra.
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Důkaz. Dle Lemma 6, De1 P
Ş

XPg ker X, položı́me V1 = spante1u a definujeme akci g na V/V1:

φ(X) (v + V1) = Xv + V1, @X P g, @v P V. (6)

φ(g) je tvořena nilpotentnı́mi operátory ñ De2 P V, e2 R V1, φ(X) (e2 + V1) = V1, @X P g,
tj. Xe2 P V1, @X P g. Položı́me V2 = spante1, e2u a postup opakujeme. Indukcı́ tedy zı́skáváme
kompozičnı́ řadu t0u Ă V1 Ă V2 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Vn = V splňujı́cı́ dim Vi/Vi´1 = 1, gVi Ă Vi´1 ñ

v bázi tvořené elementy ei P Vi jsou matice operátorů X P g hornı́ trojúhelnı́kové s nulovou
diagonálou.

Věta 26. (Engelova) Lieova algebra g je nilpotentnı́ ô @X P g, X je ad-nilpotentnı́. Dále
každá komplexnı́ maticová nilpotentnı́ Lieova algebra g má ve vhodné bázi tvar:

X =

A1(X) 0
. . .

0 An(X)

 , kde Ai(X) =

λi(X) ?
. . .

0 λi(X)

 , λ P g˚, @X P g.

Důkaz. adg = tadX|X P gu je tvořena nilpotentnı́mi operátory
Lemma 7
ùùùùùñ adg je nilpotentnı́

maticová algebra ñ g je nilpotentnı́. Opačná implikace plyne z poznámky (46).
Dále libovolné V nad C lze rozložit jako

V =
à

λPσ(X)

lim
nÑ+8

ker(X´ λ1)n, @X P gl(V).

Indukcı́ ukážeme:

(X´ λ1)k Y =
k
ÿ

j=0

(
k
j

)
(adX)

j Y (X´ λ1)k´j , @X, Y P gl(V).

k = 1 zřejmé, k´ 1 Ñ k:

(X´ λ1)k Y = (X´ λ1)
k´1
ÿ

j=0

(
k´ 1

j

)
(adX)

j Y (X´ λ1)k´1´j =

=
k´1
ÿ

j=0

(
k´ 1

j

)(
X (adX)

j Y´ λ (adX)
j Y
)
(X´ λ1)k´1´j =

=
k´1
ÿ

j=0

(
k´ 1

j

)(
(adX)

j+1 Y + (adX)
j YX´ λ (adX)

j Y
)
(X´ λ1)k´1´j =

=
k´1
ÿ

j=0

(
k´ 1

j

)(
(adX)

j+1 Y + (adX)
j Y(X´ λ1)

)
(X´ λ1)k´1´j =

=
k
ÿ

j=0

((
k´ 1
j´ 1

)
+

(
k´ 1

j

))
(adX)

j Y (X´ λ1)k´1´j =
k
ÿ

j=0

(
k
j

)
(adX)

j Y (X´ λ1)k´j

Nechť g nilpotentnı́ podalgebra gl(V), V nad C, X P g, označı́me WX
λ := limnÑ+8 ker(X´ λ1)n,

kde λ P σ(X), tedy platı́:

(X´ λ1)k YWX
λ =

k
ÿ

j=0

(
k
j

)
(adX)

j Y (X´ λ1)k´j WX
λ

kÑ+8
ÝÝÝÝÑ 0, @Y P g.

Protože pro dostatečně velké k je buď (adX)
jY = 0 nebo (X´λ1)k´jWX

λ = 0 ñ YWX
λ Ă WX

λ ,
tj. WX

λ je invariantnı́ podprostor.
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Lemma 8. Buď V nad C, g Ă gl(V) řešitelná. Pak Dv P V, v ‰ 0, λ P g˚, @X P g, Xv = λ(X)v.

Důkaz. Indukcı́ na dim g: dim g = 1 zřejmé.
dim g = k ´ 1 Ñ k: g řešitelná, dim g = k ñ g(1) = [g, g] Ř g, vezmeme h podprostor
g, g(1) Ă h, dim h = k ´ 1 ñ h je ideál, protože [h, g] Ă g(1) Ă h a protože h je řešitelný
splňuje indukčnı́ předpoklad ñ Dv0 P V, v ‰ 0, Xv0 = λ0(X)v0, @X P h. Vezmeme libovolné
Z P gzh, tedy g = h+ spantZu, a definujeme vj+1 = Zvj, j P N0, W = spantvju

+8
j=0 . Platı́ ale

dim W ď dim V ă +8 ñ Dp P N, W = spantvju
p
j=0, ZW Ă W. Pro libovolné X P h platı́:

Xv0 = λ(X)v0

Xv1 = XZv0 = ZXv0 +

Ph
hkkikkj

[X, Z] v0 = λ(X)Zv0 + λ([X, Z])v0

= λ(X)v1 + λ([X, Z])v0

Xv2 = ZXv1 + [X, Z]v1 = λ(X)v2 + 2λ([X, Z])v1 + λ([[X, Z], Z])v0

...
Xvj = λ(X)vj + . . .

loomoon

P spantv0,...,vj´1u

ñ Tr X|W = dim W ¨ λ(X), když teda dim W ‰ 0:

λ([X, Z]) =
1

dim W
Tr [X, Z]|W =

1
dim W

(Tr XZ|W ´Tr ZX|W) = 0, @X P h

ñ Xv1 = λ(X)v1, @X P h ñ indukcı́ dostáváme Xvj = λ(X)vj, @X P h ñ @X P h
jsou současně diagonálnı́ na W. A protože ZW Ă W ñ Dv P W, v ‰ 0 : Zv = λv, je už
lemma dokázáno.

Věta 27. (Lieova) Buď g podalgebra gl(V), V nad C. Potom je g řešitelná právě tehdy, když je
možno @X P g převést současně na hornı́ trojúhelnı́kový tvar.

Důkaz. g tvořı́ hornı́ trojúhelnı́kové matice ñ g řešitelná.

Naopak, mějme řešitelnou algebru g Ă gl(V), V nad C
Lemma 8
ùùùùùñ Dv1 P V, v1 ‰ 0, λ1 P

g˚, @X P g, Xv1 = λ1(X)v1. Definujeme V1 := spantv1u a reprezentaci g na V/V1:

φ(X) (v + V1) = Xv + V1, @X P g, v P V.

φ(g) je opět řešitelná maticová algebra
Lemma 8
ùùùùùñ Dv2 P V, v2 R V1, rλ2 P φ(g)˚:

φ(X) (v2 + V1) = Xv2 + V1

= rλ2(φ(X)) (v2 + V1) = rλ2(φ(X))v2 + V1, @X P g.

Položı́me tedy λ2 := rλ ˝ φ ñ Xv2 = λ2(X)v2. Definujeme V2 = spantv1, v2u a pokračujeme
indukcı́. Zı́skáme bázi V ve tvaru tv1, v2, . . . u s vlastnostı́

Xvj = λj(X)vj mod [v1, . . . , vj´1]λ, @X P g.

ñ v této bázi jsou všechny X P g hornı́ trojúhelnı́kové matice.

Důsledek 17. Lieova algebra g je řešitelná ô g2 = g(1) je nilpotentnı́.
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Důkaz. Pro reálnou algebru máme:

(gC)
k =

(
gk
)

C
, (gC)

(k) =
(
g(k)
)

C

ñ platı́ proto: gC je řešitelná (resp. nilpotentı́) ô g je řešitelná (resp. nilpotentnı́).
Stačı́ tedy ukázat platnost pro V nad C:

ð) g/g2 je Abelovská, tj. řešitelná, g2 je řešitelná ñ g je řešitelná.
ñ) g řešitelná ô adg Ă gl(g) je řešitelná ô ve vhodné bázi g je adg vyjádřeno po-
mocı́ hornı́ch trojúhelı́kových matic ñ @X, Y P g, Z = [X, Y] : adZ = [adX , adY] je hornı́
trojúhelnı́ková matice s nulovou diagonálou, tj. všechna adZ P adg2 jsou striktně hornı́ trojúhelnı́kové
matice ñ adg2 je nilpotentnı́ algebra ñ g2 je nilpotentnı́ algebra.
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8 Cartanova kritéria

Věta 28. g podalgebra gl(V) a @X, Y P g je Tr(XY) = 0. Pak g je řešitelná.

Důkaz. Pro V nad C (jinak komplexifikacı́), ukážeme že @X P g(1), X je nilpotentnı́, pak je totiž
g(1) nilpotentnı́ ñ g(1) řešitelná, g/g(1) řešitelná ñ g řešitelná.

Pro X P g(1) použijeme Jordanův rozklad ve vhodné bázi V:

X = S + N, [S, N] = 0, Dk P N, Nk = 0, S = diag(λ1, . . . , λn)

Pro adX , adS, adN : gÑ g Ă gl(V) a tEiju bázi gl(V), tedy máme:

adX = adS + adN , [adS, adN ] = 0, (adN)
2k = 0, adS

(
Eij
)
=
(
λi ´ λj

)
Eij,

tj. adS je diagonálnı́ a adX = adS + adN je Jordanův rozklad ñ Dp P P [x], adS = p(adX).
Dále platı́: S = diag

(
λ1, . . . , λn

)
ñ adS

(
Eij
)
=
(
λi ´ λj

)
Eij ñ D polynom q : λi ´

λj = q
(
λi ´ λj

)
ñ adS = q (adS) ñ Drp P P [x], adS = q (adS) = rp (adX) ñ Pro

adS, adN , adS : gÑ g, protože jsou to polynomy v adX , platı́:

[S, N] = adSN = rp(adX)N = rp(0)N(
SN
)2

= SNSN = S2N2 ´ Srp(0)NN =
(

S2
´ rp(0)S

)
N2

...(
SN
)k

= (. . . ) Nk

ñ SN je nilpotentnı́.

Tr
(
SX
)
= Tr

(
S(S + N)

)
= Tr

(
SS
)
+ Tr

(
SN
)

looomooon

= 0

=
n
ÿ

j=1

ˇ

ˇλj
ˇ

ˇ

2

@X P g(1), X =
ř

k[Ak, Bk], kde Ak, Bk P g platı́:

Tr
(
SX
)
= Tr

(
S
ÿ

k

[Ak, Bk]

)
=

ÿ

k

Tr
(
SAkBk ´ SBk Ak

)
=

ÿ

k

Tr
( [

S, Ak
]

loomoon

Pg

Bk
)
= 0

ñ λj = 0, @j P n̂ ñ X = N.

Následujı́cı́ věty umožňujı́ rozhodnout, zda je g řešitelná nebo poloprostá pouze na základě
znalosti K a g2. Nazývajı́ se Cartanova kritéria.

Věta 29. (1. Cartanovo kritérium) Lieova algebra g je řešitelná ô K(X, Y) = 0, @X P g, @Y P
g(1) = g2.

Důkaz. ñ) nad C (jinak komlplexifikacı́): g řešitelná ñ adg řešitelná
Lie
ùñ adg ve vhodné

bázi tvořı́ hornı́ trojúhelnı́kové matice, adg(1) = (adg)
(1)

ñ adg(1) obsahuje hornı́ trojúhelnı́kové

matice s nulovou diagonálou ñ K(X, Y) = Tr (adxadY) = 0, @X P g,@Y P g(1).

ð) K(X, Y) = 0, @X P g, @Y P g(1) ñ K(X, Y) = 0, @X, Y P g(1) ñ Tr (adXadY) =

0, @X, Y P g(1) ñ adg(1) řešitelná ñ g(1) řešitelná. Zároveň g/g(1) je Abelovská ñ g

řešitelná.

Poznámka 47. Připomeňme hK = tX P g|K(X, Y) = 0,@Y P hu.
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Věta 30. (2. Cartanovo kritérium) Lieova algebra g je poloprostá ô jejı́ Killingova forma K je
nedegenerovaná, tj. gK = 0.

Důkaz. ñ) degenerovaná K ñ g nenı́ poloprostá: Definujeme radikál Killingovy formy:

rad K = gK = tX P g|K(X, Y) = 0, @Y P gu

K|rad Kˆrad K = 0
1. Cartan. k.
ùùùùùùùñ rad K je řešitelný ideál, tj Dk P N0, (rad K)(k) ‰ 0, (rad K)(k+1) =

0 ñ (rad K)(k) ‰ 0,
[
(rad K)(k) , (rad K)(k)

]
= 0 ñ g nenı́ poloprostá.

ð) g nenı́ poloprostá ñ K je degenerovaná: g nenı́ poloprostá ñ Dh ‰ 0, h ideál,
[h, h] = 0. Pro libovolné X P h, Y, Z P g platı́:

(adXadY)
2 Z = adX adY adX adYZ

loomoon

Pg
looooomooooon

Ph
loooooooomoooooooon

Ph
looooooooooomooooooooooon

P [h,h] = 0

= 0.

ñ adXadY je nilpotentnı́ ñ K(X, Y) = Tr (adXadY) = 0 ñ h Ă gK, h ‰ 0 ñ

gK ‰ 0, tj. algebra má degenerovanou formu.

Poznámka 48. Pro konečněrozměrné vektorové prostory je bilineárnı́ forma ω degenerovaná ô

det ω = 0. (ω značı́ v tomto přı́padě zároveň i matici formy.)

Věta 31. Poloprostá Lieova algebra g je direktnı́m součtem prostých ideálů.

Důkaz. g poloprostá, tj. Dh ideál, 0 ‰ h Ř g (hK taky ideál). Pro libovolné X, Y P hX hK, Z P g
platı́:

K
(
[X, Y], Z

)
= ´K

(
Y, [X, Z]

loomoon

Ph

)
= 0 ñ [X, Y] P gK = 0 ñ

(
hX hK

)(1)
= 0 ñ hX hK = 0.

A když zvolı́me (Xj) bázi h máme:

@Y P g, A(Y) = XjK(Xj, Y) ñ Ran A = h, ker A = hK ñ dim h+ dim hK = dim g

ñ h` hK = h‘ hK = g. Dál rekurzı́ (pokud h nenı́ prostý, postup zopakujeme).

Věta 32. Všechny derivace poloprosté Lieovy algebry g jsou vnitřnı́.

Důkaz. Označme D(g) Lieovu algebru všech derivacı́ algebry g, potom ad : g Ñ D(g). Pro
libovolné D P D(g), X, Y P g platı́:

[D, adX ]Y = D ([X, Y])´ [X, D(Y)] = [D(X).Y] + [X, D(Y)]´ [X, D(Y)] = adD(X)Y

ñ [D, adX ] = adD(X), @D P D(g), @X P g ñ adg tvořı́ ideál D(g) ñ (adg)
K

ideál ñ adg X adKg ideál. Dále platı́:

g poloprostá ñ Z(g) = ker ad = 0 ñ g – adg ñ adg poloprostá.

ñ K Killingova forma na D(g) zúžená na adg je nedegenerovaná, tj. i zúžená na adg X adKg je
nedegenerovaná a protože K|adgXadKg ˆadgXadKg

= 0 ñ adgX adKg řešitelný ideál v poloprosté

algebře adg ñ adg X adKg = 0. Pro libovolné D P adKg , X P g proto máme:

adg Q adD(X) = [D, adX ] P adKg ñ adD(X) = 0, @D P adKg , @X P g

29



ñ D(X) P ker ad = t0u, @D P adKg , @X P g ñ adKg = 0. Zároveň platı́:

dim adg + dim adKg = dimD(g)

ñ D(g) = adg.

8.1 Cartanova podlagebra

Definice 48. Normalizátor podalgebry h v g je Norm(h) = tX P g|[X, h] Ă hu.

Poznámka 49. Zřejmě h Ă Norm(h) a pro h ideál g, Norm(h) = g.

Definice 49. Cartanova podalgebra Lieovy algebry g je libovolná nilpotentnı́ podalgebra, která
je rovna svému normalizátoru.

Poznámka 50. Cartanova podalgebra je pro algebry nad C určena jednoznačně až na automorfis-
mus. Nad R to obecně neplatı́.

Definice 50. g nad C, X P g, gλ(X) := limkÑ+8 ker(adX ´ λ1)k (zobecněné vlastnı́ podprostory
odpovı́dajı́cı́ Jordanovým blokům).

• Pro libovolný X P g je g = ˙Ř
λPσ(adX)

gλ(X).

• dim g0(X) ě 1, protože adXX = [X, X] = 0 a tedy X P g0(X).

• dim g0(X) se nazývá nulita prvku X.

Poznámka 51. Pokud λ R σ(X) ñ gλ(X) ”
 

~0
(

.

Definice 51. X P g je regulárnı́ô dim g0(X) = minYPg dim g0(Y), tj. nulita je nejmenšı́ možná.

Poznámka 52. Skoro všechny prvky X P g jsou regulárnı́, ve smyslu: Nechť teju
n
j=1 báze g a

X = αjej, potom µ(ttαjun
j=1 P Cn|X nenı́ regulárnı́u) = 0, kde µ je Lebesgueova mı́ra na Cn.

Lemma 9.

(adX ´ (λ + µ)1)k [Y, Z] =
k
ÿ

j=0

(
k
j

) [
(adX ´ λ1)j Y, (adX ´ µ1)k´j Z

]
, @X, Y, Z P g.

Důkaz. Indukcı́: k = 1:

(adX ´ (λ + µ)1) [Y, Z] = [(adX ´ λ1)Y, Z] + [Y, (adX ´ µ1) Z]

k´ 1 Ñ k:

(adX ´ (λ + µ)1)k [Y, Z] = (adX ´ (λ + µ)1)
k´1
ÿ

j=0

(
k´ 1

j

) [
(adX ´ λ1)j Y, (adX ´ µ1)k´1´j Z

]
=

=
k´1
ÿ

j=0

(
k´ 1

j

) [
(adX ´ λ1)j+1 Y, (adX ´ µ1)k´1´j Z

]
+

+
k´1
ÿ

j=0

(
k´ 1

j

) [
(adX ´ λ1)j Y, (adX ´ µ1)k´j Z

]
=

=
k
ÿ

j=0

((
k´ 1
j´ 1

)
+

(
k´ 1

j

)) [
(adX ´ λ1)j Y, (adX ´ µ1)k´j Z

]
=

=
k
ÿ

j=0

(
k
j

) [
(adX ´ λ1)j Y, (adX ´ µ1)k´j Z

]
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Důsledek 18.
[
gλ(X), gµ(X)

]
Ă gλ+µ(X)

Lemma 10. Buď X regulárnı́ prvek g. Pak g0(X) je nilpotentnı́ podalgebra g.

Důkaz. [g0(X), g0(X)] Ă g0(X) ñ g0(X) je podalgebra. Zřejmě adX |g0(X) je nilpotentnı́ a
@λ P σ(adX), λ ‰ 0, adX |gλ(X) je regulárnı́ zobrazenı́. Vezmeme @Y P g0(X), Y(t) = tY +

(1´ t)X P g0(X). Protože [g0(X), gλ(X)] Ă gλ(X), platı́ adY(t)gλ(X) Ă gλ(X), dosadı́me t =

0 ñ adY(0)

∣∣∣
gλ(X)

je regulárnı́ zobrazenı́ pokud λ ‰ 0 ñ protoźe vlastnı́ čı́sal závisı́ na

parametrech spojitě a Y(0) = X, tak platı́:

Dε ą 0, @λ P σ(adX), λ ‰ 0, @|t| ă ε, adY(t)

∣∣∣
gλ(x)

je regulárnı́.

ñ g0(Y(t)) Ă g0(X), @|t| ă ε (na ostatnı́ch prostorech je zobrazenı́ regulárnı́) ñ dı́ky
minimalitě nulity musı́ být g0(Y(t)) = g0(X), @|t| ă ε, tj.:

ker (tadY + (1´ t)adX)
k = g0(X), @|t| ă ε.

ñ Operátor
(

adY(t)

∣∣∣
g0(X)

)k
je polynom v t s hodnotami v maticı́ch, nulový @|t| ă ε ñ

je to nulový polynom ñ

(
adY|g0(X)

)k
=

(
adY(1)

∣∣∣
g0(X)

)k
= 0 ñ všechny elementy

Y P g0(X) jsou ad|g0(X) nilpotentnı́ ñ g0(X) nilpotentnı́.

Důsledek 19. adg0(H)

∣∣∣
g

je maticová reprezentace g0(H), tj. maticová nilpotentnı́ algebra nad C.

Z Engelovy věty vı́me, že existuje báze g taková, že @H P g0(H), tλju Ă (g0(H))˚ máme:

adH =



0 ?
...

. . . O O ¨ ¨ ¨

0 ¨ ¨ ¨ 0
λ1(H) ?

O
. . . O ¨ ¨ ¨

0 λ1(H)
λ2(H) ?

O O
. . .

0 λ2(H)
...

...
. . .


Definice 52. Nenulové λj P g˚0 z rozkladu adH , @H P g0 se nazývajı́ kořeny. Množinu všech
kořenů značı́me ∆.

Definice 53. Podprostor gλ přı́slušejı́cı́ kořenu λ se nazývá kořenový podprostor. Vektor Yλ P gλ

se nazývá kořenový vektor.

Věta 33. Buď X P g regulárnı́, g poloprostá. Potom g0(X) je Cartanova podalgebra g.

Důkaz. g poloprostá, X regulárnı́ ñ g = g0 ` ˙Ř
λP∆gλ, kde g0 ” g0(X) nilpotentnı́.

Normalizátor g0 je g0: @H P g0, adH : gλ Ñ gλ a @Y P gλ, λ ‰ 0 platı́:

[H, Yλ] = λ(H)Yλ + . . .
loomoon

LN na Yλ

= 0 ñ Yλ = 0,
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protože @λ P ∆, DH P g0, λ(H) ‰ 0. Takže @H P g0, @Y P g, Y =
ř

λP∆ Yλ platı́:

[H, Y] = 0 ñ Y = 0.

ñ g0 se rovná svému normalizátoru, tedy g0 je Cartanova podalgebra g.

Poznámka 53. Tento rozklad je výhodný pouze pro poloprosté algebry, protože tam vždy gλ

odpovı́dá celému zobecněnému podprostoru (λ = 0 Cartanově podalgebře g0 ” g0(X)) a tak
lze rozložit celou algebru

g =
˙ă

λP∆Yt0u

gλ .

Pro nepoloprosté algebry to zaručeno nenı́, protože pro zobecněné podprostory nenı́ zaručena
existence vlastnı́ch vektorů a tedy ani přı́slušných funkcionálů λ.

Přı́klad 23. Různé volby g0 pro algebru sl(2) = spantH, X+, X´u.

Regulárnı́ prvky jsou např. H a X+ + X´.3 Definujeme souřadnicové funkcionály:

X = φ(X)H + φ+(X)X+ + φ´(X)X´ .

Můžeme tak nalézt dva rozklady

g0 = g0(H) = spantHu, gλ1 = spantX+u, g´λ1 = spantX´u ;

g0 = g0(X+ + X´) = spantX+ + X´u, gλ2 = spantH´ X+ + X´u, g´λ2 = spant´H´ X+ + X´u ,

λ1 = 2φ, λ2 = 2(φ+ + φ´).

Lemma 11. K(H, Y) = 0, @H P g0, @Y P gλ, λ P ∆.

Důkaz. adH : gµ Ñ gµ, adY : gµ Ñ gλ+µ, kde µ P ∆Y t0u ñ (adHadY)
k : gµ Ñ gµ+kλ ñ

Dk P N : µ + kλ nenı́ ani kořen ani 0 ñ gµ+kλ = t0u ñ adHadY je nilpotentnı́ ñ

K(H, Y) = Tr(adHadY) = 0, tj. g0 K gλ, @λ P ∆.

Lemma 12. g komplexnı́ poloprostá, H P g0, potom platı́:

λ(H) = 0,@λ P ∆ ñ H = 0,

tj. span ∆ = g˚0 .

Důkaz. λ(H) = 0, @λ P ∆ ñ adH |g je hornı́ torjúhelnı́ková matice s nulovou diagonálou ñ

@ rH P g0 : K(H, rH) = Tr
(

adHad
rH

)
= 0 ñ H P gK0 ^ H P gKλ ñ H P gK ñ H = 0,

protože g je poloprostá, tj. K nedegenerovaná.

Věta 34. (Alternativnı́ definice) Cartanova podalgebra g0 komplexnı́ poloprosté Lieovy algebry
g je maximálnı́ Abelovská podalgebra, splňujı́cı́ @H P g0, adH je poloprostý prvek.

Důkaz. Máme rozklad g = ˙Ř
λP∆Yt0ugλ a platı́:

K ([H1, H2], X) = 0, @H1, H2 P g0, @X P gλ, λ P ∆,

K ([H1, H2], H3) = Tr
( [

adH1 , adH2

]
loooooomoooooon

ostře hor. trojúh.

adH3

)
= 0, @H1, H2, H3 P g0.

3 Tady je vidět, že vlastnost regularity nenı́ lineárnı́, protože X+ ani X´ regulárnı́ nejsou.
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ñ [H1, H2] P gK = t0u, @H1, H2 P g0 ñ g0 Abelovská a maximálnı́, protože Norm(g0) =
g0. Dále platı́:

adH |gλ
= λ(H)1 + . . .

loomoon

nad diag.

@H P g0, @λ P ∆,

adH = S + N S poloprostý, Dk P N, Nk = 0

ñ S|gλ
= λ(H)1, @λ P ∆Y t0u. Takže @X P gλ, @Y P gµ, kde λ, µ P ∆Y t0u, máme:

S[X, Y] = (λ(H) + µ(H)) [X, Y] = [λ(H)X, Y] + [X, µ(H)Y] = [SX, Y] + [X, SY]

ñ S P D(g), g poloprostá ñ DW P g, S = adW ^ Dp P P [x], S = p(adH) = adW .[
adW , adH1

]
=
[
p(adH), adH1

]
= 0, @H1 P g0,

protože g0 Abelovská ([H, H1] = 0 ñ [adH , adH1 ] = 0). Zároveň g poloprostá, tj. Z(g) =
0 = ker ad ñ [W, H1] = 0, @H1 P g0 ñ W P g0 dı́ky maximalitě. Máme tedy

N = adH ´ S = adH ´ adW = ad H´W
loomoon

Pg0

ñ σ(adH´W) = t0u ñ λ(H ´W) = 0, @λ P ∆ ñ H ´W = 0 ñ adH = S.

8.2 Shrnutı́ pro poloprosté Lieovy algebry

komplexnı́ poloprostá algebra g:

g = g0 `
˙ă

λP∆

gλ

g0 . . . Cartanova podalgebra
∆ = tλu Ă g˚0 . . . množina kořenů (lin. funkcionály)

λ P ∆ ô λ ‰ 0 ^ Dgλ ĂĂ g, gλ ‰ 0, gλ =
č

HPg0

ker(adH ´ λ(H)1) . . . kořenový podprostor

@H1, H2 P g0, [H1, H2] = 0,
@H P g0, adH : gλ Ñ gλ je poloprostý @λ P ∆
@λ P ∆, @Xλ P gλ, adXλ

: gµ Ñ gλ+µ, tj. adXλ
je nilpotentnı́

g0 K gλ,@λ P ∆

33



9 Klasifikace pomocı́ kořenů

Nadále se budeme zabývat pouze komplexnı́mi poloprostými algebrami.

Lemma 13. gα KK gβ, @α, β P ∆Y t0u, α + β ‰ 0.

Důkaz. Dı́ky ad-invarianci Killingovy formy, pro libovolné Xα P gα, Xβ P gβ, H P g0 platı́:

(α + β)(H)K
(
Xα, Xβ

)
= (α(H) + β(H))K

(
Xα, Xβ

)
= K

(
[H, Xα], Xβ

)
+ K

(
Xα, [H, Xβ]

)
= 0

Protože α + β ‰ 0 ñ DH P g0, (α + β)(H) ‰ 0 ñ K(Xα, Xβ) = 0

Lemma 14. K|g0
= K|g0ˆg0

je nedegenerovaná a @α P ∆, D1Hα P g0, @H P g0 : α(H) = K(H, Hα),
tj. máme vyjádřenı́ α(¨) = K(¨, Hα).

Důkaz. K je na g nedegenerovaná ñ @H P g0, H ‰ 0, DX P g, K(H, X) ‰ 0, zároveň g0 K

gα, @α P ∆ ñ @H P g0, DX P g0, K(H, X) ‰ 0 ñ K je nedegenerovaná na g0 ñ

H Ñ K(¨, H) je izomorfismus g0 a g˚0 ñ D1Hα a pro ztotožnenı́ g0 a g˚0 lze použı́t α(¨) =
K(¨, Hα).

Lemma 15. Buď α P ∆. Potom ´α P ∆ a @Xα P gα, @X´α P g´α, [Xα, X´α] = K(Xα, X´α)Hα.

Důkaz. α P ∆ ñ gα ‰ t0u ñ @µ P ∆Y t0uzt´αu, gµ K gα. Kdyby ´α R ∆, tj. g´α =
t0u ñ gα K g ñ gα = t0u, spor. Takže g´α ‰ t0u a @X P gα, @X´α P g´α, @H P g0 platı́:

K
(
[Xα, X´α]´ K(Xα, X´α)Hα, H

)
= K

(
[Xα, X´α], H

)
´ K(Xα, X´α)K(Hα, H)

loooomoooon

α(H)

=

= ´K
(
Xα, [H, X´α]

looomooon

´α(H)X´α

)
´ K(Xα, X´α)α(H) =

(
α(H)´ α(H)

)
K(Xα, X´α) = 0

ñ [Xα, X´α]´ K(Xα, X´α)Hα = 0.

Lemma 16. @α P ∆, α(Hα) = K(Hα, Hα) ‰ 0.

Důkaz. g´α K gβ, @β P (∆ Y t0u)ztαu a g´α M g ñ DX´α P g´α, Xα P gα, K(X´α, Xα) =

1 ñ [Xα, X´α] = Hα. Uvažujme gβα = ˙Ř
kPZgβ+kα ñ adXα , adX´α

, adHα ponechávajı́
gβα invariantnı́.

Tr|gβα
adHα = Tr|gβα

[
adXα , adX´α

]
= 0

=
ÿ

kPZ

(β + kα)(Hα)dim gβ+kα = β(Hα)dim gβα + α(Hα)
ÿ

kPZ

k dim gβ+kα = 0.

Pokud α(Hα) = 0 ñ β(Hα) = 0, @β P ∆ ñ Hα = 0, spor s předpokladem α P

∆ (α(H) = K(H, Hα), @H P g0) ñ α(Hα) ‰ 0.

Definice 54. @α P ∆ definujeme Tα := 2
K(Hα ,Hα)

Hα, aβα := β(Tα) =
2K(Hβ ,Hα)

K(Hα ,Hα)
.

Nalezněme X˘α P g˘α splňujı́cı́ K(Xα, X´α) =
2

α(Hα)
. Pak platı́:

[Xα, X´α] = K(Xα, X´α)Hα = Tα, (7)
[Tα, X˘α] = ˘2X˘α . (8)

To jsou komutačnı́ relace sl(2, C), konkrétně pro H =
( 1 0

0 ´1
)
, X+ =

(
0 1
0 0
)
, X´ =

(
0 0
1 0
)
.

Lemma 17. V nad C, dim V ă +8, nechť T, X˘ P L(V) splňuje [X+, X´] = T, [T, X˘] =

˘2X˘ a působı́ na V ireducibilně. Potom Dtvju
dim V´1
j=0 báze splňujı́cı́ Tvj = (r ´ 2j)vj, X´vj =

vj+1, X+vj = j(r´ j + 1)vj´1, kde r = dim V ´ 1.
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Důkaz. T P L(V) ñ Dv P V, v ‰ 0, rλ P C, Tv = rλv

T(X+v) = [T, X+]v + X+Tv = 2X+v + rλX+v = (rλ + 2)X+v

ñ X+v = 0 _ rλ + 2 P σ(T) ñ po konečně mnoho krocı́ch zı́skame v0 P V, v0 ‰

0, Tv0 = λv0, X+v0 = 0 a položı́me vj = X j
´v0, @j P N.

Tvj = [T, X´]X
j´1
´ v0 + X´TX j´1

´ v0 = ´2X´X j´1
´ v0 + X´TX j´1

´ v0 = ¨ ¨ ¨ = (λ´ 2j)X j
´v0 = (λ´ 2j)vj

ñ pokud vj ‰ 0 pak jsou to vlastnı́ vektory T přı́slušné různým vlastnı́m čı́slům ñ Dk P
NYt0u : vk ‰ 0, vk+1 = 0 ñ spantv0, . . . , vku je podprostor V uzavřený vůči T, X´. Indukcı́
ukážeme že X+vj = j(λ´ j + 1)vj´1:

X+v1 = X+X´v0 = [X+, X´]v0 + X´X+v0 = Tv0 = λv0

X+v2 = X+X´v1 = Tv1 + X´X+v1 = (λ´ 2)v1 + λv1 = (2λ´ 2)v1

...
X+vj = X+X´vj´1 = Tvj´1 + X´(j´ 1)(λ´ j + 2)vj´2 =

=
(
(λ´ 2j + 2) + (j´ 1)(λ´ j + 2)

)
vj´1 =

(
j(λ´ j + 2)´ j

)
= j(λ´ j + 1)vj´1

ñ spantv0, . . . , vku je uzavřený i vůči X+ ñ je to invariantnı́ podprostor ireducibilnı́
reprezentace ñ V = spantv0, . . . , vku, k = r, X+vr+1 = (r + 1)(λ ´ r)vr = 0, přičemž
vr ‰ 0 ñ λ = r.

Lemma 18. Nechť g poloprostá Lieova algebra, g0 jejı́ Cartanova podalgebra, ∆ množina kořenů,
pak:

1. @α, β P ∆, Dp, q P Z, p ď 0 ď q, tβ + kαu
q
k=p je nepřerušená posloupnost kořenů, přı́padně

0. Navı́c žádné jiné kořeny tvaru β + kα neexistujı́ a platı́

aβα = β(Tα) = 2
β(Hα)

α(Hα)
=

2K(Hβ, Hα)

K(Hα, Hα)
= ´(p + q) . (9)

2. α P ∆. Potom dim gα = 1 a β P ∆X spantαu ô β = ˘α.

3. @α, β P ∆, α + β ‰ 0. Potom [gα, gβ] = gα+β. (Pokud α + β R ∆Y t0u, je gα+β = t0u.)

4. @α, β P ∆, ε = sgnaβα. Potom β´ εα, β´ 2εα, . . . , β´ aβαα jsou kořeny.

Důkaz. α, β P ∆ ñ DXβ P gβ, Xα P gα, X´α P g´α nenulové a platı́ [Xα, X´α] = Tα, [Tα, X˘α] =

˘2X˘α. Označı́me V := span
!

(adXα)
j (adX´α

)k Xβ

ˇ

ˇ

ˇ
j, k P Z

)

Ă gβα = ˙bigpluskPZgβ+kα a máme
adTα Xβ = β(Tα)Xβ, takže

adTα (adXα)
j (adX´α

)k Xβ = (β(Tα) + 2j´ 2k) (adXα)
j (adX´α

)k Xβ.

ñ V uzavřený vůči adTα , adX˘α
: adTα =

[
adXα , adX´α

]
.

0 = Tr|V adTα =
ÿ

j,k

(β(Tα) + 2j´ 2k)dim span
!

(adXα)
j (adX´α

)k Xβ

)

(adXα)
j+1 (adX´α

)k+1 Xβ = (adXα)
j [adXα , adX´α

] (
adX´α

)k Xβ + (adXα)
j adX´α

adXα

(
adX´α

)k Xβ =

= (adXα)
j adTα

(
adX´α

)k Xβ + . . . P span
!

(adXα)
j (adX´α

)k Xβ

)
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ñ pro každé zı́skané vlastnı́ čı́slo adTα na V máme 1 vlastnı́ vektor ñ protože je to ire-
ducibilnı́ reprezentace, dle předchozı́ho lemmatu platı́ r = dim V ´ 1, σ

(
adTα |V

)
= tr, r ´

2, . . . ,´ru ñ tβ(Tα) + 2kuq
k=p Ă tr, r´ 2, . . . ,´ru, tedy

β(Tα) + 2q = r
β(Tα) + 2p = ´r

*

ñ β(Tα) = ´(p + q).

Dále označı́me rV := spantX´αu`
˙Ř

kPN0
gkα, takže rV je invariantnı́ vzhledem k adXα , adTα .

0 = Tr|
rV adTα = Tr|

rV

[
adXα , adX´α

]
= ´ α(Tα)

loomoon

= 2

+
ÿ

kPN

k α(Tα)
loomoon

= 2

dim gkα

ñ
ř

kPN k dim gkα = 1 ñ gα = 1, gkα = 0, @k ě 2, k P N ñ kα R ∆, @k ě 2, k P N.
Použitı́m α

k mı́sto α dostaneme α
k R ∆, @k ě 2, k P N. Nechť β = cα, c R Z, BÚNO c ą 0 (jinak

α Ñ ´α), pak

β(Tα) = cα(Tα) = 2c = b P Z ñ c =
b
2

, b P N ñ tβ + kαu
q
k=p =

"(
b
2
+ k
)

α

*q

k=p
.

Zároveň b = ´(p + q), p ď 0 ď q ñ ´p ě b, takže

α

2
=

(
b
2
+

(
´

b
2
+

1
2

)
looooomooooon

ěp

)
α P ∆

ñ spor s tı́m, že α
2 R ∆. Tı́m je dokázan bod 2., zbytek bodu 1. dokážeme sporem: Nechť

Drβ = β + nα, n ă p_ n ą q, zkonstruujeme posloupnost z rβ P ∆ a přepı́šeme ji zpátky pomocı́

tβ + kαu
rq
k=rp. Dı́ky tomu, že dim gα = 1, @α P ∆, musı́ být tp, . . . , qu X trp, . . . , rqu = H ñ rp ą

q_ rq ă p. Analogicky máme taky aβα = ´(rp + rq), takže

rp + rq ă rp + p ă 2p ď p + q (BÚNO rq ă p)

ñ ααβ ă ααβ, spor. Tı́m je bod 1 dokázan. Bod 3. plyne z ireducibility konstruované na V.
Zbýva tedy už jen bod 4. BÚNO aβα ą 0, ´aβα = (p + q) ñ p ď ´aβα ď q ñ β´ aβαα P
∆.

Definice 55. aβα = β(Tα) =
2K(Hβ ,Hα)

K(Hα ,Hα)
= ´(p + q) nazýváme Cartanova celá čı́sla.

Věta 35. (Weyl-Chevalleyho normálnı́ forma) Buď g komplexnı́ poloprostá Lieova algebra, g0
jejı́ Cartanova podalgebra, ∆ systém kořenů. Pak g je direktnı́m součtem g0 a jednorozměrných
kořenových podprostorů gα = spantEαu a platı́:

• [H, Eα] = α(H)Eα, @H P g0,

• [Eα, E´α] P g0, @α P ∆,

• [Eα, Eβ] = NαβEα+β, Nαβ ‰ 0 pro α, β, α + β P ∆.

(Navı́c lze volit Eα tak, aby Nαβ P Z, Nαβ = ´N(´α)(´β) = ˘(´p + 1), kde p ď 0 je nejmenšı́ čı́slo
splňujı́cı́ β + pα P ∆, volba ˘ je částečně daná strukturou g a částečně záležı́ na nás...)

Důkaz. Plyne z předchozı́ho lemmatu.

Poznámka 54. Protože vı́me, že komutačnı́ relace určujı́ g jednoznačně (až na izomorfismus),
můžeme tak klasifikovat všechny poloprosté komplexnı́ algebry.
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10 Kořenové diagramy, Cartanova matice

Tyto diagramy nám pomohou znázornit strukturu algebry a určit tak, které algebry jsou izomorfnı́.

Definice 56. h := spanRtHαuαP∆, h# := spanRtαuαP∆

Poznámka 55. x¨, ¨y : h# ˆ h# Ñ R : xα, βy = K(Hα, Hβ) je skalárnı́ součin.

Důkaz. Protože aβα = β(Tα) P Z, aαα = α(Tα) = 2, platı́

K(Hα, Hβ) = Tr
(

adHα ˝ adHβ

)
=

ÿ

α̃P∆

α̃(Hα)α̃(Hβ) =

(
1
4

ÿ

α̃P∆

aα̃α aα̃β
loomoon

PZ

)
K(Hα, Hα)K(Hβ, Hβ)

α(Hα) = K(Hα, Hα) =
(α(Hα))

2

4

ÿ

α̃P∆

a2
α̃α ñ α(Hα) =

4
ř

α̃P∆ a2
α̃α

ą 0

ñ K(Hα, Hα) P R, tj. K|h je reálná symetrická bilineárnı́ forma. Pro H P h, H =
ř

α cα Hα, cα P

R máme:

K(H, H) =
ÿ

α̃P∆

α̃(H)α̃(H) =
ÿ

α̃P∆

α̃(H)2 ą 0

α̃(H) = cα α̃(Hα)
loomoon

PR

P R

Takže pokud K(H, H) = 0 ñ @α̃ P ∆, α̃(H) = 0 ñ H = 0. K tedy definuje skalárnı́
součin na h.

Poznámka 56. H P h ñ iH R h neboť K(iH, iH) = ´K(H, H) ñ hC = g0 ñ

dimR h = dimC g0

Definice 57. Kořenový diagram je zakreslenı́ ∆ v Euklidově prostoru Rl , kde l = dimC g0.

Definice 58. Zrcadlenı́ podle nadroviny kolmé k α je Sα : h# Ñ h# : Sα(λ) = λ ´ 2 xα,λy
xα,αy α =

λ´ λ(Tα)α.

Poznámka 57. Sα (Sα(λ)) = Sα (λ´ λ(Tα)α) = λ´ λ(Tα)α´ λ(Tα)(α´ 2α) = λ ñ S2
α = 1

Poznámka 58. Podle 4. bodu lemmatu 18 je pro @α, β P ∆, Sα(β) P ∆. Proto lze uvažovat Sα : ∆ Ñ
∆, @α P ∆.

Definice 59. Weylova grupaW kořenového systému ∆ je grupa lineárnı́ch zobrazenı́ generovaná
Sα, @α P ∆.

Poznámka 59. Weylova grupa je konečná protože je obsažena v grupě permutacı́ S#∆.

Volbou libovolného H0 P h máme @α P ∆, α(H0) ‰ 0 P R. Můžeme tak rozdělit kořeny na
kladné a záporné. H0 považujeme dále za pevně zvolené.

Definice 60. ∆˘ := tα P ∆|α(H0) ż 0u, na ∆ definujeme uspořádanı́ α £ β ô α(H0) £ β(H0).

Volba závisı́ na H0, ale při zakreslenı́ tato klasifikace znamená pouze pootočenı́ nákresu a
nemá tak na výsledek podstatný vliv.

Poznámka 60. @α P ∆+ : ´α P ∆´, a @α, β P ∆+ : α + β P ∆ ñ α + β P ∆+.

Definice 61. Při zvoleném rozdělenı́ ∆ = ∆+Y∆´ definujeme prosté kořeny ∆p = tα P ∆+|@β, γ P
∆+, β + γ ‰ αu.
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Lemma 19. Vlastnosti kořenového diagramu.

1. @α P ∆+, α =
ř

βP∆p cββ, kde cβ P N0.

2. @α, β P ∆p, α ‰ β : xα, βy ď 0.

3. ∆p tvořı́ bázi h#.

Důkaz. 1. α P ∆+z∆p ñ Dβ, γ P ∆+, β + γ = α ñ α ą β, γ. Postup lze opakovat
pro β, γ atd., dokud nedostaneme prosté kořeny ñ po konečně mnoha krocı́ch máme
součet prostých kořenů. Mohou se opakovat z různých větvı́ výpočtu, dostávame tedy
celočı́selné nezáporné koeficienty.

2. Nechť α, β P ∆p, xα, βy ą 0 ñ α(Tβ), β(Tα) ą 0 ñ α´ β, β´ α P ∆ přičemž jeden
z nich je kladný, druhý záporný. BÚNO α´ β P ∆+ ñ α = (α´ β) + β ñ α R ∆p,
spor.

3. Vezmeme X P h˚ splňujı́cı́

x =
ÿ

αiP∆p

xiαi =
ÿ

jPJ

pjαj ´
ÿ

kPK

nkαk = 0, kde J X K = H, pj ě 0, nk ě 0.

ñ protože xαj, αky ď 0, @j P J, @k P K, platı́:

rx =
ÿ

jPJ

pj
loomoon

ě 0

αj
loomoon

ą 0

=
ÿ

kPK

nkαk ě 0 ^ xrx, rxy =
ÿ

jPJ
kPK

pjnk xαj, αky
loomoon

ď 0

ď 0

ñ pj = nk = 0, @j P J, @k P K ñ tαiu P ∆p jsou LN.

Poznámka 61. To znamená, že ∆p tvořı́ tedy i bázi g˚0 a zakreslujeme do #∆p-dimenzionálnı́ho
prostoru. Úhel mezi prostými kořeny je tupý. ∆+ zı́skáváme celočı́selnými kombinacemi prostých
kořenů.

Strategie při kreslenı́ kořenového diagramu je tedy začı́t prostými kořeny a aplikacı́ operacı́
zrcadlenı́ a celočı́selných součtů kořenů zı́skávat dalšı́ kořeny, přičemž kladné zı́skáme pouze
nezápornou kombinacı́ kladných. Navı́c se může hodit tvrzenı́ 1 lemmatu 18.

Definice 62. Cartanova matice je aij =
2xαi ,αjy

xαj ,αjy
, αi, αj P ∆p.

Poznámka 62. Vlastnosti Cartanovy matice a:

• aii = 2, aij ď 0 pro i ‰ j,

• aijaji =
4|xαi ,αjy|

2

xαi ,αiyxαj ,αjy
= 4 cos2 ?(αi, αj)

looooooomooooooon

ă 1 dı́ky LN

ñ aijaji P t0, 1, 2, 3u ñ

ñ cos?(αi, αj) P
!

0,´ 1
2 ,´ 1?

2
,´
?

3
2

)

ñ ?(αi, αj) P
 

π
2 , 2π

3 , 3π
4 , 5π

6

(

.
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11 Dynkinovy diagramy

Definice 63. Dinkinův diagram je graf sestrojen následovně:

• vrcholy. . . kořeny ∆p = tαju
l
j=1, kde l = dimC g0,

• hrany. . . αj, αk jsou spojeny ajkakj hranami (maximálně 3 hrany). Pokud je hran vı́ce, za-
kreslı́me šipku směrem k většı́mu kořenu (ve smyslu normy indukované x¨, ¨y).

Poznámka 63. Pokud ajkakj ą 1 ñ BÚNO ajk = ´1, akj ă ´1:

1 ě
akj

ajk
=
xαk, αky

xαj, αjy
=
‖αk‖2∥∥αj
∥∥2 ñ ‖αk‖ =

a

´akj
∥∥αj
∥∥ ñ ‖αk‖ =

?
2
∥∥αj
∥∥_ ‖αk‖ =

?
3
∥∥αj
∥∥

Poznámka 64. Z Dinkinova diagramu je možné zrekonstruovat Cartanovu matici.

Věta 36. Mějme g, g0, ∆. Pokud ∆ = ∆1 Y ∆2, ∆1 X ∆2 = H, xα, βy = 0, @α P ∆1, @β P ∆2, pak
g0 = g1,0 ‘ g2,0, g = g1 ‘ g2, kde g1 = g1,0 `

˙Ř
αP∆1

gα, g2 = g2,0 ` ˙Ř
βP∆2

gβ.(
g1,0 = spantHαuαP∆1 , g2,0 = spantHβuβP∆2 , [g1,0, g2,0] = 0, K(g1,0, g2,0) = 0

)
Tj. souvislé komponenty Dynkinova diagramu odpovı́dajı́ prostým algebrám.

Důkaz.

K(Hα, Hβ) = xα, βy = α(Tβ)
K(Hβ, Hβ)

2
= 0, @α P ∆1, β P ∆2

ñ g0 = g1,0 ‘ g2,0 a platı́ α(Tβ) = aαβ = 0, [Hα, Eβ] = β(Hα)Eβ = 0. Zároveň @α P ∆1, @β P

∆2, [Eα, Eβ] = NαβEα+β pokud α+ β P ∆. BÚNO, nechť α+ β P ∆1 ñ xα + β, βy = xβ, βy ‰ 0,
spor. Tj. @α P ∆1, β P ∆2, α + β R ∆ ñ [Eα, Eβ] = 0.

g1 je podalgebra: Nechť α, β P ∆1, α + β P ∆. Kdyby α + β P ∆2, pak xα + β, βy = xβ, βy ‰ 0,
spor. ñ α + β P ∆1. Analogicky, g2 je podalgebra.

Důsledek 20. Nesouvislé Dinkinovy diagrami odpovı́dajı́ poloprostým neprostým algebrám.

Poznámka 65. Jednoduše řečeno máme kořeny rozděleny na nezávislé části, které spolu nijak
neinteragujı́, takže i g je rozdělena na nezávislé části, které se komutovánı́m nepromı́chávajı́.

Lemma 20. Nechť αj, αk P ∆p, j ‰ k,
∥∥αj
∥∥ ď ‖αk‖. Potom počet hran spojujı́cı́ch αj a αk je

#tn P Z|αk + nαj P ∆u ´ 1.

Důkaz. Počet hran mezi αj, αk je q =
4|xαj ,αky|

2

xαj ,αjyxαk ,αky
P t0, 1, 2, 3u. Pokud q = 0 ñ xαj, αky =

0 ñ αk + nαj R ∆,@n ‰ 0. Pokud q P t1, 2, 3u ñ
2xαj ,αky

xαk ,αky
= ´1,

2xαj ,αky

xαj ,αjy
= ´q = akj ñ

αk + αj, . . . , αk ´
2xαj ,αky

xαj ,αjy
αj = αk + qαj protože tαk + nαju

q
n=p Ă ∆, kde p = 0 dı́ky αj, αk P ∆p.

Takže q = #tn P Z|αk + nαj P ∆u ´ 1.

Poznámka 66. Definujeme ej :=
αj

‖αj‖ , @αj P ∆p, tj. teju = ∆p
(N)

normovaná báze h#. Označı́me

njk = ajkakj počet hran spojujı́cı́ch αj a αk. Pak platı́ xej, eky = ´ 1
2
?njk. Pro libovolný x =

ř

j xjej,
tedy máme

‖x‖2 = xx, xy =
ÿ

j

x2
j + 2

ÿ

jăk

xjxk xej, eky =
ÿ

j

x2
j ´

ÿ

jăk

xjxk
a

njk ą 0 . (10)
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Definice 64. Graf nazýváme přı́pustný, pokud jim určené konstanty njk definujı́ pozitivně definitnı́
skalárnı́ součin

xx, xy =
ÿ

j

x2
j ´

ÿ

jăk

xjxk
a

njk

Lemma 21. Přı́pustné grafy splňujı́:

1. neobsahujı́ uzavřené smyčky,

2. v každém vrcholu se setkávajı́ nejvýše tři hrany,

3. nahradı́me-li dvojici vrcholů spojených jednou hranou jediným vrcholem dostaneme opět
přı́pustný graf.

Tj., nejsou přı́pustné:

”¨´ , ą¨´¨ă , = ¨´¨= , = ¨´¨ă .

Důkaz. 1. Nechť α1, . . . , αk odpovı́dajı́ zmyčce bez podsmyčky. Vezmeme x =
řk

j=1 ej, tj.
xej, ej+1y ‰ 0, xek, e1y ‰ 0, xei, ejy = 0, @i ă j´ 1.

xx, xy =
k
ÿ

j=1

1´
k
ÿ

j=1
k+1”1

a

nj,j+1 ď k´ k = 0

ñ nepřı́pustný graf, spor.

2. Nechť e P ∆p
(N)

vrchol spojený hranami s teju
k
j=1, tj. x = e ´

řk
j=1 xe, ejy ej ‰ 0, xei, ejy =

0, @i ‰ j P t1, . . . , ku.

xx, xy = 1 +
k
ÿ

j=1

xe, ejy
2
´ 2

k
ÿ

j=1

xe, ejy xe, ejy = 1´
k
ÿ

j=1

xe, ejy
2
ą 0

1 ą
k
ÿ

j=1

xe, ejy
2 =

k
ÿ

j=1

xα, αjy
2

xα, αy xαj, αjy
looooooomooooooon

1
4 #thrany spoj. α a αju

ñ 4 ą počet hran na vrcholu α, resp. e.

3. Nechť α1, α2 jsou spojené hranou. Pro libovolné x =
řl

j=1 xjej platı́:

xx, xy =
(

x1
)2

+
(

x2
)2
´ x1x2 + p1

(
x3, . . . , xl

)
x1 + p2

(
x3, . . . , xl

)
x2 + p3

(
x3, . . . , xl

)
.

Vrcholy e1, e2 nahradı́me jediným vrcholem e12, tj dostaneme y := x12e12 +
řl

j=3 xjej a do
xx, xy dosadı́me x1 = x2 = x12:

xy, yy =
(

x12
)2

+
(

p1

(
x3, . . . , xl

)
+ p2

(
x3, . . . , xl

))
x12 + p3

(
x3, . . . , xl

)
ñ máme pozitivně definitnı́ skalárnı́ součin odpovı́dajı́cı́ sloučenému grafu.

Lemma 22. Graf ¨
1
´¨

2
= ¨

3
´¨

4
´¨

5
nenı́ přı́pustný.
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Důkaz. x =
ř5

j=1 xjej

Q(x) = xx, xy =
5
ÿ

j=1

(
xj
)2
´ x1x2 ´

?
2x2x3 ´ x3x4 ´ x4x5

Extrém je určen rovnicemi BQ
Bxj = 0:

1 : 2x1 ´ x2 = 0

2 : 2x2 ´ x1 ´
?

2x3 = 0

3 : 2x3 ´
?

2x2 ´ x4 = 0

4 : 2x4 ´ x3 ´ x5 = 0

5 : 2x5 ´ x4 = 0

ñ x =
(?

2, 2
?

2, 3, 2, 1
)
‰ 0 a zároveň xx, xy = 0 ñ diagram nenı́ přı́pustný.

Lemma 23. Uvažujme diagram tvaru:

¨
e1

´¨
e2

´ ¨ ¨ ¨ ´¨
ep´2

´¨
ep´1

´

¨
|

...
|
¨
|

¨
ψ

g1

gr´1

´¨
fq´1

´¨
fq´2

´ ¨ ¨ ¨ ´ ¨
f2

´ ¨
f1

kde ‖ψ‖ =
∥∥ej
∥∥ =

∥∥ f j
∥∥ =

∥∥gj
∥∥ = 1, p ě q ě r ě 2. Pak platı́:

1. Definujeme-li x =
řp´1

j=1 jej, y =
řq´1

j=1 j f j, z =
řr´1

j=1 jgj, pak xx, yy = xx, zy = xy, zy =

0, xx, xy = p(p´1)
2 , xy, yy = q(q´1)

2 , xz, zy = r(r´1)
2 .

Důkaz.

xx, xy =
p´1
ÿ

j=1

j2 ´
p´2
ÿ

j=1

j(j + 1) = (p´ 1)2 ´

p´2
ÿ

j=1

j = (p´ 1)2 ´
(p´ 1)(p´ 2)

2
=

p(p´ 1)
2

2. θx.θy, θz úhly mezi x, y, z a ψ ñ cos2 θx + cos2 θy + cos2 θz ă 1.

Důkaz.

ψ´
ÿ

uPtx,y,zu

xψ, uy
‖u‖ u ‰ 0 ñ 1 ą

ÿ

uPtx,y,zu

| xψ, uy |2

xu, uy
=

ÿ

uPtx,y,zu

cos2?(ψ, u)

3. Platı́ 1
p + 1

q +
1
r ą 1.
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Důkaz.

| xψ, xy |2

xx, xy
=
| xψ, (p´ 1)ep´1y |

2

xx, xy
=

(p´ 1)2

p(p´1)
2

| xψ, ep´1y |
2

loooooomoooooon

= 1
4

=
(p´ 1)

2p

1 ą
ÿ

uPtx,y,zu

| xψ, uy |2

xu, uy
=

p´ 1
2p

+
q´ 1

2q
+

r´ 1
2r

=
3
2
´

1
2

(
1
p
+

1
q
+

1
r

)

ñ 1
p + 1

q +
1
r ą 1

4. Přı́pustné možnosti jsou:

r = 2
"

q = 2 . . . p ě 2
q = 3 . . . p = 3, 4, 5

Poznámka 67. Je dobré si uvědomit, že kořenové vektory pozitivnı́ch kořenů společně s g0 tvořı́
řešitelnou podalgebru g.

Věta 37. Buď g komplexnı́ prostá Lieova algebra, g0 jejı́ Cartanova podalgebra, ∆ systém kořenů,
∆p Ă ∆. Pak jejı́ Dinkinův diagram má jednu z následujı́cı́h podob:

klasické série algeber

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Al : ¨
1
´¨

2
´ ¨ ¨ ¨ ´ ¨

l ´ 1
´ ¨

l
sl(l + 1, C), l ě 1

Bl : ¨
1
´¨

2
´ ¨ ¨ ¨ ´ ¨

l ´ 2
´¨

l ´ 1
ð¨

l
so(2l + 1, C), l ě 2

Cl : ¨
1
´¨

2
´ ¨ ¨ ¨ ´ ¨

l ´ 2
´¨

l ´ 1
ñ¨

l
sp(2l, C), l ě 3

Dl : ¨
1
´¨

2
´ ¨ ¨ ¨ ´ ¨

l ´ 3
´¨

l ´ 2
ă¨ l ´ 1
¨ l so(2l, C), l ě 4

výjimečné algebry

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

E6 :
¨´¨´

¨
|

¨´¨´¨

E7 :
¨´¨´¨´

¨
|

¨´¨´¨

E8 :
¨´¨´¨´¨´

¨
|

¨´¨´¨
F4 : ¨´¨ñ¨´¨
G2 : ¨V ¨

Důkaz. Výše jsme ukázali, že toto jsou všechny možné diagramy, existence přı́slušných algeber
byla dokázána jejich zkonstruovanı́m, jednoznačnost plyne z Weyl-Chevalleyho normálnı́ formy.

Poznámka 68. Přehled Cartanových matic klasických sériı́ (kořeny uspořádány standardně, 0
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vynechány):

aAl =



2 ´1
´1 2 ´1

. . . . . . . . .
´1 2 ´1

´1 2 ´1
´1 2


, aBl =



2 ´1
´1 2 ´1

. . . . . . . . .
´1 2 ´1

´1 2 ´2
´1 2


,

aCl =



2 ´1
´1 2 ´1

. . . . . . . . .
´1 2 ´1

´1 2 ´1
´2 2


, aDl =



2 ´1
´1 2 ´1

. . . . . . . . .
´1 2 ´1 ´1

´1 2
´1 2


.

Poznámka 69. Pro rychlé určenı́ směru šipky (od menšı́ho k většı́mu) se hodı́ vztah

‖αi‖∥∥αj
∥∥ =

d

xαi, αiy

xαj, αjy
=

d

aij

aji
ñ ‖αi‖ =

d

aij

aji

∥∥αj
∥∥ . (11)

Poznámka 70. Přehled vztahů mezi souřadnicovými funkcionály v definujı́cı́ reprezentaci kla-
sických sériı́ ϕ P g˚0 (zavedeny na cvikách) a fundamentálnı́mi kořeny (viz dalšı́ kapitola).

Al : λ1 = ϕ1, λ2 = ϕ1 + ϕ2, . . . , λl =
řl

i=1 ϕi,
nejvyššı́ váha definujı́cı́ reprezentace na V = Cl+1 je ϕ1, ϕ1 + ϕ2 zı́skáme z V ^V, atd.

Bl : λ1 = ϕ1, λ2 = ϕ1 + ϕ2, . . . , λl´1 =
řl´1

i=1 ϕi, λl =
1
2

(
řl

i=1 ϕi

)
,

reprezentace poslednı́ nelze vytvořit tenzorovými součiny: spinorová reprezentace.

Cl : λ1 = ϕ1, λ2 = ϕ1 + ϕ2, . . . , λl =
řl

i=1 ϕi,
nejvyššı́ váha definujı́cı́ reprezentace na V = C2l je ϕ1, ϕ1 + ϕ2 zı́skáme z V ^V = Cl(2l´1),
atd.

Dl : λ1 = ϕ1, λ2 = ϕ1 + ϕ2, . . . , λl´2 =
řl´2

i=1 ϕi, λl´1 = 1
2

(
řl´1

i=1 ϕi ´ ϕl

)
, λl =

1
2

(
řl

i=1 ϕi

)
,

takže máme 2 spinorové reprezentace.
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12 Reálné formy komplexnı́ch poloprostých algeber

Mějme poloprostou reálnou algebru g, gC = g‘R ig = CbR g. Z gC lze zpetně najı́t g:

φ : gC Ñ gC : φ(u + iv) = u´ iv, @u, v P g ñ g = tX P gC|φ(X) = Xu.

Poznámka 71. Vlastnosti φ:

1. φ ˝ φ = id ñ je involutivnı́,

2. φ(λX) = λφ(X), φ(X + Y) = φ(X) + φ(Y) ñ je antilineárnı́,

3. φ
(
[u1 + iv1, u2 + iv2]

)
= φ

(
([u1, u2]´ [v1, v2])+ i ([v1, u2] + [u1, v2])

)
= ([u1, u2]´ [v1, v2])´

i ([v1, u2] + [u1, v2]) = [u1´ iv1, u2´ iv2] =
[
φ(u1 + iv1), φ(u2 + iv2)

]
ñ automorfismus.

Tj. reálná forma g komplexnı́ algebry gC nám určuje involutivnı́ antilineárnı́ automorfismus φ.

Naopak, mějme gC a jejı́ involutivnı́ antilineárnı́ automorfismus φ. Pak g = tX P gC|φ(X) =
Xu nám zadává reálnou podalgebru gφ v gC : (gφ)C = gC.

Důkaz. Máme φ : gC Ñ (gC)R, dimR(gC)R = 2 dimC(gC)R. Uvažujme φ|(gC)R
: (gC)R Ñ

(gC)R, φ2 = 1 ñ σ
(

φ|(gC)R

)
= ˘1, takže

(gC)R = ker
(

φ|(gC)R
´ 1
)

loooooooooomoooooooooon

g

`ker
(

φ|(gC)R
+ 1
)

ñ X P g ñ φ(X) = X ñ φ(iX) = ´iX ñ iX P ker
(

φ|(gC)R
+ 1
)

ñ obě
jádra majı́ stejnou dimenzi a násobenı́ i zobrazuje jedno na druhé ñ dimR g = dimC gC, gC =
g` ig a platı́: @X, Y P g, φ

(
[X, Y]

)
= [φ(X), φ(Y)] = [X, Y] ñ @X, Y P g, [X, Y] P g.

Přı́klad 24. sl(l + 1, C), φ : sl(l + 1, C)Ñ sl(l + 1, C):

• φ(A) = A . . . g = sl(l + 1, R)

• φ(A) = ´A+ . . . g =
 

X P sl(l + 1, C)
ˇ

ˇ´X+ = X
(

= su(l + 1)

• φ(A) = ´JA+ J, kde J = diag(1, . . . 1
loomoon

p

,´1, . . . ,´1
looooomooooon

q

):

φ(φ(A)) = J
(

J
(

A+
)+ J

)
J = A

φ
(
[A, B]

)
= ´J[A, B]+ J = J

[
A+, B+

]
J =

[
´JA+ J,´JB+ J

]
= [φ(A), φ(B)]

. . . g =
 

X P sl(l + 1, C)
ˇ

ˇ´JX+ J = X
(

= su(p, q), p + q = l + 1.

Uvažujme komplexnı́ poloprostou Lieovu algebru g vyjádřenou ve Weyl-Chevalleyho bázi,
tj.:

g = spantHαuαP∆p `
˙ă

αP∆

spantEαu,

[H, Eα] = α(H)Eα, H P spanRtHαuαP∆p = h ñ @α P ∆, α(H) P R

[Eα, E´α] = K(Eα, E´α)
looooomooooon

PR

Hα,

[Eα, Eβ] = NαβEα+β, Nαβ P Z, N(´α)(´β) = ´Nαβ.
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Označı́me

gsplit := spanRtHαuαP∆p `
˙ă

αP∆
spanRtEαu.

gsplit je reálná forma g, tj. φ(Hα) = Hα, φ(Eα) = Eα, @Hα, Eα P gsplit,. Zjistı́me signaturu
Killingovy formy K pro gsplit (Killingova forma je dobrá pro rozlišenı́ reálnych algeber).

K(H, Eα) = 0 protože h K spantEαu

K|h je pozitivně definitnı́

K(Eα, Eβ) = 0, α + β ‰ 0

Eα, E´α :
(

K(Eα, Eα) K(Eα, E´α)
K(E´α, Eα) K(E´α, E´α)

)
=

(
0 λ
λ 0

)
, kde λ ‰ 0 . . . sgn = (1, 1, 0)

ñ sgn K|gsplit
=
(

l + n´l
2 , n´l

2 , 0
)

. Dále prozkoumáme

gkomp := spanRtiHαuαP∆p
looooooooomooooooooon

ih

`
˙ă

αP∆+

span
"

Eα ´ E´α
?

2
,

i(Eα + E´α)
?

2

*

.

@Hα, Eα P gkomp, φ(Hα) = ´Hα, φ(Eα) = ´E´α. Zřejmě platı́ taky φ2 = 1. Dále máme:

φ
(
[Hα, Hβ]

)
= [φ(Hα), φ(Hβ)] protože [Hα, Hβ] = 0

φ
(
[Hα, Eβ]

)
= β(Hα)

loomoon

PR

φ(Eβ) = ´β(Hα)E´β = [Hα, E´β] = [φ(Hα), φ(Eβ)]

φ
(
[Eα, Eβ]

)
= Nαβφ(Eα+β) = ´NαβE´α´β = N(´α)(´β)E´α´β = [´E´α,´E´β] =

= [φ(Eα), φ(Eβ)]

φ
(
[Eα, E´α]

)
= K(Eα, E´α)φ(Hα) = ´K(Eα, E´α)Hα = ´[Eα, E´α] = [´E´α,´Eα]

= [φ(Eα), φ(E´α)]

φ

(
Eα ´ E´α
?

2

)
=
´E´α + Eα

?
2

φ

(
i(Eα + E´α)

?
2

)
=
´i(´E´α ´ Eα)

?
2

=
i(Eα + E´α)

?
2

φ(iHα) = ´i(´Hα) = iHα

K|ih je negativně definitnı́

K
(

Eα ´ E´α
?

2
,

Eα ´ E´α
?

2

)
= ´K(Eα, E´α)

K
(

Eα ´ E´α
?

2
,

i(Eα + E´α)
?

2

)
= 0

K
(

i(Eα + E´α)
?

2
,

i(Eα + E´α)
?

2

)
= ´K(Eα, E´α)

,

/

/

/

/

/

/

.

/

/

/

/

/

/

-

sgn = (0, 2, 0) pro volbu K(Eα, E´α) ą 0

ñ sgn K|gkompl
= (0, n, 0).

Věta 38. (Weyl) Buď g reálná poloprostá Lieova algebra, G jı́ odpovı́dajı́cı́ souvislá a jednoduše
souvislá Lieova grupa. Pak G je kompaktnı́ ô Killingova forma g je negativně definitnı́. Bez
důkazu.
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13 Význam kompaktnı́ch Lieových grup

Mějme Xj bázi g, σk P Γ(T˚G), tedy @g, h P G platı́:

Lg˚

(
Xj
∣∣
h

)
= Xj

∣∣
gh

σj
(

Xk|g
)
= δ

j
k

L˚g

(
σj
∣∣∣
gh

)
= σj

∣∣∣
h

L˚g

(
σj
∣∣∣
gh

)
(Xk|h) = σj

∣∣∣
gh

(
Lg˚ (Xk|h)
looooomooooon

Xk |gh

)
= δ

j
k

ñ ω = σ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ σn, n = dim g, objemový element na G, je levoinvariantnı́, tj. L˚g ω = ω.

Věta 39. Nechť G je kompaktnı́. Pak R˚g ω = ω.

Důkaz. Sporem: Nechť R˚g´1 ω ‰ ω (BÚNO gÑ g´1), ω(X1, . . . , Xn) = 1, a nechť R˚g´1 ω(X1, . . . , Xn)
∣∣∣
h
=

c ą 1 pro zvolené g, h.[
Lg˚, Rh˚

]
= 0 ñ L˚h

(
R˚g´1 ω

)
= R˚g´1

(
L˚h ω
loomoon

ω

)
= R˚g´1 ω

ñ R˚g´1 ω je levoinvariantnı́ ñ na bodě h nezáležı́, výsledek je stejný @h, vezmeme tedy
h = e. Prodože Adg = Lg˚ ˝ Rg´1˚ : TeG Ñ TeG ” g, máme:

c = L˚g R˚g´1 ω(X1, . . . , Xn)
∣∣∣
e
= ω

(
Lg˚Rg´1˚ (X1|e) , . . . , Lg˚Rg´1˚ (Xn|e)

)
=

= ω
(
Adg (X1|e) , . . . , Adg (Xn|e)

)
= det Adg ¨ω ((X1|e) , . . . , (Xn|e))

loooooooooooooomoooooooooooooon

=1

= det Adg

ñ @g P G, R˚g´1 ω (X1, . . . , Xn) = det Adg =: F(g), přičemž pro zvolené g je F(g) ą 1.

F(g1g2) = det Adg1g2 = det Adg1Adg2 = det
(
Adg1

)
det

(
Adg2

)
= F(g1)F(g2), @g1, g2 P G

ñ F(gn) = cn a pro n Ñ +8 máme gn P G, F(gn) Ñ +8. Ale F je hladká funkce na G a G je
kompaktnı́, tj. F nabývá maxima a minima, spor ñ c = 1.

Poznámka 72.

algebra: reálné formy:
Al sl(l + 1, R)

su(l + 1)
su(p + q), p + q = l + 1
su˚(2k) =

!(
A1 A2
A2 A1

)ˇ
ˇ

ˇ
A1, A2 P Ck,k

)

, TrA1 + TrA1 = 2ReTrA = 0, 2k = l + 1
Bl , Dl podobně
Cl . . . sp(2l, C) sp(p, q) = sp(2l, C)X

 

X P sp(2l, C)
ˇ

ˇX+ Jpq + JpqX = 0
(

, p + q = 2l
spu(2l) = sp(2l, C)X u(2l)

Poznámka 73. G kompaktnı́ ñ
ş

G
ω P R. Protože Lieova grupa je vždy orientovatelná, lze

výběrem orientace volit +8 ą
ş

G
ω ą 0.
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Důsledek 21. 1. @ f P C8(G),
ş

G
f ω =

ş

G

(
f ˝ Lg

)
ω =

ş

G

(
f ˝ Rg

)
ω, protože

ż

G

(
f ˝ Lg

)
ω =

ż

G

(
L˚g f

) (
L˚g ω

)
=

ż

Lg(G)

f ω =

ż

G

f ω.

Analogicky pro Rg.

2. Pro ρ : G Ñ GL(V), dim V ă +8 a jakýkoliv skalárnı́ součin x¨, ¨y na V, zavedeme
xu, vyG :=

ş

G
xρ(g)u, ρ(g)vy ω(g)

loomoon

mı́ra

. Pak

xρ(rg)u, ρ(rg)vyG =

ż

G

xρ(g)ρ(rg)u, ρ(g)ρ(rg)vyω(g) =
ż

G

xρ(grg)u, ρ(grg)vyω(g) =

=

ż

G

R˚
rg xρ(g)u, ρ(g)vy ω(g)

loomoon

=
(

R˚
rg ω
)
(g)

=

ż

R
rg(G)

xρ(g)u, ρ(g)vyω(g) = xu, vyG .

Vzhledem k takto definovanému skalárnı́mu součinu x¨, ¨yG je ρ unitárnı́ (ortogonálnı́, dle
tělesa V) reprezentace kompaktnı́ grupy G na V.

Závěr: Konečněrozměrné reprezentace Lieovy grupy G jsou unitárnı́ (ortogonálnı́) vůči vhodně
zvolenému skalárnı́mu součinu, tj. jsou úplně reducibilnı́.

Věta 40. (Weyl) Konečněrozměrné reprezentace komplexnı́ poloprosté Lieovy algebry g jsou
úplně reducibilnı́.

Důkaz. Pro ρ : g Ñ g najdeme gkomp : (gkomp)C = g, ρ|gkomp
: gkomp Ñ gl(V), máme tedy i

reprezentaci přı́slušné Lieovy grupy G, ta je úplně reducibilnı́, tj máme ireducibilnı́ invariantnı́
podprostory pro Gkomp, gkomp, g.
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14 Reprezentace poloprostých Lieových algeber

Uvažujme g nad C, g0 Caratnova podalgebra, α P ∆, Tα P g0, [Tα, Tβ] = 0, ρ reprezentace g na
komplexnı́m vektorovém prostoru V, dim V ă +8, takže ρ(g0) = tρ(H)|H P g0u je podprostor
v L(V) tvořený komutujı́cı́mi operátory. Potřebujeme ukázat, že jsou diagonálnı́, abychom mohli
napssat V jako ˙Ř vlastnı́ch podprostorů.

α P ∆ ñ span tXα, X´α, Tα = [Xα, X´α]u podalgebra izomorfnı́ sl(2, C) ñ ρ(Xα), ρ(X´α), ρ(Tα)
reprezentace sl(2, C) na V, ta je úplně reducibilnı́, tj. direktnı́ součet ireducibilnı́ch reprezen-
tacı́ sl(2, C), v každé z nich působı́ ρ(Tα) diagonálně ñ ρ(Tα) na V je diagonalizovatelný
operátor ñ ρ(g0) je množina komutujı́cı́ch diagonalizovatelných operátorů ñ V lze ro-
zložit na společné vlastnı́ podprostory ρ(g0):

V =
˙ă

λPg˚0

Vλ, Vλ =
č

HPg0

ker (ρ(H)´ λ(H)1)

Definice 65. • Váhy reprezentace ρ (na vekt. prostoru V) algebry h nazýváme λ P g˚0 , takové,
že Vλ ‰ t0u.

• Přı́slušné Vλ nazýváme váhový podprostor reprezentace ρ přı́slušný váze λ.

• Váhový diagram jsou váhy znázorněné v euklidovském Rn (λ(Tα) P R, tj. λ P h#).
• Váhová mřı́žka je J Ă h#, J =

 

λ P h#
ˇ

ˇλ(Tα) P Z, @α P ∆
(

.

Poznámka 74. Pro adjugovanou reprezentaci (ρ = ad) jsou nenulové váhy kořeny a V0 je Car-
tanova podalgebra.
Poznámka 75. Mřı́žka je podgrupou h# : λ1, λ2 P J , m1, m2 P Z ñ m1λ1 + m2λ2 P J . Jejı́
bázi tvořı́ λj P h

#, pro které λj(Tαk ) = δjk, @αk P ∆p ñ @λ P J , Dm1, . . . , ml , λ =
ř

mjλj.

Věta 41. Mějme ρ reprezentaci komplexnı́ poloprosté algebry. Nechť Λρ je množina všech vah,

Λρ =
!

λ P g˚0

ˇ

ˇ

ˇ

Ş

HPg0
ker (ρ(H)´ λ(H)1) ‰ 0

)

. Pak Λρ Ă J , V = ˙Ř
λPΛρ

Vλ a Λρ je invariantnı́

vzhledem k Weylově grupěWg, tj. pokud S P Wg, λ P Λρ ñ S(λ) P Λρ (@α P ∆, Sα : h# Ñ h# :
Sα(ν) = ν´ ν(Tα)α).
Dále @λ P Λρ, ε = sgn λ(Tα), platı́ tλ, λ´ εα, . . . , λ´ λ(Tα)α

looooomooooon

Sα(λ)

u Ă Λρ a dim Vλ = dim VSα(λ).

Důkaz. Už vı́me, že V = ˙Ř
λPΛρ

, σ (ρ(Tα)) Ă Z, protože je to sl(2, C) ñ Λρ Ă J .
Pro α P ∆ označı́me sl(2, C)α := spantXα, X´α, Tαu, vezmeme 0 ‰ v P Vλ, @H P h, ρ(H)v =

λ(H)v, ρ(X˘α)v P V:

ρ(H) (ρ(X˘α)v) = ρ
(
[H, X˘α]
looomooon

˘α(H)X˘α

)
v + ρ(X˘α)(λ(H)v) = (λ(H)˘ α(H)) (ρ(X˘α)v)

ñ pokud ρ(X˘α)v ‰ 0, pak λ˘ α P Λρ, ρ(X˘α)v P Vλ+α.
λ P Λρ ñ najdeme ireducibilnı́ reprezentaci sl(2, C)α na V takovou, že λ|sl(2,C)α

je vahou
této reprezentace ñ ρ(Tα)v = λ(Tα)v, λ(Tα) P t´r,´r + 2, . . . , ru, tj.:

tλ(Tα), λ(tα)´ εα(Tα)
loomoon

2ε

, . . . , λ(Tα)´ 2λ(Tα) = ´λ(Tα)u Ă t´r, . . . , ru

ñ ρ(E´εα)v,
(
ρ(E´εα)

)2v, . . . ,
(
ρ(E´εα)

)|λ(Tα)|v jsou dı́ky vlastnostem ireducibilnı́ reprezen-
tace sl(2, C)α nenulové vektory, ale tı́m pádem Vλ´εα, . . . , Vλ´λ(Tα)α jsou nenulové, tj. z jed-
noznačnosti váhových podprostorů ireducibilnı́ reprezentace sl(2, C) vidı́me, že pro LN vek-
tory z Vλ máme různé ireducibilnı́ reprezentace sl(2, C)α, každá zobrazuje jednoznačně v Ø(
ρ(E´εα)

)|λ(Tα)|v P VSα(λ) ñ dim Vλ ď dim VSα(λ). S2
α = 1 ñ lze obrátit, máme tedy

rovnost dim Vλ = dim VSα(λ).
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Definice 66. Pro λ P Λρ, nλ := dim Vλ nazýváme násobnost váhy λ.

Definice 67. λ P Λρ je dominantnı́ ô @α P ∆+, λ(Tα) ě 0 (tj. xλ, αy ě 0).

Definice 68. λ P Λρ je nejvyššı́ ô @α P ∆+, λ + α R Λρ.

Poznámka 76. Evidentně, každá reprezentace má nejvyššı́ váhu (alespoň jednu).

Definice 69. Pro ρ : g Ñ gl(V) a jejı́ nejvyššı́ váhu λ zvolı́me v P Vλ, v ‰ 0 a definujeme
Rλ := spantρ(X1) . . . ρ(Xk)v|k P NY t0u, Xj P gu, tj. Rλ ĂĂ V, ρ(X)Rλ Ă Rλ, @X P g.

Věta 42. Rλ je invariantnı́ podprostor reprezentace ρ, ρ|Rλ
: gÑ gl(Rλ) je ireducibilnı́, dim Rλ X

Vλ = 1, tj. Rλ XVλ = spantvu.

Důkaz. V definici Rλ stačı́ uvažovat X = Eα, α P ∆ a X = H, H P g0. Uvažujme α, . . . , ω P ∆:

ρ(H)
(
ρ(Eα) . . . ρ(Eω)v

)
=
(
λ(H) + α(H) + ¨ ¨ ¨+ ω(H)

)(
ρ(Eα) . . . ρ(Eω)v

)
Ò

ρ
(
[H, Eα]

)
= α(H)ρ(Eα)

ñ ρ(Eα) . . . ρ(Eω)v P Vλ+α+¨¨¨+ω, tj. působenı́ ρ(H) je jen násobenı́ čı́slem, stačı́ tedy uvažovat
jen X = Eα, α P ∆. Vezmeme w P Rλ X Vλ, w =

ř

α1,...,αkP∆
kPNYt0u

konst. ρ(Eα1) . . . ρ(Eαk )v, v každém

členu má být váhový vektor s vahou λ ñ α1 + ¨ ¨ ¨ + αk = 0 ñ některé jsou kladné,
některé záporné. Kladné překomutujeme doprava pomocı́ [Eα, Eβ] = NαβEα+β, resp. [Eα, E´α] =

konst. Hα. Nakonec jsou všechny kladné kořeny napravo a protože α P ∆+ a z maximality λ, je
ρ(Eα)v = 0 ñ v sumě jsou jen záporné kořeny, ale stále platı́ α1 + ¨ ¨ ¨+ αk = 0 ñ k =
0 ñ w = konst. v ñ Rλ XVλ = spantvu.

Ireducibilita sporem: Máme W ĂĂ Rλ, W X (Rλ X Vλ) = t0u, současně W musı́ být ro-
zložitelný do váhových podprostorů ñ má nenulový průnik s nějakým Vk, k ‰ λ, k P Λ ρ|Rλ

,

ozn. Wk = W XVk, a W = ˙ŘWk. Z úplné reducibility vyplývá, že z v P Vλ se nelze dostat do Wk
a z konstrukce Wk Ă W Ă Rλ ñ W = t0u.

Důsledek 22. Ireducibilnı́ reprezentace ρ poloprosté komplexnı́ algebry na V s nejvyššı́ vahou λ,
je nutně totožná s přı́slušným Rλ, tj. V = Rλ.

Věta 43. Buďte ρ, rρ ireducibilnı́ reprezentace komplexnı́ poloprosté Lieovy algebry g na V, rV s
nejvyššı́ vahou λ. Pak jsou reprezentace ρ, rρ ekvivalentnı́, tj. DT : V Ñ rV lineárnı́ bijekce taková,
že rρ(X) ˝ T = T ˝ ρ(X), @X P g.

Důkaz. Z ireducibility V = Rλ, rV = rRλ. Definujeme 8-rozměrný prostor Vλ a reprezentaci g
na něm, tzv. Verma modul: span tEα, E´α|α P ∆pu generuje pomocı́ komutátorů celou algebru
g, navı́c @α, β P ∆p, [Eα, E´β] = δαβTα, [Eα, Eβ] = Nαβ

loomoon

‰0

Eα+β. Reprezentace je tedy určená

působenı́m E˘α, α P ∆p. Označı́me ∆p = tαju
l
j=1, E˘j := E˘αj , v0 abstraktnı́ vektor,

Vλ := span
 

E´j1 . . . E´jk v0
ˇ

ˇj1, . . . , jk P t1, . . . , lu, k P NY t0u
(

,

Tα(v0)
!
= λ(Tα)v0, @α P ∆; Ej(v0)

!
= 0, @j P t1, . . . , lu; E´j

(
E´j1 . . . E´jk v0

)
= E´jE´j1 . . . E´jk v0.

Tβ

(
E´j1 . . . E´jk v0

)
=
(
λ(Tβ)´ αj1(Tβ)´ ¨ ¨ ¨ ´ α´jk (Tβ)

)
E´j1 . . . E´jk v0,

Ej
(
E´j1 . . . E´jk v0

)
= δjj1 Tαj

(
E´j2 . . . E´jk v0

)
loooooooooooomoooooooooooon(

λ
(

Tαj

)
´αj2

(
Tαj

)
´¨¨¨´α´jk

(
Tαj

))
E´j2 ...E´jk

v0

+

+ δjj2 E´j1

(
λ
(

Tαj

)
´ αj3

(
Tαj

)
´ ¨ ¨ ¨ ´ α´jk

(
Tαj

))
E´j3 . . . E´jk v0+

+ ¨ ¨ ¨+ δjjk λ
(

Tαj

)
E´j1 . . . E´jk v0.
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Lze ukázat, že tı́mto spůsobem máme definováno na Vλ působenı́ spantEα, E´α|α P ∆pu in-
dukujı́cı́ konzistentnı́m spůsobem reprezentaci g na Vλ .

Nynı́ definujeme π : Vλ Ñ Rλ, rπ : Vλ Ñ rRλ:

π
(
E´j1 . . . E´jk v0

)
= ρ

(
E´j1

)
. . . ρ

(
E´jk

)
v,

rπ
(
E´j1 . . . E´jk v0

)
= rρ

(
E´j1

)
. . . rρ

(
E´jk

)
rv.

Z konstrukce Vλ je @X P g, ρ(X) ˝ π = π ˝ X, rρ(X) ˝ rπ = rπ ˝ X ñ X ker π = ker π, @X P g,
podobně rπ, tj. ker π, ker rπ jsou invariantnı́ podporostory Vλ a π, rπ zobrazujı́ váhové pod-
porstory na váhové podprostory.

rπ(ker π) = span trπ(V)|V P ker π, tj. π(V) = 0u
rρ(X) (rπ(ker π)) = rπ(X ker π) Ă rπ(ker π), @X P g

ñ rπ(ker π) je invariantnı́ podporstor reprezentace rρ, analogicky π(ker rπ) je invariantni pod-
prostor reprezentace ρ. π (spantv0u) = spantvu,

(
Vλ
)

λ
= spantv0u ñ π|(Vλ)λ

Ñ Vλ je

bijekce ñ
(
Vλ
)

λ
Ć ker π, rVλ Ć rπ(ker π) ñ rπ(ker π) ‰ rV = rRλ ñ rπ(ker π) =

t0u, analogicky π(ker rπ) = t0u. Vidı́me tedy, že π
(
Vλ
)
= Rλ, rπ

(
Vλ
)
= rRλ.

Definujeme T : Rλ Ñ
rRλ následovně: T(w)

!
= rπ(W), @w = π(W) P Rλ, kde W P Vλ (tj. w je

libovolný prvek Rλ). Ověrı́me konzistenci: W0 P ker π, W1 = W + W0 ñ w = π(W1)

T(w) = rπ(W1) = rπ(W + W0) = rπ(W) + rπ(W0)
loomoon

=0

= rπ(W).

Evidentně k T existuje inverznı́ zobrazenı́ záměnou π a rπ v definici ñ T je bijekce.

T
(
ρ(X)w

)
= T

(
ρ(X)π(W)

)
= T

(
π(XW)

)
= rπ(XW) = rρ(X)rπ(W) = rρ(X)T(w), @X P g

ñ T ˝ ρ(X) = rρ(X) ˝ T, @X P g.

Důsledek 23. Ireducibilnı́ reprezentace ρ je určena svou nejvyššı́ vahou λ.

Definice 70. Mějme g, g0, ∆ Ą ∆+ Ą ∆p = tαju
l
j=1. Definujeme λj P J Ă h# : λj

(
Tαk

)
=

δjk. Takové λj nazýváme fundamentálnı́ váhy Lieovy algebry g, jim přı́slušejı́cı́ reprezentace
nazýváme fundamentálnı́ reprezentace.

Poznámka 77. To, že λj P J a že existujı́ přı́slušné reprezentace je třeba ukázat.

Poznámka 78. Fundamentálnı́ váhy lze určit z Cartanovy matice vztahem λj = Mjkαk, kde Mjk =

(ajk)
´1 inverze Cartanovy matice, neboť αj = ajkλk:

aik = αi
(
Tαk

)
= aijλj

(
Tαk

)
= aijδjk = aik.

Věta 44. Ke každé l-tici nezáporných celých čı́sel m1, . . . , ml existuje právě jedna ireducibilnı́
reprezentace poloprosté Lieovy algebry g, jejı́ž nejvyššı́ váha je λ =

řl
j=1 mjλj.

Důkaz. To že je nejvýše jedna už vı́me, existenci ukážeme konstrukcı́ na přı́kladech.

14.1 Konstrukce reprezentacı́

Mějme g, V, rV, ρ : g Ñ gl(V), rρ : g Ñ gl
(
rV
)

. Na V b rV definujeme ρb rρ : g Ñ gl
(

V b rV
)

takto:

(ρb rρ) (X) = ρ(X)b 1|
rV + 1|V b rρ(X), @X P g.
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Ověřı́me homomorfismus:

[(ρb rρ) (X), (ρb rρ) (Y)] (vb rv) = (ρb rρ) (X)
(
ρ(Y)vb rv + vb rρ(Y)rv

)
+

´ (ρb rρ) (Y)
(
ρ(X)vb rv + vb rρ(X)rv

)
= ρ(X)ρ(Y)vb rv +

hhhhhhhρ(Y)vb rρ(X)rv +(((((((
ρ(X)vb rρ(Y)rv+

+vb rρ(X)rρ(Y)rv´ ρ(Y)ρ(X)vb rv´(((((((
ρ(X)vb rρ(Y)rv´

hhhhhhhρ(Y)vb rρ(X)rv´ vb rρ(Y)rρ(X)rv =

= ρ
(
[X, Y]

)
vb rv + vb rρ

(
[X, Y]

)
rv = (ρb rρ)

(
[X, Y]

)
vb rv

g komplexnı́ poloprostá, Λρ, Λ
rρ, λ P Λρ, v P Vλ, µ P Λ

rρ, rv P rVµ, pro H P g0 máme:

(ρb rρ)(H)vb rv = ρ(H)v
loomoon

λ(H)v

brv + vb rρ(H)rv
loomoon

µ(H)rv

= (λ + µ)(H)vb rv

ñ λ + µ P Λρbrρ, speciálně pokud λ, µ jsou nejvyššı́ váhy, pak λ + µ je nejvyššı́.

Přı́klad 25. Dj . . . (2j + 1)-rozměrná reprezentace so(3), tj. j P 1
2 N0.

Dj bDk = Dj+k ‘ ¨ ¨ ¨ ‘D|j´k| . . . Clebsh-Gordonův rozklad

Symetrická, antysymetrická reprezentace: Mějme ρ na V algebru g, ρ b ρ na V b V =
Vb2, S12 : V bV Ñ V bV : S12(ub v) = vb u ñ S2

12 = 1 ñ σ(S12) = t˘1u.

[S12, (ρb ρ)(X)](ub v) = S12
(
ρ(X)ub v + ub ρ(X)v

)
´ (ρb ρ)(X)(vb u) =

= vb ρ(X)u + ρ(X)vb u´ ρ(X)vb u´ vb ρ(X)u = 0, @X P g

ñ [S12, (ρb ρ)(X)] = [S12, ρ(X)b 1+ 1b ρ(X)] = 0, @X P g ñ (ρb ρ) lze zúžit na vlastnı́
podprostory S12:

V bS V = spantub v + vb u|u, v P Vu . . . S12|VbSV = 1

V ^V = spantub v´ vb u|u, v P Vu . . . S12|V^V = ´1

Necť λ je nejvyššı́ a µ 2. nejvyššı́ váha ireducibilnı́ reprezentace ρ na V, pak máme:

reprezentace: nejvyššı́ váha:
ρbS ρ na V bS V 2λ
ρ^ ρ na V ^V λ + µ

Přı́klad 26. D1 bD1

váhy:
= D2

5
‘D1

3
‘D0

1
= D1 bS D1

6
loooomoooon

D5‘D1

‘D1 ^D1
3

looomooon

D1

Zobecněnı́: ρb ρb ¨ ¨ ¨ b ρ na V bV b ¨ ¨ ¨ bV = Vbk

Sij(u1 b ¨ ¨ ¨ b ui b ¨ ¨ ¨ b uj b ¨ ¨ ¨ b uk) = u1 b ¨ ¨ ¨ b uj b ¨ ¨ ¨ b ui b ¨ ¨ ¨ b uk

(ρb ¨ ¨ ¨ b ρ)(X) = ρ(X)b 1b ¨ ¨ ¨ b 1 + 1b ρ(X)b 1b ¨ ¨ ¨ b 1 + ¨ ¨ ¨+ 1b ¨ ¨ ¨ b 1b ρ(X)

[Sij, (ρb ¨ ¨ ¨ b ρ)(X)] = 0

Neexistuje rozklad do Vbk, k ą 2 do společných vlastnı́ch podprostorů Sij, ale 2 spoločné vlastnı́
podprostory vždy existujı́:

V bS ¨ ¨ ¨ bS V = VbSk . . . Sij
∣∣
VbSk = 1

V ^ ¨ ¨ ¨ ^V = V^k . . . Sij
∣∣
V^k = ´1

Přı́slušné reprezentace jsou ρbSk, ρ^k . Pokud ρ je ireducibilnı́ s vahami λ1, λ2, . . . , λk, přičemž
λ1(H0) ą λ2(H0) ě ¨ ¨ ¨ ě λk(H0), pak:

reprezentace: nejvyššı́ váha:
ρbSk kλ1
ρ^k λ1 + ¨ ¨ ¨+ λk (po zohledněnı́ násobnostı́)
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Poznámka 79. Mějme g, fundamentálnı́ váhy λ1, . . . , λl , přı́slušlné fundamentálnı́ reprezentace
ρj na Vj, λ =

ř

j mjλj, mj P N0. Přı́slušnou ireducibilnı́ reprezentaci najdeme v (ρ1)
bSm1 b

(ρ2)
bSm2 b¨ ¨ ¨b (ρl)

bSml . Nalezený Rλ, přı́slušejı́cı́ nejvyššı́ váze λ, je jednoznačně (až na násobek)
určen tenzorovým součinem Rλj přı́slušných nejvyššı́m vahám λ1, . . . , λl v V1, . . . , Vl .
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15 Spinorové reprezentace

Definice 71. Uvažujme 2n-rozměrnou asociativnı́ algebru

cl(n) = span t1, γa1 . . . γak |1 ď k ď n, a1 ă a2 ă ¨ ¨ ¨ ă aku

s násobenı́m vyhovujı́cı́m vztahu
!

γa, γb
)

” γaγb + γbγa = 2δab1. Tuto algebru nazýváme
Cliffordova algebra s n generátory.

Σab =
1
2

γaγb =
1
4

[
γa, γb

]
, a ‰ b, Σab = ´Σba

[
Σab, Σcd

]
=

1
4

(
γaγbγcγd ´ γcγdγaγb

)
=

=
1
4

(
2δbcγaγd ´ 2δacγbγd + 2δbdγcγa ´ 2δadγcγb

)
=

= δbcΣad ´ δacΣbd ´ δbdΣac + δadΣbc

so(n) : Sab = Eab ´ Eba, kde Eab je matice s jednotkou na pozici (a, b) a nulami všude jinde. Sab

má stejné komutačnı́ relace:[
Sab, Scd

]
= δbcSad ´ δacSbd ´ δbdSac + δadSbc

• n = 2l:

σj =
γ2j´1 + iγ2j

2
σ˚j =

γ2j´1 ´ iγ2j

2

tσj, σku = 0 = tσ˚j , σ˚k u tσj, σ˚k u =

#

0 . . . j ‰ k
(γ2j´1)

2

2 +
(γ2j)

2

2 = 1 . . . j = k

= δjk1

ñ Pro n = 2l máme algebru fermionových kreaćnı́ch a anihilačnı́ch operátorů ñ je-
jich reprezentace se dá přirozeně zkonstruovat na

V = span
!

σ˚a1
. . . σ˚ak

|0y
ˇ

ˇ

ˇ
0 ď k ď l, 0 ă a1 ă ¨ ¨ ¨ ă ak ď l

)

,

σa |0y = 0, dim V = 2l ñ reprezentace so(2l) na V, prvky so(2l) jsou kvadratické
výrazy v σj, σ˚k ñ z hlediska so(2l) se reprezentace rozpadá na dvě, se sudým, resp.
lichým počtem σ˚ působı́cı́ch na |0y.

Fij = σ˚i σ˚j F+
ij = σiσj Gij = σ˚i σj

H(λ1, . . . , λl) =
l
ÿ

j=1

λj

(
σ˚j σj ´

1
2

)

H(λ1, . . . , λl)σ
˚
a1

. . . σ˚ak
|0y =

l
ÿ

j=1

λj

(
nj ´

1
2

)
σ˚a1

. . . σ˚ak
|0y

ñ na V je vektor σ˚1 . . . σ˚l |0y vektor s nejvyššı́ vahou a ta je rovna 1
2 (φ1, . . . , φl). Pro pod-

prostor s opačnou paritou kreačnı́ch operátorů máme váhy
řl

j=1

(
nj ´

1
2

)
φj, kde

řl
j=1 nj =

l´1, l´3, . . . , Mezi nimi je při našem uspořádánı́ nejvyššı́ 1
2 (φ1 + ¨ ¨ ¨+φl´1´φl), přı́slušná

váhovému vektoru σ˚1 . . . σ˚l´1 |0y.
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• n = 2l + 1: stejně až na γ2l+1:
!

γ2l+1, σj

)

= 0 =
!

γ2l+1, σ˚j

)

γ2l+1 |0y = |0y

γ2l+1
(

σ˚a1
. . . σ˚ak

|0y
)
= (´1)k

(
σ˚a1

. . . σ˚ak
|0y
)

Předpisy pro Fij, F+
ij , Gij, H(. . . ) se nezměnı́.

V nejde rozdělit na 2 invariantnı́ podporstory, so(2l + 1) je na V ireducibilnı́ s nejvyššı́
vahou 1

2 (φ1 + ¨ ¨ ¨+ φl).
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16 Symetrie v QM

V klasické mechanice vede symetrie (invariance teorie vůči transformacı́m) na integrály pohybu
(Teorém Noethorové).

V QM symetriı́m odpovı́dajı́ infinitezimálnı́ generátory jako integŕaly pohybu, ve smyslu
operátorů na Hilbertově prostoru H ñ Lieova algebra integrálů pohybu, tj operátorů ko-
mutujı́cı́ch s Hamiltoniánem ñ operátory reprezentujı́cı́ naši abstraktnı́ Lieovu algebru jsou
pozorovatelné reprezentované na H . Pokud daná Lieova algebra je kompaktnı́, pak reprezen-
tace na H je direktnı́m součtem konečněrozměrných ireducibilnı́ch reprezentacı́ ñ v nich
máme báze tvořené váhovými vektory. Cartanova podalgebra je tvořena operátory komutujı́cı́mi
s Hamiltonánem. Pokud je jich dostatečně mnoho, máme ÚMP, jejich hodnoty označı́me vektory.
Váhové vektory jsou pak vektory spřesně určenými hodnotami ÚMP tvořené Cartanovou podal-
gebrou a Hamiltoniánem.

16.1 Izospin

Proton a neutron se vzhledem k silné interakci chovajı́ stejně. Hypotéza: p a n jsou 2 stavy
nukleonu ñ existuje nějaký vnitřnı́ stupeň volnosti nukleonu, můžeme jej popsat C2 ñ

|py =
(

1
0
)

a |ny =
(

0
1
)
. Teorie jaderné interakce je invariantnı́ vůči jejich mı́chánı́ ñ může to

být reprezentace SO(2) „ U(1) nebo SU(2). Zkusı́me tedy SU(2), 2-rozměrnou reprezentaci
su(2) = so(3) ñ dvojznačná reprezentace SO(3) ñ spin jen ve vnitřnı́m Hilbertově
prostoru (nesouvisejı́cı́ s prostoročasem, momentem hybnosti), izotropický spin ” izospin, I2, I3:

I2 |py =
1
2

(
1
2
+ 1
)
|py I3 |py =

1
2
|py náboj: Q = I3 +

1
2

I2 |ny =
1
2

(
1
2
+ 1
)
|ny I3 |ny = ´

1
2
|ny

Postupně se objevily dalšı́ částice: antinukleony, piony ñ barionové čı́slo B (počet nukleonů).
Pionům se přiřadila vektorová reprezentace izospinové grupy SO(3), tj. l = 1, m = ´1, 0, 1.

Q = I3 +
1
2

B

$

’

&

’

%

nukleony: B = 1, Q P t0, 1u
piony: B = 0, σ(I3) = t´1, 0, 1u ñ Q P t´1, 0, 1u
antinukleony: B = ´1, σ(I3) =

!

˘ 1
2

)

ñ Q P t0,´1u

I3 je prvek Cartanovy podalgebry so(3)C

B je dán zvolenou reprezentacı́

Pak se objevily Kaony, rozpadajı́cı́ se na známe částice, ale né silně ñ nová zachovávajı́cı́ se
veličina, podivnost S ñ Gellmann-Nishijimův vzorec:

Q = I3 +
1
2

Y, Y = S + B . . . hypernáboj

ñ motivace pokusu spojit I3 a Y do jedné algebry infinitezimálnı́ch symetriı́, tj hledáme algebru
s 2-dim. Cartanovou podalgebrou (chceme komutujı́cı́ I3, Y). To nefungovalo, dokud se nezkusil
předpoklad nukleonů složených z komponent - kvarků, jako vhodná algebra se ukázala g =
su(3), budeme se jı́ tedy zabývat.

16.2 su(3)

su(3)C:

I3 =
1
2

1
´1

0

 Y =
1
3

1
1
´2

 g0 = spantI3, Yu
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K(I3, Y) = 0 K(I3, I3) = c
1
2

K(Y, Y) = c
2
3

I+ = E12 = Eα =

0 1 0
0 0

0

 U+ = E23 = Eβ =

0 0 0
0 1

0



V+ = [I+, U+] = E13 = Eα+β I´ = (I+)T U´ = (U+)
T V´ = (V+)

T

[I+, V+] = 0 [U+, V+] = 0 [I3, Y] = 0

[I3, I˘] = ˘I˘ [I3, U˘] = ¯
1
2

U˘ [I3, V˘] = ˘
1
2

V˘

[Y, I˘] = 0 [Y, U˘] = ˘U˘ [Y, V˘] = ˘V˘

[I+, I´] = 2I3 [U+, U´] =

0
1
´1

 = ´I3 +
3
2

Y [V+, V´] = I3 +
3
2

Y

Kořenový diagram:

U+ ≡ β = |− 1
2
, 1〉 V+ ≡ α+ β = | 1

2
, 1〉

I+ ≡ α = |1, 0〉

U− = | 1
2
,−1〉V− = |− 1

2
,−1〉

I− = |−1, 0〉

Y

I3

I3 |λ, µy = λ |λ, µy Y |λ, µy = µ |λ, µy

Definujı́cı́ vektorová reprezentace su(3) (značı́ se 3), je to fundamentálnı́ reprezentace su(3)C =
sl(3):

|uy = |
1
2

,
1
3
y |dy = |´

1
2

,
1
3
y |sy = |0,´

2
3
y

Částice se nazývajı́ kvarky. Váhový diagram:
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Y

I3

− 2
3

1
2

|d〉 = |− 1
2
, 1
3
〉 |u〉 = | 1

2
, 1
3
〉

|s〉 = |0,− 2
3
〉

Druhá fundamentálnı́ (antifundamentálnı́) reprezentace su(3)C se zı́ská mı́nus transpozicı́:
Značı́ se 3 a jejı́ částice se nazývájı́ antikvarky.

Y

I3

2
3

1
2

|d〉 = | 1
2
,− 1

3
〉|u〉 = |− 1

2
,− 1

3
〉

|s〉 = |0, 2
3
〉

Vázané stavy kvark-antikvark, 3b 3 = 8‘ 1:

K0 = |ds〉 = |− 1
2
, 1〉 K+ = |us〉 = | 1

2
, 1〉

π+ = |ud〉 = |1, 0〉

K0 |ds〉 = | 1
2
,−1〉K− = K+ |us〉 = |− 1

2
,−1〉

π− = |ud〉 = |−1, 0〉

Y

I3|uu〉 = |dd〉 = |ss〉

π0 =
|uuy ´ |ddy

?
2

η =
|uuy+ |ddy ´ 2 |ssy

?
6

1 = span

#

|uuy+ |ddy+ |ssy
?

3
loooooooooomoooooooooon

η1

+
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Reprezentace vedoucı́ na celočı́selné náboje (trojice kvarků), 3b 3b 3 = 10‘ 8‘ 8‘ 1:

∆− = |− 3
2
, 1〉 ∆0 = |− 1

2
, 1〉 ∆+ = | 1

2
, 1〉 ∆++ = |uuu〉 = | 3

2
, 1〉

Σ∗+ = |1, 0〉

Ξ∗0 = | 1
2
,−1〉

Ω− = |0,−2〉

Ξ∗− = |− 1
2
,−1〉

Σ∗− = |−1, 0〉

Y

I3

Σ∗0 = |0, 0〉

8:

n p

Σ+

Ξ0Ξ−

Σ−

Σ0 = Λ

V době kdy Gellmann vytvořil reorii Ω´ nebyla známa, později byla potvrzena.

Poznámka 80. Dnes už je tato teorie zastaralá, protože kvarků, tesp. částic je vı́c, takže současný
standardnı́ model je uspořádan jinak. Je to dobré přiblı́ženı́ pro některé energie.

Poznámka 81. Pozorované Částice odpovı́dajı́ rozkladům obsahujı́cı́m singlet, tj. pozorujeme
pouze bezbarvé částice.
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17 Cvičenı́

Přı́klad 27. so(3, C) „ sl(2, C) : [L3, L˘] = ˘L˘, [L+, L´] = 2L3,

ρ(L3) =
1
2

(
1 0
0 ´1

)
, ρ(L+) =

(
0 1
0 0

)
, ρ(L´) =

(
0 0
1 0

)
,

ρ(L3) |Òy =
1
2
|Òy , ρ(L3) |Óy = ´

1
2
|Óy , váhy: λ = ˘

1
2

,

ρ : sl(2, C)Ñ gl
(

D1/2
)

, D1/2 = span t|Òy , |Óyu . Tenzorový součin ρ se sebou samou:

(ρb ρ)(L3) =
1
2

(
1 0
0 ´1

)
b

(
1 0
0 1

)
+

(
1 0
0 1

)
b

1
2

(
1 0
0 ´1

)

(ρb ρ)(L3) |ÒÒy = |ÒÒy (ρb ρ)(L3) |ÒÓy =
1
2
|ÒÓy ´

1
2
|ÒÓy = 0

(ρb ρ)(L3) |ÓÓy = ´ |ÓÓy (ρb ρ)(L3) |ÓÒy = 0

(ρb ρ)(L´) |ÒÒy = |ÓÒy+ |ÒÓy (ρb ρ)(L´)
(
|ÓÒy ´ |ÒÓy

)
= |ÓÓy ´ |ÓÓy = 0

(ρb ρ)(L´) |ÓÓy = 0

(ρb ρ)(L+) . . .

Váhy: ˘2λ, 0; n˘2λ = 1, n0 = 2.

Přı́klad 28. Al = sl(l + 1, C) =
!

A P Cl+1,l+1
ˇ

ˇ

ˇ
TrA = 0

)

• Kořeny: g0 = diag Ă sl(l + 1), dim g0 = l, [g0, g0] = 0 ñ g0 Abelovská ñ g0
nilpotentnı́, tj. opravdu je to Cartanova podalgebra. Mějme

Eij =


j

...
i . . . 1

, i ‰ j

ñ sl(l + 1) = g0 + spantEiju a pro D P g0, D = diag(d1, . . . , dl+1) máme [D, Eij]´ (di ´

dj)Eij. Nechť φj P sl
˚(l + 1), φj(D) = dj ñ (φi ´ φj)(D)Eij = [D, Eij], tj:

∆ =
!

(φi ´ φj)
ˇ

ˇ

ˇ
i ‰ j, i, j P zl + 1

)

Zvolı́me H0 = diag(h1, . . . , hl+1), hi ą hi+1, (φi ´ φj)(H0) ‰ 0, máme tedy uspoŕádánı́
koŕenů:

φ1 ą φ2 ą ¨ ¨ ¨ ą φl+1 ą 0.

∆+ =
 

φi ´ φj
ˇ

ˇi ă j ď l + 1
(

∆p =
 

φi ´ φi+1
loooomoooon

=:αi

ˇ

ˇi P pl
(

Ověřı́me, že pomocı́ ∆p můžeme nakombinovat celé ∆:

φi ´ φj = (φi ´ φi+1) + (φi+1 ´ φi+2) + ¨ ¨ ¨+ (φj´1 ´ φj).
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• Cartanova matice, Dynkinův diagram:

aβα = ´(p + q)
α,βP∆p

= ´q, tβ + kαu
q
k=p P ∆+

αi := φi ´ φi+1
αj := φj ´ φj+1

*

ñ αi + kαj = φi ´ φi+1 + k(φj ´ φj+1)
!
= φa ´ φb, a ă b

(i ă j´ 1)_ (i ą j´ 1) ñ k = 0 ñ aij = 0
(i = j´ 1)_ (j = i´ 1) ñ k = 0_ k = 1 ñ aij = ´1

a =


2 ´1

´1
. . . . . .
. . . 2 ´1

´1 2

 , ¨
1
´¨

2
´ ¨ ¨ ¨ ´ ¨

l ´ 1
´ ¨

l

• Adjungovaná reprezentace: váhy (kořeny): αi = φi ´ φi+1, αi(Tj) = aij, kde

φi

d1
. . .

dl+1

 = di, φ1 ą φ2 ą ¨ ¨ ¨ ą φl+1 ą 0.

Z tvaru vah αi = φi´φj a uspořádánı́ φi plyne, že nejvyššı́ váha je φ1´φl+1 = α1 + ¨ ¨ ¨+ αl .

K nalezenı́ Tj využijeme αi(Tj) = aij = tj,i ´ tj,i+1 ‰ 0 pro i = j´ 1, j, j + 1 :

αj´1(Tj) = tj,j´1 ´ tj,j = ´1
αj(Tj) = tj,j ´ tj,j+1 = 2

αj+1(Tj) = tj,j+1 ´ tj,j+2 = ´1

,

.

-

ñ Tj =



. . .
0

1 . . . . . . . . .
´1

0
. . .


j

• Fundamentálnı́ váhy, λi(Tj) = δij:

λ1


1
´1

0
. . .

0

 = 1, λ1


. . .

0
1
´1

0
. . .

 = 0 ñ λ1 = φ1

λ2


1
´1

0
. . .

0

 = 0, λ2


0

1
´1

0
. . .

 = 1, λ2


. . .

0
1
´1

0
. . .

 = 0

ñ λ2 = φ2 + φ1 ñ . . . ñ λi = φ1 + ¨ ¨ ¨+ φi. Je vidět že pak platı́ λi(Tj) = δij.
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• Definujı́cı́ reprezentace: Mějme definujı́cı́ reprezentaci v standardnı́ bázi (ej), D P g0, Dej =( d1

. . .
dl+1

)
ej = djej. Jejı́ váhy tφ1, . . . , φl+1u, φl+1 = ´(φ1 + ¨ ¨ ¨ + φl), lze zapsat jako

tφ1, φ1 ´ α1, φ1 ´ α1 ´ α2, . . . , φ1 ´ α1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ αlu. Nejvyššı́ váha je φ1 = λ1, násobnosti 1,
dim ρ1 = l + 1. ρ1 ^ ρ1:

(ρ1 ^ ρ1)(ei ^ ej) = (Db 1 + 1bD)(ei b ej ´ ej b ei) =

= diei b ej ´ djej b ei + ei b djej ´ ej b diei = (di + dj)(ei ^ ej),

váhy: tφi + φj|i ‰ ju, dim ρ^ ρ = (l+1
2 ), nejvyššı́ je φ1 + φ2.

Pro ρ^j jsou váhy
!

φi1 + ¨ ¨ ¨+ φij

ˇ

ˇ

ˇ
i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ij

)

, dim ρ^j = (l+1
j ), nejvyššı́ váha λj = φ1 +

¨ ¨ ¨+ φj.

Pro ρ^l jsou váhy
 
ř

i‰1 φi, . . . ,
ř

i‰l+1 φi
(

= t´φ1, . . . ,´φl+1u
l‰1
‰ tφ1, . . . , φl+1u. Takže

nejvyššı́ váha je ´λl+1. Když l = 1, pak ρ^l=1 » ρ, tj. ρ^l=1 je izomorfnı́ definujı́cı́
reprezentaci.

Poznámka 82. Nechť ρ reprezentace g na V, definujeme ρT : ρT(X) = (´ρ(X))T ñ ρ^l = ρT .

Přı́klad 29. Cl = sp(2l, C) =
!

A P C2l,2l
ˇ

ˇ

ˇ
JA + AT J = 0

)

, kde J =
( 0 ´1

1 0

)
• Cartanova podalgebra: Označme A =

(
a b
c d

)
:

JA + AT J =
(
´c ´d
a b

)
+

(
cT ´aT

dT ´bT

)
= 0 ñ d = ´aT , b = bT , c = cT

g0 =
!( Λ 0

0 ´Λ
)ˇ
ˇ

ˇ
Λ = diag(λ1, . . . , λl) P Cl,l

)

[Λ, Eij] = (λi ´ λj)Eij

[(
Λ 0
0 Λ

)
,
(

Eij 0
0 ´Eij

)]
= (λi ´ λj)

(
Eij 0
0 ´Eij

)
loooooomoooooon

=:Iij , i‰j

[(
Λ 0
0 Λ

)
,
(

0 Eij + Eji
0 0

)]
=

(
0 Λ(Eij + Eji)
0 0

)
+

(
0 (Eij + Eji)Λ
0 0

)
= (λi + λj)

(
0 Eij + Eji
0 0

)
loooooooomoooooooon

=:Fij , iďj

Gij := FT
ij ñ

[(
Λ 0
0 Λ

)
, Gij

]
= ´

[(
Λ 0
0 Λ

)
, Fij

]T
= ´(λi + λj)Gij

ñ g0 je skutečně Cartanova podalgebra. φi
( Λ 0

0 ´λ

)
:= λi, i P pl tvořı́ bázi g˚0 .

• Kořeny:

∆ =
 

φi ´ φj
ˇ

ˇi ‰ j
(

Y
 

φi + φj
ˇ

ˇi ď j
(

Y
 

´(φi + φj)
ˇ

ˇi ď j
(

H0 : φi(H0) ą φi+1(H0) ą 0,@i.

∆+ =
 

φi ´ φj
ˇ

ˇi ă j
(

Y
 

φi + φj
ˇ

ˇi ď j
(

∆´ =
 

φi ´ φj
ˇ

ˇi ą j
(

Y
 

´(φi + φj)
ˇ

ˇi ď j
(

∆p =
 

φi ´ φi+1
loooomoooon

=:αi

ˇ

ˇi P zl ´ 1
(

Y
 

2φl
loomoon

=:αl

(
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φi ´ φj = (φi ´ φi+1) + ¨ ¨ ¨+ (φj´1 ´ φj) =

j´1
ÿ

k=1

αk

φi + φj = 2φl + (φi ´ φl) + (φj ´ φl) = 2φl +
l´1
ÿ

k=i

αk +
l´1
ÿ

k=j

αk

aβα
α,βP∆p

= ´q:

tαi + kαjui,jăl = (φi ´ φi+1) + k(φj ´ φj+1) ñ |i´ j| ą 1 ñ k = 0
|i´ j| = 1 ñ k = 0_ k = 1

tαi + kαluiăl = (φi ´ φi+1) + 2kφl ñ i ă l ´ 1 ñ k = 0
i = l ´ 1 ñ k = 0_ k = 1

tαl + kαiui,jăl = 2φl + k(φi ´ φi+1) ñ i ă l ´ 1 ñ k = 0
i = l ´ 1 ñ k = 0_ k = 1_ k = 2

ñ al´1,l = ´1 =
xαl´1,αly

xαl ,αly
, al,l´1 = ´2 =

xαl ,αl´1y

xαl´1,αl´1y
ñ ‖αl‖ =

?
2 ‖αl´1‖.

(aij) =



2 ´1

´1
. . . . . .
. . . 2 ´1

´1 2 ´1
´2 2

 , ¨
1
´¨

2
´ ¨ ¨ ¨ ´ ¨

l ´ 2
´¨

l ´ 1
ñ¨

l

• Definujı́cı́ reprezentace: D P g0, φi(D) = di:

D =



d1
. . .

dl
´d1

. . .
´dl


Definujı́cı́ reprezentace má váhy tφ1, . . . , φl , φ´1, . . . , φ´lu, dim = 2l, nejvyššı́ váha je φ1.

• Adjungovaná reprezentace: αi = φi ´ φi+1, i ď l ´ 1, αl = 2φl , αi(Tj) = aij

Tj =



. . .
0

1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
´1

0
. . .

0
1 . . . . . . . . .

´1
0

. . .



j

l + j

j ď l ´ 1
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αi(Tl) = 0, i ă l ´ 1
αl´1(Tl) = ´1

αl(Tl) = 2

,

.

-

ñ Tl =



. . .
0

1 . . . . . . . . . . . .
0

. . .
0

1


l

λi(Tj) = δij ñ λi = φ1 + ¨ ¨ ¨+ φi, i P l̂.

Přı́klad 30. Dl = so(2l, C) =
!

A P C2l,2l
ˇ

ˇ

ˇ
AT J + JA = 0

)

, kde J =
(

0 1
1 0
)

, l ą 1

Označme A =
(

a b
c d

)
AT J + JA =

(
cT aT

dT bT

)
+

(
c d
a b

)
= 0 ñ d = ´aT , b = ´bT , c = ´cT

• Cartanova podalgebra: Ukážeme že g0 = tH = diag(λ1σ2, . . . , λlσ2)u , σ2 =
( 0 ´i

i 0

)
. Nechť

X P C2,2, X =

(
x11 x12
x21 x22

)
λiσ2X´ λjXσ2 = iλi

(
´x21 ´x22
x11 x12

)
´ iλj

(
x12 ´x11
x22 ´x21

)
= c(λi, λj)

(
x11 x12
x21 x22

)
Zapı́šeme ve tvaru:

i


ic ´λj ´λi 0
λj ic 0 ´λi
λi 0 ic ´λj
0 λi λj ic




x11
x12
x21
x22

 = 0

Z požadavku řešitelnosti soustavy (det = 0) dostaneme c1,2,3,4 = ˘(λi ˘ λj). Pro c1 =

λi + λj najdeme X1 =
( 1 i

i ´1
)
= σ3 + iσ1.

rF := X1, Fij :=



i j

...
...

i . . . rF
j . . . ´rFT

, i ă j, [H, Fij] = (λi + λj)Fij
Di,j
‰ 0

[
H, F+

ij

]
=
[

H+, F+
ij

]
= ´

[
H, Fij

]+
= ´(λi + λj)F+

ij

Pro c2 = λi ´ λj dostaneme:

rG := 1 + σ2, Gij :=



i j

...
...

i . . . rG
j . . . ´ rGT

, i ă j

[H, Gij] = (λi + λj)Gij, [H, Gij] = (λi + λj)Gij
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• Kořeny: φj P g˚0 , φj(H) = λj:

∆ =
 

φi + φj
ˇ

ˇi ă j
(

Y
 

φi ´ φj
ˇ

ˇi ‰ j
(

Y
 

´(φi + φj)
ˇ

ˇi ă j
(

H0 = diag(λ1, . . . , λl), λ1 ą λ2 ą ¨ ¨ ¨ ą λl ą 0:

∆+ =
 

φi + φj
ˇ

ˇi ă j
(

Y
 

φi ´ φj
ˇ

ˇi ă j
(

∆p =
 

φi ´ φi+
looomooon

=:αi

ˇ

ˇi P yl ´ i
(

Y
 

φl´1 + φl
loooomoooon

=:αl

(

αi + kαi+1 = (φi ´ φi+1) + k(φ + 1´ φi+2), i P zl ´ 1 ñ k = 0_ k = 1
αl´2 + kαl = (φl´2 ´ φl´1) + k(φl´1 + φl) ñ k = 0_ k = 1
αl´1 + kαl = (φl´1 ´ φl) + k(φl´1 + φl) ñ k = 0

(aij) =



2 ´1

´1
. . . . . .
. . . 2 ´1 ´1

´1 2 0
´1 0 2

 , ¨
1
´¨

2
´ ¨ ¨ ¨ ´ ¨

l ´ 3
´¨

l ´ 2
ă¨ l ´ 1
¨ l

• Váhy:

H =

d1σ2
. . .

dlσ2

 = H(d1, . . . , dl),

φi(H) = di
αi = φi ´ φi+1, i ď l ´ 1
αl = φl´1 + φl
Ti = H(0, . . . , 0, 1

i
,´1

i+1
, 0, . . . , 0), i ď l ´ 1x

Tl :

αl´2(Tl) = ´1 = dl´2 ´ dl´1
αl´1(Tl) = 0 = dl´1 ´ dl

αl(Tl) = 2 = φl´1(Tl) + φl(tl) = dl´1 + dl

,

.

-

ñ Tl = H(0, . . . , 0, 1, 1)

λi(Tj) = δij:

λ1 = φ1

λi = φ1 + ¨ ¨ ¨+ φi, i ď l ´ 2

λl´1 =
1
2
(φ1 + ¨ ¨ ¨+ φl´1 ´ φl)

λl =
1
2
(φ1 + ¨ ¨ ¨+ φl)

Definujı́cı́ reprezentace má váhy tφ1, . . . , φl ,´φ1, . . . ,´φlu.

Přı́klad 31. Bl = so(2l + 1, C)

g0 =

$

&

%

H =

 d1σ2

. . .
dl σ2

0

,

.

-

, φi H =

 d1σ2

. . .
dl σ2

0

 = λi, X :=

 v

vT 0
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[H, X] =

 λiσ1v

0

´
 v

´λi(σ1v)T 0

 = λi

 σ1v

(σ1v)T 0


Za v můžeme volit vlastnı́ vektory σ1. Dále zvolı́me H0 : λ1 ą ¨ ¨ ¨ ą λl , λi = φ(H0).

∆ =
 

φi + φj
ˇ

ˇi ă j
(

Y
 

φi ´ φj
ˇ

ˇi ‰ j
(

Y
 

´(φi + φj)
ˇ

ˇi ă j
(

Y tφiu Y t´φiu

∆+ =
 

φi + φj
ˇ

ˇi ă j
(

Y
 

φi ´ φj
ˇ

ˇi ă j
(

Y tφiu

∆p =
 

φi ´ φi+1
loooomoooon

=:αi

ˇ

ˇi P zl ´ 1
(

Y
 

φl
loomoon

=:αl

(

αl´2 + kαl = (φl´2 ´ φl´1) + kφl ñ k = 0
αl´1 + kαl = (φl´1 ´ φl) + kφl ñ k = 0_ k = 1_ k = 2
αl + kαl´1 = φl + k(φl´1 ´ φl) ñ k = 0_ k = 1

(aij) =



2 ´1

´1
. . . . . .
. . . 2 ´1

´1 2 ´2
´1 2

 , ¨
1
´¨

2
´ ¨ ¨ ¨ ´ ¨

l ´ 2
´¨

l ´ 1
ð¨

l

H =


d1σ2

. . .
dlσ2

0


φi(H) = di
αi = φi ´ φi+1, i ď l ´ 1
αl = φl
Ti = H(0, . . . , 0, 1

i
,´1

i+1
, 0, . . . , 0)

Tl :

αl´1(Tl) = ´2
αl(tl) = 2

*

ñ Tl = H(0, . . . , 0, 2)

λi(Tj) = δij:

λi = φ1 + ¨ ¨ ¨+ φi, i ď l ´ 1

λl =
1
2
(φ1 + ¨ ¨ ¨+ φl)
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