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Uvod

Prvni verze tohoto skripta vznikla pfedevsim na zdkladé ru¢né psanych poznamek k pfednaskam
a cvitenim od doc. Ing Libora Snobla, Ph.D. a déle podle pfednések z roku 2014/2015. Text byl
ptivodné zamyslen pouze pro vlastni potfebu a usnadnéni orientace na prednaskéach, proto neni
striktné dbano na diislednost znaceni.

Prvni verzi zapiskt vytvofil Jan Vabek.

Aktualizace v roce 2015/2016 byla provedena na zékladé aktualnich poznamek z tohoto roku
a ru¢né psanych poznamek doc. Snobla. Byl doplnén kompletni obsah prednasky a nékteré &asti
cviceni. Pofad chyby vétsina obsahu cviceni.
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1 Definice Lieovy grupy a Lieovy algebry

Definice 1. Lieova grupa je diferencovatelnd varieta G vybavend navic zobrazenim - : G x G — G
takovym, Ze (G, ) je grupa a zobrazeni - a (-)(=1 jsou hladka.
Pozndmka 1. Podle V. Hilbertova problému postacuje - a (.)~! spojité, G topologicky prostor
lokalné homomorfni IR", z toho uZ plyne hladkost. Bez diikazu.
Priklad 1. G = GL(n,R) = {A € R""|detA # 0} je Lieova grupa (- je ndsobeni matic ),
dim GL(n,R) = n?.

Zobrazeni det : R"" — R je C*(R™",R), G je tedy podmnoZzina R"™" a varieta protoze plati
G = det™V(R\{0}) = GL(n,R)°. Podminka hladkosti na - a ()~! plyne z (AB)ij = AikBkj a
ATl = dAd
Pozndmka 2. GL(n,C) < C™" = C"" = R*"",dim GL(n,C) = 2n?

Definice 2. Maticové Lieovy grupy jsou podgrupy GL(n,R) nebo GL(n,C).!

Priklad 2. SL(n,R) = {A € GL(n,R)| det A = 1} je maticova Lieova grupa.

SpInéni podminky pro varietu je pfimo vidét z rovnice Y s sgnm [ [}, A n(iy = 1 (Ajj znadi
prvky matice A). Pro n = 2 lze zménou baze pfevést podminku dokonce na kvadriku x3 +
23 —x3—x3 -1 = 0vRYL Ze sejednd o podgrupu je ziejmé z det(AB~!) = 4 — 1 4
AB~le SL(n,R).

Pozndmka 3. Vyznaéné difeomorfismy na G jsou pro ¢ € G Lg, Rg : G — G definované Lgh = gh,
Rgh = hg, Vh € G. Nazyvaji se levé a pravé translace.

Definice 3. Levoinvariantni a pravoinvariatni vektorova pole X € X'(G) jsou vektorové pole
spliiujici X = Lgx X, X = RgxX.

Pozndmka 4. Bodové piedchozi definice znamend X|g;, = Lgx(X|y), resp. X|pg = Rex(X|3), Vg, h €
G.

Pozndmka 5. Levoinvariantni vektorové pole je jednozna¢ne ur¢eno te¢nymi vektory v libovolném
pevné zvoleném bodé ¢ € G (obvykle se voli ¢), tj. X|, = Lg«(X|,) protoze Lg - Ly = Lgp,
Lg* “Lyy = Lgh*-

Véta 1. Vektorovy prostor levoinvariantnich vektorovych poli g c< X (G) je izomorfni T,G, tj.
g~ TeG.

Diikaz. M&me X € T,G, pak X : G — TG, X(8) = Lg+(X), tj. X, € T,G. PouZitim
v:i(a,b))cR—>Ga<0<b70)=X = ¢(gt)=g 7(t) =Lg(y(t) eC®

je diky hladkosti ¢ vidét, ze X(g) = & ‘t*O ¢(g t) € TgG zavisi na g hladce:

L) = Lo 5| () = Lea(®)

g ( t)_i
dt|,_o "8V T at]

O

Pti vypoctech tak mohou vzniknout nejasnosti ve znaceni, kdy symbolem X € g mtGZeme
znacit vektorové pole na G nebo pouze vektor z T,G. V pfikladech, kde budeme tyto pojmy ilus-
trovat v praxi, budeme tyto pojmy rozliSovat. (Obvykle X vektorové pole, X|, vektor v bodé
g, X(g) jeho slozky). Jinak budeme za prvky g povazovat vektory z T,G, protoZze je s nimi
jednodussi prace nez s vektorovymi poli (v pfipadé maticovych grup se vypocty zjednodusi na
pocitani s maticemi).

1S grupami, které nejsou maticové se v LIAG p#imo nesetkdme, ale Ze tento pojem neni prazdny ukazuje existence
Lieovy grupy, kterd neni maticova (viz http://en.wikipedia.org/wiki/Metaplectic_group).



Poznimka 6. P¥ipomenuti, kote¢né zobrazeni ptisobi na funkce (¢*f)(p) = (f o ¢)(p). Lze tak
ekvivalentné definovat te¢né zobrazeni (¢ X)(f) = X(¢*f).

Véta 2. Levoinvariantni pole splfiuje Ly o X = X o L.

Diikaz. Proy: M — N,pe M, X € T,M, f € C*(N) plati:

P (X)f = X(foy) = X(@*(f)) = (Xo9™)f.
Tudiz pro Lgs, X € g plati:

Lew(X[,)f = (X| o LE)f = ((XoL2)f) ()
= Xlgp f = (XF)(gh) = (Xf)(Leh) = (LEX () (h) = ((Lg = X)f ) ()
= XoLi=LioX. O
Dtsledek 1. L7 o [X, Y] = [X,Y]oLg.
Diikaz.
Lgo[X,Y]=LgoXoY—-LyoYoX=XoLyoY—-YolLioX=XoYoLy—YoXoLy=[X,Y]oLyg
U

Definice 4. g = {X € X'(G)|X = Lg« X} nazyvame Lieova algebra Lieovy grupy G.

Definice 5. Lieova algebra (A,®,O, [, ]) je vektorovy prostor (A,®,®) vybaveny bilinedrnim
zobrazenim [, -] : A x A — A spliiujicim:

1 [X,Y] = —[Y,X],VX,Y € 4,

2. [[X,Y),Z]+][Y,Z],X]+[[Z,X],Y] =0,VX,Y, Z € A (Jacobiho identita).
[-,-] se nazyvé Lieova zévorka.
Definice 6. Uvazujme bazi (X;) prostoru 4, [, -] je uréena ptisobenim na bazické vektory, [X;, X;| =
c; ijk. ¢ ].k se nazyvaji strukturni konstanty, spliuji

1 1 !
C..m = —C: , Cilmcjk +C]'lkai +Cklmcij =0. (1)

Pozndmka 7. Pro maticové Lieovy grupy jsou Lieovy algebry vektorové prostory matic odpovidajici
dimenze a Lieova zdvorka je komutator matic.

Te¢né vektory z gl jsou v soufadnicovém zapisu X{ 6]1: e (standardni baze v GL). U maticovych
grup tak mame navic operaci sklddani prvki z gl a dokonce miiZeme i ndsobit prvky z gl a GL.
Ukaze se, Ze v praktickych vypoctech si tim usnadnime dost prace oproti obecnym Lieovym
grupam a algebram, kde takové operaco vtibec k dispozici nemame.

Pfiklad 3. Afinni transformace Af(1) naR. Af(1) = (R* xR, (x,y)(%,7) = (x% x7 +y)). Tato
struktura lze zapsat maticové (operace nasobeni matic) Af(1) = {(3¥) ,x € Ry,y € R}.

Lieova algebra se ur¢i z pozadavku na levoinvariantnost obecného vektorového pole v e =
(1,0), tj. uvazujeme pole ve tvaru X|, = adx|e + B0y|e. Aplikovanim tohoto pozadavku

0 0 0 0
Xliap) f = Liap)s X\(1,0)f = (“ax +5ay) fax,ay + b)\(x,y):(m) =a (lx&x f(xry)|(a,b) + ﬁ@ f(x/y)|(a,b))

, Zjistime, Ze X = ax0y + px0dy. Tedy Lieova algebra je af(1) = span{Xy, X}, X1 = x0y, Xp = xdy,
protoZe [Xj, Xa] = X» je af(1) uzaviend a tedy je to skute¢né algebra.

V piipadé matic mame af(1) = T,Af(1) 3 (gg),takie Xi=(33)aXa=(3}).



Ptiklad 4. Maticové grupy.

Uvazme maticovou grupu G > g (za soufadnice povaZujeme slozky matice gj.). Podobné
jako v minulém pfikladé najdeme jak vypada obecné levoinvariantni vektorové pole X, které
je urteno hodnotou v e, tj. X|, = oc;.é’ﬂe, v obecném bodé X|, = X]l(g)é’ﬂg Bud f € C*(G),

f=f (x;) Podminka levoinvariance:

Xi(g)allef = Xlof = (LeuXlo)f = Xlo(f o Lg) = af'dl, f(giat) =

p OF | OS5 OF , of
b oox, . o ek oxg © oxt

= (5],‘,1(5;, = uc;-‘g = g;;a;-‘(?ﬂgf.

8 g

> i — oi 4k
Takze Xj(g) = 8-



2 Vztah mezi Lieovou grupou a jeji algebrou

Definice 7. (Homomorfismus Lieovych grup G a H)
e Homomorfismus G a H je libovolné hladké ¢ : G — H, ¢(g-c h) = ¢(g) -u ¢(h), Vg, h e G.
e Izomorfismus G a H je bijektivni homomorfismus s hladkou inverzi.

Definice 8. Jednoparametrickd podgrupa v G je homomorfismus ¢ : (R, +) — G.

Disledek 2. Plati ¢(s +t) = ¢(s)@(t) = ¢(t)p(s), tedy nutné ¢(0) = e.

Priklad 5. G Maticova grupa:

8(t) = g(t) - 8(0) = Ly (8(0))

konst.
= 8(0) - g(t) = Rgp)s (£(0))
Poznidmka 8. Obecné:
: d .
g(s+1) = g(Hg(s) = Lypgls) = g(tl = &, (Lsos)) = Lg<t>*eg<co>
T, () Te

g
Oznatime-li pro X € g, X|, = ¢(0), pak §(t) = Ly (X|,) = X|g(t)-

Dusledek 3. Jednoparametrické podgrupy jsou integralni kfivky levoinvariantnich vektorovych
poli, tj. elementti Lieovy algebry, vychézejici z e.

2.1 Exponencialni zobrazeni

Na zédkladé integralnich k¥ivek mtizeme definovat zobrazeni g — G, které danému vektoru X|, €
¢ pfifadi néjaky bod na pfisludné integralni kiivce levoinvariantniho vektorového pole X, ke
kterému je X|, teénym vektorem.

Definice 9. exp : g — G definujeme exp(tX) = ¢(t), exp(X) = ¢(1), kde ¢ je jednoparametricka
podgrupa generovand X € g (integrdlni kiivka X € g).

Pozndmka 9. exp =: e tedy splituje ¢(t + s) = e T9)X = ¢(t)p(s) = e!XesX,

Priklad 6. Exponenciela af(1) — Af(1).

Hleddme integralni kf¥ivky vektorového pole z pfikladu 3. Pro libovolné levoinvariantni
pole jsou rovnice integralnich kiivek x(f) = ax(t) a y(t) = px(t) s pocateénimi podminkami
(x(0),y(0)) = (1,0), feSenimje (x(t),y(t)) = (e“t, g(e”‘t — 1)) Exponencielu ziskdme dosazenim
t=1,t. eX = e™uFhd — (e, g(e”‘ —1)) (pro a = 0 vyjde vysledek stejné jako provedenim
lim,x_>0).

2 k
. 4 2 1w s . « s o ﬁ _ 2 o ﬁ _ k k=1

V maticovém vyjadreni je pole (0 /g), plati (0 0) = (”6 “015), cee, (0 0) = ("6 w . 5),

Sy LA n +00 ot fgtoo gt « Proa_
awesskamecss(3) = 5 (1) = (555 F515) = (1)

Priklad 7. Exponenciela maticovych grup G.

Hledédme integralni kiivku 7(t) levoinvariantniho vektorového pole, urenou X € g. Jak toto
pole vypadd vime z piikladu 4 (znaceni pfevezmeme z tohoto prikladu, tj. X;.(e) = oc;.). Maéame
tak pro slozky pole X;(')/(t)) = 'y,i(t)X;‘ (e). Rovnice pro integrdlni kiivky tohoto pole je

O =hOXEE), MO =8, = dB=10Xe), W) =1. @

Z maticového zépisu vidime, Ze FeSenim je maticové exponenciela (t) = e'X(¢), vysledkem je
eX = (1) = X,



Véta 3. Pro libovolnou étvercovou matici A plati: € gl(n,C), potom dete? = T4,

Diikaz. Predpokladame, Zze 3B, tak, Ze D = BAB™! diagondlni (diagonalizovatelné matice jsou
husté v mnoZzine vSech matic a obé strany rovnice jsou spojité = plati obecné).

TrD = TrBAB~! = TrAB~ 1B =TrA

Plati eBAB™" = BeAB~1 z definice pomoci fady, proto det eP = det Bdet B~! det e? = det e4, a
protoze D = diag(Aq,...,Ay) = eP =diag(eM, ..., eM), tedy

n
det eP = n M = ek M = exp(TrD).
k=1

O

Véta 4. Bud G Lieova grupa, pak exp : g — G : X — eX je lokalni difeomorfismus okoli 0 € g na
okoli ¢ € G. (Toto zobrazeni neni obecné surjektivni ani injektivni na celé G).

Diikaz. g jako vektorovy prostor lze chapat jako varietu, Tog =g = exp je hladké zobrazeni
variet. exp, | o : Tog =g — g = TG, exp(tX) je integrali kfivka prochazejici e, s te¢nym vektorem
X = exp,|, = identita = podle véty o inverzni funkci je exp lokdlni difeomorfismus.

Detailné: exp : X — eX

P I oy L) 1) et gy

exp, (X|o)f = lim lim

= exp,(X]p) = exp,(X)|, = X],. A

Pozndmka 10. Pro matice plati: exp, (X) = %(etx)‘tﬂ = 4 (1+tX+0(1?)) ’t*O =X.
Pozndmka 11. Je ziejmé, Ze exp nemiliZe byt surjektivni pro grupy s vice komponentami sou-
vislosti (nelze spojit kfivkou body z rtiznych komponent). exp neni obecné surjektivni ani pro
souvislé G, pouze v piipadé, Ze je G kompakini.

2.2 VySetfovani souvislosti variet

Definice 10. Budte V ¢ M dif. variety (V podvarieta M). V je deformaéni retrakt M pravé
tehdy, kdyz 3 r: {0,1) x M — M spojité, takové zZe

o Vme M, r(0,m) =m,

e YoeV,Vte(0,1): r(t,v) =0,

o VYme M, r(l,m)eV.
Definice 11. Souvisla varieta M je jednoduse souvisla praveé tehdy, kdyZz plati:

e Vv :(0,1) — M, spojité, 7(0) = (1)

e 3¢ :(0,1) x (0,1) — M, spojité takové, ze Vt € (0, 1), $(0,t) = v(t), ¢(1,t) = v(0)
Véta 5. V je deformadni retrakt M, pak

e M souvisld < V souvislj,

e M jednoduse souvisld < V jednoduse souvisla.

Diikaz. Souvislost zfejma. Jednoduchd souvislost plyne z toho, Ze pro k¥ivky plati vy (t) =
r(Lym(t)). -



Pozndmka 12. Souhrnné pojednani o souvislosti ndmi pouzivanych grup je v The American Math-
ematical Monthly Vol. 74, No. 8 (Oct., 1967), pp. 964-966.2

Priklad 8. SL(2,R) = (1Y), xw — zy = 1 neni jednoduse souvisla.

Lze ji zdeformovat na SO(2): Nejprve definujeme V; tak, aby
v (’f 3{) eV, ¥+ =1, 2w —zj = 1.
Z o

1

t =
Polozime r1 (t, (1Y) = (zit;z “(i:i) , kde a(0) = 1 a pro a(1) platf a?(1) (x> +22) = 1.
Zvolime proto a(t) = —L— > aV; =Imr (1,.) = SL(2,R) uz spliiuje pozadavky. Déle zdefor-

(x2422)
mujeme V; tak, aby sloupce byly ortonormalni vektory:

2(o(E2)) = 8) o 3)

Vo =Imry(l,.) = {(’Z“ Zyu) e SI(2,R)

x24+22 = 1, xy+zw:0}

N=

2
- 2w wozy = -E o=l Suthy? =
xy+zw = = x=- ) % 3
x2+zz :%4_22:1 :wz—FyZ :ZT

= w+yr=1 = V,=50(2) = {(f5in0)|6 e (0,27)} souvisla a topologicky eqvi-
valentni S!. SL(2,R) je tedy souvisl4, ale neni jednoduse souvisla.

Podivame se je$té na exp : s[(2,R) — SL(2,R).

2 2
5[(2,]12):{A:<§ _yx)x,y,ze]R}:A2:<x y) :<x tyz 0 >:—detA~]1

z —x 0 zy + x2
cosdet A -1+ \/dleﬁsin\/detA-A detA >0 = Tred =2cos+v/det A € (—2,2)
ed = cosh«/\detA|-]l—l—\/ﬁsinhwﬂdetA\-A detA <0 = TreA =2cosh+/|det A| > 2
1+A detA=0 = Tred=2

= TreA>-2 VAesl(2,R) = napk (‘02 _0%) e SL(2,R)\ exp (s((2,R)).

Disledek 4. G nemusi byt celé pokryté exponenciélou, pokud je jen souvislé. Pro G jednoduse
souvislé to uz plati. Bez dtikazu.

Poznidmka 13. Lze ukazat, ze SL(n, R) neni jednodus$e souvisld Vn € IN.

Véta 6. Bud G souvisla Lieova grupa, g € G. Pak existuje n € IN, Xy,...,X;; € g takové, Ze
g =eXieXa  eXn,

Diikaz. Mé&me e € Uy = Uy = G. Predpokladame (.)~! : Uy — Uy (jinak bereme Uy = Uy N ut,
kde LIO_1 = {¢7!lg € Up}). Konstruujeme U; = Ugeu, , §Uo, zfejmé U; < U; + 1 a protoZe
Lg(Uo) = (Lg(Up))°, je taky U; = U7. Oznatme U = |, Ui, pak U = U° a pro V = G\U plati
= V. Chceme ukdzat, ze Vg € V, gly = Lg(Up) = (Lg(Up))° < V. Sporem: Lo(Uy) n U #

= dJugely gupeld = gc¢ Uual c U, protoze U,-ual c Ujug < Ui < U,

spor. = V=V° = U=Uecl = U#x = U=G O

2 http://www. jstor.org/stable/2315278




2.3 Tok levoinvariantniho vektorového pole

Véta 7. Tok generovany levoinvariatnim X (tj. X € g = T, G) je jednoparametrickd grupa pravych
translaci, tj.

Ph(g) =ge'* = Dy =Rux.

Diikaz. Pro X € gje X[, € T.G a e'X je integralni k¥ivka prochézejici e. UkdZeme, Ze integralni

kiivka tohoto pole prochazejici g je ge!*:
d £X d £X
—| get =Low —| €% =L X|,=X|,,
dt ] *dt],_ g §
g 7(t) = X(v (1))
70)=¢ = () =e*
W0 =g = () =geX =Ly (X) = Rux(g)
= (Dl;( = Retx ]

Dusledek 5. X € g, Y € X(G), YoRy = Rf oY, potom [X, Y] = 0. (To znamenad, Ze levoinvari-
antni a pravoinvariantni pole komutujf.)

Diikaz.

X, YIf = X(0f) = Y(XF) = Jim 1 ((Yf) o Rax = Y~ Y(f o Rux) +¥) =

.1
= lim —((Rix o Y)f = (Yo RYx)f) =0
Véta 8. M dif. varieta, X, Y € X' (M), ®X, ®) jejich toky, p € M. Potom

(X 1If)(p) = lim IO 2SI

kde o (t) = (DY, 0 @X, 0 ®) 0 ®F )(p), tedy ¢’ (0) = p.

Diikaz. Pro jednoduchost zavedeme nésledujici znacent:

3=0'(2) 2= ¢4 (1)

4=67'(3) _
0=p 1= ¢%(0)

2
£(1) = £(0) = £XF(0) + 5 X(X£)(0) + O()
2
£(2) = £(1) = (Y1) + SY(YF)(1) + O(F)
2
£3) ~ F(2) = ~1Xf(2) + S X(Xf)(2) + O(F)

2
£(4) = F(3) = —tYF(3) + SY(YF)(3) + O(F)
2

10



XF(0) = Xf(2) = Xf(0) = Xf(1) + Xf(1) = Xf(2) = X (Xf)(0) — Y (Xf)(1) + O(*) =
= —tX(Xf)(0) — tY(Xf)(0) + O(#?)

YF(1) = Yf(3) = YF(1) = Yf(2) + Yf(2) = YF(3) = —tY(Yf)(1) + X(Yf)(2) + O(t?) =
= —1Y(Y)(0) + tX(Yf)(0) + O(?)

F(4) ~ £(0) = ~PX(XF)(0) ~ PY(XF)(0) - PY(YF)(0) + PX(YF)(0)+
2 2 2 2
+5X(XF)(0) + 5 Y(YF)(0) + 5 X(XP)0) + 5 Y(YF)(0) + O(F) =
= A(X(Yf) - Y(X£)) (0) + O(F)
= lim S (Fe(0) — £(p) = [XOO) = Y (X)) (p)
Disledek 6. X,Yeg = [X,Y]f(p) = lim_o- (f(Re-trRe-ixRarRyx(p)) = f(p))

Dusledek 7. Pro maticové grupy tak plati [X,Y]|, = XY - YX, VX, Y e g.

Diikaz. e =1, Ry Ro—ixRov Ryx (1) = elXetYe=tXe=tY

X, Y]f(e) = lim l(f (e™ee™Xe™) — £(1)) = lim %(f (eViXeVMemViemY) _ f(1))

t—0* £2 t—0+t

% =0 % . ((M\/?X) +;X2) <<11+\/tY> + ;w) x

x ((ﬂx/ix) +£X2> ((1\/EY) +£Y2> %

= [XY[f()= XY-YX) f(1) = [XY]j=X}Yh—Yh XL
maticové nédsobeni

(exﬁxe\/EYe—«/iXe—\ﬁY> _

(1+£(XY = YX) +O(/F)) = XY - ¥X

t=0

O

Pozndmka 14. G Lieova grupa, g Lieova algebra, h podalgebra g. Potom existuje vnofena podva-
rieta H < G, takova, Ze H je podgrupa G a jeji Lieova algebra je p¥irozené izomorfni b.

Pozndmka 15. Obecné se nejedna o vloZeni. UvaZujme naprlklad T? = S'[g] x S'[9), (91,01)(92,02) =
(@1 + ¢2,61 +6,), e = (0,0). Vektorové pole X = ady, + bdg € 2, h = span{X} p=a0=b =
H = {at, bt|t € R}. Protoze [X, X]| = 0je h jednorozmérna podalgebra Pro 3 € Qje kiivka na toru
uzavfend a jednd se o vloZeni, pro ; ¢ Q ale v topologii T2 je H = T2, {j. nejedna se o vloZeni.

2.4 Vlastnosti homomrfismi (cviéeni)

Lemma 1. Nechi G,G jsou Lieovy grupy, ¢ : G — G hladky homomorfismus, tj. Vg, h €
G, ¢(gh) = ¢(g)p(h), pak plati:

(P*OLg*—L¢ O(P*, (P*XE §|¢(g),VXeg
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Diikaz. Z definice plati Vg, h e G, VX € g:

Low X[y = Xgp

4)(Lgh) = L¢( )h = 4)0 Lg = L¢ 47 = (P* o Lg* = L(P O(P*
= P X|gh = ¢PuLgx (X[,) = L gy X|,. Déle necht p(g) = &, ¢(h) = h, pak:

Lg* (‘P*X)\z = L</>(g)* (4’*X)|¢ = L<p (g)% © P (Xlp) = ¢ 0 Lex (X[},) =
= s (Xlgh) = @X)gem = @X)|5
= Lp X = @ X)|g = X € Blyq, VX en O

Lemma 2. ¢ (e'X) = el¥*X

Diikaz. Obé strany rovnice jsou diky ¢(gh) = ¢(g)¢(h) 1-parametrické podgrupy = staci
ukézat, Ze te¢né vektory v e jsou stejné.

d

a4 tps X
e
dt|,_g

t=0

d

= X L= =

R (|, e = @k = g
Diky grupovosti tedy plati:

doe) - ] el -

d
S = (X e

¢ (etX) ) (esX) = L (e (P X) |5 = (¢*X)|¢(etx)

5=0

= obé strany lemmatu jsou feSeni stejné ODR se stejnou pocatecni podminkou ¢ (etx ) | =0 =

Lemma 3. [p+X, p+Y] = ¢u ([X,Y])

Diikaz. Mé&me f € C*(G):

(9:Y) flpg) =Y (Fod)lg = f(4>(ge”))=% f(9(9)9 (7)) = i

(fo (etx)))(p(g)

[0+ X, Y] flop) = js o % o [f (gb(p)cp (esx) ¢ (ety>) —f (<P(P)4’ (ety) ¢ (esx))] =
231 T ) sl -
581 e o) e )

= (X, Y] (fod)l, = (X Y] (fod)l, = ($x[X,Y]) floep)
= [P X, 9] = ¢ ([X,Y]). .
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3 Nastin teorie integrabilnich distribuci

Definice 12. k-rozmérnd distribuce na varieté M, dimM = n > k, je hladké zobrazeni, které
kazdému p € M piifazuje k-rozmérny podprostor v T, M. Znatime Ay (p) < T, M, dim A (p) = k.

Pozndmka 16. Hladkost z pfedchézejici definice chapeme ve smyslu: Vp € M, JU = U°, p €
U, X1, ..., X € X(U) tak, ze Ag(q) = span{X1|q,. . Xk|q}, Vg e U.

Definice 13. Integrdlni podvarieta dimenze ! distribuce A je vloZend podvarieta N dimenze !
takovd, ze Vp € Nje T,N < Ar(p).

Definice 14. Distribuce Ay je (iplné€) integrabilni pravé tehdy, kdyZ Vp € M existuji na okoli

1

U bodu p soufadnice (x xRyl ,y”_k) takové, Ze rovnice y/ = konst;, Vj € n—k definuji

k-rozmérné integralni podvariety distribuce Ay. Takové (x,y) se nazyva Frobeniova mapa.

Véta 9. (Frobeniova) Ay je tplné integrabilni < [Ag, Ai| < Ay, to znamend
vU=U"c M, VX, YeX(U),Vpel:X(p),Y(p)eA(p) = Vqel, [XY](Qq) € M(q).
Bez dtikazu.

Pozndmka 17. Pouzivé se zapisu [X, Y] e Ay < Vge U, [X,Y](q) € Ax(q).
Poznimka 18. [Ag, Axl(p) = span{ [Xl,X2]|p‘X1,X2 eX(U),peU=U"Vgel: Xi|,, Xa|, € A(q)}

Pozndmka 19. Integrabilni podvariety M, N, pro které M n N # (J lze navazovat, tj. vytvaret
podvariety postupem O = M U N.

Definice 15. Sjednocenim ntegrralnich podvariet ziskdme listy distribuce A;. Maximalni list
je takovy, ke kterému uZ nelze pfidat Zddnou integralni podvarietu. Maximalni listy tvofi tzv.
foliaci variety danou integrabilni distribuci.

Pozndmka 20. Nejednd se obecné o vloZeni, protoZe se vloZenost mtiZe narusit nekone¢nym sjed-
nocenim (viz ptiklad s T?).

Véta 10. (Chevalley) Maximdln{ listy integrabilni distribuce jsou prosté vnofené podvariety. Bez
dikazu.

Diusledek 8. Pro Lieovu grupu G a algebru g a podalgebru b — g, spltiujici [b, h] < b je podvarieta
H z pozndmky 14 maximalni list integrabilni distribuce uréené h prochézejici e. H je podgrupa,
protoze diky levoinvariantnosti h je gH op&t maximaln{ list. Ten je z definice bud totozny s
ptvodnim nebo s nim méa prazdny priinik. Alepokudge H = ge=geH = gH=H.
Obdobnége H = ¢ 'H=H,protozeg '¢g=ecH = g leH.
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4 Akce grupy na varieté

Definice 16. (Leva) akce Lieovy grupy G na varieté M je hladké zobrazeni ¢ : Gx M — M
vyhovujici

o ¢(§182,m) = P(g1,¢(82,m)), V81,82 € G, Vm € M,
o p(e,m) =m,Yme M.
Pozndmka 21. Obdobné prava akce:
o ¢(m, 8182) = p(P(m,81),82), V81,82 € G, Vm e M,
o p(m,e) =m,Vme M.
Pravé akce lze vyjddFit pomoci levé akce zdménou g — ¢~ 1.

Definice 17. Pro uzavienou (v topolgii G) podgrupu H Lieovy grupy G. Definujeme levé cosety
gH = {ghlh € H}. (§H = Oq jsou tedy orbity pravé akce H na G.) MnoZinu levych cosetl
oznacime G/H, tj. G/H = {gH|g € G}.

Pozndmka 22. Pokud H je uzaviena podgrupa G, 1ze na G/ H zavést pravé jednu hladkou struk-
turu takovou, ze (G,G/H,m; H), m: G — G/H, n(g) = gH, je fibrovany prostor.

Definice 18. Akce ¢ : G x M — M je tranzitivni < (Vmy, mp € M)(3g € G)(my = ¢(g,m1)).

Definice 19. Necht ¢ tranzitivni xy € M. Grupa izotropie (nebo také grupa stability nebo mala
grupa) bodu xg je

Hy, = {g € Gl¢(g,x0) = x0} - 3)

Poznimka 23. ProtoZe pro libovolné x € M, 3g, € G takové, ze x = ¢(gx, x0), tedy Vg €

Hyy, ¢(8:808% 1 %) = ¢(8x, (30,483 ",x))) = x, plati Hy = geHygy", tj. vSechny grupy
izotropie jsou konjugované, totozné v pfipadé normélnich H,.

Dusledek 9. Pro tranzitivni ¢ je M ~ G/ Hy, a volba nezavisi na x(, protoze Vgx € G, ¢(gxHx,, x0)
¢(gx, x0) = x, mdme tedy korespondenci G/Hy, 5 gxHx, < x € M.

Definice 20. Varietu, kterou Ize zapsat ve tvaru M ~ G/ Hy, pro néjakou Lieovu grupu G s tranz-
itivni akei nazveme homogenni prostor.
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5 Reprezentace Lieovych grup a algeber

Definice 21. Reprezentace Lieovy grupy G na vekt. prostoru V je hladky homomorfismus ¢ :
G — GL(V).

Pozndmka 24. V p¥ipadé dim G = +w je vhodné uvazovat /% a ¢ : G — B(H).

Definice 22. Reprezentace Lieovy algebry g na vekt. prostoru V je (hladky) homomorfismus
¢ :g— gl(V). (Tedy ¢ je linearni a plati [¢(X), ¢(Y)] = ¢([X, Y]).

P#iklad 9. Reprezentace s50(3) na C*(R%): ¢(X;) = €;jkxx0; (sumace podle dolnich indext).

Definice 23. Reprezentace G (resp. g) je vérna, pravé kdyz ¢ je prosté zobrazeni (monomorfis-
mus).

Pozndmka 25. Na zakladé vérné reprezentace jsme schopni zrekonstruovat G (resp. g), proto
nazyvame vérné reprezentace realizaci dané G (resp. g), nap¥. so(3) jako matice nebo vektorova
pole z pt. 9.

Definice 24. Bud X c gl(V). Zje
e reducibilni < (IW cc V,W ¢ {V,{0}})(EW < W),
e ireducibilni & (YW cc V,W # V)((EW c W) = W = {0}),
e tiplné reducibilni & (YW cc V,ZW c W)(3W cc V,ZW c W)(V = WO W).

Reprezentace G (resp. g) je ireducibilni (reducibilni, tipIné reducibilni) pravé tehdy kdyz ¢(G)
(resp. ¢(g)) je ireducibilni (reducibilni, tplné reducibilni).

Priklad 10. Reprezentace ¢ : G — U() (unitarni reprezentace) jsou tplné reducibilni, protoze
z unitarity plati $(G)W ¢ W = ¢(G)W' = W, Navic na drovni algeber plati ¢, : g — u(#) a
pomoci exponenciely dostaneme pro X € g:
+ -
p(eX) = ¥ (¢(e><)> —¢p(eX) T = e (X

_ (eqv,k(x))* _ el (X))

= (qb,k(X))+ = —¢4(X), §j. ¢« (X) jsou antihermitovské matice, u(#’) = {B € gl(#)|B + BT = 0}.
Ve fyzice se obvykle pouZivaji hermitovské matice, proto se definujf fyzikalni velic¢iny

A Ap = —iA. (4)

Ap jiz spltuji A = Ap.

Shurovo lemma

Véta 11. V vektorovy prostor nad C, dim V < +o0, £ < gl(V) ireducibilni. Potom VA € gl(V) :
([AZ] =0= (31 e C)(A = AD)).

Ditkaz. A € gl(V) = o(A)# P = 3FAeC:W =ker(A—A1) # {0} = (A-
ADEW =2(A-A1)W =0 = ZXWcker(A-Al) = W jeinvariantni podprostor =
W=V O

Véta12. V nad C, X < gl(V) uplné reducibilni. Pokud plati (VA € gl(V))([A,ZX] =0= (A €
C, A = Al)), potom X je ireducibilni.

Diikaz. W # {0} invariantni podprostor = JW invariantni podprostor takovy, ze V = W@
W,vSeX S:W—>W,S:W—>W = definueme A: Al = AL, Al = lambdal, 4.

AWCW, AWcW = [AS=0,vSeX = 3eCA=A1 = W={0} =
V=W. m
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6 Souvislost Lieovych grup a algeber

Pozndmka 26. Souvisla varieta M je jednoduse souvisld <  vSechny uzaviené kfivky Ize hladce
zdeformovat do bodu, tj. na konstantni zobrazeni S' — xo € M.

Definice 25. Budte M, M souvislé variety. M je nakryti M pravé, kdyz 3 7 : M — M spliiujici
o Vxe M, U =U°, 7V(U) = Upez Un, Us = U = M, Uy nUp = &, Yo # B,
o 7|y, : Uy — Uje difeomorfismus.

Pozndmka 27. Pojem nakryti je podrobnéji rozebran ve Feckovi, kapitola 13.3.

Priklad 11. M = S', M = S!, TI(e'?) = e%¢

Priklad 12. M = S', M =R, T1(¢) = e'¢

Definice 26. Nakryti M variety M je univerzalni pravé, kdyz M je jednoduse souvisla.

Pozndmka 28. VSechna univerzalni nakryti souvislé variety jsou izomorfni.

6.1 Konstrukce univerzilniho nakryti

Pozndmka 29. Pro k¥ivky 71 : {0,1) - M, 7:{0,1) - M, 71(1) = ¥(0) definujeme:

N N 1

Y107 :40,1) > M:y1079(t) = 711(2t) O<st<jy
N 1

= 7(2t) E<t<1

Y 10, 1) > M:y L) =y(1—1) 0<t<1

xo € M fixni, pak M = {[7][7:<0,1) = M, 7(0) =x0}, v ~ 7 = (v(1) =F(1) Avo 7~ je
mozno deformovat do y(t) = xp ). Vezmeme jednoduse souvislé okoli x € M, Uy = Uy =
Yy e U, Iy : (0,1) = M : 7yy(0) = x, 1ay(1) =y, 1ay(t) € Uy, Vt € {0,1). VSechny takové
Yx,y sSpojujici x a y uvniti jednoduse souvislého okoli jsou ekvivalentni. Definujeme U € M okoli
[7] jako U = {[y o 7xylly € Uy} . Plati tedy 7 0 72y (0) = x9, Yo vxy(1) =y. = Definujeme-li
I1([y]) = v(1) € M, pak takto definované U je homeomorfni U,.

IT definujeme jako hladké zobrazeni, pomoci (11|;;) - preneseme hladkou strukturu a ukdZzeme
Ze timto lze definovat hladkou strukturu na M. O M lIze pak dokézat, Ze je jednoduse souvislé.

Je-li G souvisld Lieova grupa, pak na G mtiZzeme definovat strukturu Lieovy grupy nasledovné:
xo=e VgeG, 7.:(0,1) > G, 14(1) =g,

o [ve] [l = [vg-Lg(m)], Vg, h € G kde Ly(y)(t) = g - mu(t), vt
® 2= [7e], 7Ye(t) = e, Vt
-1 _
™ = [ )]
o IT([v¢] - [vn]) = g h 4. I1je homomorfizmus grup
= g =~, protoze okoli po¢atki jsou difeomorfni.

Véta 13. (Ado) Prolibovolnou kone¢nérozmérnou Lieovu algebru g existuje jeji vérna kone¢nérozmérna
reprezentace p : g — gl(V), dimV < +w, g ~ p(g) << gl(V). Bez dikazu.

Disledek 10. Ke kazdé Lieové algebie existuje piislusna souvisla Lieova grupa G c< GL(V).
Diéle ke G muZeme najit jednoduse souvislou G (nikoliv jiZz uvnitf GL(V)).
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Véta 14. Ke kazdé kone¢nérozmérné Lieové algebie g existuje praveé jedna souvisld a jednoduse
souvisla Lieova grupa G takové, Ze g je jeji Lieova algebra. VSechny ostatni souvislé Lieovy grupy
s touto algebrou g jsou nakryvany G a mohou byt proto zapsany jako G/D, kde D je diskrétni
normélni podgrupa. Bez diikazu.

Pozndmka 30. D normdlni < ¢Dg~! = D, Yge G = propevné zvolenédye Da¢ : G —
D c G:¢(g) = gdog~! € D,je ¢(G) souvisla diky tomu, Ze G je souvisld a ¢ hladké. A protoze
D je diskrétni podmnozina G = ¢(g) =do, Vge G = gdy=dog, V§e G = Dc
Z(G) ={heGlhg=gh, Vge G} = D je Abelovska.

Pozndmka 31. p reprezentace gna V, dimV < +00 = p je reprezentace jednoduse souvislé
grupy G. Zéroveri ale pokud p(D) # {1}, pak nelze skonstruovat p : G/D — GL(V), tj.:

e o(D) = {1} a médme tedy reprezentaci G/D,
e nebo p(D) # {1} a reprezentaci nemdme (viceznalnd reprezentace).

Pozndmka 32. Pomoci pfedchozich vét mame vyfeSen problém vsech souvislych G se stejnou g.
Teoreticky mtizeme vZdy nalézt univerzalni nakryti G a ndsledné ho faktorizovat podle moznych
D a tim ziskam vSechny G.

Priklad 13. Pro su(2) existuji prévé 2 souvislé Lieovy grupy SU(2) a SO(3) = SU(2)/(_1;-
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7 Lieovy algebry

Predpokladame kone¢nou dimenzi.
Definice 27. Podalgebra h) Lieovy algebry g je vektorovy podprostor v g spltiujici [h, h] < b.
Poznidmka 33. Pro a,b cc g, znalime [a, b] = span{[X,Y]||X € a,Y € b}.

Pfiklad 14. V Lorentzové algebie generatory boostti komutuji na rotace, tedy netvoii podalgebru.
Rotace podalgebru tvori.

Definice 28. h) podprostor g je idedl < [h, g] < b.
Priklad 15. V Lorentzové algebte [MH', P¥] ~ P?, tedy translace tvoti ideal.
Definice 29. Faktoralgebra podle idedlu hje g/b = {g+blg € g}, [g1+ b, §2 +b] = [g1, ] +b.
Definice 30. Lieova algebra g je
e Abelovskd < [g,g] =0,
e prosti < dimg>1ajedinéidedlyvgjsoulOag,
e poloprostd < jediny Abelovsky ideal v g je 0.

Definice 31. Lieova algebra g je direktnim souctem idedlti g1, g2 < g = g1 @ g2 jako vektorové
prostory, §j. 0 # g1, 92 =< g, [91,01] < g1, [92,02] < 92, [91,82] = O,

Pozndmka 34. Déale budeme direktni soucet vektorovych prostorti znacit V = V; + V5.

Definice 32. Lieovu algebru g nazveme rozloZitelnd < 3g;,g2 # 0, g = g1 @ g2. Jinak g nero-
zlozitelna.

Piklad 16.
gl(n) = a(l) ®sl(n), a(1l) = span{1}
u(n) = a(l) ®su(n), a(1) = spang {il}
s0(4) = s0(3) ®so(3)

7.1 Charakteristické série idedlu

Definice 33. Centrum Lieovy algebry gje maximdlni idedl {! s vlastnosti [g,{'] = 0, tj. ' = {x e
ol[x, g] = 0}, znatime 2(g) = {(g) = ' (g) = "

Definice 34. Charakteristické série ideéla v g:

e derivovana série: g(0) = g, g = [gk=1) gk=1)] vk e N. Pokud In e N, g =0, algebra

g se nazyva feSitelna.

e dolni centralni série: g! = g, g~ = [gk_l,g], Vk > 1. Pokud 3n € IN, g" = 0, algebra g se
nazyva nilpotentni.

e horni centralni série: ' = Z(g), ¢¥ = {x e g|[x,g] = ¥}, Vk > 1, (F1 < ¢F).

Pozndmka 35. g2 = g(1), gk) < gk+1

, §j. kazda nilpotentni g je feSitelna.

Véta15. gjenilpotentni < limy_, k=g

Ditkaz. =) g nilpotentni = 3k < dimg, ¢ =0 = g~ < Z(g) = ¢'. Indukei
ukazeme, Ze plati g*~/ = {J. Proj = 1 zfejmé, j — j + 1:

[gkf]fll g} — gkf] - g] - gkf]fl - ]+1'
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<) 3k, ¢ = g. Indukci ukdzeme, e plati F—/+1 = g/. Pro j = 1 zfejmé, j — j + 1:
g c it o [g]’,g} — gt gkit1=1 = gk

- o=z - =0

Priklad 17. Heisenbergova algebra h(n) = {X;, P;, 1|[X;, Pj| = d;1, i,j € f1} je nilpotentnf:

(h(m))? =span{l} = (b(m))’ =0

0o 2
Priklad 18. Strikin& horni trojuhelnikové matice str(n) = { < s

) ) € ]R”'”} jsou nilpotentni.
0..0

2?2
Priklad 19. Horni trojahelnikové matice tr(n) = { ( ) € ]R”'”}:
0o 2

[tr(n),tr(n)] = str(n), [tr(n),str(n)] = str(n)
= jefeSitelnd, ale neni nilpotenti.

2 N M

Definice 35. Maximaln{ feSitelny idedl v g se nazyva radikal a maximdlni nilpotentni ideal se
nazyva nilradikal.

Pozniamka 36. Necht ¢ je radikél algebry g. UvaZzujme g/t a v ni abelovksy ideél h/r < g/, 4.
tcheg [hocr = b crasoutasns Ik, K = 0, 4. vje fesitelna = pH**) <
t®) =0 = podle pfedpokladu maximality tjeh =t = g/t nema netrividlni abelovsky
ideal = g/tje poloprosta.

Plati dokonce jeste silnéjsi tvrzeni:

Véta 16. (Levi) Kazdou Lieovu algebru g 1ze rozloZit na (polopfimy) soucet poloprosté algebry s
a radikélu v

g=s+rt, [s5,5]cs, [s,t]cry, [nr]cr,

pfi¢emz s je uréena aZ na izomorfii. s nebo v mize byt rovna 0. Bez dikazu.

7.2 Vlastnosti idealu (cviceni)
Vétal7. by, hyidedlyvg = [by,b2], b1+ b2, b1 nhyidedlyv g
Diikaz.

[[hl/hZ]/g] = [blr [6219]] + Hbl/ g]/bZ] c [bl/ hZ]
(b1 + b2, 0] = [b1, 0] + [h2, 0] < By + h2
h1nbaglch A [hinbyglch = [bhinbyglchinb

Dusledek 11. hidealvg = b5 p®) idedly v g

Véta18. by, by feSitelnéidedly vg = by + b feSitelny idedl.
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Diikaz.
(b1 +b2) Y = [b1 + b2, by + b2] = [b1, 1] + [b1, 2] + [62, b1] + [b2, ba] = b§” + [b1, 2] +b§l)
—

Chinby
dim (hy + b2) +dim (hy N b2) = dim by +dimb, = (b +b2)/b1 = h2/(h1 N b2)
hy Fesitelny = ho/(h1 N by) FeSitelny = (hy + hy)/hy TeSitelny = (hy + by) feSitelny

O
Véta19. by, by nilpotentniidedly vg = by + b nilpotentni ideal.
Diikaz. Chceme ukézat, Ze In € N, VXq,..., X, € by u by, [ X1, [ X2, ..., [Xu_1, Xn]]],: 0.
b1, b2 nilpotentni < 3k € NN, f)’{ =0, f)g = 0, vezmeme tedy n = 2k = BUNO aspon k
zX1,...,Xnjezby:
Xebl, Yeh = [XY]en) T, Xebl, Yeh, = [XY]eb)

= [X1, [XZI R [Xn—ll Xn]” € h]f = {O} O

7.3 Derivace

Definice 36. Derivace Lieovy algebry g je linedrni zobrazeni D : g — g spltiujici D([x,y]) =
[Dx, y] + [x, Dy], ¥x,y € g.
Definice 37. G Lieova grupa a g jeji algebra.
o Adjugovani akce Lieovy drupy G na G je ¢, ¢(g,h) = ¢g(h) = ghg™!, (¢g = Lgo Re1,
P51 © Pgr = Pz120),
e adjugovani reprezentace Lieovy grupy G na g je Ad : G — GL(g), Ad(g) = ¢Pgxle =
LgxoR o lss
¢ adjugovana reprezentace Lieovy algebry gna gjead : g — gl(g), VX € g, adx = Ad«(X),
f. adxY = Ad4(X)Y = %‘tzo Ad(eX)Y.
Ad(g)X

Pozndmka 37. Adjugovanou reprezentaci lze ekvivalentné zavést pozadavkem geXg~! = e
Pro maticové grupy lze Ad(g)X vypotitat jednoduse vztahem

Ad(g)X = gXg}, Vge G VXeg. (5)
Podobneé se zjednodusi vypocet ad.
Véta 20. adxY = [X,Y].
Ditkaz. Pro VX € ¢ mame X(f)(p) = & o (fopX)(p) = &

zéroveii e?*(X) = ¢ (eX) , V¢ homomorfismus.

f(pe), ¥f € €*(G) a

s=

d d d d
adx(Y)fl, = 5 o Adex(Y)fl, = 5 - Perxx (V)1 = 35 TR R spax 0 =

_4d d spax, () — 4 d sr)) - 4 d X Y —tX) _

= ds|,_, dt t:0f<”e i ) = ds|_, dt tzof(m’e”‘ (e )) = ds|_, dt tzof(pe ¢ e ) -
:=F(t,s,—t)

_4d) 4 _4, 4 _d| 4 XY g (st otx)) _

T T A R el N A e H=TA (f (pee™) =1 (peeX) ) =

d d
= 5| Yf(pe™) - 4 Xf(pe™) = X(Yf)(p) = Y(Xf)(p) = [X,YIf(p)
t=0 s=0
= adx(Y) = [X,Y]. g
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Pozndmka 38. Pro matice je to ihned: %etXYe_tX =XY-YX=[XY].

Disledek 12. Diky Jacobiho identité je adx derivace.

Definice 38. Derivace D je vnitini, pravé kdyz (3X € g)(D = adx). V8echny ostatni se nazyvaji
vnéjsi.

7.4 Vztah redlnych a komplexnich algeber

Definice 39. Pro g redlnou Lieovu algebru existuje jedind komplexni Lieova algebra g¢, nazyvana
komplexifikace g, kterou definujeme jako gc = g +ig = C®g, tj.:

[x + iy, u + o] = [x,u] = [y, 0] +i([y,u] + [x,0])
(x +iy)(u+1iv) = (xu — yv) +i(yu + xv)

Pozndmka 39. Pro kazdou komplexni Lieovu algebru g miZeme jednoznaéné zkonstruovat gr
pomoci libovolné baze {x]-};l=1 c g a doplnénim na spang {x;, ixj};lzl. (Strukturni konstanty jsou
pak redlné a komplexni ¢ésti ptivodnich.)

Pozndmka 40. Pro g z pfedchozich definic plati dim¢ gc = dimp g a dim ggr = 2dim g.
Definice 40. Redlna forma komplexni g je libovolna redlna § splitujici g = §c.

Priklad 20. su(2)c = sl(2,C) =sl(2,R)¢, 50(1,3)c = s0(4) =s0(4,R)¢

7.5 Zobrazeni Lieovych algeber nad stejnym télesem
Definice 41. Linearni zobrazeni ¢ : g — b:
e ¢je homomorfismus < [¢p(X),p(Y)] =¢([X,Y]), Vx,yeg,
e homomorfismus ¢ je endomorfismus < h=g,
e homomorfismus ¢ je izomorfismus < ker$ = {0}, ¢(g) = b,
e izomorfismus ¢ je automorfismus < h=g.
Priklad 21. Vg € G je Adg : g — g automorfismus. VX € g, adyx : g — g neni homomorfismus,
protoze adx[Y, Z] = [adxY, Z] + [Y,adxZ], ale ad : g — gl(g) je homomorfismus.
7.6 Killingova forma
Definice 42. Symetricka bilinedrni forma w na g je:
e invariantni viidi automorfismimg < w(P(X),¢(Y)) = w(X,Y), V¢ € Aut(g),
e ad-invariantni (invariantni) < @([X,Y],Z2)4+w(Y,[X,Z]) =0, VX,Y,Z € g.
Pozndmka 41. w invariantni vidi automorfismtim, pak VX, Y, Z € g plati

d

w (AdetxY, AdetxZ) = (U(Y, Z) /dt

t=0
w(adxY,Z)+w(Y,adxZ) =0

=  w je ad-invariantni (naopak neplati).
Priklad 22. [X,Y] =0, VX,Yeg = libovolnd w je ad-invariantni.

Definice 43. Killingova formaje K:gx g — T:K(X,Y) = Tr(adx cady), kde T je téleso.
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Pozndmka 42. adyx) : ¢ — ¢. ¢ automorfismus:

ady)Y = [p(X), Y] = [¢(X),¢ (7)) | =9 ([X,¢7'(M)]) = (poadxoe™!) (¥)

= adyx) =¢oadxo ¢~ L. Pro Killingovu formu tedy plati :

K(¢(X),p(Y)) =Tr (47 cadxog logoadyo (,b_l) = Tr(adx cady) = K(X,Y),
tj. je invariantni vii¢i vem automorfismtm.
Pozndmka 43. Explicitné K ad-invariantni:
K([X,Y],Z)+K(Y,[X,Z]) =K (adxY,Z) + K(Y,adxZ) = Tr (adadxy oadz +adyo adadXZ) =
=Tr (aandyadZ — adyadxadz + adyadxadz — aandyadz) =0
Véta2l. h c gidedl = Ky = K9|hxb'

Diikaz. Bazih, {ei}?ir?b, doplnime na bézi g, ¢ = {ei}?:irfg. PakVX,Y ebh, adx :g — b,
ady : g — b, tj.:

A B\ }di A B\ }di
(adx)e = <®> pdimb ) = (0) jdimb
A | B A | B 5

K(X,Y) =Tr<( L ) . ( 5 )) =T (A-A) = Tr (adyl,, adyl, ) = Ky (X, Y).
O

Definice 44. Ortogonalni doplnék idealu h vzhledem ke Killingové formé K na g je

bt ={X e g[K(X,Y) =0,VY e h}.

Pozndmka 44. b idedl = bt ideal.

Diikaz. Pro libovolné X e b+, Yeg, Zeh plati:

K([X,Y],Z) = =K([Y,X],Z) =K(X,[Y,Z]) = —K(X, [Z,Y] ) =0 = [XY]e bt.
~—
€h

O

7.7 Nilpotentni a feSitelné algebry
Véta22. ¢ : g — § homomorfismus, h < g podalgebra = (¢(h))® = p(p®)),
(9(0))" =9 (v).
Diikaz. Indukci:
(9()® = ¢(b) = ¢ (6©)
(@)Y = [o(0) 1, p(0) ] = [9 (55,9 (55 = ([0, 5] ) = ()

)
(9(0))" = () = ¢ (v")
(@(0)" = [9(0) L 9(0) ] = o (") ()]

SUGIRI
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Dusledek 13. Je-li ptivodni algebra feSitelnd (resp. nilpotenti), pak Ran ¢ je feSitelna (resp. nilpo-
tentni).

Pozndmka 45. ¢ homomorfismus = ker ¢ je idedl.
Diikaz. Xeg, Yeker¢p = ¢ ([X,Y])=[p(X),¢(Y)]=0 = [X,Y]ekerg O
Véta 23. Je-li hidedl v g a b, g/h fesitelné. Pak g je feSitelnd.

Diikaz. g/b feSitelnda < dne N, (g/h)<”) —0modh < gWcha protoZe b je fesitelny,
JFkeN, p0 =0 = g0thcp® =0 = gje fesitelna. O

Dusledek 14. Mame-li ¢ : g — h homomorfismus, Ran ¢ a ker ¢ feSitelné = g je Fesitelnd,
protoZze Ran¢ = g/ ker ¢.

Véta 24. Je-lih < Z(g) a g/bh nilpotentni. Pak g je nilpotentni.

Diikaz. g/hnilpotentni < 3neN, (g/h)" =0modh = g'ch = ¢l clgh]=
0. O

Dusledek 15. ady = {adx|X € g} < gl(g)
e gfesitelnd <« ad, fesitelna.
e gnilpotentni < adg nilpotentni.

Diikaz. kerad = {X € g|[X,Y] =0, VY eg} = Z(g) = kerad je Abelovska algebra. O

7.8 Vlastnosti kone¢nérozmérnych operatori

Definice 45. A € gl(V) je diagonalizovatelny (poloprosty) < 3 bdze V tvofend vl. vektory
operatoru Ae; = Aje;. ‘
Soubor operatorti { A, },c7 je soutasné diagonalizovatelny < 3 {e; }fj{‘ V béze tvotena spole¢nymi

()

vlastnimi vektory, Ase; = A, e;.

Definice 46. A € gl(V) je nilpotentni < 3IneIN, A" =0.

Véta 25. (Jordantv rozklad) A€ gl(V), VnadC = 3,5, N € gl(V) spliiujici
e A=S+N,
e Sje diagonalizovatelny, N nilpotentni,
o [S,N] =0.

Bez dtikazu.

Disledek 16. S a N jsou polynomy v A.

7.9 Véty Lieova a Engelova
Definice 47. X € gje ad-nilpotentni < 3JIne N, (adx)"” =0.

Poznimka 46. gje nilpotentni < JnelN, VXy,..., X, €g, adx, 0 ---oadx, =0 = VXe
g, (adx)" =0

Lemma4. X € gl(V)jenilpotentni = X je ad-nilpotentni v gl(V).
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Diikaz. Indukci ukdZeme Ze plati:
k e\ .
(adx) Y = Z(_1)k—1 <]) XIy Xk
k=1zfejmé, k-1 — k:

k—1
(ady)*Y = ady 3 (1)1 (" ; 1>xfyxk—1—f _
j=0

k—1 k—1 k—1 k—1

j=0 j=0
k k-1 k—1 . . K I\ .
=Y (1) (( 1) - ( . >> Xy xki = 2(—1)"_7(.) XIy xk=i
Je-li X = 0 pro n&jaké 1 € N, pak v kazdém stitanci (adx)*" je nula. O

Lemma 5. hidedl v g < gl(V), W = (e ker X = {v € V|Xv = 0,VX € h}. Pak gW = W, tj. W je
invariantni podprostor.

Diikaz. VX € h, VY € g, X(YW) = [X,Y]W+Y(XW) =0 = YW ckerX, VXebh, VY e
g = YWcW,VYeg = gWcW O

Lemma 6. Bud g cc gl(V) takové, Ze viechny elementy g jsou nilpotentni. Pak existuje v €
V,v#0, VXeg, Xo=0.

Diikaz. Indukcina dim g:
dimg=1 = g=span{X}, X"=0 = 0ecc(X) = 3TveV, Xv=0

dim g = n —1 — n: Vezmeme vlastni podalgebru maximalni dimenze b a definujeme reprezentaci
hnag/b:
p(X)(Y+b) =adxY+bh,  VXebh Yeg
Lemma 4

VX € h, X nilpotentni =——— X ad-nilpotentni =  ¢(X) nilpotentni =  ¢(h) spliuje
pfedpoklady a mé dimenzi ostfe mensinezn = dle indukéniho predpokladu proto

Zeg:Z+beg/h, Z+h#h, ¢(X)(Z+hH)=H VXeh = Z¢h [X,Z]eh VXeh
= span{Z} + b je podalgebra g, jeji dim = dim h + 1 a z maximality b plyne, Ze je to celé g.
Z indukentho pfedpokladu rovnez 3v € V, hv = 0, tzn. W := [y, ker X # {0} a b je idedl,

nebot [g,h] = [span{Z} +b,bh] < § Lemmad je invariantni podprostor g. A protoze Z je
nilpotentni, je taky Z|}; : W — W nilpotentni, tedy
JweW, Zw=0 = gw= (spanZ+bh)w =0.
O

Lemma 7. Bud g c gl(V), VX € g nilpotenti, tj Lieova algebra nilpotentnich operatorti. Pak
Je = {e;} baze takova Ze Xe; € span{ey, ..., e;_1}, VX € g,§. VX € g, X, ostfe horni trojuhelnikova
matice, tj. g je nilpotentni algebra.
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Dilkaz. Dle Lemma 6, Je; € [\xe, ker X, polozime Vi = span{e; } a definujeme akci gna V/V;:
(X)) (v+Vp) = Xv+Vy, VXeg YoeV. (6)

¢(g) je tvofena nilpotentnimi operdtory = Jex € V, ex ¢ Vi, ¢p(X) (e2+Vy) = V3, VX € g,
tj. Xep € Vq, VX € g. PoloZzime V, = spanf{ej, e} a postup opakujeme. Indukci tedy ziskdvame
kompoziéni fadu {0} < V4 <« V, < --- < V}, = V spliyjici dimV;/V;_1 =1, gV, < Vi1 =
v bazi tvofené elementy e; € V; jsou matice operdtorti X € g horni trojihelnikové s nulovou
diagonalou. O

Véta 26. (Engelova) Lieova algebra g je nilpotentni < VX € g, X je ad-nilpotentni. Dale
kazda komplexni maticova nilpotentni Lieova algebra g ma ve vhodné bazi tvar:

A(X) 0 Ai(X) ?
X = , kde A;(X) = ,Aeg*, VX eg.
0 An(X) 0 Ai(X)
Diikaz. adg = {adx|X € g} je tvofena nilpotentnimi operatory Lemmal adg je nilpotentni

maticovd algebra = gje nilpotentni. Opacnd implikace plyne z poznamky (46).
Déle libovolné V nad C lze rozloZit jako

— : _ n
V= &P ngr-il:loo ker(X — A1)", VX e gl(V).
Aeo(X)

Indukci ukdZeme:

(X —A1)FY = Z (’;) (adx) Y (X —AD)*T,  ¥X,Yegi(V).

j=0
k=1ztejmé k—1— k:
(X - /\ll)kY = (X-A1) kill (k - ) (adx)j Y (X - /\ll)k—l—j
j=0

- jZ: (k ; 1) (X (adx) Y — A (adx) Y) (X =Dt
= l]:: (k ; 1> ((adX)H—l Y + (adX)f YX — A (adx)j Y) (X — /\ﬂ)k—l—j _
= ki (k i 1) ((adx)™ Y + (adx) Y(X = A1) ) (X = A1) =

=0

= .k ((I]{::) + (k;l)> (adX)fY (X - Aﬂ)k—l—j — Zk: (;‘) (adx)jY(X— /\]l)k—j

j=0

Nechi g nilpotentni podalgebra gl(V), V nad C, X € g, oznaime Wf = limy, 4o ker(X — AT)",
kde A € 0(X), tedy plati:

k
(X - A ywE =N <’;) (adx) Y (X —ADF T WX E2E2 0 yyeq
j=0

ProtoZe pro dostate¢né velké kje bud (adx)/Y = Onebo (X —AL)fTWX =0 = YWE < W{,
tj. WX je invariantni podprostor. O
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Lemma 8. Bud V nad C, g < gl(V) fesitelnd. PakJv e V, v #0, A € g%, VX e g, Xv = A(X)v.

Diikaz. Indukci na dim g: dim g = 1 zfejmé.

dimg = k—1 — k: g fesiteln4, dimg = k = g1 = [g9,0] & 9, vezmeme h podprostor
g, gV cph dimh=k-1 = h je idedl, protoze [h,g] < gV cpha protoZe b je Fesitelny
spliiuje indukéni pfedpoklad = Jvge V, v # 0, Xvg = Ao(X)vg, VX € h. Vezmeme libovolné
Z € g\b, tedy g = b + span{Z}, a definujeme v;,1 = Zv;, j € No, W = span{vj};;og. Plati ale
dimW <dimV <+w = 3peN, W= span{v]-}]r;o, ZW < W. Pro libovolné X € h plati:

X"UO = )\(X)Z)O
L
Xv1 = XZvyg = ZXvg + [X, Z] vy = /\(X)ZUO + /\([X, ZDUO
= A(X)v1 + A([X, Z])oo
Xvp = ZXv1 + [X, Z}Ul = AX)vp + ZA([X, Z])Ul + )\([[X, Z],Z])UO

XU]' = )\(X)Uj—F
espan{vg,...,vj,l}

= TrX|y =dimW-A(X), kdyZ teda dim W +# 0:

1 1
dimw "Xl = g

= Xov; = AMX)v, ¥Xebh = indukcidostivame Xv; = A(X)v;, ¥Xebh = VXebh
jsou soucasné diagondlni na W. A protoze ZW c W = 3Jve W, v # 0: Zv = Av, je uz
lemma dokazéno. O

M[X, Z]) = Tr XZ|y — Tr ZX|y) =0,  VXeh

Véta 27. (Lieova) Bud g podalgebra gl(V), V nad C. Potom je g feSitelnd pravé tehdy, kdyz je
moZno VX € g pfevést soucasné na horni trojihelnikovy tvar.

Diikaz. g tvofi horni trojahelnikové matice = g feSitelna.
Lemma 8

Naopak, mé&jme Fesitelnou algebru g  gl(V), VnadC =—— 3Jv1€V,v1 #0, Ay €
g%, VX € g, Xv1 = A(X)vy. Definujeme V; := span{v; } a reprezentaci gna V/Vi:

(X)) (v+Vp) =Xv+V, VXeguveV.

¢(g) je opét Fesitelna maticova algebra Lemma § JoaeV, 03¢ Vi, Ay e ¢(g)*:

P(X) (02 + V1) =X + V4
=0((X) (02 4+ V1) = A(p(X))oa+ Vi,  VXeg.

Polozime tedy A; := Ao ¢ = Xvp = Ay(X)v,. Definujeme V, = span{vy, v,} a pokratujeme
indukci. Ziskdme bazi V ve tvaru {v1,vy, ...} s vlastnosti

Xvj = Aj(X)vjmod [vy, ...,vj_1]), VX eg.
= v této bazi jsou vSechny X € g horni trojihelnikové matice. O

Dusledek 17. Lieova algebra g je fesitelnd < g% = g(!) je nilpotentni.
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Diikaz. Pro redlnou algebru mame:

(ac)" = (gk)C, (9c)® = (g(“)

= plati proto:  gc je feSitelnd (resp. nilpotenti) <« g je FeSitelna (resp. nilpotentni).

Staci tedy ukdzat platnost pro V nad C:
<) g/9% je Abelovska, tj. fesitelns, g° je feSitelnd = g je fesitelnd.
=) g fesitelnd < adg < gl(g) je feSitelnd <«  ve vhodné bézi g je ady vyjaddieno po-
moci hornich trojahelikovych matic = VX,Y € g, Z = [X,Y] : adz = [adx,ady] je horni
trojihelnikova matice s nulovou diagonalou, tj. vSechna adz € ad p» jsou strikin€ horni trojihelnikové

C

matice = adp je nilpotentni algebra = g2 je nilpotentni algebra. O
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8 Cartanova kritéria
Véta 28. g podalgebra gl(V) aVX,Y € gje Tr(XY) = 0. Pak g je feSitelna.

Diikaz. Pro V nad C (jinak komplexifikaci), ukédzeme ze VX € g(1), X je nilpotentni, pak je totiz
gV nilpotentni = g fesitelna, g/g(V) fesitelnd = g FeSitelna.
Pro X € g(!) pouzijeme Jordaniiv rozklad ve vhodné bazi V:

X=S+N, [S,N]=0, 3keN, N =0, S=diag(A,..., )
Pro ady,ads,ady : g — g < gl(V) a {E;;} bazi gl(V'), tedy mame:
adx = ads +ady, [ads,adn] =0, (adn)* =0, ads(Ej) = (A;—A;) Ej,
tj. adg je diagonalni a ady = ads + ady je Jordaniiv rozklad = 3p € P[x], ads = p(adx).
Dale plati: S = diag (/\1,...,/\”) = adg (Ei]-) = (/\1- - /\j) Ej = dJpolynomg: A;—
Aj=q(Ai—A)) = adg=g(ads) = 3IpePlx], adg=gq(ads) = p(adx) = Pro

adg,ady, adg : g — g, protoZe jsou to polynomy v ady, plati:

[S,N] = adgN = p(adx)N = p(0)N
(SN)” = SNSN = 5°N? - Sp(0)NN = (S

(SN)* = (...)NF

= SN je nilpotentni.

Tr (SX) =Tr (S(S+N)) =Tr (SS) + Tr (SN) = Zn] A
— 5

vX e gM), X = 3, [As, By, kde Ay, By € g plati:

Tr(SX) =Tr (SZ[Ak, Bk]> = > Tr (SAkB, — SByAr) = > Tr([S, Ar] Br) =0
k k ko T
€g
= A;=0,Vjena = X=N. O
Nasledujici véty umoziiuji rozhodnout, zda je g feSitelnd nebo poloprosta pouze na zékladé
znalosti K a g?. Nazyvaji se Cartanova kritéria.

Véta 29. (1. Cartanovo kritérium) Lieova algebra g je feSitelnda < K(X,Y) =0, VX eg, VY€
1) _ 2
g =g

o .. . P o P v xs . Li P
Diikaz. =) nad C (jinak komlplexifikaci): g feSitelna =  adq feSitelnd = ady ve vhodné
bézi tvoii horni trojihelnikové matice, ad 1) = (adg) DNN ad ) obsahuje horni trojihelnikové

matice s nulovou diagondlou = K(X,Y) = Tr (adyady) = 0, VX € g, VY € g(!).

S)K(X,Y)=0,VXeg VYegh = KXY)=0,VXYeg® = Tr(adyady)=
0,vX,Yeg) = ad o® feSitelnda = g(l) fesitelna. Zaroveti g/g(V) je Abelovskd = g
feSitelna. O

Pozndmka 47. P¥ipometime b = {X € g|K(X,Y) = 0,VY € b}.
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Véta 30. (2. Cartanovo kritérium) Lieova algebra g je poloprostd < jeji Killingova forma K je
nedegenerovang, j. g- = 0.

Diikaz. =) degenerovand K = g neni poloprosta: Definujeme radikal Killingovy formy:
radK = gt = {X e g[K(X,Y) =0, VY € g}

Klogkoradx =0 2K rad K je fesitelny idedl, tj 3k € Ny, (rad K)®) 0, (rad K) ¥+ =

0 = (radK)<k) #0, {(radK)(k),(radK)(k)} =0 = gnenipoloprosta.

<) g neni poloprostd = K je degenerovand: g neni poloprosta = 3§ # 0, b idedl,
[h,h] = 0. Pro libovolné X € b, Y, Z € g plati:

(aandy)2 Z = adX ady adX adyZ =0.
—

€g

—_—
€h
(S
€h
€[b,b]=0
= adyady je nilpotentni = K(X,Y) = Tr(adxady) =0 = bhcgh h#0 =
gt # 0, tj. algebra ma degenerovanou formu. O

Pozndmka 48. Pro konecnérozmérné vektorové prostory je bilinedrni forma w degenerovand <
detw = 0. (w znadi v tomto p¥ipadé zaroven i matici formy.)

Véta 31. Poloprostd Lieova algebra g je direktnfm souétem prostych idealt.
Diikaz. g poloprostd, tj. Jh idedl, 0 # h & g (ht taky ideél). Pro libovolné X,Y € h n ht,Zeg
plati:

1)
K(X,Y],Z2) = —K(Y,[X,Z] ) =0 = [XY]egt=0 = (bmhl) =0 = hnpht=0.
——
€h

A kdyz zvolime (X;) bazi h mame:

¥Yeg A(Y)=XK(X;Y) = RanA=bh kerA=h" = dimb+dimbh" =dimg
= bh+bhlt =p@ht = g. Dal rekurzi (pokud b neni prosty, postup zopakujeme). O
Véta 32. VSechny derivace poloprosté Lieovy algebry g jsou vnitini.

Diikaz. Oznatme D (g) Lieovu algebru vsech derivaci algebry g, potom ad : g — D(g). Pro
libovolné D € D(g), X,Y € g plati:

[D,adx] Y = D ([X,Y]) — [X, D(Y)] = [D(X).Y] + [X, D(¥)] - [X, D(Y)] = adp(x)Y
= [D,adx] = adpx), YD € D(g), VX € g = adg tvoii idedl D(g) = (adg)J‘
idedl = adgn adgl idedl. Déle plati:
gpoloprosta = Z(g) =kerad=0 = gx~ady; = adg poloprosta.

= KKillingova forma na ©(g) ztizend na adg je nedegenerovana, tj. i zaZend na adg N adgl je

nedegenerovand a protoZe K| j _ qlyaq ~agt =0 = adgn adé‘ feSitelny ideal v poloprosté
gnady xadgnady

algebfead; = adgn adgl = 0. Pro libovolné D e adgL, X € g proto mame:

adg 3 adp(x) = [D,adx] € adgL = adpx) =0, VD e adé, VXeg
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= D(X)ekerad ={0}, VD € adl, VXeg = adgL = 0. Zéroven plati:
dimadg + dimadé‘ = dimD(g)
= D(g) =ad,. O

8.1 Cartanova podlagebra
Definice 48. Normalizétor podalgebry b v gje Norm(h) = {X € g|[X, b] < b}.
Poznimka 49. Ztejmé h — Norm(h) a pro b ideédl g, Norm(h) = g.

Definice 49. Cartanova podalgebra Lieovy algebry g je libovolna nilpotentni podalgebra, ktera
je rovna svému normalizatoru.

Pozndmka 50. Cartanova podalgebra je pro algebry nad C uréena jednoznaéné aZ na automorfis-
mus. Nad R to obecné neplati.

Definice 50. gnad C, X € g, g)(X) := limy_, | o, ker(adx — Ml)k (zobecnéné vlastni podprostory
odpovidajici Jordanovym blokdm).

e Prolibovolny X e gje g = _i—/\ea(adx)g/\(x)'

e dimgy(X) > 1, protoZe adx X = [X, X] = 0 a tedy X € go(X).

e dim go(X) se nazyva nulita prvku X.
Pozndmka 51. Pokud A ¢ o(X) = g, (X) = {0}.
Definice 51. X € g je regularni < dim go(X) = minyc4 dim go(Y), tj. nulita je nejmensi mozna.
Pozmimka 52. Skoro Véechny prvky X € g jsou reguldrni, ve smyslu: Necht {ej}}“:1 baze g a
X = alej, potom p({{a/ };‘1:1 € C"|X neni reguldrni}) = 0, kde u je Lebesgueova mira na C".
Lemma 9.

k . .
(adx — (A +u)1 Z ( > { (adx — A1) Y, (ady — 1)< Z} , VX,Y,Z€g.
j=0
Diikaz. Indukei: k = 1:
(adx —(A+u)1) [Y,Z] = [(adx — A1) Y, Z] + Y, (adx — ul) Z]

k—1—k:
k S (k-1 ‘ k—1—j
(adx — (A + D) [Y, 2] = (adx — (A +p)1) D) ( ; ) [(adx = A1) Y, (adx — p1)* " 7] =
j=0

_ kZ_: (k ; 1) [(adx = A1Y*1Y, (ady — ) 2] +
p=
A <k i 1) [(adx = A1)/ Y, (adx — §1)* 7 Z] =
=0
2 <(I;— 1) (k ; 1)) [(adx =AY, (adx — 1) 2] =
ko
2 (

= \J

~

) adX ALY Y, (ady — y]l)k]Z]

.
o
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Diusledek 18. [g)(X), gu(X)] < ga+u(X)
Lemma 10. Bud X regularni prvek g. Pak go(X) je nilpotentni podalgebra g.

Diikaz. [go(X),g0o(X)] = go(X) = go(X) je podalgebra. Ziejmé adx|, (x) je nilpotentni a
VA € o(adx), A # 0, adx|y, (x) je regularni zobrazeni. Vezmeme VY € go(X), Y(t) = tY +
(1-1)X € go(X). ProtoZe [go(X), g (X)] = gr(X), plati ady ;g (X) = ga(X), dosadime t =

0 = ady ‘g\(X) je regularni zobrazeni pokud A # 0 = protozZe vlastni ¢isal zavisi na

parametrech spoji:cé aY(0) = X, tak plati:
Je>0, VAeo(adx), A #0, V[t| <e, ady(, je regularni.
ar(x)

= go(Y(#)) < go(X), V|t| < e (na ostatnich prostorech je zobrazeni regularni) =  diky
minimalité nulity musi byt go(Y(#)) = go(X), V|t| < ¢, §.:

ker (tady + (1 — t)ady)* = go(X), V|t <e.

k
= Operétor (ady(t) ’go(X)> je polynom v t s hodnotami v maticich, nulovy V|t| < ¢ =

k
> =0 = vsechny elementy
go(X)

k
je to nulovy polynom = (ady|gO(X)> = (ady(l)
Y € go(X) jsou ad| g (x) nilpotentni = go(X) nilpotentni. O

Disledek 19. adg g ‘g je maticova reprezentace go(H), tj. maticova nilpotentni algebra nad C.

Z Engelovy véty vime, Ze existuje baze g takovd, ze VH € go(H), {A;} = (go(H))* méame:

0 ?

adH =

Definice 52. Nenulové A; € gj z rozkladu ady, VH € go se nazyvaji kofeny. MnoZinu vsech
kofenti zna¢ime A.

Definice 53. Podprostor g, pfislusejici kofenu A se nazyva kofenovy podprostor. Vektor Y) € g,
se nazyva kofenovy vektor.

Véta 33. Bud X € g regularni, g poloprosta. Potom go(X) je Cartanova podalgebra g.

Diikaz. g poloprosta, X regularni = g = go + -+, 01, kde go = go(X) nilpotentni.
Normalizétor gg je go: VH € go, adp : gy — gra VY € gj, A # 0 plati:

[H,Y/\] :/\(H)Y/\+ ... =0 = Y,=0,
LN naY),
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protoze VA € A, 3H € gg, A(H) # 0. Takze VH € go, VY € g, Y = >})ca Y plati:
[HY] =0 = Y=0.
= go se rovnd svému normalizdtoru, tedy gg je Cartanova podalgebra g. O

Pozndmka 53. Tento rozklad je vyhodny pouze pro poloprosté algebry, protoze tam vzdy g,
odpovida celému zobecnénému podprostoru (A = 0 Cartanové podalgebte gy = go(X)) a tak
1ze rozlozit celou algebru

9= —+ o
AeAU{0}

Pro nepoloprosté algebry to zaru¢eno neni, protoZe pro zobecnéné podprostory neni zarucena
existence vlastnich vektorti a tedy ani pfislusnych funkcionald A.

Priklad 23. Rtizné volby g pro algebru sl(2) = span{H, X, X_}.
Regulérni prvky jsou napt. H a X4 + X_.3 Definujeme soutadnicové funkcionaly:
X = g(X)H + ¢4 (X)X + ¢ (X)X- .
MtiZzeme tak nalézt dva rozklady

g0 = go(H) = span{H}, gy, = span{X.}, g-), =span{X_};
g0 = 0o(X4+ + X_) =span{X4 + X_}, gp, =span{H— Xy +X_}, g_,, =span{—H— X, +X_},

M =29, Ay = 2(¢s + ).
Lemma 11. K(H,Y) =0, VH € go, VY € gp, A € A.

Diikaz. ady : gy — gp, ady : gy — gryp, kdepe AU {0} = (adHady)k DO Gurkd =
Jk € N : p+ kA neni ani kofen ani 0 = g,4xx = {0} = adpady je nilpotentni =
K(H, Y) = Tr(adHady) =0, t] do s A, YA € A. O

Lemma 12. g komplexni poloprostd, H € gj, potom plati:
A(H)=0,YAeA = H=0,
tj. span A = gj.

Diikaz. A(H) =0,VAeA = adp|,jehorni torjihelnikovd matice s nulovou diagondlou =
VﬁlegO:K(H,I:I):Tr<adHadH):0 = Hegé-AHeg* = Hegtl = H=0,
protoZe g je poloprostd, tj. K nedegenerovana. O

Véta 34. (Alternativni definice) Cartanova podalgebra gy komplexni poloprosté Lieovy algebry
¢ je maximalni Abelovska podalgebra, spliiujici VH € gg, ady je poloprosty prvek.

Diikaz. Mame rozklad g = _i_/\eAu{O}g/\ a plati:

K ([Hll HZ]/X) = 0/ VHll HZ € go, VX e grs Ae A/
K ([Hl, H2],H3) = Tr( [adHl,ade] adH3) =0, VHl, Hy, H3 € go.
~——

ostfe hor. trojth.

3 Tady je vidét, Ze vlastnost regularity nenf linearni, protoZe X, ani X_ reguldrni nejsou.
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= [Hy,H))egh =1{0},VH,Hyego = go Abelovska a maximalni, protoze Norm(go) =
go- Déle plati:

adp|y, = A(H)1+ VH € go, VA € A,

nad diag.

adgy=S+N S poloprosty, 3k € IN, NfF=0

= S| L= A(H)L, YA € A U {0}. Takze VX € gy, VY € gy, kde A, € A U {0}, mame:

g
S[X,Y] = (A(H) + p(H)) [X,Y] = [MH)X, Y] + [X, u(H)Y] = [SX, Y] + [X, SY]
= SeD(g), gpoloprosta = IWeg, S=ady A IpePlx|, S=p(ady)=ady.
ladw, ady,] = [p(adp),ady,] =0, VH; € go,

protoZe go Abelovskd ([H,H;] =0 = [ady,ady,] = 0). Zaroven g poloprosta, tj. Z(g) =
0=kerad = [W,Hy]=0,VHiegy = W e gpdiky maximalité. Mdme tedy
N:adH—S:adH—adW =ad H-W
—

€90

= oady_w)={0} = AH-W)=0YleA = H-W=0 = ady=S 0O

8.2 Shrnuti pro poloprosté Lieovy algebry

komplexni poloprosta algebra g:

9290‘5“&'9/\

AEA
go ... Cartanova podalgebra
A = {A} c g ... mnozina kofent (lin. funkcionély)
AeA < A#0 A dgrccg gr#0, 9\ = ﬂ ker(ady — A(H)1) ... kotenovy podprostor
Heggp
VHl,H2 € 9o, [H1/H2] = 0/
VH € go, ady : gy — g, je poloprosty VA € A
VA€ A, VX, € gy, adx, : gy — 94y 4 adx, je nilpotentni
do 1 [s) Y VAeA
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9 Kilasifikace pomoci kofent

Nadéle se budeme zabyvat pouze komplexnimi poloprostymi algebrami.
Lemma 13. g, Lk gg, Va,f e AU {0}, a+ B # 0.
Diikaz. Diky ad-invarianci Killingovy formy, pro libovolné X, € go, Xp € gg, H € go plati:
(a+ B)(H)K (Xa, Xg) = (a(H) + B(H)) K (Xa, Xg) = K ([H, Xa], Xp) + K (Xa, [H, Xp]) =0
Protozea +B#0 = 3JHegy, (a+B)(H)#0 = K(Xu Xp)=0 O

Lemma 14. K|, = K|, ., jenedegenerovandaVa € A, 31Hy € go, VH € go : a(H) = K(H, Ha),
tj. mdme vyjadfeni a(-) = K(-, Hy).

Diikaz. K je na g nedegenerovand = VH e gg, H # 0, 3X € g, K(H, X) # 0, zaroveii gy L
gu, Vo € A = VHe gy, 3X € go, K(H,X) # 0 = K je nedegenerovand na gy =
H — K(-,H) je izomorfismus gg a g =  31Hs a pro ztotoZneni gg a gj lze pouZit a(-) =
K(-, Hy). O

Lemma 15. Bud &« € A. Potom —a € AaVXy € g, VX o € g—n, [Xa, X_a] = K(Xo, X_4) Hy.

Ditkaz. « € A = g4 # {0} = Vue Au{0j\{—a}, gy L go. Kdyby —a ¢ A, tj. g—n =
{0} = grlg = go={0}, spor Takze g, # {0} aVX € g, YX_4 € g—n, VH € go plati:

K([Xa X—a] = K(Xa, X—a) Ha, H) = K([Xa, X—o], H) = K(Xa, X—a) K(Ha, H) =
——

«(H)
= —K(Xa, [H,X_a] ) = K(Xo, X_a)a(H) = («(H) — a(H))K(Xg, X_4) = 0
—
—a(H)X_4
= [Xu X—n] = K(Xa, X_o)Hy = 0. O

Lemma 16. Va € A, a(H,) = K(Hy, Hy) # 0.

Ditkaz. g—o L gg, VB € (AU {OD\{a}ag_n £ g = 3IX_p€g_n Xu€ g KXy, Xy) =
1 = [Xy Xy = Hy. Uvazujme ggy = +4cz0p+k = adx,, adx_
gpy invariantni.

adp, ponechévaji

a’

Trlgg, adn, = Trlg. ladx,,adx ,| =0

D (B+ka)(Hy) dimgg o = B(Ha) dim gy + a(Ha) ), kdimgg g, = 0.

keZ keZ
Pokud a(Hy) = 0 = PB(Hy) =0, Ve A = H, =0, spor s pfedpokladem « €
A (a(H)=K(H,H,), VHegg) = a(Hy) #0. O
. . . 2K(Hg,H,
Definice 54. Vo € A definujeme T, := K(H,f,Ha)H"" apy = B(Ty) = ﬁ
Naleznéme X+, € g+q spliiujici K(Xq, X—o) = ﬁ Pak plati:
[Xau X*lX] == K(Xuc/ Xﬂx)Ha == sz/ (7)
[Tm Xiﬂt} = 22X +4q - (8)

To jsou komutaén{ relace s{(2,C), konkrétné pro H = (§ %), X4 = (91), X= = (99).

Lemma 17. V nad C, dimV < +oo, necht T, Xy € L(V) splije [Xy,X_] = T, [T, X4] =
+2X+ a pusobi na V ireducibilné. Potom H{Z)j}?;rg V=1 baze spliujici Tv; = (r —2j)vj, X—vj; =

V41, X490 = j(r —j+1)vj_q, kder = dimV — 1.
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Ditkaz. Te L(V) = JFveV,v#0,AeC, To=Av
T(X,v) = [T, X o+ X, To=2X,0+AX 0= (A+2)X 0

= Xv=0 v A+2e0(T) = po koneéné mnoho krocich ziskame vy € V, vy #
0, Tvg = Avg, X4vg = 0a polozime v; = X v, VjeN.

To; = [T, X_]X' " og + X_TX " 'og = —2X_ X log + X_TX Mg = - = (A = 2)XL0g = (A - 2j)y;

= pokud v; # 0 pak jsou to vlastni vektory T pfislusné raznym vlastnim &islam = Jk e
Nu{0}:v #0, 941 =0 = span{vy,...,vx}je podprostor V uzavieny vici T, X_. Indukci
ukdzeme Ze X1 v; = j(A —j+1)vj_q:

Xivy = XeX_vg = [ Xy, X_Jvg + X_Xyv9 = Tog = Avg

Xivp =X X vy =Top + XXy, = (A =2)v + Av; = 24 —2)1y

X+Uj = X+X_’0]'_1 = T"Uj_l + X_ (] - 1)(}\ - ] + Z)Z)]'_z =
= ((A=2+2)+ (- DA =j+2))oj1 = (j(A=j+2) —j) = j(A =]+ 1)vj
= span{vy,..., v} je uzavieny i vadéi X4 = je to invariantni podprostor ireducibilni

reprezentace = V = span{vy,..., v}, k = r, Xy0,41 = (r+1)(A —r)v, = 0, pFicemz
"07 ?é 0 = )\ =T. D

Lemma 18. Necht g poloprosta Lieova algebra, g jeji Cartanova podalgebra, A mnozina kofend,
pak:
1. Va,BeA, 3p,qeZ,p<0<yq, {+ ktx}Z:p je neprerusend posloupnost kofent, pfipadné
0. Navic Zadné jiné kofeny tvaru f + ka neexistujf a plati

apy = B(Ta) = 252?‘; = Zli(;’i';“)) =—(p+q). )

2. x € A.Potomdimg, =1ap e Anspanfa} < B = +a.
3. Va,Be A, a+ B # 0. Potom [ga, gg] = gy p- (Pokud a + B ¢ A U {0}, je gatp = {0}.)
4. Vo, B € A, € = sgnag,. Potom p — e, p —2eun, ..., — ag,a jsou kofeny.
Ditkaz. a,pe A = 3Xpe gp, Xa € ga, X—a € g—g nenulovéaplati [(Xu, X—a] = Ta, [To, X4a) =

+2X 4. Oznatime V := span{(adxa)j (adx_a)kXﬂ j ke Z} C 9o = bigplusic 0+ ky @ Mame
adTaX/g = ‘B(T,X)X/g, takze

adr, (adx,)’ (adx ) Xg = (B(Ta) +2j — 2k) (adx, )’ (adx )" Xp.

=V uzavfeny vidiady,, adx,, : ady, = [adx,, adx__].

0= Tr|yadr, = Z (B(Tx) + 2j — 2k) dim span {(adxa)j (adxia)kXﬁ}
jk

(aan)j'H (adx )k+1 X/g = (adX,X)j [adxa,adxia] (adxia)kX‘B + (adxlx)j adxiaadxa (adxfk)kXﬁ =

= (adx, ) adr, (adx )" Xg+... espan{(adx,) (adx_,)* Xs}

—
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P

= pro kazdé ziskané vlastni ¢islo ady, na V mame 1 vlastni vektor =  protoZe je to ire-
ducibilni reprezentace, dle pfedchoziho lemmatu plati r = dimV — 1, o (adr,|,) = {r,r —

2,...,-rt = {B(Tx) +2k}Z:p c{r,r—2,...,—r}, tedy

BIOEA=r 1 =)

Déle oznacime V := span{X_,} + _i_ke]NO Ok, takZe V je invariantni vzhledem k adx,, adr, .

0= Tr|yadr, = Trly [adx,, adx_,| = — a(Ty) + Z k a(T,) dim gy,

—5 keN —5

= Dyenkdimgy,, =1 = gu=1 g1, =0, Vk>2keN = ka¢A Vk=2 kelN.
Pouzitim % misto & dostaneme % ¢ A, Vk>2, ke N. Necht B =ca, ¢ ¢ Z, BUNO ¢ > 0 (jinak
x — —u), pak

b

B(Ty) =ca(Ty) =2c=beZ = CZE’bEN = {5+k“}2—p:{<z+k>“}:_p

Zarovenb = —(p+q), p<0<q = —p=Db,takZe

2= E + —E + E aeA
2 \2 2 2
———
=p

= spor s tim, Ze § ¢ A. Tim je dokazan bod 2., zbytek bodu 1. dokaZeme sporem: Necht
3 E = B+na, n < pvn> g, zkonstruujeme posloupnost z E € A a pfepiSeme ji zpatky pomoci
{B —O—kzx}zzﬁ. Diky tomu, Ze dimg, =1, Va € A, musibyt {p,...,.q} n{p,....q} =& = p>
q v 4 < p. Analogicky méme taky ag, = —(p + q), takze

P+i<p+p<2p<p+q (BUNO G < p)

= g < &yp, spor. Tim je bod 1 dokédzan. Bod 3. plyne z ireducibility konstruované na V.
Zbyva tedy uz jen bod 4. BUNO agy >0, —ag, = (p+q) = p<—ap<q = P—agnc
A. O

2K(H/S/HIX)

Definice 55. apy = ,B(Ta) = K(HyHa)

= —(p + g) nazyvame Cartanova cel4 ¢&isla.

Véta 35. (Weyl-Chevalleyho normélni forma) Bud g komplexni poloprosta Lieova algebra, go
jeji Cartanova podalgebra, A systém kofenti. Pak g je direktnim souctem gg a jednorozmeérnych
kofenovych podprostorti g, = span{E,} a plati:

e [H,E,] =a(H)E,, VH € g,
L4 [EtX/ E—IX] € gO/ V“ € A/
 [Ex, Eg]l = NupEaip, Nop #0proa, B,a + B € A.

(Navic Ize volit Ey tak, aby Nyg € Z, Nyg = —N(_4)(—p) = £(—p +1), kde p < 0je nejmensi &islo
splitujici B + pa € A, volba = je ¢aste¢né dana strukturou g a ¢aste¢né zélezi na nés...)

Diikaz. Plyne z pfedchoziho lemmatu. O

Pozndmka 54. Protoze vime, Ze komutaéni relace urcuji g jednozna¢né (az na izomorfismus),
muZeme tak klasifikovat vSechny poloprosté komplexni algebry.
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10 Kofenové diagramy, Cartanova matice

Tyto diagramy nam pomohou zndzornit strukturu algebry a ur¢it tak, které algebry jsou izomorfni.
Definice 56. h) := spang {Hq}sea, ht = spanp {&}sen

Pozndmka 55. (-,-) : h* x b* — R : (&, B) = K(H,, Hp) je skalarni sougin.

Diikaz. Protoze ag, = B(To) € Z, aye = a(Ty) = 2, plati

1
K(Hy, Hg) = Tr (adHa OadHﬂ> = > &(Hy)a(Hg) = <4 Dt azg >K(Hoc/Hzx)K(HﬁrHﬁ)
aeN REA "
eZ

- _ (a(Hy)? -
olHe) = KlHo o) = 50 Jythe = alfa) = ooy >0

= K(Ha, Hy) € R, 4. K|h je redlna symetricka bilinedrni forma. Pro He h, H = ), caHy, cx €
R mame:

K(H,H) =) a(H)&(H) = > &(H)*>0
aeA aeA

&(H) =cy&(Hy) €R
eR

Takze pokud K(H,H) =0 = VaeA a(H)=0 = H = 0. Ktedy definuje skaldrni
soudin na b. 0

Poznimka 56. H € § = iH ¢ b nebot K(iH,iH) = —K(H,H) = bhc = go =
dimle = dimc go

Definice 57. Kotenovy diagram je zakresleni A v Euklidové prostoru R, kde I = dimc go.

Definice 58. Zrcadleni podle nadroviny kolmé k a je S, : h* — b* : S (1) = A — 22’;‘42;& =
A= A(Ty)a

Pozndmka 57. Sy (Sa(A)) = Sa (A —A(Ta)a) = A = MT)a —AMTy) (e —2a) =A = S2=1
Pozndmka 58. Podle 4. bodu lemmatu 18 je pro Va, € A, Si(B) € A. Proto 1ze uvazovat S, : A —
A, Ya € A.

Definice 59. Weylova grupa W kofenového systému A je grupa linedrnich zobrazeni generovana
Sy, Vo € A.

Pozndmka 59. Weylova grupa je kone¢na protoze je obsaZena v grupé permutaci Sya.

Volbou libovolného Hy € h mame Va € A, a(Hp) # 0 € R. MiiZeme tak rozdélit kofeny na
kladné a zaporné. Hy povazujeme ddle za pevné zvolené.

Definice 60. AT := {x € Ala(Hp) 2 0}, na A definujeme uspofadani « = g < a(Hp) = B(Ho).

Volba zavisi na Hj, ale pfi zakresleni tato klasifikace znamena pouze pootoceni ndkresu a
nemad tak na vysledek podstatny vliv.

Pozndmka 60. Ya € AT : —ae A™,aVa,fe AT :a+feA=a+peAt.

Definice 61. Pfi zvoleném rozdéleni A = A U A~ definujeme prosté kofeny A? = {a € AT|VB, v €
AT, B4y # al.
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Lemma 19. Vlastnosti kofenového diagramu.
L Vae AT, o =3 g pp cpp, kde cp € No.
2. Va,Be AP, # B:{a,B)<0.
3. AP tvoti bazi h*.

Ditkaz. 1. a € AY\AP = 3B,ye A", B+y=a = a > B,7. Postup lze opakovat
pro B, 7 atd., dokud nedostaneme prosté kofeny = po kone¢né mnoha krocich mame
soucet prostych kofenti. Mohou se opakovat z riiznych vétvi vypoctu, dostdvame tedy
celociselné nezdporné koeficienty.

2. Nechta, e AP, (a,f)>0 = a(Tp),B(Tx) >0 = a—pB,B—«ac Apfitemzjeden
z nich je kladny, druhy zéporny. BUNOa —Be AT = a=(a—B)+p = a¢A?,
spor.

3. Vezmeme X € h* spliiujici

X = Z xiai:ijzxj—anzxkzo, kdeJnK=¢, pj =0, ny = 0.
w;EAP j€J kek

= protoZe {(wj,ax) <0, Vj € ], Vk € K, plati:

X= Z pj & = Z ngeg =0 A X, %) = Z ping {aj, ax) <0
je]\“’—’kf" keK iel [
>0 >0 ek <0

- pj:nkzo,Vje],vkeK = {a;} € AP jsou LN.
O

Poznimka 61. To znamend, Zze AP tvofi tedy i bazi gj a zakreslujeme do #AP-dimenzionalniho
prostoru. Uhel mezi prostymi kofeny je tupy. AT ziskavame celo¢iselnymi kombinacemi prostych
kofeni.

Strategie pii kresleni kofenového diagramu je tedy zacit prostymi kofeny a aplikaci operaci
zrcadleni a celoc¢iselnych soucti kofent: ziskdvat dalsi kofeny, pficemz kladné ziskdme pouze
nezdpornou kombinaci kladnych. Navic se miiZe hodit tvrzeni 1 lemmatu 18.

. . .. 2{w; 0

Definice 62. Cartanova matice je a;; = <D‘, a_’ >, w0 € AP,
<1x/,1x]> ]

Pozndmka 62. Vlastnosti Cartanovy matice a:

® a; :2,611']' <O0proi#j,

A< )2
® 4jiaj; = W = 4 cos’ %{(zxi, D(j) = 4ja; € {O, 1,2,3} =
—_——

<1diky LN

= cos%:(ai,aj)e{o,—%,—%,—é} = x(w,e)) € {5 3, 3F, 2}
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11 Dynkinovy diagramy
Definice 63. Dinkintiv diagram je graf sestrojen nasledovné:

e vrcholy...kofeny AP = {a;}l_,, kde | = dim¢ go,

=v

e hrany...a;, ay jsou spojeny aa;; hranami (maximélné 3 hrany). Pokud je hran vice, za-
kreslime Sipku smérem k vétsimu kofenu (ve smyslu normy indukované (., -)).

Pozniamka 63. Pokud ajrag; >1 = BUNO ajp = -1, aj < —1:

Ajei Kp, X 14 2
15 % 2 et el ol = el = V2 ] v el = V3]

I U
Pozndmka 64. Z Dinkinova diagramu je moZzné zrekonstruovat Cartanovu matici.

Véta 36. M&me g, go, A. Pokud A = A1 U Ay, AynAy = F, {a,B) =0, Ya € Ay, VB € Ay, pak
80 = 910D 920, § = 91D g2, kde g1 = 91,0 + Fpep, G0r 82 = 920 + +pgea, 9p-

(91,0 = span{Ha}aen,, 920 = span{Hg}gea,, [81,0,820] = 0, K(g1,0,820) = 0)

Tj. souvislé komponenty Dynkinova diagramu odpovidaji prostym algebram.

Diikaz.

K(Ha, Hp) = (0, B) = a(Tﬂ)w =0, Vaely, Beh,

= go = 010®020aplati a(Tg) = asg = 0, [Ha, Eg] = B(Ha)Eg = 0. Zaroveni Va € Ay, VB €
Ay, [Ea, Eg] = NypEorppokud a4 B € A. BUNO,nechfa+pe Ay = {(a+B,B)=(B,p)+#0,
spor. Tj. Va € Ay, Be Dy, a+B¢ A = [Eqy Egl =0.

g1 je podalgebra: Necht a, € Ay, a + B € A. Kdyby a + B € Ay, pak (e + B, B> = (B, B) # 0,
spor. = &+ 3 € A;. Analogicky, > je podalgebra. O

Disledek 20. Nesouvislé Dinkinovy diagrami odpovidaji poloprostym neprostym algebrdm.

z Mz

Pozndmka 65. JednoduSe feceno mame kofeny rozdéleny na nezdvislé ¢asti, které spolu nijak
neinteraguji, takZe i g je rozdélena na nezévislé ¢4sti, které se komutovanim nepromichévaji.

Lemma 20. Necht wj,ap € AP, j # K,
#{ne Zlay +naje Ay -1

< ||ag||. Potom pocet hran spojujicich a; a ay je

4w 0l

Diikaz. Pocet hran mezi aj,ox je q = D Cr € {0,1,2,3}. Pokudg =0 = <u¢j,v¢k> =
) 2<lXj,le> _ 2<lXj,le> _ )

0 = wag+naj¢AV¥n#0 Pokudge{l1,2,3} = T = 1, oy = q=ay =

Qg+ &, 0 — 2<<:”;k>> = ay + qa; protoZe {a; + noc]-}Z:p c A, kde p = 0 diky aj,a € AP.

Takzeq:#{nezmk—i-mx e A} -1 O

Poznimka 66. Definujeme e; := H ” Voj € AP, 4. {ej} = A ) normované baze h*. Oznatime

njx = ajay; pocet hran spojujicich a; a ay. Pak plati (ej, ex) = -1 /. Pro libovolny x = >, xjej,
tedy mame

%1 = <x, x>—2x +22xxk<e,ek> Zx —Zxxkﬂ>0 (10)

j<k j<k
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Definice 64. Graf nazyvame pfipustny, pokud jim uréené konstanty 7, definuji pozitivné definitni
skalarni soucin

(x,x) = Ex —Zxxk\ﬁ

j<k
Lemma 21. P¥ipustné grafy spliuji:
1. neobsahuji uzaviené smycky,

2. v kazdém vrcholu se setkavaji nejvyse tii hrany,

3. nahradime-li dvojici vrcholli spojenych jednou hranou jedinym vrcholem dostaneme opét
piipustny graf.

Tj., nejsou pfipustné:
E._I >._.<, :._.:, :._.<_

Diikaz. 1. Necht ay, ..., a; odpovidaji zmy¢ce bez podsmycky. Vezmeme x = Z;(:l ej, 4.
ej,ejr1) # 0, (e, e1) # 0, ej,e)) =0, Vi<j—1.

(x,x) = Zl— Z Vi1 <k—k=0
1
= k—{-l 1
= nepiipustny graf, spor.

2. Necht e € A(N) vrchol spojeny hranami s {e]-};‘zl, . x =e— Z;‘:l (e,ejpej # 0, ej,ej) =
0, Vi#je{l,... k}.

k k k
Gxy =14 (e’ =23 e lee)y =1 ) (e,ep)” >0

=1 j=1 j=1

k
_ {a, a]>
1>Z<e €]> Z <0( D€><OC],OC]>
—_—
1#{hrany spoj. « aaj}

= 4 > pocet hran na vrcholu g, resp. e.

3. Necht aq, a jsou spojené hranou. Pro libovolné x = Z§:1 x/ ¢; plati:

(x,xy = <x1>2 + (x2)2 — xlx? + p1 <x3,...,xl> x! + p2 (x3,...,xl> x2+p3 (x3,...,xl) .

Vrcholy e1, e, nahradime jedinym vrcholem ey, tj dostaneme y := x2e1y + Z}:g x/ ej ado

1 2 12.

{x,x) dosadime x* = x*~ = x

G,y) = (xu)Z + (p1 (xa,...,xl) + (x3,...,xl)) x'2 4 ps (x3,...,xl)

= mame pozitivné definitni skaldrni sou¢in odpovidajici slou¢enému grafu.

Lemma 22. Graf *—* = *—*—* neni piipustny.
1 2 3 4
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Diikaz. x = 2?21 xfej

5
N2
Qx) ={x,x) = Z <x7> —xlx? — v/2x%x xt - xta®
j=1
Extrém je urcen rovnicemi SQ] =0
1: 2xt — 22 =0
2: 2x% —xt =263 =0
3: =22t =0
4: 2t =3 - x5 =0
5:  2°-x*=0
= x=(v2,2v23,21) #0aziroveri (x,x) =0 = diagram neni pfipustny. O
Lemma 23. UvaZujme diagram tvaru:
%
i 8r—1
e e ep—2ep-1 ¥ fo1 fr2 f2 A

kde [l = [lei| = 1Fill = llgill =1, p = q > r > 2. Pak plati;

1. Definujeme-li x = 3}/ ]e], y =3 i 2 = i 17gi, pak (x,yy = (x,z) = {y,z) =
0, (x,xy = BB (y,yy = WY (7 2y = {0,

Diikaz.
p—1 p—2
) i —-1)(p—2 -1
Gy= Y 2= N j+1) = 2]_ g )Z(P ):P(Pz )
j=1 j=1
O
2. 0x.0,,0. Ghly mezix,y,zayp = cos®6y + cos? 6y, + cos? 6, < 1.
Diikaz.
2
- > \ADN = 1> ) [yl _ > cosx(p,u)
ue{xy,z} H H ue{xy,z} <u' Ll> ue{xy,z}
O

3. Plati 1 + —|— > 1.
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Diikaz.
—1)? (p-1)
(x, %) (x, %) o [P0 ="

[P _p-1 q-1 r=1_3 1/1 1 1
1>ue{xzyz} ouy 2p 2g T2 T2 2\p g "

(<0 _ <@ (p—Dep—p > _ (p

U

1 1 1
?+§+;>1 O

4. Pfipustné moznosti jsou:

Pozndmka 67. Je dobré si uvédomit, Ze kofenové vektory pozitivnich kofenti spoletné s go tvofi
fesitelnou podalgebru g.

Véta 37. Bud g komplexni prostd Lieova algebra, gg jeji Cartanova podalgebra, A systém kofent,
AP < A. Pak jeji Dinkintiv diagram mé jednu z nasledujicth podob:

Al: S —— e —— s s 8 — s — o 5[(1+1,C),l>1
1 2 I-1 1
B : I 50(2[+1,C),l>2
_— el 1 2 1-21-1 1
asické série algeber
& C N S sp(21,C), 1 =3
1 2 1-21-1 1
D, _— — 0 — . I-1 s50(2,C), 1 >4
1 2 [-31-2
E6Z |
E7Z ‘
vyjime¢né algebry < T T T T T
Eg: ‘

Diikaz. Vyse jsme ukazali, Ze toto jsou vSechny mozné diagramy, existence pfislusnych algeber
byla dokazana jejich zkonstruovanim, jednoznaénost plyne z Weyl-Chevalleyho normdlni formy.
O

Pozndmka 68. Ptehled Cartanovych matic klasickych sérif (kofeny uspofadany standardné, 0
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vynechény):

2 -1 2 -1
-1 2 -1 -1 2 -1
ﬂA]: , aB’: ,
-1 2 -1 -1 2 -1
-1 2 -1 -1 2 -2
-1 2 -1 2
2 -1 2 -1
-1 2 -1 -1 2 -1
2C = T ) a0 = LT
-1 2 -1 -1 2 -1 -1
-1 2 -1 -1 2
-2 2 -1 2

Pozndmka 69. Pro rychlé uréeni sméru Sipky (od mensiho k vétsimu) se hodi vztah

[l | (@i, o) ajj ai
B A\ ai Il = o [ [l - 11
ol \ oy i - laill = /2, a1 (11)

Pozndmka 70. Piehled vztahti mezi soufadnicovymi funkciondly v definujici reprezentaci kla-
sickych sérii ¢ € g; (zavedeny na cvikédch) a fundamentalnimi kofeny (viz dalsi kapitola).

A M =91, Mo =¢1+¢2,..., A 225:1 Qi

nejvy$si véha definujici reprezentace na V = C'*1je @1, ¢1 + @2 ziskdme z V A V, atd.

-1 1 l
B: M=¢1, o =14 ¢2..., A1 =29 M =3 (Zi:l 901'),
reprezentace posledni nelze vytvofit tenzorovymi souciny: spinorovd reprezentace.

CoM=¢p, a=¢1+¢2..., N\ = 2:1 Pis
nejvyssi vaha definujici reprezentace na V = c2 je 91, 91 + @2 ziskdmezV AV = C! (21_1),
atd.

I— I— 1
D Mi=qu A =¢1+¢2..., Aoy =31 ¢i, A1 = 3 (Zizll pi — (Pl) JA =3 (Zi:1 (Pi)/
takZe mame 2 spinorové reprezentace.
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12 Redlné formy komplexnich poloprostych algeber
Méjme poloprostou redlnou algebru g, gc = g ®r ig = C ®R g. Z gc 1ze zpetné najit g:
¢:9c —oc:@(u+iv)=u—io, Vuoeg = g={Xegclp(X)=X}
Pozndmka 71. Vlastnosti ¢:
1. pop =id = jeinvolutivni,
2. p(AX) = Ap(X), p(X+Y) = ¢(X) +¢(Y) = je antilinedrni,

3. ¢([u1 +ivy, up +iva]) = p(([u1, 2] — [v1,02)) +i ([01, 2] + [1,02)) ) = ([, 2] — [01,02]) —
i ([v1, 2] + [u1,02]) = [ug —iv1,up —iva] = [Pp(u1 +iv1), p(up +ivp)] = automorfismus.

Tj. redlna forma g komplexni algebry gc ndm urcuje involutivni antilinedrni automorfismus ¢.

Naopak, méjme gc a jeji involutivni antilinedrni automorfismus ¢. Pak g = {X € g¢|¢(X) =
X} nam zadéava redlnou podalgebru gy v gc : (g¢)c = gc-

Diikaz. Mame ¢ : gc — (gc)r, dimgr(gc)r = 2dimg(ge)r. Uvazujme ¢|(QC)]R : (gc)rR —
(gC)]Rl 472 =1 = o (¢|(9C)JR> = +1, takze

s = (1) o (91 1)

g

= Xeg = ¢X)=X = ¢@iX)=-iX = iXe ker<¢|(gC)R+]l) —~ obg
jadra maji stejnou dimenzi a ndsobeni i zobrazuje jednonadruhé = dimg g = dimc gc, g9c =
gtigaplati: VX, Yeg, ¢([X,Y]) =[¢(X),¢(Y)] =[X Y] = VX, Yeg [X,Y]eg O

Priklad 24. s((1+1,C), ¢ :sl(I1+1,C) — sl(I +1,C):
e p(A)=A ... g=sl(l+1,R)
e p(A)=-AT ... g={Xesl(l+1,C)|-X" =X} =su(l+1)
o p(A) = —JAT], kde ] = diag(1,...1,-1,...,—-1):
P q
P(9(A) =] (1 (A7) T) =4
¢([A B]) = —J[A,BI"] = [AT,BT] ] = [-]JAT],~]B"]] = [(A),$(B)]
og={Xesl(I+1,C)|-JX =X} =su(p,q), p+q=1+1
UvaZujme komplexni poloprostou Lieovu algebru g vyjadfenou ve Weyl-Chevalleyho bazi,
tj.:
g = span{Hy}pear + +span{Ea},
€A
[H,Ey) = a(H)Ey, H € spang{Hu}pear = = VaeA, a(H)eR
[Ea/ E—IX] = K(Em E—IX) H,,
(S ——

eR
[Ea, Eg] = NupEarp Nap € Z, N(_y)(—p) = —Nag.
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Oznacime
Ysplit ‘= SPaH]R{Ha Yaear + +a€ASPan1R{Ea ).

split je redlnd forma g, tj. ¢(Ha) = Ha, ¢p(Ex) = Eo, VHo, Ex € gspliv- Zjistime signaturu
Killingovy formy K pro gspy; (Killingova forma je dobra pro rozliSeni realnych algeber).

K(H, E,) = 0 protoze h L span{E,}
K|y je pozitivné definitn{
K(Ew Eg) =0, a+ B #0

([ K(EwEa) K(EwE—o)\ (0 A B
E""E_“'<K(E“,E,X) KELED) =1 0 ,kdeA #0 ... sgn=(1,1,0)

= sgnK| = (l + ”T’l, ”T’l,0>. Dale prozkoumdme

Isplit

{Ea —E_« i(Ex+E-4) } _

Okomp = Spang {iHa facar + + span 7 7
_—

ih xeAT
VHy, Ex € gkomp, ¢(Ha) = —Ha, ¢(Ex) = —E_q. Ziejme plati taky ¢? = 1. Dale mame:

#([He Hy)) = [p(H), 9(Hy)] protoze [Hy, Hg] = 0
§([Hu, Egl) = B(H) p(Ep) = —B(Hi)E—p = [Ho, E_g] = [p(Hi), ¢(Ep)]

eR
¢([Ea, Ep]) = Nupd(Easp) = —NapE—o—p = N—a)(—p)E-u—p = [-E-a,—E_p] =
= [¢(Ex), p(Ep)]
¢([EME—0¢]) = K(Ea/E—a)(P(Ha) = *K(EarE—a)Ha = *[Evu E—a] = [*E—ar*Ea}

= [‘P(Ea)rﬁb(E—zx)]

Ex—E_4\ _ —E_a+Es
(2 2) -0
(i(Ea + E—a)) _ _i(_E—oc — EDC) _ i(Ea + E—oc)
V2 B V2 V2
$(iHy) = —i(—Hy) = iHy
K];;, je negativné definitni

Ey—E_y Eo—E_q
K ) — K(Ea E—
\/E ' \/E > ( o 0()
K E(”‘ ?Ff‘“, l)(E"‘( \%E‘;) )): 0 sgn = (0,2,0) pro volbu K(Ey, E_y) > 0
i(Ex +E_y) i(Ex +E_,
K , — K(Ea E—
\/i \/E ) ( o tX)

= sgn I<|gkompl = (0,1,0).
Véta 38. (Weyl) Bud g redlna poloprosta Lieova algebra, G ji odpovidajici souvisla a jednoduse

souvisla Lieova grupa. Pak G je kompakini < Killingova forma g je negativné definitni. Bez
dikazu.
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13  Vyznam kompaktnich Lieovych grup

Méjme X; bazi g, o € T(T*G), tedy Vg, h € G plati:

Lox (Xil,) = Xl g

o (Xily) = ¥

N
Lg (U]‘gh) _U]‘h

L* ]" Xol.) = J" Low (X —g

i (21,,) () = o], (Lo X)) = 8,

X ‘gh

= w=0!A---A0" n=dimg, objemovy element na G, je levoinvariantn, . Liw=w.

Véta 39. Necht G je kompakini. Pak Rfw = w.

Diikaz. Sporem: Necht R;‘_lw # w(BUNOg — g 1), w(Xy,...,X,) = 1,anecht R;_]w(Xl,. o, Xn) -

¢ > 1 pro zvolené g, h.
LgwRie] =0 = Li (R%,w) = RE( Liw ) = R @

= R¥*_,w jelevoinvariantni = na bodé h nezilezi, vysledek je stejny Vi, vezmeme tedy
h = e. Prodoze Adg = Lg« o Rgfl* : T,.G — T,G = g, mame:

¢ = LERE 1w (X, Xo)| = (Lg*Rgfl* (X1l,), -, LgeRy 1, (Xn|e)) -
= w (Adg (X1],),.. ., Adg (Xul,)) = detAdg - w ((X1],),--.,(Xu],)) = det Adg

=1

= VgegG, R;,lw (X1,...,Xy) = det Adg =: F(g), pficemZ pro zvolené g je F(g) > 1.

F(g182) = det Adyg, ¢, = det Adg, Adg, = det (Ady, ) det (Adg,) = F(g1)F(g2), V¢1,82€ G

= F(g") =c"apron — +ooméame g" € G, F(g") — +00. Ale F je hladka funkce na G a G je
kompakini, tj. F nabyvd maxima a minima, spor = c¢=1. O

Pozndmka 72.

algebra: realné formy:
su(l+1)

su(p+4q), p+g=1+1

s (2k) = {(% %)‘Al,Az e ckfk}, TrA; + TrA; = 2ReTrA =0, 2k = [ + 1
B;, D; podobné
Cr...sp(2,C)  sp(p,q) =5p(21,C) n{X e sp(2,C)[XT Jpy+ JpyX =0}, p+q=2I

sp,(21) = sp(21,C) nu(21)

Pozndmka 73. G kompaktni =  {w € R. ProtoZe Lieova grupa je vzdy orientovatelnd, 1ze
G
vybérem orientace volit +o > {w > 0.
G
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Disledek 21. 1. Vf e C*(G), § fw = § (foLy) w = § (f o R¢) w, protoze
G G

Analogicky pro Rg.

2.Prop : G - GL(V), dimV < 400 a jakykoliv skaldrni souéin {:,-) na V, zavedeme

(u,v)g = [{p(g)u,p(8)v) w(g) . Pak
G ~——

mira

(@)u,p(g)v) = J<p(g)zo(§)u,p(g)p(§)v>w(g) = J<p(g§)u,p(g§)v>w(g) =
G

G
- [RE @@ ©@) = | @@upEols) =woe.
—

¢ ~(rge)i O

Vzhledem k takto definovanému skaldrnimu soucinu (-, -) je p unitdrni (ortogondlni, dle
télesa V) reprezentace kompaktni grupy Gna V.
Zavér: Konecnérozmeérné reprezentace Lieovy grupy G jsou unitarni (ortogonalni) viiéi vhodné
zvolenému skaldrnimu soucinu, j. jsou tplné reducibilni.

Véta 40. (Weyl) Kone¢nérozmérné reprezentace komplexni poloprosté Lieovy algebry g jsou
uplné reducibilni.

Diikaz. Pro p : g — g najdeme gxomp * (Gkomp)c = 0, p|gkomp ! Gkomp — 9I(V), mdme tedy i
reprezentaci pfislusné Lieovy grupy G, ta je tplné reducibilni, tj mame ireducibilni invariantni
podprostory pro Gxomp, Gkomp: 8- O
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14 Reprezentace poloprostych Lieovych algeber

Uvazujme g nad C, gy Caratnova podalgebra, a € A, T, € go, [Ta, T/;] = 0, p reprezentace g na
komplexnim vektorovém prostoru V, dimV < +, takze p(g0) = {p(H)|H € go} je podprostor
v L(V) tvofeny komutujicimi operatory. Potfebujeme ukazat, Ze jsou diagondlni, abychom mohli
napssat V jako - vlastnich podprostor.

e = span{Xy, X_o, Tox = [Xo, X—o]} podalgebraizomorfnis((2,C) = p(Xa), p(X—a), p(Ta)

reprezentace sl(2,C) na V, ta je uplné reducibilni, tj. direktni soulet ireducibilnich reprezen-
taci s1(2,C), v kazdé z nich pusobi p(T,) diagondlné =  p(T,) na V je diagonalizovatelny
operator = p(go) je mnozina komutujicich diagonalizovatelnych operatora =V lze ro-
zlozit na spole¢né vlastni podprostory p(go):

V=4V,  Vi= ) ker(p(H) - A(H)L)

Aegl Hegg
Definice 65. e Vihy reprezentace p (na vekt. prostoru V) algebry h nazyvame A € gjj, takové,
ze V) # {0}.
e Piislusné V) nazyvame vahovy podprostor reprezentace p piislusny vaze A.
e Vihovy diagram jsou vahy znazornéné v euklidovském R" (A(T,) € R, 4. A € b*).
e Vihova miizkaje J < b, 7 = {A e b*|A(T,) € Z, Vo € A}.
Pozndmka 74. Pro adjugovanou reprezentaci (0 = ad) jsou nenulové vahy kofeny a Vj je Car-
tanova podalgebra.
Pozndmka 75. Mtizka je podgrupou b A, A e T, mymyeZ = mA+mhrye J. Jeji
bazi tvofi A; e h*, pro které /\]-(Tak) =0k, Yax € AP = VAeJ, Imy,...,m, A= Zm]-)\]-.
Véta 41. Mé&me p reprezentaci komplexni poloprosté algebry. Necht A, je mnoZina vsech vah,
Ay = {A € ga"‘ﬂHego ker (o(H) — A(H)1) # 0}. Pak Ay < J, V = ‘i‘AeAPVA a A je invariantn{
vzhledem k Weylové grupé W, tj. pokud S € Wy, A e Ay = S(A) € A, (Va € A, Sy : b — b :
Sa(v) =v—v(Ta)a).
Déle VA € Ap, € = sgnA(T,), plati {A, A —ea,..., A = A(Tp)a} © ApadimV, = dim Vs, (r)-
—_——
Se(A)
Diikaz. Uz vime, ze V = —i—AeAp, o (0(Ty)) € Z, protozeje tosl(2,C) = Apc J.
Pro « € A oznatime s((2,C), := span{X,, X—q, Ta}, vezmeme 0 # v e V), VHe b, p(H)v =
AMH)v, p(X44)v e V:
p(H) (p(Xa)o) = p([H, Xsa] )0+ p(X£2) (A(H)v) = (A(H) £ a(H)) (p(X£)0)
——
Ta(H)X4q
= pokud p(X+4q)v # 0, pak At we Ay, p(X44)v € V)4
Ae A, = najdeme ireducibilni reprezentaci sl(2,C), na V takovou, Ze A| s((2,C), J& vahou
této reprezentace = p(Ty)v = A(Ty)v, A(Ty) € {—r,—r+2,...,1}, tj:
{A(Tw), A(te) —ea(Ta), ..., AM(Ta) —2MTo) = —A(Tp)} < {—r1,...,1}
—
2¢
= p(E_e)v, (p(E,m))zv, .., (p(E,m))l)\(T”‘)‘v jsou diky vlastnostem ireducibilni reprezen-
tace sl(2,C), nenulové vektory, ale tim padem V) ¢y, ..., Vy_)(1,)o jsOU nenulové, tj. z jed-

nozna¢nosti vdhovych podprostorti ireducibilni reprezentace s((2,C) vidime, Ze pro LN vek-
tory z V), mame ritizné ireducibilni reprezentace sl(2,C),, kazda zobrazuje jednoznatné v «

(p(E_eoc))M(T“)'v € Vs,(ny = dimV, < dimVs ). S2 =1 = lze obrétit, mame tedy
rovnost dim V), = dim Vs (). O
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Definice 66. Pro A € Ap, ny = dim V) nazyvdme ndsobnost vihy A.

Definice 67. A € Apje dominantni < Vae AT, A(Tx) =0 (4. (A, a) = 0).
Definice 68. A € Apjenejvyssi < Vae AT, A4a¢A,.

Pozndmka 76. Evidentné, kazda reprezentace ma nejvyssi vahu (alesponi jednu).

Definice 69. Pro p : g — gl(V) a jeji nejvyssi vahu A zvolime v € V), v # 0 a definujeme
Ry :=span{p(X1)...p(Xy)vlke N U {0}, X; € g}, tj. Ry == V, p(X)R) = Ry, VX € g.

Véta 42. R je invariantni podprostor reprezentace p, | R, O™ gl(R)) je ireducibilni, dim R N
Vi =1, 4. Ry n'V) = span{v}.

Diikaz. V definici R) sta¢i uvaZovat X = E;, x € Aa X = H, H € gyp. UvaZujmeq, ..., w e A:

p(H)(p(Ex) ... p(Ew)0) = (A(H) + a(H) + -+ + w(H)) (p(Ed) - .- p(Ew)?)
I
o([H, Ed]) = a(H)p(Eq)

=  Pp(Ex)...p(Ew)v € Vatgi.tw, tj. pusobeni p(H) je jen ndsobeni ¢islem, stadi tedy uvazovat
jen X = Ey, & € A. Vezmeme w € Ry nVy,w = >y, . ayenkonst.o(Ey,)...0(Eqy )0, v kazdém
keNu{0

¢lenu ma byt vdhovy vektor s vahou A = a1+ --- —ii ik =0 = nékteré jsou kladné,
n&které zdporné. Kladné pfekomutujeme doprava pomoci [Ey, Eg|] = NagEyyp, resp. [Eq, E—a] =
konst. Hy. Nakonec jsou vechny kladné kofeny napravo a protoZe « € A" a z maximality A, je
p(Ex)v =0 = v suméjsou jen zdporné kofeny, ale stédle plati a1 + -+, =0 = k=
0 = w=konstv = RynV),=span{v}.

Ireducibilita sporem: Mdme W cc R, Wn (Ry nV)) = {0}, soutasné W musi byt ro-
zlozitelny do vahovych podprostorc. = ma nenulovy prinik s néjakym Vi, k # A, ke A pli,”

ozn. Wy = W n Vi, a W = - W;. Z tplné reducibility vyplyvé, Ze z v € V) se nelze dostat do Wy
a z konstrukce W,.c Wc R, = W ={0}. O

Dtisledek 22. Ireducibilni reprezentace p poloprosté komplexni algebry na V s nejvyssi vahou A,
je nutné totoZna s pfislusnym R, j. V = R,.

Véta 43. Budte p, p ireducibilni reprezentace komplexni poloprosté Lieovy algebry g na V, Vs

nejvyssi vahou A. Pak jsou reprezentace p, p ekvivalentni, tj. 3T : V — V linedrni bijekce takov4,
7ep(X)oT=Top(X), VX €g.

Diikaz. Z ireducibility V = R,, V = R,. Definujeme oo-rozmérny prostor V* a reprezentaci g

na ném, tzv. Verma modul: span{E,, E_,|a € A"} generuje pomoci komutatorti celou algebru

g, navic Va, B € AP, [E,X,E_ﬁ] = OupTu, [E,X,E/g] = Nup Eaip. Reprezentace je tedy urcend
—

#0
ptsobenim E+,, & € AP. Oznacime AP = {“j}j':l’ Eyj:= E+a;, vo abstrakini vektor,

VY i=span{E_j ...E_;vlj1,...,jk € {1,...,1}, ke N U {0}},

Tu(vo) = A(Ta)oo, Ve € A; Ej(v0) =0, Vje {1,...,I5E_j (E_j,...E_jv9) = E_jE_j,...E_j00.
Tg (E_j, ... E_j00) = (M(Tp) —a;,(Tg) — - —a_; (Tg)) E_j, ... E_j 0,
Ej (E-jy - E—jv0) = 9y Toy (E—jp - E—jy00) +
(2 (137) = (Tag ) ==ty (Tay ) BB
+6,E (/\ (Ta/.) —aj, (Ta]) e, (T,xj)) E_jy...E_juo+

+ -+ 5]]1/\ (Ta].) E_fl - E_]'kvo.
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Lze ukdzat, Ze timto sptisobem mame definovdno na V), ptsobeni span{E,, E_,|a € AP} in-
dukujici konzistentnim sptisobem reprezentaci g na V* .
Nyni definujeme 7 : VA — R, 77: V} — R;:

(E—jy - E—joo) =p (E—;) - p (E—j) o,
(E—jl "'E_jkvo) = ﬁ(E_jl) "'5(E_jk) 0.
Z konstrukce VA jeVX eg, p(X)om=moX, p(X)ot=7oX = Xkerm=kerm VXeyg,

podobné 7, tj. ker 7, ker 7 jsou invariantni podporostory V* a 71, 7 zobrazuji vahové pod-
porstory na vdhové podprostory.

s
T

7t(ker t) = span{7t(V)|V € ker 7, j. (V) = 0}
p(X) (7t(ker ) = t(X ker 1r) < 7t(ker 1), VXeg

= 7i(ker 77) je invariantni podporstor reprezentace p, analogicky 7t(ker 77) je invariantni pod-
prostor reprezentace p. 7 (span{vg}) = span{v}, (V}), = span{vg} = 7T|(V)\) — V) je
A

bijekce = (V), ¢ kernr, V) ¢ f(kern) = F(kern) # V =Ry, = (kern) =
{0}, analogicky 7t(ker 7t) = {0}. Vidime tedy, ze 7t (V}) = R,, % (V*) = R,.

Definujeme T : Ry — R, nasledovné: T(w) = (W), Yw = t(W) € Ry, kde W e VA (§. w je
libovolny prvek R)). Ovérime konzistenci: Wy e kert, W =W+ W, = w= (W)

T(w) = A(W') = F(W + W) = 7(W) + Z(Wo) = Z(W).
=0

Evidentné k T existuje inverzni zobrazeni zdiménou 7t a 77 v definici = T je bijekce.
T(p(X)w) = T(p(X)m(W)) = T(r(XW)) = R(XW) = pX)F(W) = p(X)T(w), ¥Xeg
= Top(X)=p(X)oT, VX €g. O

Dusledek 23. Ireducibilni reprezentace p je uréena svou nejvyssi vahou A.

Definice 70. M&me g, go, A > AT o AP = {ocj}j.zl. Definujeme A; € J < b* : A (Ty,) =
djk. Takové A; nazyvame fundamentdlni vdhy Lieovy algebry g, jim pfislusejici reprezentace
nazyvame fundamentalni reprezentace.

Pozniamka 77. To, ze Aj € J a Ze existuji p¥islusné reprezentace je tieba ukazat.

Pozniamka 78. Fundamentélni véhy lze urcit z Cartanovy matice vztahem A; = Mg, kde M =
(ajk)*l inverze Cartanovy matice, nebot aj = ajpAg:

aif = o (Toy.) = aijA; (Tu) = aijbjic = i

Véta 44. Ke kazdé I-tici nezdpornych celych &isel my, ..., m; existuje pravé jedna ireducibilni
reprezentace poloprosté Lieovy algebry g, jejiz nejvyssi vahaje A = Z;’:l mjA;.

Diikaz. To Ze je nejvyse jedna uz vime, existenci ukdzeme konstrukci na prikladech. O

14.1 Konstrukce reprezentaci

Mgjme g, V, v, p:g—gl(V),p:g— gl (?) Na V®‘7definujemep®ﬁ i g — gl (V@V)
takto:

(p®p) (X) =p(X)@ 1]y + 1], ®p(X),  VXeg
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Ovéfime homomorfismus:

[(p®p) (X), (p®p) (V)] (v®D) = (0 ®p) (X) (p(Y)o®@T + 0 @p(Y)?) +

~ (0®) (V) (p(X)o @+ v@P(X)D) = p(X)p(¥)o @ + PIY oKD + p(X)o@FYTT+
To@P(X)P(Y)T - p(Y)p(X)0 ® D - p(X)p@F(TTT — pIYIo@pKIT — v @P(Y)P(X) =

=p([X,Y])v@7+v@p([X,Y])7 = (p®p)([X,Y])o®@7D
g komplexni poloprostd, Ap, Aﬁ, AeNp, veEV), pe Aﬁ, ve ‘7}" pro H € gp méme:
(p®p)(H)o®7 = p(H)o@0 +0@p(H)7 = (A +p)(H)o®0
— —
A(H)o p(H)?
= A+ € N,gp specidlné pokud A, p jsou nejvyssi vahy, pak A + i je nejvyssi.
Priklad 25. DI ... (2j +1)-rozmérn4 reprezentace so(3), j. j € 2.
D'®@D* =DI**@-.-@DI¥ ... Clebsh-Gordontiv rozklad

Symetrickd, antysymetrickd reprezentace: Méme p na V algebru g, p®pna V@V =
VO S5 VRV VRV :Spuee) =v@u = S5,=1 = o(Sp)={x1}

[S12, (p®p)(X)](u®v) = S12(p(X)u@v+u®p(X)v) — (pRp)(X)(vQu) =
=vp(X)u+p(X)v@u—-—p(X)vu—-vp(X)u=0, VXeg

= [S12,(p®p)(X)] = [S12,p(X) @1+ 1®p(X)] =0, VXeg = (p®p)lzezazZitna vlastni
podprostory Sqa:

VsV =span{fu®@v+ovQ@ulu,veV} ... 512|v®5\/:]1
VAV =span{fu®v—-v@ulu,veV} ... Sply,y=-1

Nect A je nejvyssi a u 2. nejvyssi véha ireducibilni reprezentace p na V, pak mame:

reprezentace: nejvyssi vaha:
pPR®spnaV®sV 2A
prpnaV AV At

Priklad 26. D'®@ D! = D2 D'@ D = D' ®s D' @ D! A D!
S
véahy: 5 3 1 6 3
—_—
DS@Dl D1

Zobecnéni: pRpR---QpnaVEVE @V = Vek
Sij(”l®"'®”i®"'®”j®"'®uk) :”1®"'®u]’®"‘®ui®"‘®uk
(P®---®p)(X)=p(X)®1® - ®1+1Qp(X)®1® - @1+ +1® -1 p(X)
[Sij (p®---®p)(X)] =0

Neexistuje rozklad do V&, k > 2 do spolenych vlastnich podprostori S
podprostory vzdy existuijt:

ij, ale 2 spolo¢né vlastni

V®5-~®5V=V®5k Sij|V®Sk:]1
VA AV=V"_ 3 -1

1] V Ak =

Piislugné reprezentace jsou p®sk, p/k
A (Ho) > A2(Hyp) = - -+ = Ay(Hy), pak:

. Pokud p je ireducibilni s vahami A1, Ay, ..., Ay, pFicemZ

reprezentace: nejvyssi vaha:
p®sk kAq
pk A1+ -+ + Ay (po zohlednéni ndsobnosti)
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Pozndmka 79. Méjme g, fundamentalni vdhy Aq,...,A;, pfislusiné fundamentalni reprezentace
pjnaV; A = Z]‘ mjA;, mj € No. Piislusnou ireducibilni reprezentaci najdeme v (01)®"™ ®
(02)®5"™ ®- - ® (0;)®s™. Nalezeny R, pfislusejici nejvyssi vaze A, je jednoznaéné (aZ na ndsobek)

vV

urcen tenzorovym soucinem R, pfislusnych nejvy$sim vaham A4,..., Ay v Vy, ..., V).
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15 Spinorové reprezentace

Definice 71. UvaZujme 2"-rozmérnou asociativni algebru

cl(n) =span{l,y" ... y*|1<k<n, ay <ap <--- <ag}

s ndsobenim vyhovujicim vztahu { 'y“,'yb} = 979t + 9Py = 25%1. Tuto algebru nazyvame
Cliffordova algebra s n generatory.

1 1
Zab — E,)/a,),b — ZL [,Ya,,),b} L a#b, Zab — _Zba

1
[zt 2] = 2 (1t =05ty =
= Z (25bc'ya')/ _ 25“C’)/b’)fd +2(5bd’yc’y” . 2§ud’yc'yb) _
_ (5bc2ad _ 5ac2bd _(5hd2ac +(5ad2bc

so(n) : S = E — EM, kde E™ je matice s jednotkou na pozici (a,b) a nulami viude jinde. S%
ma stejné komutacni relace:

[Sub ch — 5bcsud _ (sacsbd _ 5bd5ac +5ud5bc

o n=2I
%:M ”J*:M
0 L JEk
{oj,00} = 0 = {o}, 07"} {oj, o'} _{ (72/2_1)2 i (W;j)z =1 ...j=k

= Pro n = 2] méme algebru fermionovych kreaé¢nich a anihila¢nich operatort = je-
jich reprezentace se da pf¥irozené zkonstruovat na

V:span{az...a,j‘km}‘Oékél,0<a1<-~-<ak<l},

0,100 = 0, dimV = 2! = reprezentace s0(2]) na V, prvky so(2l) jsou kvadratické
vyrazy v 0j,0f =z hlediska so0(2l) se reprezentace rozpadd na dv¢, se sudym, resp.
lichym poctem o* ptisobicich na |0).

k sk + _ —
Fj = oi'oj Fy = 0i0j Gij = 0i'0j

H(Aq,.. Zl: (a oj — 1)

j=1

1
HOG - A -5, 10) = zA R AD

= naVjevektor oy ...o}" |0) vektor s nejvyssi vahou a ta je rovna 5 (q>1, ..., ¢1). Pro pod-
prostor s opacnou paritou krea¢nich operatortt mame vahy ! j=1 ( ) ¢, kde ! =11 =

[—1,1-3,...,Mezinimije pfi naSem uspofadani nejvyssi 5 L1+ 4 ¢1_1 — 1), piisludna
véhovému vektoru o ... o} | |0).
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o 1 =2+ 1: stejné az na 721

{72“’1,0]} —0= {721-5—1,0.]*}
Y10) = |0)
A (U;"l o |0>> = (1) (U;"l o |0>>
Predpisy pro Fj;, Fi}r, Gij, H(...) se nezméni.

V nejde rozdélit na 2 invariantni podporstory, so(2/ + 1) je na V ireducibilni s nejvyssi
vahou %((P] + 4 Pp).
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16 Symetrie vQM

V klasické mechanice vede symetrie (invariance teorie vii¢i transformacim) na integraly pohybu
(Teorém Noethorové).

V QM symetriim odpovidaji infinitezimdlni generatory jako integfaly pohybu, ve smyslu
operatorti na Hilbertové prostoru .2 = Lieova algebra integrdld pohybu, tj operatort ko-
mutujicich s Hamiltonidnem = operatory reprezentujici nasi abstrakini Lieovu algebru jsou
pozorovatelné reprezentované na s#. Pokud dand Lieova algebra je kompaktni, pak reprezen-
tace na /7 je direktnim souctem kone¢nérozmérnych ireducibilnich reprezentaci = v nich
mame béaze tvofené vdhovymi vektory. Cartanova podalgebra je tvofena operatory komutujicimi
s Hamiltondnem. Pokud je jich dostate¢né mnoho, méme UMP, jejich hodnoty ozna¢ime vektory.
Véhové vektory jsou pak vektory spfesné uréenymi hodnotami UMP tvofené Cartanovou podal-
gebrou a Hamiltonidnem.

16.1 Izospin

Proton a neutron se vzhledem k silné interakci chovaji stejné. Hypotéza: p a n jsou 2 stavy
nukleonu = existuje n&aky vnitin{ stupeti volnosti nukleonu, méizeme jej popsat C> =
Iy = ({) aln) = (). Teorie jaderné interakce je invariantni viii jejich michani = miiZe to
byt reprezentace SO(2) ~ U(1) nebo SU(2). Zkusime tedy SU(2), 2-rozmérnou reprezentaci
su(2) = s0(3) = dvojznatnd reprezentace SO(3) = spin jen ve vnitinim Hilbertové
prostoru (nesouvisejici s prostorocasem, momentem hybnosti), izotropicky spin = izospin, 12, I:

1/1 1 1
12 e 1 I = — 4 it =1 =
=5 (3+1) sl =1 1) naboj: Q= I +
1/1 1
20y L (1 - =
2w =3(5+1)m Biny = —2 I
Postupné se objevily dalsi ¢astice: antinukleony, piony = barionové ¢islo B (pocet nukleontt).
Piontm se pfifadila vektorovd reprezentace izospinové grupy SO(3),t. 1 =1, m = —1,0,1.
nukleony: B=1,Q¢{0,1}
O=1I+ %B piony: B=0, o() ={-1,0,1} = Qe{-1,01}

antinukleony: B = -1, 0(I3) = {J_r%} = Qe{0,-1}

I3 je prvek Cartanovy podalgebry so(3)¢
B je dan zvolenou reprezentaci

Pak se objevily Kaony, rozpadajici se na zndme ¢4stice, ale né silné = novéa zachovéavajici se
veli¢ina, podivnost S = Gellmann-Nishijimiv vzorec:

1
Q:IQ,+§Y, Y =S+ B ... hypernaboj
= motivace pokusu spojit I3 a Y do jedné algebry infinitezimdalnich symetrii, tj hledame algebru
s 2-dim. Cartanovou podalgebrou (chceme komutujici I3, Y). To nefungovalo, dokud se nezkusil

predpoklad nukleonti sloZzenych z komponent - kvarkt, jako vhodna algebra se ukdzala g =
su(3), budeme se ji tedy zabyvat.

16.2 su(3)
su(3)c:

Iz == -1 Y== 1 go = span{l3, Y}
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1 2

K(Ig,, Y) =0 K(I3, 13) = CE K(Y,Y) = Cg
010 0 0O
I =Ep=E, = 00 Uy = Ex3 = Eg = 01
0 0
Vi =[I4,Uy] = Ei3 = Eqsp L= (L)' u- = (us)’ Vo= (V)T
[I+, V4] =0 Uy, V] =0 [I3, Y] =0
1 1
[, I+] = 1+ [I3,U+] = iiui I3, V4] = J_FEVi
[Y, IJ_r] = [Y, U+] =+U+ [Y, VJ_r] =+Vy
0 3 3
[I-‘rrl—] = 213 [U-‘r/ u—] = 1 = 713 + EY [V-‘r/V—] = 13 + EY
-1

Kofenovy diagram:

'Y

U+:ﬁ:|7%71> : V+EO¢+B=‘%,1>
|
|

I_=1|-1,0) | Ii=a=]1,0)

1, y o Ie=ezlLO .
|
|
|
Vo=|-3-1 | U-=|}-0)
|
LAy =AA YA =plAw

Definujici vektorova reprezentace su(3) (znadi se 3), je to fundamentalni reprezentace su(3)¢c =
s1(3):

11 11 2
uy = |§/§> |d) = \—§/§> |s) = |0/—§>

Céstice se nazyvaji kvarky. Vahovy diagram:
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Druhé fundamentalni (antifundamentélni) reprezentace su(3)¢ se ziskd minus transpozici:
Znadi se 3 a jeji ¢astice se nazyvaji antikvarky.
1Y
|
=
|‘5> =0, %>

Wi

@) =|-3,~3)

Vézané stavy kvark-antikvark, 3®3 = 8@ 1:

0 _ |uu>\/—§|dd> g = i ci;zg “2l span{ ity + |j?+ |s5) }

~~

17/
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Reprezentace vedouci na celo¢iselné néaboje (trojice kvarkilt), 3®3®3 =1008® 8P 1:

AT = uuu) = [3,1)

V dobé kdy Gellmann vytvofil reorii (2~ nebyla zndma, pozdéji byla potvrzena.

Poznimka 80. Dnes uz je tato teorie zastarald, protoze kvarkd, tesp. astic je vic, takZze soucasny
standardni model je uspofddan jinak. Je to dobré pfibliZzeni pro nékteré energie.

Poznidmka 81. Pozorované Céstice odpovidaji rozkladtim obsahujicim singlet, tj. pozorujeme
pouze bezbarvé castice.
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17 Cviéeni

Priklad 27. s0(3,C) ~s1(2,C) : [L3,L+] = +L+, [Ly+,L_] = 2L3,

o =5 (o &) eea=(0 ) ewo=(] 9)
p(L3) 1) =5 1D, p(L) 11y = —3 11, vibyi A = 41,

p:sl(2,C) — gl (Dl/z) , DV/2 = span {|1), 1)} . Tenzorovy soutin p se sebou samou:

vont=3(o 4o 1)+ (6 1)ez(o %)

(0®p)(L3) 111 = 1) (0®p)(Ls) 11 = 2 111y~ 5 [11) =0
(p®p)(La) [Ll)=—1[l]) (p®p)(L3) [I1) =0
(e@p) (L)1) =11+ 1) (e®@p) (L) (I =111)) =L —1l)y=0

(e®p)(L-)[J1) =0

(p@p)(Ly) ..
Vahy: +2A,0; nyoy =1, ng = 2.
Priklad 28. A; = si(1+1,C) = {A € Cl“'l*l‘TrA = o}

e Kofeny: g9 = diag < sl(I +1), dimgy = ,[go,g0] = 0 = go Abelovskd = g
nilpotentni, tj. opravdu je to Cartanova podalgebra. Mé&me

j

Eij: , i#]
i\... 1

= sl(l+1) = go +span{E;;} apro D € go, D = diag(dy, ..., d;1) mame [D, E;;] — (d; —
s={(gi—gp|ij ijel+1]

Zvolime Hy = diag(hy, ..., hi1), hi > hit, (¢i — ¢j)(Ho) # 0, mdme tedy uspofadani
kofenti:

$1>¢2 > > >0

+:{4>i—¢j|i<j 1+1}
{(Pz (Pl+1|l€ }

_le

Ovétime, Ze pomoci AP mtizeme nakombinovat celé A:

¢i — i = (¢i — Pit1) + (Pit1 — Pig2) + -+ (Pj—1 — ¢j)-
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e Cartanova matice, Dynkintiv diagram:

w,BEAP
age = —(p+1q) pe —q, {[&+kw}z:p e AT

ai::¢i_¢i+l} = ‘Xz'"'k"‘j:4’i_4’i+l+k(¢j_¢j+l);‘Pa_‘i’b/‘1<b

&j = ¢j = Pj1

(z:<j’—1)v(i’>j’—1) = k=0 = ;=0
(i=j-)v(=i-1) = k=0vk=1 = aijzfl

e Adjungovand reprezentace: vahy (kofeny): a; = ¢; — ¢i11, a;(Tj) = a;j, kde

dy
o =d;, 1> P> > P > 0.
di1
Ztvaruvaha; = ¢; — ¢; a uspofadani ¢; plyne, Ze nejvyssivdhaje 1 — i1 = a1+ + .
K nalezeni T; vyuZijeme a;(T;) = a;; = t;; —tjiy1 #0proi=j—1,j,j+1:
0
aj-1(Ty) = tjj1 —tj;=—1 . j
(Ty) =tjj—tjjs1 =2 = Tj= 1
w1 (Ty) = tjja —tjjpo = -1 0
e Fundamentalni véhy, A;(T;) = ¢;;:
1
-1 0
M 0 =1, M 1 _1 =0 = A= P
0
0 .
1 0
1 1 0
Ao 0 =0, A Ty | =1 Ao 1 =0
. 0
0 .
= =g+ = ... = A=¢ +- -+ ¢; Jevidét Ze pak plati )tl'(T]‘) = 51]
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e Definujici reprezentace: Mé&me definujici reprezentaci v standardni bazi (e;), D € go, De; =

dq
( ) ej = djej. Jeji vahy {¢1,..., P11}, ¢ry1 = —(¢1 + -+ ¢1), 1ze zapsat jako
diyq

{pr.p1 —a1,¢1 — 1 —an, ..., —ag —--- — o). Nejvyssi vdha je ¢1 = Aq, ndsobnosti 1,
dimp; =141 p1 A p1:

(b1 Ap1)(eine) = (D®1+1QD)(e;i®e; — ¢ ®e;) =
= diei ®€] — d]€] ®e; + e; ®d]€] —€j ®diei = (dl + d])(el A Ej),
vahy: {¢; + gbj|i #j}, dimp A p = (lerl), nejvyssije ¢ + ¢o.
Pro p"/ jsou vahy {(,bi] ot g
L
. / 1#1 .
Pro p*! jsou vahy {31 @i Divi1 $i} = P11} # {P1,... P11}, TakZe

nejvyssi védha je —A;q. Kdyz 1 = 1, pak p*'=1 ~ p, §j. p*=! je izomorfni definujict
reprezentaci.

I+1
]

i1 <. < ij}, dimp = (1), nejvyssi véha A =¢1+

Pozndmka 82. Necht p reprezentace g na V, definujeme p” : p7(X) = (—p(X))T = p*l=pl.
Priklad 29. C; = sp(21,€) = {A € €¥2|JA+ AT] =0}, kde ] = (§ ')

e Cartanova podalgebra: Oznatme A = (79):
— _ T _,T
JA+AT] = (ac bd)—l—(;T —ZT>:O = d=—al,b=0bT, c=cT

go = {(6\701\)’/\: diag(A1,...,Ap) eCl’l}

A0 E;i 0 Ei O
(A, Eij] = (Ai — Aj)Ejj [(0 A)’(Ol] _Ez‘j)] Z(Ai—)\j)<6] _EZ,])
—_—
:ZI,'j,l'sﬁj
A 0 0 Eij+Eji (0 A(Eij+Eji) 0 (Eij—f—E]'l‘)A iy ' 0 Eij+Eji
[(0 A)’(O o )|~ \o 0 o 0 =g o
—_—

::Fij/ IS]

T
A 0 A 0
Gi]' = Fl’? = [(0 A) /Gi]':| = — [(0 A) ,Fi]':| = 7(/\1' +)\])G1]

= go je skute¢né Cartanova podalgebra. ¢; (5 % ) :=2A;, i€ 1 tvoti bazi a5

e Kofeny:
A={gi—¢ili # } v {oi + ¢ili < i} o {= (i + )i < j}
Ho : ¢i(Ho) > ¢iv1(Ho) > 0, Vi.
AT ={gi—gjli <j} o {gi+ojli <}
A ={¢i—¢jli > j} o {~ (@i +¢))]i < j}
AP = {pi—ipilicl-1} o { 2 }
— ——

= =K
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¢ — ¢ = (¢j — piv1) + -+ (Pj1— ) = Zak

-1 -1
Gi+ b =201+ (0 — d1) + (P — P1) =200+ Y e+ ),
k=i k=j
a,BeAP
11‘3,1 = —q:
{ai +kaj}iici = (¢i—Pip1) th(pj—Pjp1) = li—jl>1 = k=0
li—jl=1 = k=0vk=1
{a; +kag}ics = (¢i — Piv1) +2k¢y = i<l-1 = k=0
i=1-1 = k=0vk=1
{a +kaitij<r =2 + k(i — Piv1) = i<l-1 = k=0
i=1-1 = k=0vk=1vk=2
= 01171,12—1—%;2;;»,0111— 2—<§?'f;[1?> =l = V2 [arll.
2 -1
S
(a): . , .—.—.-.—.—-i.
v -2 - 1 2 I—21-1 1
-1 2 -1
-2 2

e Definujici reprezentace: D € gy, ¢;(D) = d;:

d

—d,
Definujici reprezentace mé vahy {¢1,...,¢;, $_1,...,¢_;}, dim = 2/, nejvyssi vdha je ¢;.

¢ Adjungovand reprezentace: a; = ¢; — Pi11, i <1 —1, 0y = 2¢y, a;(T}) = a;;
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0
ai(T;)) =0i<l-1 1 ... I
a1(T) =-1 = T;= 0
a(Ty) =2
0
1
A,-(T]-):fsij = /\i:(P1+---+(f7i,i€i.
Priklad 30. D; = s0(21,C) = {A e C2AAT] 4 JA = o},kde] — (1), 1>1
Oznatme A = (1)
T T
T _fc' a c d\ _ T 4 _ 4T ._ T
A]—l—]A—(dT bT)+(a b>_0 = d=—-a,b=-b",c=—c

e Cartanova podalgebra: Ukdzeme Ze go = {H = diag(A103,...,A02)}, 0o = (9 7'). Necht

X X
X e CZ,Z, X = 11 12
X21  X22

. —X —X . X —X X X
/\,‘U'QX — /\]'X(Tz = Z}\i 21 2) l/\]' 12 ) = C()\i, )\]) H 12
X11 X12 X22  —X21 X21  X22

ZapiSeme ve tvaru:

ic 7)\] 7/\1' 0 X11
)\] c 0 —)tl' X12
)\,‘ 0 ic —A]‘ X21
0 A A dc X22

i

Z pozadavku Fesitelnosti soustavy (det = 0) dostaneme c1234 = +(A; + /\j). Proc¢; =
Ai + Ajnajdeme X; = (1)) =03+ iy

i —

g

N - = o 3
F:= X, Pij =11 ... N F , 1<, [H, Fij] = (/\1‘ —‘r-/\j)Fij #0

il... —FT

[H ;] = [H5 B = = [H R = =i+ A)F]

Pro c; = A; — A dostaneme:

i
G: =140y, Gjji=1 R G , i<
j -GT
[H, Gjj] = (Ai + A})Gjj, [H, Gjj] = (A + 1) Gj;
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o Kofeny: ¢;j € g¥, ¢;(H) = A;:
A= {pi+jli <jto{gi—gjli #j} o {—(¢i + )i <}
Hy = diag(Aq, ..., A1), Ay > Ay > - > A; > 0
T ={gi+gili <j}o{ei—gli <j}
& = {1~ g g licl—i}u Vit

= LX, =

o+ kajq :(¢i—¢i+1)+k(¢+1—¢i+2),iEl/—-\l = k=0vk=1
app+kay = (P12 —P1-1) + k(-1 +¢r) = k=0vk=1
w1 +kay = (o1 —P1) +k(Pr—1+ Pr) = k=0
2 -1
-1
|
(ﬂ )7 7 - - T < .
g 2 -1 -1 1 2 1—31-2 !
-1 2 0
-1 0 2
e Vahy:
dqioy ‘Pi(H) =d,
&; :(Pz (Pl+1/ <l-1
H = ZH(dl,...,dl), ap=¢_1+ P
&0 T, = H(0,...,0,1,-1,0,...,0), i <] —1x
i1
Tl:
a2(T)) =-1 =djo—dj
al_l(Tl) =0 Zdl_lfdl = TZIH(O,...,O,l,l)
a(T) =2 =¢a(T) +¢u(ty) =diy +4d
)\z(T]) _51]

= ¢

Ai:¢1+--~+¢i, i<l-2
A1 = 5(4)1 Tt — )
M=t )
Definujici reprezentace ma vahy {¢1,..., ¢, —¢1,...,—¢;}.

Priklad 31. B; = so(21 +1,C)

dyoy diop
90—{H—( )}, gb,»H—( )—/\i/ X = ¢
djoy dyo
0 0
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(H, X] = Ao | % Y 010
7 1

0 —Ai()T |0 (o)™ ] 0
Za v muzeme volit vlastni vektory . Dale zvolime Hy : Ay > --- > A, A; = ¢(Hp).
A={¢i+gjli <j}of{gi—gjli # i} o {=(¢i +9))li <j} v igi}v{-i}
AT ={¢i+gjli <j} v {ei—9jli <j} v g}
A ={¢i—¢piilicl-1}0{ ¢ }
e %z—/

= =K

wj_p +kay = E‘Pl—z —¢_1) +k¢p = k=0

a1+ ke = ¢l—1_¢l)+k¢l = k=0vk=1vk=2
w ka1 = +k(pr—1— 1) = k=0vk=1
2 -1
-1
(a) = , —— e — = =
v 2 -1 1 2 1—21-1 I
-1 2 =2
-1 2
dyoy ¢i(H) = d;
- & =¢i—Pip1, i<l—1
H= d:o al:(Pl
172 T; = H(0,...,0,1,-1,0,...,0)
0 i1
Tl:
a1 (T}) =-2 _
() =2 = T, =H(,...,0,2)
/\i(Tj)*ézj

Ai=¢r+- -+ i<l—1

1
Az:§(¢1+“'+¢l)

65



	Definice Lieovy grupy a Lieovy algebry
	Vztah mezi Lieovou grupou a její algebrou
	Exponenciální zobrazení
	Vyšetrování souvislosti variet
	Tok levoinvariantního vektorového pole
	Vlastnosti homomrfismu (cvicení)

	Nástin teorie integrabilních distribucí
	Akce grupy na variete
	Reprezentace Lieových grup a algeber
	Souvislost Lieových grup a algeber
	Konstrukce univerzálního nakrytí

	Lieovy algebry
	Charakteristické série ideálu
	Vlastnosti ideálu (cvicení)
	Derivace
	Vztah reálných a komplexních algeber
	Zobrazení Lieových algeber nad stejným telesem
	Killingova forma
	Nilpotentní a rešitelné algebry
	Vlastnosti konecnerozmerných operátoru
	Vety Lieova a Engelova

	Cartanova kritéria
	Cartanova podlagebra
	Shrnutí pro poloprosté Lieovy algebry

	Klasifikace pomocí korenu
	Korenové diagramy, Cartanova matice
	Dynkinovy diagramy
	Reálné formy komplexních poloprostých algeber
	Význam kompaktních Lieových grup
	Reprezentace poloprostých Lieových algeber
	Konstrukce reprezentací

	Spinorové reprezentace
	Symetrie v QM
	Izospin
	su(3)

	Cvicení

