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Úvod

Tento text vznikl na základě jednosemestrálńı přednášky Lieovy algebry a grupy, kterou
od akademického roku 2005/2006 přednáš́ım v magisterském studiu na FJFI ČVUT. Ob-
sahuje úvod do teorie Lieových grup a algeber, zaměřený zejména na pojmy a vědomosti
užitečné pro studenty matematické fyziky. Vzhledem k tomu, že v českém jazyce mě neńı
znám žádný publikovaný úvodńı text srovnatelného rozsahu, doufám, že bude užitečný i
pro daľśı čtenáře.

Obsah přednášky je poměrně obvyklý: po zavedeńı pojmu Lieovy grupy jsou zkoumány
jeho základńı vlastnosti a vztah k Lieovým algebrám. Následně jsou zaváděny potřebné
pojmy z teorie Lieových algeber a formulovány nejd̊uležitěǰśı výsledky. Závěrem a nej-
podstatněǰśım výsledkem kurzu je vysvětleńı klasifikace poloprostých Lieových algeber
a struktury jejich konečněrozměrných reprezentaćı. Přednáška je přednášena v rozsahu
3 hodiny týdně doplněná 2 hodinami cvičeńı. Kapitoly v́ıceméně odpov́ıdaj́ı členěńı na
týdenńı bloky. Cvičeńı jsou zařazena převážně na závěr kapitol, pouze v kapitole o re-
prezentaćıch bylo z pedagogických d̊uvod̊u vhodněǰśı je zařadit př́ımo do textu. Některá
d̊uležitěǰśı cvičeńı jsou doplněna v́ıce či méně podrobným řešeńım.

Původńı koncepce přednášky byla silně ovlivněna učebnicemi [11] a [5]. Tento základ
byl postupně upravován, zpřesňován a rozšǐrován. Z nověǰśı literatury lze jako vhod-
nou doplňkovou učebnici doporučit [3], s ńıž jsou zde použ́ıvaná terminologie a značeńı i
pokrývaná témata v́ıceméně kompatibilńı.

Po prostudováńı tohoto úvodu by čtenář měl být připraven využ́ıt źıskané znalosti
v aplikaćıch např. při studiu diferenciálńıch rovnic nebo v částicové fyzice, či ke studiu
pokročileǰśıch text̊u z oblasti Lieových grup a algeber, např. [6, 7, 10, 12].

Od čtenář̊u očekávám, že již maj́ı znalosti obvyklé u absolvent̊u bakalářského studia
matematiky či teoretické fyziky, zejména z lineárńı algebry, topologie a analýzy. Potřebné
jsou i základńı pojmy z oblasti diferenciálńı geometrie (diferencovatelné variety, vektorová
pole, diferenciálńı formy). V př́ıkladech a cvičeńıch je užitečná základńı znalost kvantové
mechaniky, nebot’ řada př́ıklad̊u má sv̊uj p̊uvod v této oblasti fyziky.

Pro čtenáře hledaj́ıćıho text zaváděj́ıćı pojmy z topologie a diferenciálńı geometrie
dle potřeby, lze doporučit učebnici [13] zabývaj́ıćı se maticovými grupami, ve které lze
též naj́ıt daľśı užitečné úlohy k procvičováńı nebo [8] věnovanou konečným a maticovým
Lieovým grupám. Pro zopakováńı diferenciálńı geometrie lze doporučit např. knihy [4,
5, 9]. Zájemce o často spletitou historii oboru, zde jen stručně zmiňovanou, lze odkázat
na [2].
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K samotnému vzniku textu: rukou psaný text přednášky přepsali studenti Jan Vábek
a Matej Hazala do LATEXu v podobě wikiskript a dali mi jej v této podobě k dispozici pro
daľśı úpravy. Za tuto pomoc, která značně zrychlila přepis přednášky do současné podoby,
jsem jim vděčen. Upozorněńım na chyby ve výkladu a překlepy během let přispěla řada
daľśıch student̊u, at’ již k p̊uvodńım rukopisným poznámkám či k elektronické podobě
textu.

Tento text je určen pro osobńı potřebu a jeho neautorizované š́ı̌reńı neńı dovoleno.
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Kapitola 1

Definice Lieovy grupy a Lieovy
algebry

1.1 Motivace pro studium Lieových grup a algeber

Grupy jsou matematickým nástrojem pro popis symetríı, tj. bijektivńıch transformaćı
ponechávaj́ıćıch studovanou strukturu, objekt apod. beze změny. Pokud jsou tyto symetrie
nav́ıc parametrizované reálnými parametry, je přirozené zkoumat grupy, které maj́ı v sobě
současně zakódovánu hladkou strukturu kompatibilńı se strukturou grupy. Takové grupy
nazýváme Lieovy po norském matematikovi Sophusovi Lie (1842–1899), který je jako
prvńı studoval, mj. v souvislosti se studiem symetríı obyčejných diferenciálńıch rovnic, a
vybudoval značnou část jejich teorie.

Mezi oblasti matematiky a fyziky, v nichž se můžeme s Lieovými grupami setkat, patř́ı

• klasická mechanika – symetrie souviśı podle věty Noetherové s integrály pohybu,

• speciálńı relativita – jako teorie invariantńı vzhledem k Lorentzově (Poincaréově)
grupě,

• kvantová mechanika – v ńıž symetríı s výhodou využ́ıváme při hledáńı spekter (např.
sférická symetrie souviśı s reprezentacemi grupy SO(3), tzv. náhodná degenerace
Coulombova potenciálu s reprezentacemi grupy SO(4)),

• kvantová teorie pole – symetrie představuj́ı jednu ze základńıch součást́ı jej́ı formu-
lace (

”
částice“ jako irreducibilńı reprezentace Poincaréovy grupy),

• kalibračńı teorie elementárńıch částic založené na reprezentaćıch kompaktńıch Lieových
grup; konkrétně standardńı model na grupě SU(3)× SU(2)× U(1),

• teorie diferenciálńıch rovnic – hledáńı řešeńı diferenciálńıch rovnic s využit́ım sy-
metríı, tj. snižováńı řádu obyčejných diferenciálńıch rovnic a hledáńı invariantńıch
řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic,

• diferenciálńı geometrie – Lieovy grupy jsou diferencovatelné variety s řadou speciálńıch
vlastnost́ı.
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1.2 Lieovy grupy

Definice 1.1. Lieova grupa je diferencovatelná varieta G vybavená binárńı operaćı
zvanou grupové násobeńı · : G×G→ G takovou, že

1. (G, ·) je grupa, tj. · je asociativńı, existuje jednotkový prvek e (tj. g·e = e·g = g) a ke
každému prvku g ∈ G existuje prvek inverzńı g−1 ∈ G takový, že g ·g−1 = g−1 ·g = e,
a

2. zobrazeńı · : G×G→ G a ( )−1 : G→ G jsou hladká.

Poznámka 1.2. Zavád́ı se též pojem lokálně n–parametrické topologické grupy,
tj. grupy, která je současně topologickým prostorem vybaveným C0–atlasem (tj. je n–
rozměrnou C0–varietou) a jej́ıž grupové násobeńı a inverze jsou spojité. Dle V. Hilbertova
problému zformulovaného v roce 1900 matematikem D. Hilbertem a vyřešeného v 50.
letech 20. stolet́ı libovolná lokálně n–parametrická topologická grupa je nutně též grupou
Lieovou vzhledem k jednoznačně určené diferencovatelné struktuře tř́ıdy C∞. Bez d̊ukazu.

Př́ıklad 1.3. Bud’ V vektorový prostor konečné dimenze n nad tělesem reálných č́ısel.
Pak G = GL(V ) = {A ∈ L(V )|∃A−1} je Lieova grupa vzhledem ke skládáńı zobrazeńı,
dimGL(V ) = n2. Ekvivalentně, po zapsáńı zobrazeńı ve zvolené bázi, G = GL(n,R) =
{A ∈ Rn,n| detA 6= 0} je Lieova grupa vzhledem k násobeńı matic.

D̊ukaz. Zobrazeńı det : Rn,n → R je C∞(Rn,n,R), G = det(−1)(R \ {0}) = G◦ je tud́ıž
otevřená podmnožina Rn,n a tedy triviálně diferencovatelná varieta. Splněńı podmı́nek
hladkosti · a ( )−1 plyne z (AB)ij = AikB

k
j a A−1 = 1

detA
Aadj, nebot’ složky součinu,

determinantu i adjungované matice jsou polynomy ve složkách p̊uvodńı matice (resp.
matic) a detA 6= 0 pro všechna A ∈ G.

Poznámka 1.4. GL(n,C) ⊂ Cn,n ' Cn·n ' R2n·n, dimGL(n,C) = 2n2. Lze ji též chápat
jako komplexńı Lieovu grupu dimenze n2, tj. grupu, která je současně komplexńı vari-
etou (tj. vybavenou atlasem zobrazuj́ıćım do Cm, s holomorfńımi přechodovými funkcemi)
a jej́ıž grupové násobeńı a inverze jsou holomorfńı. Teoríı komplexńıch Lieových grup se
nebudeme zvlášt’ zabývat. Každá komplexńı Lieova grupa je zároveň Lieovou grupou dle
definice 1.1 dvojnásobné dimenze, ale naopak to obecně neplat́ı (a to ani pokud G je
přirozeně definována jako podmnožina v nějakém Cd).

Definice 1.5. Maticové Lieovy grupy jsou takové vložené podvarietyGL(V ),GL(n,R)
nebo GL(n,C), které jsou současně uzavřené vzhledem k maticovému násobeńı a inverzi1.
Př́ıklady takových grup jsou

• speciálńı lineárńı grupa SL(n,R) = {A ∈ GL(n,R)| detA = 1},

• ortogonálńı grupa O(n) = {O ∈ GL(n,R)|OTO = I},

• unitárńı grupa U(n) = {U ∈ GL(n,C)|U †U = I},

kde I = diag(1, . . . , 1) znač́ı jednotkovou matici.
Lze definovat i maticové grupy nad nekomutativńım tělesem kvaternion̊u

H = R–span{1, i, j, k}
1Ne všechny Lieovy grupy jsou maticové či jim izomorfńı.
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s násobeńım definovaným relacemi i2 = j2 = k2 = −1, i · j = k. V konkrétńıch situaćıch
tento popis může být výhodný, např́ıklad ortogonálńı kvaternionová grupa maticového
rozměru 1 je jiným popisem grupy SU(2), dále zavedené symplektické grupy jsou přirozeně
definované jako ortogonálńı kvaternionové grupy. Obecně ovšem lze každou kvaterniono-
vou maticovou grupu v GL(n,H) chápat jako vloženou podgrupu v GL(2n,C).

Pro studium maticových grup je d̊uležitá dobře známá věta o implicitńı funkci v
následuj́ıćı geometrické podobě

Věta 1.6 (Věta o implicitńı funkci). Bud’ F : M → V hladké zobrazeńı variet dimenze
dimM = n, dimV = r a bod q ∈ F (M) ⊂ V . Pokud

rankF∗|p = r, ∀p ∈ F (−1)(q)

pak F (−1)(q) je (n − r)–rozměrná vložená podvarieta M . Tečný prostor k podvarietě
F (−1)(q) v bodě p je roven

TpF
(−1)(q) = kerF∗|p.

Pro libovolný zvolený prvek g ∈ G definujeme dva význačné difeomorfismy Lg, Rg :
G → G předpisem Lgh = g · h, Rgh = h · g, ∀h ∈ G. Nazývaj́ı se levá, resp. pravá
translace.

Definice 1.7. Levoinvariantńı, resp. pravoinvariantńı, vektorová pole X ∈ X (G)
jsou vektorová pole splňuj́ıćı X = Lg∗X, resp. X = Rg∗X pro všechna g ∈ G.

Poznámka 1.8. V daném bodě h ∈ G předchoźı definice znamená X|gh = Lg∗(X|h), resp.
X|hg = Rg∗(X|h).
Poznámka 1.9. Levoinvariantńı vektorové pole je jednoznačně určeno svým tečným vek-
torem v libovolném pevně zvoleném bodě g ∈ G (obvykle se voĺı e), tj. X|g = Lg∗(X|e)
protože Lg ◦ Lh = Lgh, Lg∗ ◦ Lh∗ = Lgh∗.

Věta 1.10. Vektorový prostor levoinvariantńıch vektorových poĺı g ⊂⊂ X (G) je izomorfńı
TeG, tj. g ' TeG.

D̊ukaz. Mějme X̃ ∈ TeG, pak můžeme definovat zobrazeńı X : G→ TG, X(g) = Lg∗(X̃),
tj. Xg ∈ TgG. Použit́ım libovolné křivky, k ńıž je X̃ tečný

γ : (a, b) ⊂ R→ G, a < 0 < b, γ(0) = e, γ̇(0) = X̃

máme
ϕ(g, t) = g · γ(t) = Lg(γ(t)) ⇒ ϕ ∈ C∞(G× (a, b), G).

V d̊usledku X(g) = Lg∗(X̃) ∈ TgG záviśı na g hladce, nebot’

Lg∗(X̃) = Lg∗
d

dt

∣∣∣∣
t=0

γ(t) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Lg(γ(t)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ϕ(g, t).

Při zápisu mohou vznikat nejasnosti ve značeńı, kdy symbol X ∈ g může značit
vektorové pole na G nebo pouze odpov́ıdaj́ıćı tečný vektor z TgG. Budeme se snažit tyto
pojmy rozlǐsovat (X vektorové pole, X|g nebo X(g) tečný vektor v bodě g), často je však
čtenář nucen pochopit význam symbol̊u z kontextu.

7



Poznámka 1.11. Pro připomenut́ı – kotečné zobrazeńı p̊usob́ı na funkce předpisem

(φ∗f)(p) = (f ◦ φ)(p).

Věta 1.12. Vektorové pole X ∈ X (G) chápané jako zobrazeńı X : C∞(G) → C∞(G) je
levoinvariantńı právě tehdy, když pro všechna g ∈ G plat́ı

L∗g ◦X = X ◦ L∗g. (1.1)

D̊ukaz. Pro ψ : M → N , p ∈M , X|p ∈ TpM , f ∈ C∞(N) plat́ı:

ψ∗(X|p)f = X|p(f ◦ ψ) = X|p(ψ∗(f)) = (X|p ◦ ψ∗)f.

Pro g, h ∈ G, X ∈ g a f ∈ C∞(G) tedy plat́ı:

Lg∗(X|h)f = (X|h ◦ L
∗
g)f =

((
X ◦ L∗g

)
f
)

(h)

= X|gh f = (Xf)(gh) = (Xf)(Lgh) =
(
L∗g(X(f))

)
(h) =

(
(L∗g ◦X)f

)
(h)

a tud́ıž X◦L∗g = L∗g◦X. Naopak, z rovnice výše X◦L∗g = L∗g◦X implikuje levoinvariantnost
X v každém bodě h ∈ G.

Důsledek 1.13. Pro levoinvariantńı vektorová pole X, Y ∈ g plat́ı

L∗g ◦ [X, Y ] = [X, Y ] ◦ L∗g,

tj. g je uzavřená vzhledem ke komutaci.

D̊ukaz.

L∗g ◦ [X, Y ] = L∗g ◦X ◦ Y − L∗g ◦ Y ◦X = X ◦ L∗g ◦ Y − Y ◦ L∗g ◦X =

= X ◦ Y ◦ L∗g − Y ◦X ◦ L∗g = [X, Y ] ◦ L∗g

1.3 Lieova algebra Lieovy grupy

Definice 1.14. Algebru g = {X ∈ X (G)|X = Lg∗X} levoinvariantńıch vektorových poĺı
na Lieově grupě G nazýváme Lieovou algebrou Lieovy grupy G.

Definice 1.15. Lieova algebra (A,+, ·, [., .]) je vektorový prostor (A,+, ·) vybavený
bilineárńım zobrazeńım [., .] : A× A→ A splňuj́ıćım:

1. [X, Y ] = −[Y,X] (antisymetrie),

2. [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 (Jacobiho identita)

pro všechna X, Y, Z ∈ A. Zobrazeńı [., .] se nazývá Lieova závorka.

Definice 1.16. Uvažujme bázi (Xi)
dimA
i=1 prostoru A. Lieova závorka [., .] je určena svým

p̊usobeńım na bazické vektory, [Xi, Xj] = cij
kXk. cij

k se nazývaj́ı strukturńı konstanty
Lieovy algebry A v bázi (Xi).
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Poznámka 1.17. Strukturńı konstanty splňuj́ı

cij
k = −cjik , cil

mcjk
l + cjl

mcki
l + ckl

mcij
l = 0 . (1.2)

v d̊usledku antisymetrie a Jacobiho identity.

Poznámka 1.18. Tečné vektory X z gl(n,R) ' TeRn,n jsou v souřadnicovém zápisu
X = X i

j
∂
∂xij
|e, kde xij jsou standardńı souřadnice na GL(n,R), xij(A) = Aij. Takže prvky

maticové Lieovy algebry lze chápat jako matice, pro maticové Lieovy grupy jsou jejich Lie-
ovy algebry vektorové prostory matic odpov́ıdaj́ıćı dimenze a Lieova závorka je komutátor
matic (což dokážeme později).

Př́ıklad 1.19. Afinńı transformace Af(1) na R.
Souvislá komponenta grupy afinńıch transformaćı reálné př́ımky se dá parametrizovat
následovně: Af(1) = (R+ × R, (x, y) · (x̃, ỹ) = (xx̃, xỹ + y)). Tuto grupu lze též zapsat
maticově, tj. grupové násobeńı přecháźı v násobeńı matic a samotná množina je zapsána
jako Af(1) = {( x y0 1 ) , x ∈ R+, y ∈ R}.

Podoba Lieovy algebry se urč́ı z požadavku na levoinvariantnost obecného vektorového
pole určeného v e = (1, 0). Uvažujme tečný vektor ve tvaru X|e = α∂x|e + β∂y|e. Levoin-
variantnost vede na

X|(a,b) f = L(a,b)∗ X|(1,0) f = X|(1,0) (f ◦ L(a,b)) =

(
α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
f(ax, ay + b)|(x,y)=(1,0) =

= a

(
α
∂

∂x
f(x, y)|(a,b) + β

∂

∂y
f(x, y)|(a,b)

)
.

Vid́ıme tedy, že X = αx∂x+βx∂y, Lieova algebra je af(1) = span{X1, X2}, kde X1 = x∂x,
X2 = x∂y. Pro kontrolu si můžeme spoč́ıtat komutátor [X1, X2] = X2, tj. af(1) je skutečně
Lieova algebra.

V př́ıpadě matic máme af(1) = TeAf(1) =
{(

α β
0 0

)
|α, β ∈ R

}
, a bazické vektory

ztotožňujeme pomoćı tečných vektor̊u ke křivkám γ1(t) = ( 1+t 0
0 1 ), γ2(t) = ( 1 t

0 1 ) s ma-
ticemi z TeAf(1)) následovně: X1|e = ( 1 0

0 0 ) a X2|e = ( 0 1
0 0 ).

Poznámka 1.20. Maticové grupy.

Uvažme maticovou grupu G = GL(n,R), za souřadnice považujeme složky matice gij.
Podobně jako v minulém př́ıkladě chceme vědět, jak vypadá v libovolném bodě g ∈ G
obecné levoinvariantńı vektorové pole X, které je určeno svou hodnotou v e, tj. X|e =
αij

∂
∂xij
|e. Bud’ f ∈ C∞(G), f = f(xij). Podmı́nka levoinvariance:

X i
j(g)

∂

∂xij
|gf = X|gf = (Lg∗X|e)f = X|e(f ◦ Lg) = αlm

∂f(gikx
k
j )

∂xlm

∣∣∣∣∣
e

=

= αlm
∂f

∂xop

∣∣∣∣
g

∂(gokx
k
p)

∂xlm

∣∣∣∣∣
e

= αlmg
o
k

∂f

∂xop

∣∣∣∣
g

δkl δ
m
p = αkj g

i
k

∂f

∂xij

∣∣∣∣
g

= gikα
k
j∂

j
i |gf.

Takže X i
j(g) = gikα

k
j , X(g) = gikα

k
j

∂
∂xij

∣∣∣
g
.

1.4 Cvičeńı

Cvičeńı 1.1. Ukažte, že SL(n,R) = {A ∈ GL(n,R)| detA = 1} je maticová Lieova grupa
a najděte jej́ı Lieovu algebru.
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Řešeńı. Splněńı podmı́nky pro podvarietu je d̊usledkem věty o implicitńı funkci 1.6. Vy-
bereme

f = Rn,n → R, f(A) = detA =
∑
π∈Sn

sgnπ
n∏
i=1

Ai,π(i)

(kde Aij znač́ı prvky matice A). Jeho tečné zobrazeńı je určeno

f∗|AB = lim
t→0

det(A+ tB)− det(A)

t
= det(A) · lim

t→0

det(I + tA−1B)− 1

t
= detA · trA−1B.

Tud́ıž pro libovolný A ∈ SL(n,R) stač́ı dosadit B = A pro ověřeńı maximálńı hodnosti
zobrazeńı f∗ v bodě A: f∗|A(A) = 1, tj. SL(n,R) je vložená podvarieta GL(n,R). Že se
jedná o podgrupu je zřejmé z det(AB−1) = detA

detB
= 1, tj. AB−1 ∈ SL(n,R) pro libovolné

A,B ∈ SL(n,R). Lieova algebra je pak určena předpisem

sl(n,R) ' TISL(n,R) = ker f∗|I = {A ∈ gl(n,R) ' Rn,n|trA = 0}. (1.3)

Cvičeńı 1.2. Definujme matici J = diag(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p

,−1,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
q

), kde p + q = n.

Využit́ım zobrazeńı F (A) = ATJA ukažte, že pseudoortogonálńı grupa

O(p, q) =
{
A ∈ Rn,n|ATJA = J

}
je maticová Lieova grupa a najděte jej́ı Lieovu algebru. Pokud q = 0 jedná se o grupu
ortogonálńı O(n), Pr̊unik SO(p, q) = O(p, q)∩SL(n,R), resp. SO(n) = O(n)∩SL(n,R),
pak je grupa speciálńı pseudoortogonálńı, resp. speciálńı ortogonálńı.

Řešeńı. V tomto př́ıpadě voĺıme

F = Rn,n → Sym(Rn,n) = {A ∈ Rn,n|A = AT}, F (A) = ATJA− J

a postupujeme analogicky. Jádro tečného zobrazeńı F∗ v grupové jednotce I určuje Lieovu
algebru

o(p, q) ' so(p, q) ' TIO(p, q) = kerF∗|I = {A ∈ Rn,n|ATJ + JA = 0}, (1.4)

která je stejná i pro grupu SO(p, q), nebot’ na okoĺı I jsou obě grupy difeomorfńı.

Cvičeńı 1.3. Využit́ım zobrazeńı F (A) = A†JA ukažte, že pseudounitárńı grupa

U(p, q) =
{
A ∈ Cn,n|A†JA = J

}
(1.5)

je (reálná) maticová Lieova grupa a najděte jej́ı Lieovu algebru. Pokud q = 0 jedná se
o grupu unitárńı U(n), Pr̊unik SU(p, q) = U(p, q) ∩ SL(n,C), resp. SU(n) = U(n) ∩
SL(n,C), pak je grupa speciálńı pseudounitárńı, resp. speciálńı unitárńı.

Řešeńı.

u(p, q) = {A ∈ Cn,n|A†J + JA = 0}, su(p, q) = {A ∈ Cn,n|A†J + JA = 0, trA = 0}.
(1.6)

Cvičeńı 1.4. Definujme matici

J =

(
0 I
−I 0

)
∈ R2n,2n.

Využit́ım zobrazeńı F (A) = ATJA ukažte, že symplektická grupa

Sp(2n,R) =
{
A ∈ R2n,2n|ATJA = J

}
(1.7)

je maticová Lieova grupa a najděte jej́ı Lieovu algebru.
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Řešeńı.

F : R2n,2n → R2n ∧ R2n =
{
A ∈ R2n,2n|A+ AT = 0

}
,

sp(2n,R) = {A ∈ R2n,2n|A†J + JA = 0}

=

{
A =

(
a b
c d

)
, a, b, c, d ∈ Rn,n|b = bT , c = cT , d = −aT

}
. (1.8)
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Kapitola 2

Vztah mezi Lieovou grupou a jej́ı
algebrou

Ukazuje se, že existuje význačné přirozeně definované zobrazeńı z Lieovy algebry g do j́ı
odpov́ıdaj́ıćı Lieovy grupy G, tzv. exponenciela, které ukazuje, že v jistém smyslu Lieova
grupa a jej́ı Lieova algebra jsou lokálně totéž. Jeho konstrukćı se budeme zabývat v této
kapitole. Následně se budeme zabývat jeho globálńımi vlastnostmi, tj. kdy je celá grupa
obrazem algebry při tomto zobrazeńı.

Definice 2.1. Hladké zobrazeńı φ : G→ H Lieových grup G a H je

• homomorfismus G a H pokud φ(g ·G h) = φ(g) ·H φ(h) pro všechna g, h ∈ G,

• izomorfismus G a H pokud φ je bijektivńı homomorfismus a φ−1 je hladké.

Definice 2.2. Jednoparametrická podgrupa v G je homomorfismus ϕ : (R,+)→ G.

Důsledek 2.3. Obraz jednoparametrické podgrupy je podgrupa H v G izomorfńı jed-
norozměrné diferencovatelné varietě, tj. celému tělesu reálných č́ısel R nebo kružnici S1.
Definice jednoparametrické podgrupy v sobě obsahuje i preferovanou parametrizaci, tj.
výběr souřadnice na H. Plat́ı ϕ(s + t) = ϕ(s) · ϕ(t) = ϕ(t) · ϕ(s), tedy nutně ϕ(0) = e a
jednoparametrická podgrupa je vždy komutativńı.

Př́ıklad 2.4. Pro maticovou grupu G máme

ϕ̇(t) = ϕ(t) · ϕ̇(0)︸︷︷︸
konst.

= Lϕ(t)∗ (ϕ̇(0))

= ϕ̇(0) · ϕ(t) = Rϕ(t)∗ (ϕ̇(0))

Obecně pak plat́ı

ϕ(s+ t) = ϕ(t)ϕ(s) ≡ Lϕ(t)ϕ(s), proto ϕ̇(t)︸︷︷︸
∈Tϕ(t)G

=
d

ds

∣∣∣∣
0

(
Lϕ(t)ϕ(s)

)
= Lϕ(t)∗ ϕ̇(0)︸︷︷︸

∈TeG

. (2.1)

Vid́ıme tedy, že pokud najdeme pro danou ϕ(t) levoinvariantńı pole X ∈ g, X|e = ϕ̇(0),
pak plat́ı ϕ̇(t) = Lϕ(t)∗(X|e) = X|ϕ(t).

Důsledek 2.5. Jednoparametrické podgrupy v G jsou integrálńı křivky levoinvariantńıch
vektorových poĺı, tj. element̊u Lieovy algebry g, vycházej́ıćı z e.
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Poznámka 2.6. Mějme X ∈ g. Pak z věty o existenci a jednoznačnosti řešeńı obyčejných
diferenciálńıch rovnic v́ıme, že existuje ε > 0 a integrálńı křivka ϕ vektorového pole X
vycházej́ıćı z e ∈ G definovaná pro křivkový parametr t ∈ (−ε, ε). Vzhledem k levoinvari-
antnosti X je Lg ◦ϕ integrálńı křivka vektorového pole X vycházej́ıćı z g ∈ G, definovaná
opět pro stejný interval hodnot křivkového parametru t ∈ (−ε, ε). Tud́ıž máme definován
tok ΨX : G × (−ε, ε) → G. Vzhledem k tomu, že ε je stejné pro všechna g ∈ G, lze
pohybem podél integrálńı křivky interval dané délky (−ε, ε) posouvat např. o ε/2 a t́ım
definovat integrálńı křivku pro všechny hodnoty t ∈ R. Proto je ΨX : G × R → G, tj.
levoinvariantńı vektorové pole X je úplné.

2.1 Exponenciálńı zobrazeńı

Využit́ım integrálńıch křivek můžeme definovat zobrazeńı g → G, které danému vektoru
X|e ∈ TeG ' g přǐrad́ı jistý bod na integrálńı křivce levoinvariantńıho vektorového pole
X, jehož je X|e tečným vektorem v e.

Definice 2.7. Zobrazeńı exp : g→ G definujeme předpisem

exp(tX) = ϕ(t), exp(X) = ϕ(1), (2.2)

kde ϕ je integrálńı křivka levoinvariantńıho vektorového pole X ∈ g vycházej́ıćı z e.
Znač́ıme exp(X) ≡ eX .

Poznámka 2.8. Zobrazeńı exp d́ıky vlastnostem toku vektorového pole splňuje ϕ(t+ s) =
e(t+s)X = ϕ(t)ϕ(s) = etXesX . To je d̊uvodem zvoleného značeńı.

Poznámka 2.9. Exponenciela maticových grup G
Hledáme integrálńı křivku γ(t) levoinvariantńıho vektorového pole X ∈ g, určenou

X|e ∈ TeG. Jak toto pole vypadá v́ıme z př́ıkladu 1.20, značeńı převezmeme z tohoto
př́ıkladu, tj. X i

j(e) = αij = (A)ij. Pro složky pole máme X i
j(γ(t)) = γik(t)X

k
j (e) = γik(t)α

k
j .

Rovnice pro integrálńı křivky tohoto pole jsou

γ̇ij(t) = γik(t)α
k
j , γij(0) = δij , ⇔ γ̇(t) = γ(t) · A, γ(0) = I . (2.3)

Z maticového zápisu vid́ıme, že řešeńım je maticová exponenciela

γ(t) =
∞∑
k=0

1

k!
(tA)k ≡

∞∑
k=0

1

k!
(tX|e)k = etX|e , (2.4)

výsledkem je eX = γ(1) = eX|e .

Př́ıklad 2.10. Exponenciela exp : af(1)→ Af(1).
Hledáme integrálńı křivky vektorového pole z př́ıkladu 1.19. Pro libovolné levoinvari-

antńı pole X = αX1 + βX2 = αx∂x + βx∂y jsou rovnice pro integrálńı křivky

ẋ(t) = αx(t), ẏ(t) = βx(t)

s počátečńımi podmı́nkami (x(0), y(0)) = (1, 0). Jejich řešeńım je

(x(t), y(t)) =

(
eαt,

β

α
(eαt − 1)

)
.
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Exponencielu źıskáváme dosazeńım t = 1, tj.

eX = eαx∂x+βx∂y =

(
eα,

β

α
(eα − 1)

)
.

Pro α = 0 vyjde výsledek (1, β) př́ımým výpočtem stejně jako provedeńım limα→0.

V maticovém vyjádřeńı je tečný vektor
(
α β
0 0

)
, plat́ı

(
α β
0 0

)2
=
(
α2 αβ
0 0

)
, . . . ,

(
α β
0 0

)k
=(

αk αk−1β
0 0

)
, takže źıskáváme

exp (αX1 + βX2) = exp
(
α β
0 0

)
=

+∞∑
n=0

1

n!

(
α β
0 0

)n
=
(∑+∞

n=0
αn

n!
β
α

∑+∞
n=1

αn

n!
0 1

)
=
(

eα β
α

(eα−1)
0 1

)
.

Věta 2.11. Pro libovolnou čtvercovou matici A ∈ gl(n,C) plat́ı

det eA = etrA. (2.5)

D̊ukaz. Diagonalizovatelné matice jsou husté v množině všech matic a obě strany rovnice
jsou spojité, tj. postač́ı ukázat pro libovolné diagonalizovatelné A. Předpokládame tedy,
že existuje B takové, že D = BAB−1 je diagonálńı a máme

trD = trBAB−1 = trAB−1B = trA.

Z definice pomoćı řady vid́ıme, že plat́ı eBAB
−1

= BeAB−1. Proto

det eD = det B det B−1 det eA = det eA.

Protože D = diag(λ1, . . . , λn), máme eD = diag(eλ1 , . . . , eλn) a tedy

det eD =
n∏
k=1

eλk = e
∑
k λk = exp(trD).

Věta 2.12. Bud’ G Lieova grupa, pak exp : g → G : X → eX je lokálńı difeomorfismus
okoĺı 0 ∈ g na okoĺı e ∈ G.

D̊ukaz. g jako vektorový prostor lze chápat jako varietu, T0g ∼= g. Z hladkosti závislosti
řešeńı diferenciálńıch rovnic na parametrech v rovnićıch obsažených je exp hladké zobra-
zeńı variet a exp∗|0 : T0g ≡ g→ g ≡ TeG. exp(tX) je integrálńı křivka v G procházej́ıćı e
s tečným vektorem X|e a γ(t) = 0 + tX|e je křivka v g s tečným vektorem X|e v t = 0.
Tud́ıž dle definice tečného zobrazeńı máme

exp∗|0 (X|e)f = lim
t→0

f(eγ(t))− f(eγ(0))

t
= lim

t→0

f(e0+tX|e)− f(e0)

t
=

= lim
t→0

f(etX)− f(e)

t
def.
= X|e f.

Tedy exp∗|0 (X|e) = X|e, exp∗|0 = id a dle věty o inverzńım zobrazeńı je exp lokálńı
difeomorfismus.

Poznámka 2.13. Pro matice to je zřejměǰśı, viz

exp∗(X) =
d

dt
(etX)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
1 + tX +O(t2)

)∣∣∣∣
t=0

= X.

Poznámka 2.14. Zobrazeńı exp obecně neńı surjektivńı ani injektivńı. Je zřejmé, že exp
nemůže být surjektivńı pro grupy s v́ıce komponentami souvislosti (nelze spojit křivkou
body z r̊uzných komponent). Ale obecně exp neńı surjektivńı ani pro souvisléG. V př́ıpadě,
že G je souvislá a kompaktńı, lze ukázat, že exp je nutně surjektivńı.
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2.2 Vyšetřováńı souvislosti variet

Definice 2.15. Bud’ M diferencovatelná varieta a V jej́ı prostě vnořená podvarieta. Po-
kud existuje spojité zobrazeńı r : 〈0, 1〉 ×M →M , takové že

• r(0,m) = m, ∀m ∈M ,

• r(t, v) = v, ∀v ∈ V , ∀t ∈ 〈0, 1〉,

• r(1,m) ∈ V , ∀m ∈M ,

ř́ıkáme, že podvarieta V je deformačńı retrakt variety M .

Poznámka 2.16. Definice deformačńıho retraktu vyžaduje pouze spojitost, jedná se tedy
o topologický pojem, aplikovatelný i na podprostor topologického prostoru.

Definice 2.17. Souvislý topologický prostor (či souvislá varieta) M je jednoduše sou-
vislý právě tehdy, když pro každou spojitou uzavřenou křivku

γ : 〈0, 1〉 →M, γ(0) = γ(1),

existuje spojité zobrazeńı φ : 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 →M takové, že

∀t ∈ 〈0, 1〉 : φ(0, t) = γ(t), φ(1, t) = γ(0).

Věta 2.18. Necht’ V je deformačńı retrakt M , pak

• M je souvislá právě tehdy, když V je souvislá,

• M je jednoduše souvislá právě tehdy, když V je jednoduše souvislá.

D̊ukaz. V př́ıpadě souvislosti zřejmé. Pro jednoduchou souvislost plyne z vhodného složeńı
φ a r. Libovolnou uzavřenou křivku γM(t) v M lze spojitě zdeformovat na křivku γV (t) =
r(1, γM(t)) v V a tedy lze-li do bodu kontrahovat každou uzavřenou křivku v V , lze totéž
udělat i pro libovolnou uzavřenou křivku v M .

Naopak libovolná křivka ve V je současně křivkou v M . Je-li M jednoduše souvislá,
lze každou křivku ve V spojitě zkontrahovat do bodu zobrazeńım φ zobrazuj́ıćım do M ,
pak φ̃(s, t) = r(1, φ(s, t)) zobrazuje 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 do V a má požadované vlastnosti.

Poznámka 2.19. Př́ımým zobecněńım lze ukázat, že M a jej́ı deformačńı retrakt V maj́ı
izomorfńı takzvané homologické grupy Hp(M,G) a Hp(V,G) pro libovolnou abelovskou
grupu koeficient̊u G.

Př́ıklad 2.20. SL(2,R) = {( x y
z w ) , xw − zy = 1} je souvislá, ale neńı jednoduše souvislá,

jak ukážeme následuj́ıćı posloupnost́ı deformačńıch retrakt̊u deformuj́ıćıch ji na SO(2).
Nejprve definujeme V1:

V1 =

{(
x̃ ỹ
z̃ w̃

) ∣∣∣∣ x̃2 + z̃2 = 1, x̃w̃ − z̃ỹ = 1

}
.

Polož́ıme r1 (t, ( x y
z w )) =

(
α(t)x 1

α(t)
y

α(t)z 1
α(t)

w

)
, kde α(0) = 1 a pro α(1) plat́ı α2(1) (x2 + z2) = 1.

Proto vyb́ıráme α(t) = 1

(x2+z2)t/2
. Tud́ıž V1 = r1 (1, SL(2,R)) ⊂ SL(2,R) je deformačńı
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retrakt SL(2,R). Dále deformujeme V1 tak, aby sloupce byly ortonormálńı vektory:

r2

(
t,

(
x y
z w

))
=

(
x y
z w

)
− t (xy + zw)

(
0 x
0 z

)
,

V2 = r2(1, V1) =

{(
x y
z w

)
∈ SL(2,R)

∣∣∣∣x2 + z2 = 1, xy + zw = 0

}
.

Nyńı xy + zw = 0 a xw − zy = 1 implikuj́ı

w = x · (y2 + w2), y = −z · (y2 + w2)⇒
w2 + y2 = (x2 + z2)(w2 + y2)2 = (w2 + y2)2

a tedy v d̊usledku nenulovosti w2 + y2 máme w2 + y2 = 1. V d̊usledku

V2 =
{(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

) ∣∣ θ ∈ 〈0, 2π)
}

= SO(2)

je souvislá a topologicky ekvivalentńı kružnici S1. SL(2,R) je tedy stejně jako S1 souvislá,
ale neńı jednoduše souvislá.

Dále najdeme obor hodnot zobrazeńı exp : sl(2,R)→ SL(2,R). Máme

sl(2,R) =

{
A =

(
x y
z −x

) ∣∣∣∣x, y, z ∈ R
}
,

což implikuje

A2 =

(
x y
z −x

)2

=

(
x2 + yz 0

0 zy + x2

)
= − detA · I.

eA =


cos
√
|A| · I +

sin
√
|A|√
|A|
· A, |A| > 0 tr eA = 2 cos

√
|A| ∈ 〈−2, 2〉,

cosh
√
−|A| · I +

sinh
√
−|A|√
−|A|

· A, |A| < 0 ⇒ tr eA = 2 cosh
√
−|A| ≥ 2,

I + A, |A| = 0 tr eA = 2,

kde |A| = detA.
V d̊usledku vid́ıme, že tr eA ≥ −2 pro každé A ∈ sl(2,R). Ovšem v SL(2,R) existuj́ı

elementy, které této podmı́nce nevyhovuj́ı, např.
(
−2 0
0 − 1

2

)
a tedy exp : sl(2,R)→ SL(2,R)

neńı surjektivńı.

Důsledek 2.21. Souvislá Lieova grupa G nemuśı být celá pokryta exponencielńım zob-
razeńım, tj. může nastat exp(g) ⊂ G, exp(g) 6= G.

Poznámka 2.22. Lze ukázat, že SL(n,R) neńı jednoduše souvislá pro žádné n ≥ 2.

Věta 2.23. Bud’ G souvislá Lieova grupa, g ∈ G. Pak existuje n ∈ N, X1, . . . , Xn ∈ g
takové, že g = eX1eX2 . . . eXn .

D̊ukaz. Mějme otevřené okoĺı U0 obsahuj́ıćı jednotku, e ∈ U0 = U◦0 ⊂ G. Předpokládejme,
že (.)−1 : U0 → U0 (jinak vezmeme Ũ0 = U0 ∩ U−1

0 , kde U−1
0 = {g−1|g ∈ U0}). Zkonstruu-

jeme posloupnost do sebe vnořených otevřených podmnožin Ui =
⋃
g∈Ui−1

gU0, Ui ⊂ Ui+1.

Protože Lg(U0) = (Lg(U0))◦, je též sjednoceńı otevřených množin Ui otevřené. Označme
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U =
⋃
i∈N0

Ui, pak U = U◦ a pro V = G \ U plat́ı V = V . Sporem ukážeme, že pro
libovolný bod g ∈ V je g ∈ gU0 = Lg(U0) = (Lg(U0))◦ ⊂ V , tj. že každý bod g ∈ V
má ve V otevřené okoĺı. Z předpokladu Lg(U0) ∩ U 6= ∅ totiž vyplývá existence u0 ∈ U0

takového, že gu0 ∈ U , tj. pro nějaké i ∈ N0 muśı být gu0 ∈ Ui. V d̊usledku inkluze
Uiu

−1
0 = {hu−1

0 |h ∈ Ui} ⊂ Ui+1 ⊂ U , tj. máme hledaný spor g ∈ Uiu
−1
0 ⊂ U . Odvodili

jsme tedy, že V je otevřená, tj. U = U . Protože e ∈ U je U 6= ∅ a tedy jako množina
současně otevřená a uzavřená v souvislém topologickém prostoru je nutně U = G.

Poznámka 2.24. Podstatně složitěǰśım zp̊usobem lze ukázat, že n ve výše uvedené větě
lze vybrat rovné 2.

2.3 Cvičeńı

Cvičeńı 2.1. Ukažte, že unitárńı grupa U(n) je souvislá.

Řešeńı. Dokažte, že pro každéG ∈ U(n) existuje diagonálńı maticeD = diag(eiϕ1 , . . . , eiϕn) ∈
U(n) a U ∈ U(n) takové, že G = U ·D · U †. Pak spojte I ∈ U(n) s G křivkou

G(t) = U · diag(eitϕ1 , . . . , eitϕn) · U † ⊂ U(n).

Cvičeńı 2.2. Ukažte, že speciálńı ortogonálńı grupa SO(n) je souvislá.

Řešeńı. Postupujeme podobně, mı́sto diagonálńıch matic uvažujeme blokově diagonálńı

matice s bloky R(ϕ) =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
∈ R2,2, př́ıpadně 1 ∈ R1,1 pro n liché.

To, že každou sudorozměrnou ortogonálńı matici s jednotkovým determinantem lze
zapsat jako blokově diagonálńı s bloky tvaru R(ϕ) dokážeme následovně:

Pro ortogonálńı matici se snadno ověř́ı, že ortogonálńı doplněk invariantńıho podpro-
storu je nutně též invariantńı.

Daná matice S ∈ SO(2m) má z ortogonality vlastńı č́ısla s absolutńı hodnotou rovnou
jedné (nebot’ ortogonálńı matice je též unitárńı). Imaginárńı vlastńı č́ısla jsou pro reálnou
matici v komplexně sdružených párech, se stejnou násobnost́ı pro daný pár. Taková č́ısla
tedy do determinantu přisṕıvaj́ı jedničkou. Podobně máme vlastńı č́ısla −1 a +1, které
v součinu muśı dát detA = 1, tj. též násobnosti +1 a −1 jsou sudé. Proto máme 2 × 2
bloky odpov́ıdaj́ıćı těmto vlastńım č́ısl̊um ve tvaru R(0) a R(π). Najdeme ortogonálńı
doplněk V k direktńımu součtu vlastńıch podprostor̊u odpov́ıdaj́ıćıch +1 a −1 a zúž́ıme
na něj operátor S. Źıskaný operátor S̃ : V → V má pouze imaginárńı vlastńı č́ısla. Ve V
uvažujeme jednotkovou kouli Sk = {~v ∈ V |〈~v,~v〉 = 1} ⊂ V a na ńı spojitou funkci

f : Sk → R : f(~v) = 〈~v, S~v〉.

Sk je kompaktńı a tud́ıž f na Sk nabývá svých extrémů. Bud’ ~v0 extremálńı bod. Pak

0 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(~v0 + t~x) =< x, Sv0 > + < v0, Sx >=< x, (S + ST )v0 >

pro všechna ~x ∈ Tv0Sk, tj. pro všechna ~x kolmá na ~v0. Tj. (S+ST )v0 je kolmý na všechny
vektory z Tv0S

k a tedy je násobkem ~v0, (S + ST )v0 = λv0. Ekvivalentně S2v0 + v0 =
λSv0 neboli S2v0 = λSv0 − v0 a vid́ıme, že v0, Sv0 je baźı dvourozměrného invariantńıho
podprostoru Ṽ . Zúžeńım S na něj źıskáváme Ŝ ∈ SO(2), který již nutně ve vhodné
ortonormálńı bázi má tvar R(ϕ). Opět přejdeme k ortogonálńımu doplňku podprostoru Ṽ
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ve V a opakujeme, dokud nedospějeme k hledanému kvazidiagonálńımu tvaru operátoru
S.

Pro matice S ∈ SO(2m+ 1) se postup lǐśı pouze t́ım, že násobnost vlastńıho č́ısla +1
je nutně lichá a tedy máme nav́ıc blok 1 ∈ R1,1.
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Kapitola 3

Tok levoinvariantńıho vektorového
pole, vztah podgrup a podalgeber,
akce grup

V této kapitole se budeme nejprve zabývat vzájemnou korespondenćı mezi pojmy z ob-
lasti Lieových grup a Lieových algeber, např. podgrupou vs. podalgebrou, a ukážeme si,
že Lieovu závorku lze vypoč́ıtat jistou limitou grupového násobeńı vhodných jednopa-
rametrických podgrup. V daľśı části zavedeme pojem akce grupy a homogenńı prostor.

Věta 3.1. Tok generovaný levoinvariantńım vektorovým polem X ∈ g je jednoparamet-
rická grupa pravých translaćı

Ψt
X(g) = getX , tj. Ψt

X = RetX . (3.1)

D̊ukaz. Pro X ∈ g je X|e ∈ TeG a etX je integrálńı křivka vycházej́ıćı z e. Ukážeme, že
integrálńı křivka tohoto pole procházej́ıćı g je γ(t) = getX :

γ̇(t) =
d

dt

∣∣∣∣
t

getX = Lg∗
d

dt

∣∣∣∣
t

etX = Lg∗ X|etX = X|getX ,

tj. γ̇(t) = X(γ(t)). Z jednoznačnosti integrálńı křivky vycházej́ıćı z bodu g pak plyne
vztah (3.1).

Důsledek 3.2. Bud’ X ∈ g, Y ∈ X (G), Y ◦ R∗g = R∗g ◦ Y , potom [X, Y ] = 0. Tj.
levoinvariantńı a pravoinvariantńı vektorová pole komutuj́ı.

D̊ukaz.

[X, Y ]f = X(Y f)− Y (Xf) = lim
t→0+

1

t

(
(Y f) ◦RetX − Y f − Y (f ◦RetX ) + Y f

)
=

= lim
t→0+

1

t

(
(R∗etX ◦ Y )f − (Y ◦R∗etX )f

)
= 0.

Věta 3.3. Bud’ M diferencovatelná varieta, X, Y ∈ X (M) vektorová pole, Ψt
X , Ψt

Y jejich
toky, f ∈ C∞(M) hladká funkce a bod p ∈M . Potom plat́ı

([X, Y ]f)(p) = lim
t→0

f(σ(t))− f(p)

t2
,

kde σ(t) = (Ψ−tY ◦Ψ−tX ◦Ψt
Y ◦Ψt

X )(p) (tj. σ(0) = p).
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D̊ukaz. Pro přehlednost zaved’me následuj́ıćı značeńı:

0 ≡ p, 1 ≡ Ψt
X(p), 2 ≡ Ψt

Y (1), 3 ≡ Ψt
−X(2) = Ψ−tX (2), 4 ≡ Ψt

−Y (3).

Pak můžeme psát

f(4)− f(0) =
(
f(4)− f(3)

)
+
(
f(3)− f(2)

)
+
(
f(2)− f(1)

)
+
(
f(1)− f(0)

)
. (3.2)

Rozvineme

f(1)− f(0) = tXf(0) +
t2

2
X(Xf)(0) +O(t3),

f(2)− f(1) = tY f(1) +
t2

2
Y (Y f)(1) +O(t3),

f(3)− f(2) = −tXf(2) +
t2

2
X(Xf)(2) +O(t3),

f(4)− f(3) = −tY f(3) +
t2

2
Y (Y f)(3) +O(t3).

Snadno nahlédneme, že

Xf(0)−Xf(2) = Xf(0)−Xf(1) +Xf(1)−Xf(2)

= −tX(Xf)(0)− tY (Xf)(1) +O(t2)

= −tX(Xf)(0)− tY (Xf)(0) +O(t2),

Y f(1)− Y f(3) = Y f(1)− Y f(2) + Y f(2)− Y f(3)

= −tY (Y f)(1) + tX(Y f)(2) +O(t2)

= −tY (Y f)(0) + tX(Y f)(0) +O(t2)

a v členech t2X(X(f)), t2X(Y (f)), t2Y (X(f)) a t2Y (Y (f)) při výpočtu s uvažovanou
přesnost́ı na bodu vyhodnoceńı nezálež́ı, je možné jej nahradit bodem 0 ≡ p.

Dosazeńım do (3.2) dostáváme

f(4)− f(0) = −t2X(Xf)(0)− t2Y (Xf)(0)− t2Y (Y f)(0) + t2X(Y f)(0)+

+
t2

2
X(Xf)(0) +

t2

2
Y (Y f)(0) +

t2

2
X(Xf)(0) +

t2

2
Y (Y f)(0) +O(t3)

= t2
(
X(Y f)− Y (Xf)

)
(0) +O(t3).

Provedeńım limity źıskáváme dokazovanou identitu

lim
t→0

1

t2
(
f(σ(t))− f(p)

)
= (X(Y f)− Y (Xf)) (p) = ([X, Y ]f)(p).

Důsledek 3.4. Pro X, Y ∈ g máme

[X, Y ]f(p) = lim
t→0

1

t2

(
f
(
Re−tYRe−tXRetYRetX (p)

)
− f(p)

)
=

= lim
t→0

1

t2

(
f
(
petXetY e−tXe−tY

)
− f(p)

)
(3.3)

Důsledek 3.5. V př́ıpadě maticových grup plat́ı [X, Y ]|e = XY − Y X pro libovolná
X, Y ∈ TeG ' g.
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D̊ukaz. e = I, Re−tYRe−tXRetYRetX (I) = etXetY e−tXe−tY

[X, Y ]f(e) = lim
t→0+

1

t2

(
f
(
etXetY e−tXe−tY

)
− f(I)

)
= lim

t→0+

f
(

e
√
tXe
√
tY e−

√
tXe−

√
tY
)
− f(I)

t

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0+

f(e
√
tXe
√
tY e−

√
tXe−

√
tY ).

Máme

d

dt

∣∣∣∣
t=0+

(
e
√
tXe
√
tY e−

√
tXe−

√
tY
)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0+

(
I +
√
tX +

t

2
X2

)(
I +
√
tY +

t

2
Y 2

)
×

×
(
I−
√
tX +

t

2
X2

)(
I−
√
tY +

t

2
Y 2

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0+

(
I + t (XY − Y X) +O(

√
t
3
)
)

= X · Y − Y ·X,

tud́ıž

[X, Y ]f(I) = lim
t→0+

1

t
(f(I + t(XY − Y X))− f(I))

a tedy

[X, Y ]|I = X|I · Y |I − Y |I · X|I ∈ TIG.

3.1 Vztah mezi podgrupou a podalgebrou, integrabi-

lita distribućı

Nyńı budeme zkoumat vztah mezi podgrupami Lieových grup a podalgebrami odpov́ıdaj́ıćıch
Lieových algeber. Základńım nástrojem je teorie tzv. integrabilńıch distribućı.

Definice 3.6. k–rozměrná distribuce ∆k na varietě M , kde dimM = n ≥ k, je
hladké zobrazeńı, které každému p ∈M přǐrazuje k–rozměrný podprostor v TpM . Znač́ıme
∆k(p) ⊂ TpM , dim ∆k(p) = k.

Hladkost z předcházej́ıćı definice chápeme v tom smyslu, že pro každé p ∈M existuje
jeho otevřené okoĺı U , p ∈ U a vektorová pole X1, . . . , Xk ∈ X (U) taková, že ∆k(q) =

span
{
X1|q , . . . , Xk|q

}
v každém bodě q ∈ U .

Definice 3.7. Integrálńı podvarieta dimenze l distribuce ∆k je vnořená podvarieta N
dimenze l taková, že TpN ⊂ ∆k(p) ve všech bodech p ∈ N .

Př́ıklad 3.8. Integrálńı křivky zvoleného vektorového pole jsou integrálńı podvariety di-
menze 1.

Definice 3.9. Distribuce ∆k je (úplně) integrabilńı právě tehdy, když pro každý bod p ∈
M existuj́ı na nějakém jeho otevřeném okoĺı U souřadnice

(
x1, . . . xk, y1, . . . , yn−k

)
takové,

že rovnice yj = konstj pro j ∈ n̂− k ≡ {1, . . . , n − k} definuj́ı k–rozměrné integrálńı
podvariety distribuce ∆k. Takové souřadnice (x, y) se nazývaj́ı Frobeniova mapa.

Takto zkonstruované integrálńı podvariety distribuce ∆k jsou z definice vložené pod-
variety M .
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Věta 3.10 (Frobeniova). Distribuce ∆k je úplně integrabilńı tehdy a jen tehdy, když

[∆k,∆k] ⊂ ∆k. (3.4)

Rovnice (3.4) znamená, že pro libovolné otevřené okoĺı U = U◦ ⊂ M a dvojici vekto-
rových poĺı X, Y ∈ X (U) takovou, že ∀p ∈ U : X(p), Y (p) ∈ ∆k(p) plat́ı [X, Y ](q) ∈ ∆k(q)
v každém q ∈ U . Bez d̊ukazu.

Použ́ıváme zápis X ∈ ∆k(U) nebo X ∈ ∆k, pokud pro vektorové pole X ∈ X (U) plat́ı
X(q) ∈ ∆k(q) pro všechna q ∈ U . Dále

[∆k,∆k](p) = span
{

[X1, X2]|p | X1, X2 ∈ ∆k(U)
}
.

Integrálńı podvariety N1, N2, pro které N1∩N2 6= ∅, lze hladce navazovat, tj. vytvářet
větš́ı integrálńı podvariety postupem N = N1 ∪N2. Postupným sjednoceńım integrálńıch
podvariet źıskáváme listy distribuce ∆k.

Definice 3.11. Maximálńı list distribuce ∆k je taková integrálńı podvarieta, na kterou
nelze hladce navázat žádnou integrálńı podvarietu v listu neobsaženou. Maximálńı listy
tvoř́ı tzv. foliaci variety danou integrabilńı distribućı.

Listy již obecně nejsou vloženými podvarietami, protože se vloženost může narušit ne-
konečným sjednoceńım. Z konstrukce ale z̊ustávaj́ı vnořenými podvarietami, nebot’ tečné
zobrazeńı popisuj́ıćı vnořeńı v každém bodě p má jako obraz k–rozměrný podprostor
∆k(p).

Věta 3.12 (Chevalley). Maximálńı listy integrabilńı distribuce jsou prostě vnořené pod-
variety. Bez d̊ukazu.

Lemma 3.13. Uvažujme Lieovu grupu G, jej́ı Lieovu algebru g a jej́ı podalgebru h ⊂ g, tj.
vektorový podprostor splňuj́ıćı [h, h] ⊂ h. Necht’ H je maximálńı list integrabilńı distribuce
určené h procházej́ıćı grupovou jednotkou e. Pak H je podgrupa Lieovy grupy G.

D̊ukaz. Dı́ky levoinvariantnosti h je gH opět maximálńı list. Ten je z definice bud’ totožný
s p̊uvodńım nebo s ńım má prázdný pr̊unik. Ale pokud g ∈ H, pak ge = g ∈ H ∩ gH a
tedy gH = H. Obdobně g ∈ H implikuje g−1H = H, protože g−1g = e ∈ H ∩ g−1H.

Důsledek 3.14. Bud’ G Lieova grupa, g jej́ı Lieova algebra, h podalgebra g. Potom
existuje prostým zp̊usobem vnořená podvarieta H ⊂ G taková, že H je podgrupa G a jej́ı
Lieova algebra je přirozeně izomorfńı h.

Obecně H neńı uzavřená v topologii G. To implikuje, že se obecně nejedná o vloženou
podvarietu, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad. Uvažujme torus

T 2 = S1[ϕ]×S1[ϑ], (ϕ1, θ1)·(ϕ2, θ2) = (ϕ1+ϕ2 mod 2π, θ1+θ2 mod 2π), e = (0, 0).

Vektorové pole X = a∂ϕ + b∂ϑ ∈ t2 je levoinvariantńı, h = span{X} je jednorozměrná
podalgebra v t2. Integrálńı křivky vektorového pole X jsou určeny rovnicemi ϕ̇ = a, θ̇ = b,
takže máme odpov́ıdaj́ıćı jednoparametrickou podgrupu

H = {(at mod 2π, bt mod 2π)|t ∈ R}.

Pro a
b
∈ Q je křivka na toru uzavřená a jedná se o vložeńı. Pro a

b
6∈ Q ale v topologii T 2

plat́ı H = T 2, tj. křivka hustě nakrývá torus, neńı uzavřená a nejedná se o vložeńı, ale
pouze o prosté vnořeńı.
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3.2 Akce grupy na varietě

Definice 3.15. (Levá) akce φ Lieovy grupy G na varietě M je hladké zobrazeńı
φ : G×M →M vyhovuj́ıćı

• φ(g1g2,m) = φ(g1, φ(g2,m)) pro všechna g1, g2 ∈ G, m ∈M , a

• φ(e,m) = m ve všech bodech m ∈M .

Pro zvolený bod m ∈ M nazýváme množinu bod̊u {φ(g,m)|g ∈ G} orbita akce φ
procházej́ıćı bodem m a znač́ıme Om.

Poznámka 3.16. Obdobně se definuje pravá akce φ : M ×G→M :

• φ(m, g1g2) = φ(φ(m, g1), g2),

• φ(m, e) = m.

Pravou akci lze vyjádřit pomoćı levé akce záměnou g → g−1.

Definice 3.17. Pro podgrupu H grupy G definujeme levé cosety gH = {gh|h ∈ H}.
Cosety gH = Og jsou tedy orbity pravé akce podgrupy H na grupě G.

Množinu levých coset̊u znač́ıme G/H, tj. G/H = {gH|g ∈ G}. Obdobně lze definovat
i pravé cosety. V př́ıpadě normálńıch podgrup, tj. takových H, že gHg−1 = H pro všechna
g ∈ G, pojmy levý a pravý coset splývaj́ı.

Pokud H je podgrupa Lieovy grupy G uzavřená v topologii G, lze na G/H zavést
právě jednu hladkou strukturu takovou, že (G,G/H,H, π), π : G→ G/H, π(g) = gH, je
hlavńı fibrovaný prostor s baźı G/H, projekćı π a typickým vláknem H.

Definice 3.18. Akce φ : G×M →M je

• efektivńı právě tehdy, když pro každý prvek g ∈ G r̊uzný od e existuje bod m ∈M
takový, že φ(g,m) 6= m,

• volná právě tehdy, když φ(g,m) = m pro jeden bod m ∈M již implikuje g = e,

• tranzitivńı právě tehdy, když pro každou dvojici bod̊u m1,m2 ∈M existuje g ∈ G
takové, že m2 = φ(g,m1).

Definice 3.19. Necht’ φ je tranzitivńı akce G na M a x0 ∈M . Grupa izotropie (nebo
také grupa stability, stabilizátor nebo malá grupa) bodu x0 je

Hx0 = {g ∈ G|φ(g, x0) = x0} . (3.5)

Poznámka 3.20. Z rovnice (3.5) a hladkosti akce je vidět, že Hx0 obsahuje všechny své
limitńı body, tj. je uzavřenou podgrupou v G.

Protože pro libovolné x ∈M existuje gx ∈ G takové, že x = φ(gx, x0), máme pro libo-
volné g0 ∈ Hx0 , φ(gxgog

−1
x , x) = φ(gx, φ(g0, φ(g−1

x , x))) = x. Proto plat́ı Hx = gxHx0g
−1
x ,

tj. všechny grupy izotropie jsou konjugované. V př́ıpadě normálńıch podgrup Hx0 jsou
dokonce totožné.

Důsledek 3.21. Pro tranzitivńı akci φ : G×M →M a zvolený bod x0 ∈M je

M ' G/Hx0 .
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D̊ukaz. Protože pro libovolné gx ∈ G takové, že φ(gx, x0) = x, plat́ı φ(gxHx0 , x0) =
φ(gx, x0) = x, máme vzájemně jednoznačné přǐrazeńı G/Hx0 ↔M : gxHx0 ↔ x ∈M .

Definice 3.22. Varietu M , kterou lze zapsat ve tvaru M ' G/Hx0 pro nějakou Lie-
ovu grupu G s tranzitivńı akćı na M a jej́ı uzavřenou podgrupu Hx0 ⊂ G, nazýváme
homogenńı prostor.

Zde se homogenńım prostor̊um a jejich geometrickým vlastnostem, např. metrice, ko-
nexi a křivosti kompatibilńı s akćı grupy, nebudeme podrobněji věnovat, př́ıpadné zájemce
o tuto oblast teorie Lieových grup nezbývá než odkázat na [1] či [13].

3.3 Cvičeńı

Cvičeńı 3.1. Necht’ G, G̃ jsou Lieovy grupy, φ : G→ G̃ hladký homomorfismus, tj. ∀g, h ∈
G, φ(gh) = φ(g)φ(h), pak plat́ı:

φ∗ ◦ Lg∗ = Lφ(g)∗ ◦ φ∗, a φ∗(X) ∈ g̃|φ(G) , ∀X ∈ g.

Řešeńı. Z definice plat́ı pro libovolná g, h ∈ G, a X ∈ g:

Lg∗ X|h = X|gh ,
φ(Lgh) = Lφ(g)φ(h) ⇒ φ ◦ Lg = Lφ(g) ◦ φ ⇒ φ∗ ◦ Lg∗ = Lφ(g)∗ ◦ φ∗.

Vid́ıme tedy, že φ∗(X|gh) = φ∗ (Lg∗ (X|h)) = Lφ(g)∗φ∗ (X|h) a lze konzistentně definovat

(φ∗X)φ(g) = φ∗ (X|g) ∈ X (φ(G)), nebot’ libovolná dvě g1, g2 ∈ G taková, že φ(g1) =
φ(g2) lze zapsat ve tvaru g2 = hg1, kde φ(h) = e a plat́ı φ∗ (X|g2) = φ∗ (X|hg1) =

Lφ(h)

(
φ∗ (X) |φ(g1)

)
= φ∗ (X) |φ(g1). Označme φ(g) = g̃, φ(h) = h̃, pak můžeme psát

Lg̃∗ (φ∗X)|h̃ = Lφ(g)∗ (φ∗X)|φ(h) = Lφ(g)∗ ◦ φ∗ (X|h) = φ∗ ◦ Lg∗ (X|h) =

= φ∗
(
X|gh

)
= (φ∗X)|φ(gh) = (φ∗X)|g̃h̃ .

Tud́ıž pro libovolná g̃, h̃ ∈ φ(G) plat́ı levoinvariance φ∗(X), tj. vztah Lg̃∗ (φ∗X)|h̃ =
(φ∗X)|g̃h̃. Levoinvariantńım dodefinováńım pak lze φ∗(X) chápat jako jednoznačně určený

prvek g̃.

Cvičeńı 3.2. Necht’ G, G̃ jsou Lieovy grupy, φ : G→ G̃ hladký homomorfismus. Pak plat́ı:

φ
(
etX
)

= etφ∗X .

Řešeńı. Obě strany rovnice jsou d́ıky φ(gh) = φ(g)φ(h) 1–parametrické podgrupy. Vid́ıme,
že jejich tečné vektory v e jsou stejné

d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ
(
etX
)

= φ∗
d

dt

∣∣∣∣
t=0

etX = (φ∗X)|ẽ =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

etφ∗X .

Protože jednoparametrické podgrupy jsou plně určeny svými tečnými vektory v grupové
jednotce, dokázali jsme t́ım požadovanou identitu.

Cvičeńı 3.3. Necht’ G, G̃ jsou Lieovy grupy, φ : G→ G̃ hladký homomorfismus. Pak plat́ı:

[φ∗X,φ∗Y ] = φ∗
(
[X, Y ]

)
pro všechna X, Y ∈ g, tj. φ∗ je homomorfismus Lieových algeber.
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Řešeńı. Mějme libovolnou f ∈ C∞(G̃) a bod g ∈ G:

(φ∗X) f |φ(g) = X (f ◦ φ)|g =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
φ
(
getX

))
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
φ(g)φ

(
etX
))

=

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
f ◦Rφ(etX)

)∣∣
φ(g)

.

Proto

[φ∗X,φ∗Y ] f |φ(g) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

[
f
(
φ(g)φ

(
esX
)
φ
(
etY
))
− f

(
φ(g)φ

(
etY
)
φ
(
esX
))]

=

=
d

ds

d

dt

∣∣∣∣
s,t=0

[
f
(
φ
(
gesXetY

))
− f

(
φ
(
getY esX

))]
=

=
d

ds

d

dt

∣∣∣∣
s,t=0

[
(f ◦ φ)

(
gesXetY

)
− (f ◦ φ)

(
getY esX

)]
=

= [X, Y ] (f ◦ φ)|g =
(
φ∗[X, Y ]

)
f |φ(g) .

Protože na obou stranách dokazované identity stoj́ı levoinvariantńı vektorová pole, lze ji
konzistentně dodefinovat jako vztah platný ve všech bodech g̃ ∈ G̃ i tehdy, když φ neńı
surjektivńı.

Cvičeńı 3.4. Uvažujte distribuci ∆ definovanou v každém bodě p ∈ M = R3\{0}[x, y, z]
předpisem ∆(p) = span{X1|p, X2|p, X3|p}, kde

X1 = y
∂

∂z
− z ∂

∂y
, X2 = z

∂

∂x
− x ∂

∂z
, X3 = x

∂

∂y
− y ∂

∂x
.

Najděte rozměr této distribuce, ukažte, že je úplně integrabilńı dle Frobeniovy věty, a
popǐste jej́ı maximálńı listy.

Cvičeńı 3.5. Ukažte geometrickou úvahou, že S2 ' SO(3)/SO(2).

Cvičeńı 3.6. Ukažte zobecněńım postupu z předchoźıho cvičeńı, že Sn ' SO(n+1)/SO(n).

Řešeńı. Můžeme to udělat i explicitně:

T ∈ SO(n+ 1) : T =

(
A ~b
~cT d

)
, kde A ∈ Rn,n,~b,~c ∈ Rn, d ∈ R.

Z podmı́nek na matici T máme

A · AT +~b ·~bT = I, A · ~c+ d ·~b = ~0,

~cT · AT + d ·~bT = ~0, ~cT · ~c+ d2 = 1, detT = 1.

Stabilizátor bodu ~x0 = (0, 0, . . . , 0, 1)T ∈ Sn ⊂ Rn+1 je určen podmı́nkou

T · ~x = ~x, tj. ~b = 0, d = 1

a v d̊usledku A ∈ SO(n),~c = 0. Tud́ıž máme

SO(n) = Hx0 =

{(
A ~0
~0T 1

)
|A ∈ SO(n)

}
⊂ SO(n+ 1).
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Chceme explicitně vyjádřeńı Sn pomoćı vhodných reprezentant̊u tř́ıd ekvivalence, tj.
levých coset̊u T ·Hx0 .

T ·Hx0 =

{(
A ~b
~cT d

)
·
(
F ~0
~0T 1

)
=

(
A · F ~b
~cT · F d

)
|F ∈ SO(n)

}
.

Vid́ıme, že ~b a d se neměńı při výberu reprezentanta, tj. charakterizuj́ı coset. Jak můžeme
určit A,~c?

Matice A muśı splňovat podmı́nku A ·AT = I−~b ·~bT . Ukážeme, že lze požadovat, aby
matice A byla lineárńı kombinaćı matic I a ~b ·~bT .

Zvoĺıme-li Ã = I− 1
1−d
~b ·~bT , pak snadno ověř́ıme, že Ã splňuje stejnou podmı́nku jako

A, tj. Ã · ÃT = I−~b ·~bT s využit́ım ~bT ·~b+ d2 = 1. Matice A−1 · Ã splňuje

A−1 · Ã · (A−1 · Ã)T = A−1 · (Ã · ÃT ) · (A−1)T =

= A−1 ·
(
I−~b ·~bT

)
· (A−1)T = I,

tj. F = A−1 · Ã ∈ O(n), z výpočtu determinantu F = A−1 · Ã ∈ SO(n). Tedy vhodným

výběrem F ∈ SO(n) lze vybrat reprezentanta cosetu T ·Hx0 ve tvaru s A = I− 1
1−d
~b ·~bT .

~c je pak jednoznačně určené z A ·~c+ d ·~b = ~0. Snadný výpočet pro zvolenou matici A
ukáže, že muśı platit ~c = ~b.

Shrnut́ı: podmı́nka ~bT · ~b + d2 = 1 určuje body sféry Sn. Následně lze konstrukćı
výše jednoznačně určit odpov́ıdaj́ıćıho reprezentanta, tj. matici T , v uvedeném tvaru plně
určeném ~b a d.
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Kapitola 4

Reprezentace Lieových grup a
algeber, vztah Lieových algeber a
jim odpov́ıdaj́ıćıch Lieových grup

V této kapitole nejprve zavád́ıme d̊uležitý pojem reprezentace Lieovy grupy, resp. Lieovy
algebry, a zkoumáme jeho základńı vlastnosti. V druhé části pak zkoumáme jednoznačnost
ve vztahu mezi Lieovými grupami a algebrami.

4.1 Reprezentace Lieových grup a algeber

Definice 4.1. Reprezentace Lieovy grupy G na vektorovém prostoru V je hladký
homomorfismus ρ : G→ GL(V ).

V př́ıpadě dimV = +∞ většinou uvažujeme reprezentace grupy G na Hilbertově či
Banachově prostoru H pomoćı omezených bijektivńıch operátor̊u, tj. ρ : G → B(H ) s
požadavkem na omezenost též inverzńıho operátoru ρ(g)−1 ∈ B(H ).

Definice 4.2. Reprezentace Lieovy algebry g na vektorovém prostoru V je homo-
morfismus ρ : g → gl(V ). Jinými slovy ρ je lineárńı a plat́ı ρ([X, Y ]) = [ρ(X), ρ(Y )] =
ρ(X) ◦ ρ(Y )− ρ(Y ) ◦ ρ(X).

V př́ıpadě nekonečněrozměrného Hilbertova či Banachova prostoru V = H je třeba
dbát na to, aby [ρ(X), ρ(Y )] byl vhodným zp̊usobem definován (tj. otázka definičńıch
obor̊u neomezených operátor̊u).

V př́ıpadě reprezentace Lieovy algebry g muśı být V vektorovým prostorem nad
stejným tělesem jako algebra g samotná - může však být současně i vektorovým pro-
storem nad větš́ım tělesem. Často se setkáváme s komplexńımi reprezentacemi reálných
Lieových algeber. V př́ıpadě Lieových grup, které z definice uvažujeme jako reálné dife-
rencovatelné variety, požadujeme, aby V byl alespoň reálný vektorový prostor - a to i v
př́ıpadě, že se jedná o komplexńı maticovou grupu.

Př́ıklad 4.3. Reprezentace so(3) na C∞(R3) je definována ρ(Xi) =
∑

j,k εijkxk∂j .

Poznámka 4.4. Libovolná reprezentace ρ grupy G na vektorovém prostoru V definuje
levou akci G na V předpisem

φρ(g, v) = ρ(g)v.

Tato akce je nav́ıc lineárńı ve smyslu φρ(g, αv + w) = αφρ(g, v) + φρ(g, w). A naopak,
každá lineárńı levá akce grupy na vektorovém prostoru definuje reprezentaci.
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Definice 4.5. Reprezentace ρ grupy G (resp. algebry g) je věrná právě tehdy, když ρ je
prosté zobrazeńı (monomorfismus).

Na základě věrné reprezentace jsme schopni jednoznačně zrekonstruovat grupu G, resp.
algebru g, tj. př́ıslušné grupové násobeńı či Lieovu závorku, ze znalosti obrazu grupy,
resp. algebry, v reprezentaci. Proto nazýváme věrné reprezentace realizace dané grupy,
resp. algebry. Př́ıkladem jsou so(3) jako 3× 3 antisymetrické matice nebo vektorová pole
z př́ıkladu 4.3.

Definice 4.6. Bud’ Σ ⊂ gl(V ) soubor lineárńıch operátor̊u na vektorovém prostoru V .
Soubor Σ je

• reducibilńı právě tehdy, když existuje netriviálńı podprostor W 6= 0, V invari-
antńı vzhledem k Σ, tj. ΣW = span{Aw|A ∈ Σ, w ∈ W} ⊂ W ,

• ireducibilńı právě tehdy, když neexistuje žádný netriviálńı podprostor invariantńı
vzhledem k Σ,

• úplně reducibilńı právě tehdy, když ke každému invariantńımu podprostoru W
existuje invariantńı doplněk, tj. podprostor W̃ splňuj́ıćı ΣW̃ ⊂ W̃ a W ⊕ W̃ = V .

Reprezentace Lieovy grupy G, resp. Lieovy algebry g, je ireducibilńı (reducibilńı, úplně
reducibilńı) právě tehdy, když ρ(G), resp. ρ(g), je ireducibilńı (reducibilńı, úplně reduci-
bilńı) soubor operátor̊u.

Př́ıklad 4.7. Reprezentace ρ : G → U(H ), tzv. unitárńı reprezentace, jsou úplně
reducibilńı, protože d́ıky unitaritě plat́ı ρ(G)W ⊂ W ⇒ ρ(G)W⊥ ⊂ W⊥. Na úrovni
algeber plat́ı ρ∗ : g→ u(H ) nebot’ pomoćı exponenciely źıskáváme pro X ∈ g vztah

ρ
(
eX
)

= eρ∗(X) ⇒
(
ρ
(
eX
))†

= ρ
(
eX
)−1

= e−ρ∗(X)

=
(
eρ∗(X)

)†
= e(ρ∗(X))†

⇒
(
ρ∗(X)

)†
= −ρ∗(X),

tj. ρ∗(X) jsou antihermitovské matice, u(H ) =
{
B ∈ gl(H ) | B +B† = 0

}
.

Poznámka 4.8. Ve fyzice je zvykem použ́ıvat hermitovské matice, proto se definuj́ı
”
fy-

zikálńı“ prvky reálné Lieovy algebry s dodatečnými imaginárńımi jednotkami

A 7→ AF = −iA . (4.1)

AF již splňuj́ı A†F = AF, ale jejich strukturńı konstanty jsou formálně ryze imaginárńı,

[Xj, Xk] = cjk
lXl, g = exp(X) ⇒ [XFj, XFk] = −icjk

lXFl, g = exp(iXF ). (4.2)

Výběr znaménka v (4.1) je otázkou konvence, jemu odpov́ıdaj́ı znaménka u imaginárńıch
jednotek ve vztaźıch (4.2).

Věta 4.9 (Schurovo lemma). Bud’ V komplexńı vektorový prostor konečné dimenze a
Σ ⊂ gl(V ) ireducibilńı soubor operátor̊u na V . Potom pro každý operátor A ∈ gl(V )
komutuj́ıćı se všemi prvky souboru Σ, tj. [A,Σ] = 0, existuje λ ∈ C takové, že A = λI.

D̊ukaz. Necht’ A ∈ gl(V ). Dı́ky zvolenému tělesu je σ(A) 6= ∅ a tedy existuje λ ∈ C takové,
že W = ker(A− λI) 6= {~0}. Pak pro každé S ∈ Σ plat́ı (A− λI)SW = S(A− λI)W = 0,
tj. SW ⊂ W , W je nenulový invariantńı podprostor. Z ireducibility plyne W = V ,
A = λI.
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Pro úplně reducibilńı soubory operátor̊u lze tvrzeńı obrátit:

Věta 4.10. Bud’ V komplexńı vektorový prostor konečné dimenze, Σ ⊂ gl(V ) úplně
reducibilńı soubor operátor̊u. Pokud plat́ı pro každý lineárńı operátor A ∈ gl(V ) implikace
[A,Σ] = 0⇒ (∃λ ∈ C : A = λI), potom Σ je ireducibilńı.

D̊ukaz. Bud’ W 6= {~0} invariantńı podprostor. Pak existuje podprostor W̃ invariantńı

vzhledem k Σ takový, že V = W ⊕ W̃ . Definujme A pomoćı jeho hodnoty na těchto dvou
invariantńıch podprostorech následovně A|W = I, A|W̃ = 0, tj. AW ⊂ W , AW̃ ⊂ W̃ .
Protože evidentně [A,Σ] = 0, muśı dle předpokladu věty existovat λ ∈ C takové, že

A = λI a tedy λ = 1, W̃ = {~0}, V = W .

4.2 Vztah mezi Lieovou algebrou a j́ı odpov́ıdaj́ıćımi

Lieovými grupami

Nyńı se budeme zabývat (ne)jednoznačnost́ı ve vztahu mezi Lieovými grupami a Lieovým
algebrami. Již v́ıme, že každé Lieově grupě odpov́ıdá jednoznačně určená Lieova alge-
bra. Lze nějakým zp̊usobem popsat množinu všech Lieových grup, jejichž algebry jsou
izomorfńı, nebo omezeńım na nějakou vhodnou tř́ıdu grup vztah učinit vzájemně jedno-
značným?

Připomeňme si, že souvislá varieta M je jednoduše souvislá právě tehdy, když
všechny uzavřené křivky lze spojitě zdeformovat do bodu, tj. na konstantńı zobrazeńı
S1 → x0 ∈M (viz definice 2.17).

Definice 4.11. Bud’te M , M souvislé variety. M je nakryt́ı M právě tehdy, když existuje
hladké zobrazeńı π : M →M splňuj́ıćı

• ∀x ∈M, ∃U = U◦ 3 x : π(−1)(U) =
⋃
α∈I Uα, Uα = U◦α ⊂M, Uα∩Uβ = ∅, ∀α 6= β,

• kde π|Uα : Uα → U je difeomorfismus pro každé α z indexové množiny I.

Př́ıklad 4.12. M = S1, M = S1, π(eiϕ) = e2iϕ. M je dvojnásobné nakryt́ı.

Př́ıklad 4.13. M = S1, M = R, π(ϕ) = eiϕ. M je Z–násobné nakryt́ı.

Definice 4.14. Nakryt́ı M variety M je univerzálńı právě tehdy, když M je jednoduše
souvislá.

Věta 4.15. Všechna univerzálńı nakryt́ı souvislé variety jsou difeomorfńı. Přesněji, pro
libovolná dvě univerzálńı nakryt́ı π1 : M1 → M a π2 : M2 → M souvislé variety M
existuje difeomorfismus φ : M1 →M2 takový, že π1 = π2 ◦ φ.

Bez d̊ukazu.

Jak lze univerzálńı nakryt́ı pro konkrétńı souvislou varietuM zkonstruovat? Nakrývaj́ıćı
varietu konstruujeme jako topologický prostor tř́ıd ekvivalence křivek a následně na něj
jednoznačně přeneseme hladkou strukturu. Pro křivky γ : 〈0, 1〉 → M, γ̃ : 〈0, 1〉 →
M, γ(1) = γ̃(0) definujeme:

γ ◦ γ̃ : 〈0, 1〉 →M : γ ◦ γ̃(t) = γ(2t) 0 ≤ t ≤ 1

2
,

= γ̃(2t− 1)
1

2
≤ t ≤ 1,

γ−1(t) : 〈0, 1〉 →M : γ−1(t) = γ(1− t) 0 ≤ t ≤ 1.
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Definujme ekvivalenci

γ ∼ γ̃ ⇔ γ(0) = γ̃(0) ∧ γ(1) = γ̃(1) ∧ γ ◦ γ̃−1 lze spojitě deformovat na γ(t) = x0.

Dı́ky hladkosti naš́ı variety M lze pro každou tř́ıdu ekvivalence [γ] zvolit hladkou křivku
jako jej́ıho reprezentanta, např. pomoćı interpolace dané spojité křivky pomoćı polynomu
dostatečně vysokého řádu ve zvolených souřadnićıch.

Zvolme x0 ∈ M fixńı, pak každý bod x ∈ M lze spojit s x0 hladkou křivkou d́ıky
souvislosti M . Definujme M = {[γ] | γ : 〈0, 1〉 →M, γ(0) = x0}. Uvažujme jednoduše
souvislé otevřené okoĺı Ux bodu x ∈M . Pro každé y ∈ Ux existuje křivka

γxy : 〈0, 1〉 → Ux : γxy(0) = x, γxy(1) = y.

Všechny takové γxy spojuj́ıćı x a y uvnitř jednoduše souvislého okoĺı jsou ekvivalentńı.
Definujme U ⊂M okoĺı [γ] ∈M , γ(1) = x předpisem U = {[γ ◦ γxy] | y ∈ Ux}. Plat́ı tedy
γ ◦ γxy(0) = x0, γ ◦ γxy(1) = y. Zavedeme-li zobrazeńı π([γ]) = γ(1) ∈ M , pak takto
definované U je homeomorfńı Ux.

Hladkou strukturu definujeme t́ım, že postulujeme π jako hladké zobrazeńı, tj. po-
moćı (π|U)−1 přeneseme hladkou strukturu a následně ukážeme, že t́ımto zp̊usobem lze
konsistentně definovat hladkou strukturu na M . O M pak lze dokázat, že je jednoduše
souvislá.

Je-li G souvislá Lieova grupa, pak na G můžeme definovat strukturu Lieovy grupy.
Bud’ x0 ≡ e a pro libovolný g ∈ G znač́ıme γg : 〈0, 1〉 → G, γg(0) = e, γg(1) = g.
Definujeme

• [γg] · [γh] ≡ [γg ◦ Lg(γh)], kde Lg(γh)(t) = g · γh(t), ∀t ∈ 〈0, 1〉,

• e = [γe], kde γe(t) = e, ∀t ∈ 〈0, 1〉,

• [γg]
−1 =

[
Lg−1

(
γ−1
g

)]
.

Z konstrukce grupového násobeńı vyplývá π ([γg] · [γh]) = g · h, tj. π je homomorfismus
grup. Protože okoĺı grupových jednotek jsou difeomorfńı okoĺı z definice nakryt́ı, plat́ı
g ' g.

Věta 4.16 (Ado). Pro libovolnou konečněrozměrnou Lieovu algebru g existuje jej́ı věrná
konečněrozměrná reprezentace ρ : g→ gl(V ), tj. g ' ρ(g) ⊂⊂ gl(V ).

Bez d̊ukazu.

Důsledek 4.17. Ke každé Lieově algebře g existuje j́ı odpov́ıdaj́ıćı souvislá maticová
Lieova grupa G ⊂⊂ GL(V ). Dále ke G můžeme naj́ıt jednoduše souvislé nakryt́ı G, které
ale již nemuśı ležet uvnitř GL(V ).

Věta 4.18. Ke každé konečněrozměrné Lieově algebře g existuje právě jedna souvislá a
jednoduše souvislá Lieova grupa G taková, že g je jej́ı Lieova algebra. Všechny ostatńı
souvislé Lieovy grupy s touto Lieovou algebrou g jsou nakrývány G a mohou být proto
zapsány jako G/D, kde D je diskrétńı normálńı podgrupa.

D̊ukaz. Tvrzeńı věty vyplývá z existence jednoznačně určeného univerzálńıho nakryt́ı,
dále z toho, že na něm lze zkonstruovat odpov́ıdaj́ıćı hladké grupové násobeńı a z toho,
že lze zkonstruovat izomorfismus libovolných dvou jednoduše souvislých Lieových grup s
izomorfńımi Lieovými algebrami pomoćı izomorfismu algeber a zobrazeńı exp. Podgrupa
D je vzorem grupové jednotky e ∈ G/D při projekci π, jej́ı normálnost vyplývá z toho,
že je jádrem homomorfismu π, tj. D = ker π. Diskrétnost vyplývá z definice nakryt́ı.
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Poznámka 4.19. To, že D je normálńı podgrupa, znamená gDg−1 = D pro všechna g ∈ G.
Pro pevně zvolené d0 ∈ D definujme φ : G → D ⊂ G : φ(g) = gd0g

−1 ∈ D. Protože G
je souvislá a φ hladké, je též φ(G) souvislá. Současně D je diskrétńı podmnožina G,
tud́ıž jediné jej́ı souvislé podmnožiny jsou jednotlivé body. Proto pro každé g ∈ G plat́ı
φ(g) = d0, tedy gd0 = d0g. Což znamená, že D ⊂ Z(G) = {h ∈ G | hg = gh, ∀g ∈ G}, tj.
D muśı být abelovská podgrupa obsažená v centru grupy G.

Poznámka 4.20. Bud’ ρ reprezentace g na V, dimV < +∞. Pak ρ je reprezentace jed-
noduše souvislé grupy G. Uvažujme G/D dle předpoklad̊u výše. Pokud ρ(D) 6= {I}, pak
nelze definovat reprezentaci ρ : G/D → GL(V ), ale pouze reprezentaci modulo ρ(D),
tj. jeden prvek grupy je reprezentován tř́ıdou lineárńıch operátor̊u modulo ρ(D). Ta-
kovým zobrazeńım ř́ıkáme v́ıceznačná reprezentace a setkáváme se s nimi např́ıklad
v kvantové mechanice. V ńı je jejich využit́ı koneckonc̊u přirozené, nebot’ fyzikálńı stav
je určen jednorozměrným podprostorem, nikoliv konkrétńım stavovým vektorem z tohoto
podprostoru. Tud́ıž je-li ρ(D) ⊂ span{I}, je pro kvantověmechanické úvahy v́ıceznačná
reprezentace ρ plně akceptovatelná.

Poznámka 4.21. Výše uvedené věty řeš́ı otázku nalezeńı všech souvislých Lieových grup G
se stejnou Lieovou algebrou g, resp. převád́ı ji na otázku klasifikace diskrétńıch normálńıch
podgrup souvislé a jednoduše souvislé Lieovy grupy G.

4.3 Cvičeńı

Cvičeńı 4.1. Ukažte, že ve vhodných baźıch jsou strukturńı konstanty algeber so(3) a
su(2) totožné, tj. jedná se o izomorfńı algebry.

Řešeńı. V so(3) je vhodnou baźı

E1 =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , E2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , E3 =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

s Lieovými závorkami [Ej, Ek] = εjklEl, v su(2) je odpov́ıdaj́ıćı báze tvořena

ej = − i

2
σj, (4.3)

kde σj jsou Pauliho matice,

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Cvičeńı 4.2. Ukažte, že pro Lieovu algebru su(2) existuj́ı právě dvě souvislé Lieovy grupy
SU(2) a SO(3) = SU(2)/{I,−I} t́ım, že zd̊uvodńıte jednoduchou souvislost SU(2) a ex-
plicně zkonstruujete nakrývaj́ıćı zobrazeńı π : SU(2)→ SO(3).

Řešeńı. Nejprve ukážeme strukturu grupy SU(2). Z podmı́nek

UU † = I, detU = 1

snadno zjist́ıme, že obecná unitárńı matice s jednotkovým determinantem má tvar

U =

(
a1 + ia2 −b1 + ib2

b1 + ib2 a1 − ia2

)
, kde aj, bj ∈ R, a2

1 + a2
2 + b2

1 + b2
2 = 1,
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tud́ıž geometricky je grupa SU(2) tř́ırozměrnou sférou,

SU(2) ' S3 = {(a1, a2, b1, b2) ∈ R4|a2
1 + a2

2 + b2
1 + b2

2 = 1}.

Proto je souvislá i jednoduše souvislá.
Dále definujeme reprezentaci ρ grupy SU(2) na R3 využit́ım bijektivńı izometrie

T : R3 → su(2) : T (~x) = ~x · ~e =
3∑
j=1

xjej,

kde ej jsou matice (4.3) a na su(2) uvažujeme skalárńı součin 〈X, Y 〉 = −2tr(X · Y ),
vzhledem k němuž je báze (4.3) ortonormálńı. Reprezentace ρ je pak definována

T (ρ(U)~x) = U · T (~x) · U †. (4.4)

Snadno vid́ıme z definice (4.4), že

T (ρ(U1)ρ(U2)~x) = T (ρ(U1U2)~x),

tj. z bijektivity T je ρ reprezentace, a

〈T (ρ(U)~x), T (ρ(U)~y)〉 = 〈T (~x), T (~y)〉,

tj. ρ(U) ∈ O(3). Ze spojitosti ρ a souvislosti SU(2) je ρ(U) ∈ SO(3). Zbývá ukázat, že

ker ρ = {U ∈ SU(2)|ρ(U) = I} = {I,−I}

což je zřejmé z př́ımého výpočtu a že ρ je surjektivńı. To je vidět z toho, že každá rotace
S ∈ SO(3) je rotaćı o jistý úhel ϕ kolem osy ~n a lze ji tud́ıž vyjádřit ve tvaru

R = exp

(
ϕ

3∑
j=1

njEj

)
.

Odpov́ıdaj́ıćı unitárńı matici můžeme zkonstruovat předpisem

U = exp

(
ϕ

3∑
j=1

njej

)
= exp

(
− i

2
ϕ

3∑
j=1

njσj

)
,

který je d̊usledkem př́ımým výpočtem snadno ověřitelného vztahu ρ∗|I(ej) = Ej, tj.
ρ∗|I : su(2)→ so(3) je př́ıslušný izomorfismus Lieových algeber ze cvičeńı 4.1, a výsledku
cvičeńı 3.2. Explicitně si to snadno ověř́ıme např. pro ~n = (1, 0, 0):

R1(ϕ) =

1 0 0
0 cos(ϕ) − sin(ϕ)
0 sin(ϕ) cos(ϕ)

 , U1(ϕ) =

(
cos(ϕ

2
) −i sin(ϕ

2
)

−i sin(ϕ
2
) cos(ϕ

2
).

)

Za povšimnut́ı stoj́ı, že U1(2π) = −I, zat́ımco R1(2π) = I.
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Kapitola 5

Lieovy algebry - základńı pojmy

Nadále se budeme zabývat strukturou Lieových algeber, bez ohledu na jim odpov́ıdaj́ıćı
Lieovu grupu/grupy. Neńı-li výslovně uvedeno jinak, předpokládáme, že má zkoumaná
algebra konečnou dimenzi. Uvažujeme Lieovy algebry nad tělesy reálných a komplexńıch
č́ısel. V této kapitole si zavedeme základńı názvoslov́ı.

Definice 5.1. Podalgebra h Lieovy algebry g je vektorový podprostor v g splňuj́ıćı
[h, h] ⊂ h.

Poznámka 5.2. Pro podprostory a, b ⊂ g znač́ıme [a, b] = span{[X, Y ]|X ∈ a, Y ∈ b}.
Bez užit́ı lineárńıho obalu by výsledná množina obecně nebyla podprostorem.

Př́ıklad 5.3. V Lorentzově algebře generátory vlastńıch Lorentzových transformaćı (tzv.
boost̊u) Ki komutuj́ı na rotace, [Ki, Kj] = −εijlLl, tedy netvoř́ı podalgebru. Generátory
rotaćı Li podalgebru tvoř́ı, nebot’ [Li, Lj] = εijkLk.

Definice 5.4. Podprostor h v g je ideál právě tehdy, když [h, g] ⊂ h.

Př́ıklad 5.5. V Poincaréově (či nehomogenńı Lorentzově) algebře tvořené generátory Lo-
rentzovy algebry a generátory translaćı Pα plat́ı [Mµν , Pα] ∼ P ξ a [Pα, P β] = 0, tedy
translace tvoř́ı abelovský ideál.

Definice 5.6. Faktoralgebra podle ideálu h je g/h = {x+ h|x ∈ g} s Lieovou závorkou

[X + h, Y + h] ≡ [X, Y ] + h.

Cvičeńı 5.1. Ukažte, že výše zavedená operace konzistentně definuje Lieovu závorku na
g/h.

5.1 Speciálńı tř́ıdy Lieových algeber

Definice 5.7. Lieova algebra g je

• abelovská právě tehdy, když [g, g] = {0},

• prostá právě tehdy, když dim g > 1 a jediné ideály v g jsou {0} a g,

• poloprostá právě tehdy, když jej́ı jediný abelovský ideál je {0}.

U výše uvedených pojmů obvykle předpokládáme g 6= {0}.
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Definice 5.8. Lieova algebra g je direktńım součtem ideál̊u g1, g2 pokud g = g1 ⊕ g2

jako vektorové podprostory a současně [g1, g1] ⊂ g1, [g2, g2] ⊂ g2, [g1, g2] = {0}.

Poznámka 5.9. Nadále budeme pro odlǐseńı direktńı součet vektorových prostor̊u značit
V = V1 u V2.

Definice 5.10. Lieovu algebru g nazveme rozložitelná, pokud existuj́ı nenulové ideály
g1, g2 takové, že g = g1 ⊕ g2. Jinak je g nerozložitelná.

Př́ıklad 5.11.

gl(n) = a(1)⊕ sl(n), kde a(1) = span{I},
u(n) = a(1)⊕ su(n), kde a(1) = R–span{iI},
so(4) = so(3)⊕ so(3).

Definice 5.12. Centrum Lieovy algebry g je maximálńı ideál ζ1 s vlastnost́ı [g, ζ1] = 0,
tj. ζ1 = {x ∈ g|[x, g] = 0}. Znač́ıme Z(g) = ζ(g) = ζ1(g) = ζ1.

Definice 5.13. Definujeme následuj́ıćı tři charakteristické série ideál̊u v g:

• derivovaná série: g(0) = g, g(k) = [g(k−1), g(k−1)], ∀k ∈ N. Pokud existuje n ∈ N
takové, že g(n) = {0}, algebra g se nazývá řešitelná.

• dolńı centrálńı série: g1 = g, gk = [gk−1, g], ∀k > 1. Pokud existuje n ∈ N takové,
že gn = {0}, algebra g se nazývá nilpotentńı.

• horńı centrálńı série: ζ1 = Z(g), ζk = {X ∈ g|[X, g] ⊂ ζk−1} ⊃ ζk−1, ∀k > 1.

To, že se skutečně jedná o ideály, vyplývá z Jacobiho identity a je přenecháno čtenáři
jako cvičeńı.

Poznámka 5.14. Z definice vyplývá, že g2 = g(1), g(k) ⊂ gk+1, tj. každá nilpotentńı algebra
g je řešitelná.

Věta 5.15. Lieova algebra g je nilpotentńı právě tehdy, když limk→+∞ ζk = g.

Limita je ryze formálńı, znamená existenci přirozeného č́ısla K takového, že

ζK = ζK+j = g, ∀j ∈ N.

D̊ukaz. Ukážeme oba směry implikace:

⇒ : necht’ g je nilpotentńı, tj. existuje k ≤ dim g+1, gk = 0 a v d̊usledku gk−1 ⊂ Z(g) =
ζ1. Indukćı ukážeme, že plat́ı gk−j ⊂ ζj. Pro j = 1 zřejmé, j → j + 1:[

gk−j−1, g
]

= gk−j ⊂ ζj, tj. gk−j−1 ⊂ ζj+1.

Pro j = k − 2 tedy máme g = g1 ⊂ ζk−1.

⇐ : Naopak, necht’ existuje k takové, že ζk = g. Indukćı ukážeme, že plat́ı ζk−j+1 ⊃ gj.
Pro j = 1 zřejmé, indukčńı krok j − 1→ j:

gj−1 ⊂ ζk−j+2 ⇒ gj =
[
gj−1, g

]
⊂
[
ζk−j+2, g

]
= ζk−j+1.

V d̊usledku vid́ıme, že gk ⊂ ζ1 = Z(g) a tedy gk+1 = 0.
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Př́ıklad 5.16. Heisenbergova algebra h(n) = span{Xi, Pi, I} s Lieovými závorkami

[Xi, Pj] = δijI, i, j ∈ n̂, [h(n), I] = 0

je nilpotentńı, nebot’ (h(n))2 = span{I}, a tud́ıž (h(n))3 = 0.

Poznámka 5.17. Použ́ıváme následuj́ıćı konvenci: pokud Lieovy závorky nejsou uvedeny
explicitně a nevyplývaji z antisymetrie, tak jsou automaticky považovány za rovné nule.

Př́ıklad 5.18. Striktně horńı trojúhelńıkové matice tr0(n) =

{(
0 ?
...

...
0 ... 0

)
∈ Rn,n

}
jsou

nilpotentńı.

Př́ıklad 5.19. Horńı trojúhelńıkové matice tr(n) =

{(
? ?

...
0 ?

)
∈ Rn,n

}
. Ze snadno ověřitelných

vztah̊u

[tr(n), tr(n)] = tr0(n), [tr(n), tr0(n)] = tr0(n)

plyne, že algebra tr(n) je řešitelná, ale neńı nilpotentńı.

Řešitelné či nilpotentńı mohou být i ideály v dané Lieově algebře (tj. v konstrukci
séríı uvažujeme pouze prvky z uvažovaného ideálu). Jako cvičeńı ukážeme, že součet a
pr̊unik řešitelných ideál̊u je řešitelný ideál, součet a pr̊unik nilpotentńıch ideál̊u je nilpo-
tentńı ideál. Z konečnosti dimenze Lieovy algebry g pak vyplývá existence maximálńıho
řešitelného, resp. nilpotentńıho, ideálu.

Definice 5.20. Maximálńı řešitelný ideál v g se nazývá radikál a maximálńı nilpotentńı
ideál se nazývá nilradikál.

Poznámka 5.21. Necht’ r je radikál algebry g. Uvažujme g/r a v ńı abelovský ideál h/r ⊂
g/r, tj. máme ideál h = {X ∈ g|X + r ∈ h/r} takový, že r ⊂ h ⊂ g, [h, h] ⊂ r. Tud́ıž
h(1) ⊂ r a současně r je řešitelná, tj. existuje k takové, že r(k) = 0. V d̊usledku máme
h(k+1) ⊂ r(k) = 0 a dle předpokladu maximality radikálu r je h = r. Proto g/r nemá žádný
netriviálńı abelovský ideál a je tedy poloprostá.

Plat́ı dokonce ješte silněǰśı tvrzeńı tvrd́ıćı, že g/r lze realizovat jako podalgebru v g:

Věta 5.22 (Leviho). Každou Lieovu algebru g lze rozložit na polopř́ımý součet poloprosté
podalgebry s a radikálu r, tj.

g = su r, [s, s] ⊂ s, [s, r] ⊂ r, [r, r] ⊂ r,

přičemž s je určena až na izomorfii. s nebo r může být rovné {0}.

Bez d̊ukazu.

5.2 Derivace

Definice 5.23. Derivace Lieovy algebry g je lineárńı zobrazeńı D : g → g splňuj́ıćı
D([X, Y ]) = [DX, Y ] + [X,DY ] pro všechna X, Y ∈ g.

Definice 5.24. Bud’ G Lieova grupa a g jej́ı Lieova algebra.

• Adjungovaná akce Lieovy grupy G na G je φ : G×G→ G definovaná předpisem

φ(g, h) ≡ φg(h) = ghg−1, tj. φg = Lg ◦Rg−1 ,
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• adjungovaná reprezentace Lieovy grupy G na Lieově algebře g je

Ad : G→ GL(g), Ad(g) = φg∗ = Lg∗ ◦Rg−1∗,

• adjungovaná reprezentace Lieovy algebry g na g je

ad : g→ gl(g), adX ≡ ad(X) = Ad∗(X), tj. adXY = Ad∗(X)Y =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ad(etX)Y.

Ověřeńı, že se skutečně jedná o akci, resp. reprezentace, je přenecháno jako cvičeńı
čtenáři.

Poznámka 5.25. Adjungovanou reprezentaci lze ekvivalentně zavést požadavkem geXg−1 =
eAd(g)X . Pro maticové grupy lze Ad(g)X poč́ıtat jednoduše vztahem

Ad(g)X = gXg−1.

Podobně se zjednoduš́ı výpočet adjungované reprezentace algebry.

Věta 5.26. Pro adjungovanou reprezentaci Lieovy algebry plat́ı

adXY = [X, Y ]. (5.1)

D̊ukaz. Pro každé X ∈ g, p ∈ G a f ∈ C∞(G) máme

X(f)(p) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(f ◦Ψs
X) (p) =

d

ds

∣∣∣∣
s=0

f(pesX)

a zároveň plat́ı eφ∗(X) = φ
(
eX
)

pro libovolný homomorfismus φ, tj. i konkrétně pro φg
definovaný adjungovanou akćı G na G. Z definice adjungované reprezentace Lieovy algebry
máme

adX(Y )f |p =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

AdetX (Y )f |p =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(φetX )∗(Y )f |p =

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f ◦Rexp(s(φ
etX

)∗(Y ))

∣∣
p

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
pes(φetX )∗(Y )

)
=

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
pφetX

(
esY
))

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
petXesY e−tX

)︸ ︷︷ ︸
=F (t,s,−t)

=

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (t, s, 0)− d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (0, s, t) =

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
f
(
petXesY

)
− f

(
pesY etX

))
=

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Y f(petX)− d

ds

∣∣∣∣
s=0

Xf(pesY ) = X(Y f)(p)− Y (Xf)(p) = [X, Y ]f(p)

⇒ adX(Y ) = [X, Y ].

Poznámka 5.27. Pro matice je rovnice (5.1) vidět ihned: d
dt

∣∣
t=0

etXY e−tX = XY − Y X =
[X, Y ].
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Poznámka 5.28. Vzhledem k větě (5.26) lze adjungovanou reprezentaci Lieovy algebry g
definovat rovnićı (5.1) bez ohledu na to, zda uvažujeme odpov́ıdaj́ıćı Lieovu grupu G nebo
nikoliv.

Důsledek 5.29. Dı́ky Jacobiho identitě je adX derivace.

Definice 5.30. Derivace D je vnitřńı právě tehdy, když existuje X ∈ g takové, že
D = adX . Všechny ostatńı derivace se nazývaj́ı vněǰśı.

5.3 Vztah reálných a komplexńıch algeber

Definice 5.31. Pro reálnou Lieovu algebru g existuje jediná komplexńı Lieova algebra
gC, nazývaná komplexifikace g, kterou definujeme jako gC = g + ig = C⊗ g, tj.

[X + iY, U + iV ] = ([X,U ]− [Y, V ]) + i([Y, U ] + [X, V ]), X, Y, U, V ∈ g,

(α + iβ) · (U + iV ) = (αU − βV ) + i(βU + αV ), α, β ∈ R, U, V ∈ g.

Naopak, pro každou komplexńı Lieovu algebru g můžeme jednoznačně zkonstruovat
reálnou Lieovu algebru gR pomoćı doplněńı libovolné báze (Xj)

n
j=1 ⊂ g na R–span{Xj, iXj}nj=1.

Strukturńı konstanty jsou pak reálné a komplexńı části p̊uvodńıch.
Plat́ı dimC gC = dimR g a dimR gR = 2 dimC g.

Definice 5.32. Reálná forma komplexńı Lieovy algebry g je libovolná reálná Lieova
algebra g̃ splňuj́ıćı g = g̃C.

Př́ıklad 5.33. Reálné algebry su(2) a sl(2,R) jsou dvě r̊uzné reálné formy stejné komplexńı
algebry su(2)C = sl(2,C) = sl(2,R)C. Podobně so(1, 3)C = so(4,C) = so(4,R)C.

5.4 Zobrazeńı Lieových algeber

Definice 5.34. Pro lineárńı zobrazeńı φ : g → h Lieových algeber nad stejným tělesem
zavád́ıme označeńı:

• φ je homomorfismus právě tehdy, když [φ(X), φ(Y )] = φ([X, Y ]) plat́ı pro všechna
X, Y ∈ g,

• homomorfismus φ je endomorfismus právě tehdy, když h = g,

• homomorfismus φ je izomorfismus právě tehdy, když kerφ = {0}, φ(g) = h,

• izomorfismus φ je automorfismus právě tehdy, když je současně endomorfismus.

Př́ıklad 5.35. Pro libovolné g ∈ G je Adg : g→ g automorfismus. Zobrazeńı ad : g→ gl(g)
je homomorfismus. Ale pro X ∈ g zobrazeńı adX : g → g obecně neńı homomorfismus,
protože adX [Y, Z] = [adXY, Z] + [Y, adXZ] 6= [adXY, adXZ].
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5.5 Cvičeńı

Cvičeńı 5.2. Nalezněte všechny neizomorfńı reálné Lieovy algebry v dimenźıch 1, 2 a 3.

Řešeńı. V dimenzi 1 je úloha jednoduchá, z antisymetrie je jediná Lieova algebra abe-
lovská,

a1 = span{e1}, [e1, e1] = 0.

Nulové Lieovy závorky nadále nebudeme uvádět.
V dimenzi 2 máme z antisymetrie jedinou netriviálńı Lieovu závorku [e1, e2]. Pokud

je nulová, tj, g2 = 0, máme abelovskou Lieovu algebru a2 = a1 ⊕ a1. Pokud dim g2 = 1,
zvoĺıme bázi tak, aby g2 = span{e1}. Pak muśı existovat e2 ∈ g\g2 takové, že [e1, e2] = αe1,
α 6= 0 a vhodným výběrem násobku e2 máme algebru af(1) ve tvaru

af(1) = span{e1, e2}, [e1, e2] = e1.

Tato algebra je řešitelná, neńı nilpotentńı.
V dimenzi 3 obdobně postupujeme podle dim g2. Máme

• dim g2 = 0: a3 = a1 ⊕ a1 ⊕ a1.

• dim g2 = 1: Jsou dvě možnosti

– g2 ⊂ ζ1, pak g2 = span{e1}, [e1, g] = 0, tud́ıž vhodným výběrem báze máme
nilpotentńı Heisenbergovu algebru ve tvaru

h1 = span{e1, e2, e3}, [e2, e3] = e1.

– g2 6⊂ ζ1, pak g2 = span{e1}, [e1, g] = g2. Pak existuje e2 ∈ g\g2 takové, že
[e1, e2] = e1. span{e1, e2} je zjevně ideál a doplňkový lineárně nezávislý vektor
e3 lze vhodným odečteńım násobk̊u e1 a e2 vybrat tak, že [e3, e1] = [e3, e2] = 0.
Nacháźıme tud́ıž algebru af(1)⊕ a1.

• dim g2 = 2: Máme dvě možnosti pro strukturu g2 = span{e1, e2}:

– g2 = a2. Pak je algebra g plně určena regulárńı matićı A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, kde

[e1, e3] = a11e1 + a12e2,

[e2, e3] = a21e1 + a22e2.

Změnou báze e1, e2 lze matici A převést na libovolnou matici s ńı konjugova-
nou, dále můžeme vybrat vhodný násobek e3, čemuž odpov́ıdá přenásobeńı A
nenulovým č́ıslem. Celkem máme tři kanonické tvary pro matici A: diagonali-
zovatelná, Jordan̊uv tvar a reálná matice diagonalizovatelná pouze nad C, což
po vhodném přenásobeńı dává

A =

(
1 0
0 λ

)
, A =

(
1 0
1 1

)
, A =

(
p −1
1 p

)
,
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a jim odpov́ıdaj́ıćı algebry. Pokud zohledńıme všechny výše uvedené transfor-
mace měńıćı zvolenou bázi, máme možnosti

g3,λ : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = λe2, 0 < |λ| ≤ 1,

pokud |λ| = 1 : arg λ ≤ π,

g3,Jordan : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2,

g3,p : [e1, e3] = pe1 − e2, [e2, e3] = e1 + pe2, p ≥ 0, pouze nad R.

Všechny tyto algebry jsou řešitelné, ale nikoliv nilpotentńı.

– g2 = af(1) implikuje spor s Jacobiho identitou, tj. tomuto př́ıpadu žádná alge-
bra neodpov́ıdá.

• dim g2 = 3: Je výhodné Lieovy závorky ve zvolené bázi (ej) zapsat zp̊usobem

[ej, ek] = εjklαlmem.

Jacobiho identity implikuj́ı, že matice α = (αjk) je symetrická a z dim g2 = 3 je
nutně regulárńı. Při změně báze ẽa = ρkaek máme

[ẽa, ẽb] = det ρ · εabc(ρ−1)clαlm(ρ−1)dmẽd ≡ εabcα̃cdẽd,

tj. za předpokladu det ρ = 1 máme transformaci složek symetrické bilineárńı formy
α̃ = (ρ−1)T · α · ρ−1. Celkový násobek matice α můžeme ovšem vybrat daľśı trans-
formaćı ẽj = γej. Tud́ıž α lze vždy převést na kanonický tvar symetrické nede-
generované bilineárńı formy nad zvoleným tělesem s t́ım, že celkové znaménko je
irelevantńı. Nad tělesem komplexńıch č́ısel źıskáváme jedinou algebru

so(3,C) : [ej, ek] = εjklel,

nad reálnými č́ısly muśıme rozlǐsit dvě možné relevantńı signatury (3, 0, 0) a (2, 1, 0),
což vede kromě so(3,R) na druhou možnost

so(2, 1) : [e1, e2] = −e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2.

Tato algebra je současně izomorfńı algebře sl(2,R), jak lze ukázat jiným výběrem
báze, v ńıž maj́ı Lieovy závorky tvar

sl(2,R) = span{h, x+, x−} : [h, x±] = ±2x±, [x+, x−] = h.

odpov́ıdaj́ıćı matićım h =

(
1 0
0 −1

)
, x+ =

(
0 1
0 0

)
, x− =

(
0 0
1 0

)
.

Cvičeńı 5.3. Bud’te h1, h2 ideály v g. Pak [h1, h2], h1 + h2, h1 ∩ h2 jsou ideály v g.

D̊ukaz.

[[h1, h2], g] = [h1, [h2, g]] + [[h1, g], h2] ⊂ [h1, h2],

[h1 + h2, g] = [h1, g] + [h2, g] ⊂ h1 + h2,

[h1 ∩ h2, g] ⊂ h1 ∧ [h1 ∩ h2, g] ⊂ h2 ⇒ [h1 ∩ h2, g] ⊂ h1 ∩ h2.
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Důsledek 5.36. Je-li h ideál v g, pak hk, h(k) jsou ideály v g.

Cvičeńı 5.4. Jsou-li h1, h2 řešitelné ideály v g, pak h1 + h2 je řešitelný ideál v g.

D̊ukaz. Z vlastnost́ı podprostor̊u a z toho, že h1, h2, h1 +h2, h1∩h2 jsou ideály v g máme
izomorfismus faktoralgeber

(h1 + h2)/h1
∼= h2/(h1 ∩ h2)

Protože h2 je řešitelný, je též h2/(h1 ∩ h2) řešitelný a z izomorfismu výše je (h1 + h2)/h1

řešitelný. Protože h1 je řešitelný, je i h1 + h2 je řešitelný.

Cvičeńı 5.5. Bud’te h1, h2 nilpotentńı ideály v g. Pak h1 + h2 je nilpotentńı ideál.

D̊ukaz. Chceme ukázat, že existuje n ∈ N takové, že pro libovolná X1, . . . , Xn ∈ h1 ∪ h2

plat́ı [X1, [X2, . . . , [Xn−1, Xn]]] = 0. Z linearity Lieovy závorky pak bude plynout dokazo-
vaná nilpotentnost.
Vı́me, že h1, h2 jsou nilpotentńı právě tehdy, když existuje k ∈ N, hk1 = 0, hk2 = 0. Vez-
meme n = 2k a bez újmy na obecnosti předpokládáme, že alespoň k z X1, . . . , Xn je z h1.
Pak plat́ı

X ∈ hj1, Y ∈ h1 ⇒ [X, Y ] ∈ hj+1
1 , X ∈ hj1, Y ∈ h2 ⇒ [X, Y ] ∈ hj1.

Celkem tedy vid́ıme, že [X1, [X2, . . . , [Xn−1, Xn]]] ∈ hk1 = {0}.
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Kapitola 6

Killingova forma, vlastnosti
řešitelných a nilpotentńıch algeber

Na Lieových algebrách existuje význačná bilineárńı forma zvaná Killingova, která je velmi
užitečná při jejich zkoumáńı. Po jej́ım zavedeńı se budeme hlouběji zabývat vlastnostmi
řečitelných a nilpotentńıch algeber.

6.1 Killingova forma

Definice 6.1. Symetrická bilineárńı forma ω na Lieově algebře g je:

• invariantńı vzhledem k automorfismům g právě tehdy, když

ω(φ(X), φ(Y )) = ω(X, Y ) pro každý automorfismus φ ∈ Aut(g), (6.1)

• ad–invariantńı (invariantńı) právě tehdy, když

ω([X, Y ], Z) + ω(Y, [X,Z]) = 0 pro každou trojici X, Y, Z ∈ g. (6.2)

Poznámka 6.2. Je-li forma ω invariantńı vzhledem k automorfismům, pak pro všechna
X, Y, Z ∈ g plat́ı

ω (AdetXY,AdetXZ) = ω(Y, Z)

/
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ω (adXY, Z) + ω (Y, adXZ) = 0,

tedy ω je ad–invariantńı.

Naopak to neplat́ı. Např́ıklad uvažme symetrické formy na abelovské Lieově algebře -
všechny jsou ad–invariantńı, ale jedině nulová forma je invariantńı vzhledem k automor-
fismům, tj. všem lineárńım regulárńım operátor̊um.

Definice 6.3. Killingova forma Lieovy algebry g nad tělesem T je zobrazeńı

K : g× g→ T : K(X, Y ) = tr(adX ◦ adY ). (6.3)
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Uvažme φ automorfismus, X ∈ g a adφ(X) : g→ g. Pak plat́ı

adφ(X)Y = [φ(X), Y ] =
[
φ(X), φ

(
φ−1(Y )

)]
= φ

([
X,φ−1(Y )

])
=
(
φ ◦ adX ◦ φ−1

)
(Y ),

tedy adφ(X) = φ ◦ adX ◦ φ−1. Pro Killingovu formu tedy plat́ı

K (φ(X), φ(Y )) = tr
(
φ ◦ adX ◦ φ−1 ◦ φ ◦ adY ◦ φ−1

)
= tr (adX ◦ adY ) = K(X, Y ), (6.4)

tj. je invariantńı vzhledem k automorfismům (a tedy je též ad–invariantńı).
Explicitně lze ukázat, že K je ad–invariantńı následovně

K ([X, Y ], Z) +K (Y, [X,Z]) = tr
(
ad[X,Y ] ◦ adZ + adY ◦ ad[X,Z]

)
=

= tr ((adXadY − adY adX)adZ + adY (adXadZ − adZadX) = 0

využit́ım invariance stopy v̊uči cyklické záměně.

Věta 6.4. Je-li h ⊂ g ideál, pak pro jeho Killingovu formu plat́ı Kh = Kg|h×h.

D̊ukaz. Zvolenou bázi h ve tvaru (ei)
dim h
i=1 doplńıme na bázi g, E = (ei)

dim g
i=1 . Pak pro

libovolná X, Y ∈ h plat́ı adX : g→ h, adY : g→ h, tj.:

(adX)E =

(
A | B

O

) }
dim h

, (adY )E =

(
Ã | B̃

O

) }
dim h

,

K(X, Y ) = tr

((
A | B

O

)
·
(
Ã | B̃

O

))
=

= tr
(
A · Ã

)
= tr

(
adX |h , adY |h

)
= Kh(X, Y ).

Definice 6.5. Ortogonálńı doplněk ideálu h vzhledem ke Killingově formě K na g je

h⊥ = {X ∈ g|K(X, Y ) = 0,∀Y ∈ h}. (6.5)

Obdobně lze definovat ortogonálńı doplněk vzhledem ke Killingově formě libovolného
podprostoru v g.

Poznámka 6.6. Je-li h ideál, pak i h⊥ je ideál.

D̊ukaz. Pro libovolné X ∈ h⊥, Y ∈ g, Z ∈ h plat́ı:

K
(
[X, Y ], Z

)
= −K

(
[Y,X], Z

)
= K

(
X, [Y, Z]︸ ︷︷ ︸

∈h

)
= 0 ⇒ [X, Y ] ∈ h⊥.

6.2 Nilpotentńı a řešitelné algebry

Věta 6.7. Je-li φ : g→ g̃ homomorfismus, pak (φ(g))(k) = φ(g(k)),
(φ(g))k = φ

(
gk
)
.
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D̊ukaz. Indukćı:

(φ(g))(0) = φ(g) = φ
(
g(0)
)

(φ(g))(k) =
[
φ(g)(k−1), φ(g)(k−1)

]
=
[
φ
(
g(k−1)

)
, φ
(
g(k−1)

)]
= φ

([
g(k−1), g(k−1)

])
= φ

(
g(k)
)
.

Podobně

(φ(g))1 = φ(g) = φ
(
g1
)

(φ(g))k =
[
φ(g)k−1, φ(g)

]
=
[
φ
(
gk−1

)
, φ (g)

]
= φ

([
gk−1, g

])
= φ

(
gk
)
.

Důsledek 6.8. Je-li Lieova algebra g řešitelná (resp. nilpotentńı) a φ : g→ h homomor-
fismus, pak Ranφ ≡ φ(g) je řešitelná (resp. nilpotentńı) algebra.

Poznámka 6.9. Je-li φ : g→ g̃ homomorfismus, pak kerφ je ideál v g.

D̊ukaz. X ∈ g, Y ∈ kerφ ⇒ φ ([X, Y ]) = [φ(X), φ(Y )] = 0 ⇒ [X, Y ] ∈ kerφ.

Věta 6.10. Je-li h ideál v algebře g a h, g/h jsou řešitelné. Pak g je řešitelná.

D̊ukaz. g/h řešitelná ⇔ ∃n ∈ N, (g/h)(n) = 0 mod h ⇔ g(n) ⊂ h a protože h je
řešitelný, ∃k ∈ N, h(k) = 0 ⇒ g(n+k) ⊂ h(k) = 0, tj. g je řešitelná.

Důsledek 6.11. Máme-li homomorfismus φ : g → h takový, že Ranφ a kerφ jsou
řešitelné, pak g je řešitelná, protože Ranφ ∼= g/ kerφ.

Věta 6.12. Je-li h ⊂ Z(g) a g/h nilpotentńı, pak g je nilpotentńı.

D̊ukaz. g/h nilpotentńı ⇔ ∃n ∈ N, (g/h)n = 0 mod h, tj. gn ⊂ h a gn+1 ⊂ [g, h] =
0.

Důsledek 6.13. Označme adg = {adX |X ∈ g} ⊂ gl(g). Pak

• g řešitelná právě tehdy, když adg řešitelná.

• g nilpotentńı právě tehdy, když adg nilpotentńı.

D̊ukaz. ker ad = {X ∈ g | [X, Y ] = 0, ∀Y ∈ g} = Z(g), tj. ker ad je rovno centru algebry
g a lze použ́ıt větu 6.10, resp. 6.12.

Vlastnosti konečněrozměrných operátor̊u

Definice 6.14. Lineárńı operátor A ∈ gl(V ) je poloprostý (diagonalizovatelný)
právě tehdy, když existuje báze vektorového prostoru E = (ei)

dimV
i=1 ⊂ V tvořená vlastńımi

vektory operátoru A, tj. Aei = λiei.
Soubor operátor̊u {Aα}α∈I ⊂ gl(V ) je současně diagonalizovatelný právě tehdy,

když existuje báze vektorového prostoru E = (ei)
dimV
i=1 ⊂ V tvořená společnými vlastńımi

vektory, Aαei = λ
(α)
i ei.

Definice 6.15. Lineárńı operátor A ∈ gl(V ) je nilpotentńı právě tehdy, když existuje
n ∈ N takové, že An = 0.
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Věta 6.16 (Jordan̊uv rozklad). Bud’ A ∈ gl(V ), kde V je vektorový prostor konečné
dimenze nad C. Pak existuje jednoznačně určená dvojice operátor̊u S,N ∈ gl(V ) splňuj́ıćı

• A = S +N ,

• S je diagonalizovatelný, N nilpotentńı,

• [S,N ] = 0.

Operátory S a N lze vyjádřit jako polynomy v operátoru A.

Důkaz viz učebnice lineárńı algebry.

Poznámka 6.17. Pro daľśı úvahy je užitečné si uvědomit, že spektrum nilpotentńıho
operátoru je tvořené pouze 0 a tedy i stopa N je nulová. Vid́ıme to z toho, že Nx = λx
implikuje Nkx = λkx, tj. {0} = σ(Nk) = {λk|λ ∈ σ(N)}.

6.3 Cvičeńı

Cvičeńı 6.1. Určete, jak vypadá Killingova forma libovolné nilpotentńı Lieovy algebry.

Řešeńı. Vı́me, že

adX : gj → gj+1, adX ◦ adY : gj → gj+2.

Protože algebra g je dle předpokladu nilpotentńı, existuje k ∈ N takové, že gk = 0, tj.
(adX ◦ adY )k = 0. Tud́ıž K(X, Y ) = tr (adX ◦ adY ) = 0.

Cvičeńı 6.2. Najděte Killingovu formu algebry af(1) v bázi e1, e2, [e1, e2] = e1.

Řešeńı.

ade1 =

(
0 1
0 0

)
, ade2 =

(
−1 0
0 0

)
⇒ K =

(
0 0
0 1

)
.
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Kapitola 7

Věty Lieova a Engelova

V této kapitole vyslov́ıme dvě základńı věty o struktuře řešitelných a nilpotentńıch algeber
- větu Engelovu a větu Lieovu, které budeme často využ́ıvat v daľśım textu. K jejich
d̊ukazu si připrav́ıme několik definic a pomocných tvrzeńı.

Definice 7.1. Vektor X ∈ g je ad–nilpotentńı právě tehdy, když existuje n ∈ N takové,
že (adX)n = 0.

Poznámka 7.2. Lieova algebra g je nilpotentńı právě tehdy, když existuje n ∈ N takové,
že pro všechna X1, . . . , Xn ∈ g plat́ı adX1 ◦ · · · ◦ adXn = 0. Speciálně pro libovolný X ∈ g
plat́ı (adX)n = 0, tj. všechny prvky nilpotentńı algebry jsou ad–nilpotentńı.

Lemma 7.3. Pokud operátor X ∈ gl(V ) je nilpotentńı, pak je X též ad–nilpotentńı v
gl(V ).

D̊ukaz. Indukćı ukážeme že plat́ı:

(adX)k Y =
k∑
j=0

(−1)k−j
(
k

j

)
XjY Xk−j. (7.1)

k = 1 zřejmé, k − 1→ k:

(adX)k Y = adX

(
k−1∑
j=0

(−1)k−1−j
(
k − 1

j

)
XjY Xk−1−j

)
=

=
k−1∑
j=0

(−1)k−1−j
(
k − 1

j

)
Xj+1Y Xk−1−j −

k−1∑
j=0

(−1)k−1−j
(
k − 1

j

)
XjY Xk−j =

=
k∑
j=0

(−1)k−j
((

k − 1

j − 1

)
+

(
k − 1

j

))
XjY Xk−j =

k∑
j=0

(−1)k−j
(
k

j

)
XjY Xk−j.

Konkrétně je-li Xn = 0 pro nějaké n ∈ N , pak v každém sč́ıtanci výrazu (adX)2n je nula
v Xj nebo Xk−j.

Lemma 7.4. Bud’ h ideál v g ⊂ gl(V ), W =
⋂
X∈h kerX = {v ∈ V |Xv = 0,∀X ∈ h}.

Pak gW ⊂ W , tj. W je invariantńı podprostor.

D̊ukaz. Pro všechna X ∈ h, Y ∈ g plat́ı X(YW ) = [X, Y ]︸ ︷︷ ︸
∈h

W + Y (XW ) = 0. Tud́ıž

YW ⊂ kerX pro všechna X ∈ h, a tedy YW ⊂ W pro libovolné Y ∈ g.
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Lemma 7.5. Bud’ g podalgebra v gl(V ) taková, že všechny elementy g jsou nilpotentńı.
Pak existuje v ∈ V, v 6= 0 takový, že Xv = 0 pro všechna X ∈ g.

D̊ukaz. Indukćı podle dim g:

• dim g = 1 ⇒ g = span{X}, Xn = 0 ⇒ 0 ∈ σ(X) ⇒ ∃v ∈ V, v 6= 0, Xv = 0,

• dim g = n− 1→ n. Uvažujme vlastńı podalgebru maximálńı dimenze h a definujme
reprezentaci h na g/h:

φ(X)(Y + h) = adXY + h, ∀X ∈ h, Y ∈ g.

Protože všechna X ∈ h jsou nilpotentńı, jsou dle Lemmatu 7.3 též ad–nilpotentńı.
Proto jsou φ(X) nilpotentńı a tedy φ(h) splňuje předpoklady dokazovaného tvrzeńı
a má dimenzi ostře menš́ı než n. Dle indukčńıho předpokladu existuje Z ∈ g takové,
že

Z + h ∈ g/h, Z + h 6= h, φ(X)(Z + h) = h, ∀X ∈ h,

tj. Z /∈ h, [X,Z] ∈ h, ∀X ∈ h. Tud́ıž span{Z}+ h je podalgebra g, jej́ı dimenze je
dim = dim h + 1 a z maximality h plyne, že je rovna celé g.

Z indukčńıho předpokladu rovněž plyne existence nenulového v ∈ V takového, že
hv = 0. Jinými slovy W =

⋂
X∈h kerX 6= {0}. Protože [g, h] = [span{Z} + h, h] ⊂

h, je h je ideál. Dle Lemmatu 7.4 je W invariantńı podprostor g. A konečně, z
nilpotentnosti Z plyne, že též Z|W : W → W je nilpotentńı, což implikuje existenci
w ∈ W, w 6= 0, Zw = 0. To nám již dává dokazované tvrzeńı pro algebru g:
gw = (spanZ + h)w = 0.

Lemma 7.6. Bud’ g ⊂ gl(V ) taková, že všechny operátory X ∈ g jsou nilpotentńı, tj. g
je Lieova algebra nilpotentńıch operátor̊u. Pak existuje báze E = {ei} ve V taková, že pro
všechna X ∈ g je Xe1 = 0, Xei ∈ span{e1, . . . , ei−1}, tj. všechny matice XE jsou horńı
trojúhelńıkové matice s nulovou diagonálou. V d̊usledku, g je nilpotentńı algebra.

D̊ukaz. Dle Lemmatu 7.5 existuje nenulový e1 ∈
⋂
X∈g kerX. Polož́ıme V1 = span{e1} a

definujeme akci g na V/V1:

φ(X) (v + V1) = Xv + V1, ∀X ∈ g, ∀v ∈ V. (7.2)

Podobně jako v d̊ukazu Lemmatu 7.5 je φ(g) tvořena nilpotentńımi operátory a tedy
existuje e2 ∈ V, e2 /∈ V1 takový, že φ(X) (e2 + V1) = V1 pro každé X ∈ g. Takže máme
Xe2 ∈ V1. Zvoĺıme V2 = span{e1, e2} a postup opakujeme. Indukćı źıskáváme kom-
pozičńı řadu {0} ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn = V splňuj́ıćı dimVi/Vi−1 = 1, gVi ⊂ Vi−1.
V bázi E tvořené vektory ei ∈ Vi\Vi−1 jsou matice operátor̊u X ∈ g horńı trojúhelńıkové
matice s nulovou diagonálou.

Věta 7.7 (Engelova). Lieova algebra g je nilpotentńı právě tehdy, když každý vektor
X ∈ g je ad–nilpotentńı. Každá komplexńı maticová nilpotentńı Lieova algebra g má ve
vhodné bázi tvar

X =

A1(X) 0
. . .

0 Ak(X)

 , kde Ai(X) =

λi(X) ?
. . .

0 λi(X)

 , λi ∈ g∗.
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D̊ukaz. Je-li adg = {adX | X ∈ g} tvořena nilpotentńımi operátory, pak dle Lemmatu 7.6
je adg nilpotentńı maticová algebra. Podle Důsledku 6.13 je algebra g nilpotentńı. Opačná
implikace plyne z poznámky 7.2.

Uvažujme dále komplexńı maticové algebry. Libovolný komplexńı vektorový prostor
V lze rozložit jako součet zobecněných vlastńıch podprostor̊u vzhledem ke zvolenému
operátoru X ∈ gl(V )

V =
⊕

λ∈σ(X)

lim
n→+∞

ker(X − λI)n (7.3)

(jinými slovy, podprostory ker(X − λI)n odpov́ıdaj́ı Jordanovým blok̊um operátoru X).
Indukćı ukážeme, že plat́ı

(X − λI)k Y =
k∑
j=0

(
k

j

)
(adX)j Y (X − λI)k−j , X, Y ∈ gl(V ). (7.4)

Pro k = 0 je zřejmé, k − 1→ k źıskáváme př́ımým dosazeńım

(X − λI)k Y = (X − λI)
k−1∑
j=0

(
k − 1

j

)
(adX)j Y (X − λI)k−1−j =

=
k−1∑
j=0

(
k − 1

j

)(
X (adX)j Y − λ (adX)j Y

)
(X − λI)k−1−j =

=
k−1∑
j=0

(
k − 1

j

)(
(adX)j+1 Y + (adX)j Y X − λ (adX)j Y

)
(X − λI)k−1−j =

=
k−1∑
j=0

(
k − 1

j

)(
(adX)j+1 Y + (adX)j Y (X − λI)

)
(X − λI)k−1−j =

=
k∑
j=0

((
k − 1

j − 1

)
+

(
k − 1

j

))
(adX)j Y (X − λI)k−j =

k∑
j=0

(
k

j

)
(adX)j Y (X − λI)k−j .

Necht’ g je nilpotentńı podalgebra gl(V ), kde V je nad C a X ∈ g. Označ́ıme

WX
λ = lim

n→+∞
ker(X − λI)n, λ ∈ σ(X).

Dle vztahu (7.4) plat́ı pro libovolné Y ∈ g

(X − λI)k YWX
λ =

k∑
j=0

(
k

j

)
(adX)j Y (X − λI)k−jWX

λ ⇒ lim
k→+∞

(X − λI)k YWX
λ = 0,

protože pro dostatečně velké k je bud’ (adX)jY = 0 z nilpotentnosti operátoru adX nebo je
(X − λI)k−jWX

λ = 0 z definice WX
λ . Vid́ıme tedy, že YWX

λ ⊂ WX
λ , tj. WX

λ je invariantńı
podprostor. Zúžeńım všech operátor̊u z g na WX

λ dosṕıváme ke stejnému problému na
menš́ım vektorovém prostoru, kde postup opakujeme. T́ımto opakovaným zužováńım na
stejným zp̊usobem konstruované podprostory pro daľśı Y ∈ g po konečně mnoha kroćıch
źıskáváme invariantńı podprostory, na nichž všechny operátory X ∈ g p̊usob́ı jako násobek
jednotky plus nilpotentńı operátor. Označme libovolný z těchto podprostor̊u W . Všechny
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komutátory [X, Y ] na takovém podprostoru W jsou nilpotentńı, nebot’ jim odpov́ıdaj́ıćı
násobek jednotky λI|W je nulový z nulovosti stopy komutátoru operátor̊u tr[X|W , Y |W ].
Lze tud́ıž definovat novou operátorovou algebru na W odečteńım př́ıslušného násobku
jednotky od každého z operátor̊u X|W (násobky jednotky nepřisṕıvaj́ı do komutátor̊u,
výše jsme ověřili, že nejsou př́ıtomny v pravých stranách, tj. nová algebra je uzavřená
vzhledem ke komutátor̊um a má stejné komutačńı relace jako p̊uvodńı g|W ). Tato algebra
na W je tvořena nilpotentńımi operátory, můžeme tedy na ni aplikovat Lemma 7.6 a
nalézáme maticovou podobu Engelovy věty.

Lemma 7.8. Bud’ V komplexńı vektorový prostor a g ⊂ gl(V ) řešitelná algebra operátor̊u.
Pak existuje v ∈ V, v 6= 0 a λ ∈ g∗ takové, že

Xv = λ(X)v, ∀X ∈ g. (7.5)

D̊ukaz. Indukćı dle dim g. Př́ıpad dim g = 1 je zřejmý.
dim g = k − 1 → k. Bud’ g řešitelná algebra, dim g = k. Máme g(1) = [g, g] $ g.

Uvažujme h podprostor g s vlastnostmi g(1) ⊂ h a dim h = k − 1. Takový h je nutně
řešitelný ideál v g, protože [h, g] ⊂ g(1) ⊂ h. Tedy h splňuje indukčńı předpoklad a proto
existuje v0 ∈ V, v 6= 0 a λ ∈ h∗ taková, že Xv0 = λ0(X)v0, ∀X ∈ h. Vezmeme libovolné
Z ∈ g \ h, tj. g = h u span{Z}, a definujeme vj+1 = Zvj, j ∈ N0, W = span{vj}+∞

j=0.
Evidentně plat́ı dimW ≤ dimV < +∞, takže existuje p ∈ N0 takové, že {v0, . . . , vp}
jsou lineárně nezávislé a Zvp ∈ span{v0, . . . , vp}, tj. W = span{vj}pj=0 a ZW ⊂ W . Pro
libovolné X ∈ h plat́ı

Xv0 = λ0(X)v0,

Xv1 = XZv0 = ZXv0 +

∈h︷ ︸︸ ︷
[X,Z] v0 = λ0(X)Zv0 + λ0([X,Z])v0

= λ0(X)v1 + λ0([X,Z])v0,

Xv2 = ZXv1 + [X,Z]v1 = λ0(X)v2 + 2λ0([X,Z])v1 + λ0([[X,Z], Z])v0,

...

Xvj = λ0(X)vj + . . .︸︷︷︸
∈ span{v0,...,vj−1}

.

Vid́ıme, že W je invariantńı vzhledem k p̊usobeńı h a plat́ı tr X|W = dimW · λ(X).
Protože z konstrukce dimW ≥ 1, máme

λ0([X,Z]) =
1

dimW
tr [X,Z]|W =

1

dimW
(tr X|W Z|W − tr Z|W X|W ) = 0, ∀X ∈ h.

Takže pro libovolné X ∈ h máme Xv1 = λ0(X)v1, Xvj = λ(X)0vj, tj. všechny X ∈ h
jsou současně diagonálńı na W ve zvolené bázi, dokonce to jsou násobky jednotkového
operátoru, s vlastńımi č́ısly λ0(X). Protože ZW ⊂ W , existuje v ∈ W, v 6= 0 takové, že
Zv = λ̃v. T́ım je učiněn indukčńı krok, nebot’ máme pro nalezený vektor v funkcionál
λ ∈ g∗ splňuj́ıćı (7.5) ve tvaru λ(αZ +X) = αλ̃+ λ0(X), kde X ∈ h.

Věta 7.9 (Lieova). Bud’ g podalgebra gl(V ), kde V je komplexńı vektorový prostor
konečné dimenze. Potom je g řešitelná právě tehdy, když je možné naj́ıt bázi vektorového
prostoru V , v ńıž všechny operátory X ∈ g maj́ı současně horńı trojúhelńıkový tvar.
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D̊ukaz. Jedńım směrem je tvrzeńı jednoduché: pokud g tvoř́ı horńı trojúhelńıkové matice,
pak g je řešitelná výpočtem derivované série.

Naopak, mějme řešitelnou algebru g ⊂ gl(V ), V nad C. Dle Lemmatu 7.8 existuje
v1 ∈ V, v1 6= 0 a λ1 ∈ g∗ takové, že Xv1 = λ1(X)v1 pro všechna X ∈ g. Definujme
V1 = span{v1} a reprezentaci g na V/V1:

φ(X) (v + V1) = Xv + V1, X ∈ g, v ∈ V.

Jako homomorfńı obraz je φ(g) opět řešitelná maticová algebra, tedy dle Lemmatu 7.8

existuje v2 ∈ V, v2 /∈ V1 a λ̃2 ∈ φ(g)∗:

φ(X) (v2 + V1) = Xv2 + V1

= λ̃2(φ(X)) (v2 + V1) = λ̃2(φ(X))v2 + V1, ∀X ∈ g.

Polož́ıme λ2 := λ̃2◦φ ∈ g∗ a máme Xv2 = λ2(X)v2 mod V1. Definujeme V2 = span{v1, v2}
a pokračujeme indukćı. Źıskáváme bázi V ve tvaru (v1, v2, . . . ) s vlastnost́ı

Xvj = λj(X)vj mod Vj−1, ∀X ∈ g.

V této bázi jsou všechny X ∈ g horńı trojúhelńıkové matice.

Důsledek 7.10. Lieova algebra g je řešitelná právě tehdy, když jej́ı derivovaná algebra
g2 = g(1) je nilpotentńı.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme pro komplexńı algebry:

⇐: g/g2 je abelovská, tj. řešitelná, g2 je řešitelná. Tud́ıž g je řešitelná dle věty 6.10.

⇒: g řešitelná právě tehdy, když adg ⊂ gl(g) je řešitelná. Dle Lieovy věty to nastává právě
tehdy, když ve vhodné bázi g je adg vyjádřena pomoćı horńıch trojúhelńıkových
matic. Pak pro libovolné X, Y ∈ g je Z = [X, Y ] homomorfismem ad zobrazeno
na adZ = [adX , adY ]. To je horńı trojúhelńıková matice s nulovou diagonálou, tj.
všechna adZ ∈ adg2 jsou striktně horńı trojúhelńıkové matice, adg2 je nilpotentńı
algebra a tedy dle poznámky 6.13 je g2 nilpotentńı algebra.

Pro reálnou algebru máme

(gC)k =
(
gk
)
C , (gC)(k) =

(
g(k)
)
C .

Proto plat́ı gC je řešitelná, resp. nilpotentńı, právě tehdy, když g je řešitelná, resp. nilpo-
tentńı.
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Kapitola 8

Cartanova kritéria

Ukazuje se, že řešitelnost a poloprostotu dané Lieovy algebry je možné zjistit výpočtem
př́ımo z vlastnost́ı Killingovy formy. Tato tvrzeńı, známá jako Cartanova kritéria, od-
vod́ıme v této kapitole a následně budeme zkoumat jejich d̊usledky pro strukturu polo-
prostých Lieových algeber.

Nejprve ale potřebujeme jedno sṕı̌se technické tvrzeńı.

Věta 8.1. Bud’ g podalgebra gl(V ) a necht’ pro každé X, Y ∈ g je tr(XY ) = 0. Pak je g
řešitelná.

D̊ukaz. Větu bude dokazovat pro komplexńı vektorové prostory V (pro reálné vektorové
prostory řeš́ıme komplexifikaćı). Ukážeme že každý X ∈ g(1) je nilpotentńı. Z toho bude
plynout, že je dle Engelovy věty g(1) nilpotentńı a tedy g řešitelná dle d̊usledku 7.10.

Pro X ∈ g(1) použijeme Jordan̊uv rozklad:

X = S +N, [S,N ] = 0, ∃k ∈ N, Nk = 0, S = diag(λ1, . . . , λn)

ve vhodné bázi E = (ei)
n
i=1. Pro adX , adS, adN : gl(V ) → gl(V ) a (Eij)

n
i,j=1 bázi gl(V )

máme:

adX = adS + adN , [adS, adN ] = 0, (adN)2k = 0, adS (Eij) = (λi − λj)Eij,

tj. adS je diagonálńı a adX = adS + adN je Jordan̊uv rozklad. Proto existuje poly-
nom p ∈ P [x] takový, že adS = p(adX). Uvažujme komplexně sdruženou matici S =
diag

(
λ1, . . . , λn

)
a jej́ı ad–reprezentaci adS (Eij) =

(
λi − λj

)
Eij. Protože existuje poly-

nom q ∈ P [x] splňuj́ıćı λi − λj = q (λi − λj), je též adS = q (adS). Definujeme-li p̃ ∈ P [x]
předpisem p̃(x) = q(p(x)), pak adS = q (adS) = p̃ (adX). Protože adS, adN , adS jsou poly-
nomy v adX , zobrazuj́ı g→ g a plat́ı:

[S,N ] = adSN = p̃(adX)N = p̃(0) ·N,(
SN
)2

= SNSN = S
2
N2 − Sp̃(0)NN =

(
S

2 − p̃(0) · S
)
N2,

...(
SN
)k

= (. . . )Nk.

Protože N je nilpotentńı, je nilpotentńı též SN . V d̊usledku plat́ı následuj́ıćı vztah

tr
(
SX
)

= tr
(
S(S +N)

)
= tr

(
SS
)

+ tr
(
SN
)︸ ︷︷ ︸

= 0

=
n∑
j=1

|λj|2 .
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Speciálně, pro libovolné X ∈ g(1) vyjádřené ve tvaru X =
∑

k[Ak, Bk], kde Ak, Bk ∈ g,
plat́ı dle předpokladu dokazované věty

tr
(
SX
)

= tr

(
S
∑
k

[Ak, Bk]

)
=
∑
k

tr
(
SAkBk − SBkAk

)
=
∑
k

tr
(
adS(Ak)︸ ︷︷ ︸
∈ g

◦Bk

)
= 0.

Proto pro vlastńı č́ısla operátoru X plat́ı
∑n

j=1 |λj|
2 = 0, tj. λj = 0, ∀j ∈ n̂ a tedy S = 0,

X = N , což jsme chtěli ukázat.

Nyńı již můžeme přistoupit k formulaci a d̊ukazu Cartanových kritéríı.

Věta 8.2 (1. Cartanovo kritérium). Lieova algebra g je řešitelná právě tehdy, když
K(X, Y ) = 0 pro všechna X ∈ g a Y ∈ g(1) = g2.

D̊ukaz. Důkaz jako obvykle provedeme pro komplexńı Lieovy algebry, pro reálné vyplývá
ze vzájemné korespondence ideál̊u v derivované sérii při komplexifikaci.

⇒: Algebra g je řešitelná, tud́ıž adg je řešitelná maticová algebra a dle Lieovy věty ji ve

vhodné bázi tvoř́ı horńı trojúhelńıkové matice. adg(1) = (adg)
(1), tedy adg(1) obsahuje

horńı trojúhelńıkové matice s nulovou diagonálou. Proto plat́ı

K(X, Y ) = tr (adXadY ) = 0, ∀X ∈ g, Y ∈ g(1).

⇐: Necht’ K(X, Y ) = 0 pro všechny X ∈ g, Y ∈ g(1). Speciálně K(X, Y ) = 0 pro
libovolné X, Y ∈ g(1), tj. tr (adXadY ) = 0. Dle věty 8.1 je adg(1) řešitelná, tj. též

g(1) je řešitelná. Zároveň g/g(1) je evidentně abelovská, tj. řešitelná. Dle věty 6.10 je
tud́ıž g řešitelná.

Poznámka 8.3. Připomeňme definici ortogonálńıho doplňku h⊥ = {X ∈ g|K(X, Y ) =
0,∀Y ∈ h}.

Definice 8.4. Radikál Killingovy formy je ortogonálńı doplněk Lieovy algebry vzhle-
dem ke Killingově formě,

radK = g⊥ = {X ∈ g | K(X, Y ) = 0, ∀Y ∈ g} .

Věta 8.5 (2. Cartanovo kritérium). Lieova algebra g je poloprostá právě tehdy, když jej́ı
Killingova forma K je nedegenerovaná, tj. g⊥ = 0.

D̊ukaz. ⇒: Necht’K je degenerovaná, tj. radK je nenulový ideál. Evidentně K|radK×radK =
0, takže dle 1. Cartanova kritéria radK je řešitelný ideál, tj. existuje k ∈ N0 takový,
že (radK)(k) 6= 0, a (radK)(k+1) = 0. Protože prvky derivované série ideálu h ⊂ g

jsou též ideály v g a
[
(radK)(k) , (radK)(k)

]
= 0, je (radK)(k) nenulový abelovský

ideál a tud́ıž g neńı poloprostá.
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⇐: Necht’ g neńı poloprostá. Což znamená, že v ńı existuje nenulový abelovský ideál h.
Pro libovolná X ∈ h, Y, Z ∈ g plat́ı:

(adXadY )2 Z = adX adY adX adYZ︸ ︷︷ ︸
∈ g︸ ︷︷ ︸

∈ h︸ ︷︷ ︸
∈ h︸ ︷︷ ︸

∈ [h,h] = 0

= 0.

Tud́ıž adXadY je nilpotentńı a tedy K(X, Y ) = tr (adXadY ) = 0, 0 6= h ⊂ g⊥, tj.
algebra g má degenerovanou Killingovu formu.

Poznámka 8.6. Pro konečněrozměrné vektorové prostory je bilineárńı forma ω degenero-
vaná právě tehdy, když detω = 0, kde ω znač́ı v tomto př́ıpadě zároveň i matici formy v
libovolné zvolené bázi.

Věta 8.7. Poloprostá Lieova algebra g je direktńım součtem prostých ideál̊u.

D̊ukaz. Bud’ g poloprostá, ale ne prostá, tj. existuje nenulový vlastńı ideál h. Jeho orto-
gonálńı doplněk h⊥ je též ideál. Pro libovolné X, Y ∈ h ∩ h⊥, Z ∈ g plat́ı:

K
(
[X, Y ], Z

)
= −K

(
Y, [X,Z]︸ ︷︷ ︸
∈ h∩h⊥

)
= 0, tj. [X, Y ] ∈ g⊥ = 0.

Proto máme
(
h ∩ h⊥

)(1)
= 0, tj. h ∩ h⊥ je abelovský ideál a z poloprostory algebry g

je h ∩ h⊥ = 0. Zvoĺıme-li (Xj) bázi h, můžeme definovat lineárńı operátor A : g → h
předpisem:

A(Y ) =
∑
j

XjK(Xj, Y ), ∀Y ∈ g.

Evidentně kerA = h⊥ a A(g) = h, tud́ıž z lineárńı algebry (tzv. 2. věta o dimenzi)
dostáváme dim h + dim h⊥ = dim g. Proto je g = h u h⊥ = h ⊕ h⊥. Pokud h nebo h⊥

(př́ıpadně oba) neńı prostý, tak postup opakujeme, dokud nedospějeme k požadovanému
rozkladu na prosté ideály.

V d̊ukazu jsme nikde nevyužili předpoklad, že ideál h je poloprostý. Přitom jsme
ukázali, že jeho Killingova forma je nedegenerovaná, nebot’ g = h ⊕ h⊥. Máme tedy
d̊usledek:

Důsledek 8.8. Všechny nenulové ideály v poloprosté Lieově algebře g jsou též poloprosté
(a jsou součtem prostých ideál̊u g).

Věta 8.9. Všechny derivace poloprosté Lieovy algebry g jsou vnitřńı.

D̊ukaz. Z definice derivace vyplývá, že vektorový prostor všech derivaćı Lieovy algebry
g je sám též Lieovou algebrou vzhledem ke komutátoru zobrazeńı. Označme jej D(g).
Potom ad : g→ D(g). Pro libovolné D ∈ D(g), X, Y ∈ g plat́ı:

[D, adX ]Y = D ([X, Y ])− [X,D(Y )] = [D(X), Y ] + [X,D(Y )]− [X,D(Y )] = adD(X)Y,
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tedy [D, adX ] = adD(X), pro všechna D ∈ D(g), X ∈ g. Proto adg tvoř́ı ideál v D(g)

a též (adg)
⊥ a adg ∩ ad⊥g jsou ideály. Protože g je poloprostá, je Z(g) = ker ad = 0 a

tedy adg ' g je též poloprostá. Obdobně adg ∩ ad⊥g jako ideál v poloprostém ideálu je
poloprostý, je-li nenulový. V d̊usledku Killingova forma K na D(g) zúžená na adg z̊ustává
nedegenerovaná (a je rovna Killingově formě na adg). Podobně, je-li adg ∩ ad⊥g nenulový,
pak i jeho Killingova forma je nedegenerovaná. Proto ze vztahu K|adg∩ad⊥g ×adg∩ad⊥g

= 0

vid́ıme, že adg ∩ ad⊥g = 0. Pro libovolné D ∈ ad⊥g , X ∈ g máme:

adg 3 adD(X) = [D, adX ] ∈ ad⊥g ⇒ adD(X) = 0, ∀D ∈ ad⊥g , X ∈ g.

Proto pro všechna D ∈ ad⊥g , X ∈ g je D(X) ∈ ker ad = {0}, tj. D = 0, ad⊥g = 0. Zároveň
z konstrukce ortogonálńıho doplňku jako řešeńı soustavy dim g homogenńıch lineárńıch
rovnic pro dimD(g) neznámých muśı platit

dim adg + dim ad⊥g ≥ dimD(g).

T́ım dostáváme dokazované tvrzeńı D(g) = adg.

8.1 Cvičeńı

Cvičeńı 8.1. Spoč́ıtejte Killingovu formu Lieovy algebry af(1), Heisenbergovy algebry
h(1) a tř́ırozměrných řešitelných algeber ze cvičeńı 5.2. Ilustrujte na nich 1. Cartanovo
kritérium.

Cvičeńı 8.2. Ukažte, že obecně radikál Killingovy formy je řešitelný ideál, ale nemuśı být
roven radikálu Lieovy algebry. Jaký je vztah radikálu Killingovy formu k nilradikálu?

Cvičeńı 8.3. Ukažte, že obecně pro libovolnou Lieovu algebru g je ortogonálńı doplněk

derivované algebry
(
g(1)
)⊥

= (g2)
⊥

řešitelný ideál. (Lze dokázat, že už je maximálńı, tj.
je rovný radikálu algebry g.)

Cvičeńı 8.4. Určete Killingovu formu algeber su(2) a sl(2,R) a použijte 2. Cartanovo
kritérium k d̊ukazu jejich poloprostoty. Z čeho lze vyvodit, že obě algebry jsou dokonce
prosté? Využit́ım signatury Killingovy formy dokažte, že se jedná o dvě r̊uzné reálné formy
komplexńı prosté Lieovy algebry sl(2,C).

Cvičeńı 8.5. Ukažte, že v prosté komplexńı Lieově algebře jsou všechny symetrické inva-
riantńı formy násobkem Killingovy formy.

Řešeńı. Killingovu formu využijte k zavedeńı vzájemně jednoznačného zobrazeńı bilineárńıch
forem a lineárńıch operátor̊u

ω ↔ Aω : ω(X, Y ) = K(X,AωY )

a zkoumejte vlastnosti operátoru Aω přǐrazeného libovolné symetrické invariantńı formě
ω. Využijte symetrii a invariantnost ω i K a Schurovo lemma. Uvědomte si, že ideály jsou
právě invariantńı podprostory adjungované reprezentace. Co to implikuje pro prostou
Lieovu algebru z hlediska vlastnost́ı adjungované reprezentace?
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Kapitola 9

Cartanova podalgebra

Nyńı budeme definovat základńı pojem potřebný pro klasifikaci komplexńıch poloprostých
Lieových algeber, tzv. Cartanovu podalgebru, a dokážeme si, že v každé komplexńı Lieově
algebře existuje.

Definice 9.1. Normalizátor podalgebry h v g je Norm(h) = {X ∈ g|[X, h] ⊂ h}.

Poznámka 9.2. Evidentně h ⊂ Norm(h) a pro h ideál g, Norm(h) = g.

Definice 9.3. Cartanova podalgebra Lieovy algebry g je libovolná nilpotentńı podal-
gebra g0, která je rovna svému normalizátoru.

Poznámka 9.4. Cartanova podalgebra je pro algebry nad C určena jednoznačně až na
automorfismus algebry g. Nad R to obecně neplat́ı.

Definice 9.5. Bud’ g komplexńı Lieova algebra a X ∈ g. Definujeme zobecněné vlastńı
podprostory operátoru adX , tj. podprostory odpov́ıdaj́ıćı Jordanovým blok̊um

gλ(X) = lim
k→+∞

ker(adX − λI)k.

Pokud λ /∈ σ(adX), plyne z definice gλ(X) = 0. Limita v definici 9.5 je formálńı, od
jistého k ≤ dim g se ker(adX − λI)k již neměńı.

Poznámka 9.6. Pro libovolný X ∈ g je

• g = +̇λ∈σ(adX) gλ(X),

• dim g0(X) ≥ 1, protože adXX = [X,X] = 0 a tedy X ∈ g0(X),

• dim g0(X) se nazývá nulita prvku X.

Definice 9.7. X ∈ g je regulárńı právě tehdy, když dim g0(X) = minY ∈g dim g0(Y ), tj.
nulita X je nejmenš́ı možná.

Poznámka 9.8. Skoro všechny prvky X ∈ g jsou regulárńı, ve smyslu: je-li (ej)
n
j=1 báze g

a X = αjej, potom µ({{αj}nj=1 ∈ Cn|X neńı regulárńı}) = 0, kde µ je Lebesgueova mı́ra
na Cn.

Lemma 9.9. Pro libovolná X, Y, Z ∈ g plat́ı

(adX − (λ+ µ)I)k [Y, Z] =
k∑
j=0

(
k

j

)[
(adX − λI)j Y, (adX − µI)k−j Z

]
.
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D̊ukaz. Indukćı: k = 1:

(adX − (λ+ µ)I) [Y, Z] = [(adX − λI)Y, Z] + [Y, (adX − µI)Z] .

k − 1→ k:

(adX − (λ+ µ)I)k [Y, Z] =

= (adX − (λ+ µ)I)
k−1∑
j=0

(
k − 1

j

)[
(adX − λI)j Y, (adX − µI)k−1−j Z

]
=

=
k−1∑
j=0

(
k − 1

j

)[
(adX − λI)j+1 Y, (adX − µI)k−1−j Z

]
+

+
k−1∑
j=0

(
k − 1

j

)[
(adX − λI)j Y, (adX − µI)k−j Z

]
=

=
k∑
j=0

((
k − 1

j − 1

)
+

(
k − 1

j

))[
(adX − λI)j Y, (adX − µI)k−j Z

]
=

=
k∑
j=0

(
k

j

)[
(adX − λI)j Y, (adX − µI)k−j Z

]
.

Důsledek 9.10. Pro každý X ∈ g plat́ı [gλ(X), gµ(X)] ⊂ gλ+µ(X).

Lemma 9.11. Bud’ X regulárńı prvek algebry g. Pak g0(X) je nilpotentńı podalgebra g.

D̊ukaz. Z d̊usledku 9.10 v́ıme, že [g0(X), g0(X)] ⊂ g0(X), tj. g0(X) je podalgebra v g.
Z definice zobecněných vlastńıch podprostor̊u plyne, že adX |g0(X) je nilpotentńı a pro
libovolné λ ∈ σ(adX), λ 6= 0 je adX |gλ(X) je regulárńı zobrazeńı. Vezmeme libovolné Y ∈
g0(X) a spoj́ıme ho úsečkou Y (t) = tY +(1− t)X ⊂ g0(X) s X. Protože [g0(X), gλ(X)] ⊂
gλ(X), plat́ı pro každé t ∈ 〈0, 1〉 vztah adY (t)gλ(X) ⊂ gλ(X). Když dosad́ıme t = 0,
máme adY (0)

∣∣
gλ(X)

= adX |gλ(X) regulárńı operátor. Protože determinant operátoru záviśı

na parametrech spojitě a počet podprostor̊u gλ(X) je konečný, muśı existovat ε > 0
takové, že pro všechna λ ∈ σ(adX), λ 6= 0 a pro všechna t, 0 ≤ t < ε je adY (t)

∣∣
gλ(X)

regulárńı.
Tud́ıž muśı platit g0(Y (t)) ⊂ g0(X) pro všechna t, 0 ≤ t < ε (nebot’ máme rozklad na

invariantńı podprostory a na všech ostatńıch prostorech je zobrazeńı regulárńı). Ale d́ıky
minimalitě nulity vektoru X muśı být g0(Y (t)) = g0(X), ∀t ∈ 〈0, ε), tj. pro dostatečně
velké k ∈ N

ker
(

adY (t)

∣∣
g0(X)

)k
= ker (t adY + (1− t)adX)k = g0(X), ∀t ∈ 〈0, ε).

Operátor
(

adY (t)

∣∣
g0(X)

)k
je polynom v t s hodnotami v matićıch, nulový na neprázdném

otevřeném intervalu (0, ε). Tud́ıž je to nulový polynom pro všechna t, tj.
(

adY |g0(X)

)k
=(

adY (1)

∣∣
g0(X)

)k
= 0. Jinými slovy, pro všechny vektory Y ∈ g0(X) jsou adY |g0(X) nilpo-

tentńı, tj. dle Engelovy věty je podalgebra g0(X) nilpotentńı.
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Důsledek 9.12. Bud’ X regulárńı prvek, pak adg0(X)

∣∣
g

je reprezentace nilpotentńı algebry

g0(X) na vektorovém prostoru g, tj. komplexńı maticová nilpotentńı algebra. Z maticové
verze Engelovy věty v́ıme, že existuje báze g a funkcionály {λj} ⊂ (g0(X))∗ takové, že
pro všechny Y ∈ g0(X) máme blokově diagonálńı tvar adY

adY =



0 ? ?
...

. . . ?
0 · · · 0

λ1(Y ) ? ? ?

0
. . . ? ?

...
. . . ?

0 . . . 0 λ1(Y )
λ2(Y ) ? ? ?

0
. . . ? ?

...
. . . ?

0 . . . 0 λ2(Y )
. . .



(9.1)

Věta 9.13. Bud’ g komplexńı Lieova algebra a X ∈ g jej́ı regulárńı vektor. Potom g0(X)
je Cartanova podalgebra g.

D̊ukaz. X je regulárńı, tj. g = g0u
(
+̇λ∈σ(X)gλ(X)

)
, kde g0 ≡ g0(X) je nilpotentńı. Pokud

λ ∈ σ(adX), λ 6= 0 a Zλ ∈ gλ, pak plat́ı

[X,Zλ] = λZλ + . . .︸︷︷︸
LN na Zλ

∈ gλ(X), (9.2)

Pro libovolné Z ∈ Norm(g0) zkonstruujeme jeho rozklad Z =
∑

λ∈σ(adX) Zλ, Zλ ∈ gλ(X).

Dle rovnice (9.2) plat́ı

[X,Z] ∈ g0 ⇒ Zλ = 0, ∀λ 6= 0,

tj. Z = Z0 ∈ g0. Vid́ıme, že g0 se rovná svému normalizátoru, tedy g0 je Cartanova
podalgebra g.

Poznámka 9.14. Naopak, máme-li Cartanovu podalgebru g0 komplexńı Lieovy algebry
g zadanou, pak jej́ı reprezentace adg0|g na g má dle Engelovy věty tvar (9.1). Libovolný
vektor X ∈ g0 takový, že λ(X) 6= 0 pro všechny funkcionály λ z rozkladu (9.1), je regulárńı
a definuje stejnou Cartanovu podalgebru předpisem g0 = g0(X), tj. všechny Cartanovy
podalgebry maj́ı tvar g0(X) pro nějaké X.

Definice 9.15. Nenulové λj ∈ g∗0 z rozkladu (9.1) se nazývaj́ı kořeny Lieovy algebry g.
Množinu všech kořen̊u Lieovy algebry g znač́ıme ∆.

Kořeny evidentně záviśı na výběru Cartanovy podalgebry g0, ač se to v použ́ıvané
terminologii zvlášt’ nezd̊urazňuje.

Definice 9.16. Podprostor gλ př́ıslušej́ıćı kořenu λ se nazývá kořenový podprostor.
Vektor Yλ ∈ gλ se nazývá kořenový vektor.
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Vektory z Cartanovy podalgebry většinou pro zjevné odlǐseńı od obecných vektor̊u z
g znač́ıme ṕısmenem H.

Lemma 9.17. Bud’ g komplexńı Lieova algebra, g0 = g0(X) jej́ı Cartanova podalgebra
definovaná pomoćı regulárńıho prvku X. Pak pro všechna H ∈ g0, λ ∈ ∆ a Y ∈ gλ plat́ı

K(H,Y ) = 0.

D̊ukaz. Pro každé µ ∈ ∆∪{0} máme adH : gµ → gµ, adY : gµ → gλ+µ. Proto (adHadY )k :
gµ → gµ+kλ. Vždy najdeme dostatečně velké k ∈ N takové, že µ + kλ neńı ani kořen ani
0, tedy gµ+kλ = {0}. Vid́ıme, že adHadY muśı být nilpotentńı. Proto plat́ı K(H,Y ) =
tr(adHadY ) = 0, tj. g0 ⊥ gλ, ∀λ ∈ ∆.

Lemma 9.18. Bud’ g komplexńı poloprostá Lieova algebra, H ∈ g0. Pak plat́ı implikace

λ(H) = 0,∀λ ∈ ∆ ⇒ H = 0.

Jinak vyjádřeno, span ∆ = g∗0.

D̊ukaz. Je-li λ(H) = 0, ∀λ ∈ ∆, pak adH |g je ve vyjádřeńı (9.1) horńı trojúhelńıková

matice s nulovou diagonálou. Proto pro každé H̃ ∈ g0 plat́ı K(H, H̃) = tr
(
adHadH̃

)
= 0,

tj. H ∈ g⊥0 . Současně dle lemmatu 9.17 je H ∈ g⊥λ pro λ ∈ ∆. Tud́ıž H ∈ g⊥, tj. H = 0
d́ıky nedegenerovanosti Killingovy formy poloprosté algebry g.

Věta 9.19 (Alternativńı definice Cartanovy podalgebry poloprosté komplexńı Lieovy al-
gebry). Podalgebra g0 komplexńı poloprosté Lieovy algebry g je Cartanovou podalgebrou
algebry g právě tehdy, když je maximálńı abelovskou podalgebrou takovou, že adH je
poloprostý operátor pro všechny vektory H ∈ g0.

D̊ukaz. Abelovská podalgebra g0 je evidentně nilpotentńı, všechny adH pro H ∈ g0 mezi
sebou komutuj́ı a jsou diagonalizovatelné, tud́ıž ve vhodné bázi jsou současně diagonálńı.
Je-li X ∈ Norm(g0), pak adH(X) ∈ g0, což vzhledem k diagonalitě matic adH znamená
adH(X) = 0, tj. X ∈ ∩H∈g0 ker adH . Maximalita g0 pak implikuje ∩H∈g0 ker adH = g0, tj.
Norm(g0) = g0.

Naopak, mějme Cartanovu podalgebru g0 a rozklad algebry g do kořenových podpro-
stor̊u g = +̇λ∈∆∪{0} gλ. Plat́ı

K ([H1, H2], X) = 0, ∀H1, H2 ∈ g0, X ∈ gλ, λ ∈ ∆,

K ([H1, H2], H3) = tr
( [

adH1 , adH2

]︸ ︷︷ ︸
ostře hor. trojúh.

adH3

)
= 0, ∀H1, H2, H3 ∈ g0.

Tud́ıž pro libovolná H1, H2 ∈ g0 je [H1, H2] ∈ g⊥ = {0}, tj. g0 je abelovská. Je též
maximálńı, protože Norm(g0) = g0. Dále plat́ı:

adH |gλ = λ(H)I + . . .︸︷︷︸
nad diag.

∀H ∈ g0, λ ∈ ∆,

Tud́ıž v Jordanově rozkladu adH = S + N , kde S je poloprostý a N nilpotentńı, je
S|gλ = λ(H)I pro λ ∈ ∆ ∪ {0}. Takže pro všechna X ∈ gλ, Y ∈ gµ, kde λ, µ ∈ ∆ ∪ {0},
máme:

S[X, Y ] = (λ(H) + µ(H)) [X, Y ] = [λ(H)X, Y ] + [X,µ(H)Y ] = [SX, Y ] + [X,SY ].
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Proto S ∈ D(g) a d́ıky poloprostotě g existuje W ∈ g takové, že S = adW a p ∈ P [x]
takové, že S = adW = p(adH). Protože g0 je abelovská, máme

[adW , adH1 ] = [p(adH), adH1 ] = 0, ∀H1 ∈ g0

d́ıky [adH , adH1 ] = 0. Současně g je poloprostá a tedy Z(g) = ker ad = 0, což implikuje
[W, g0] = 0. Z maximality pak dostáváme W ∈ g0. Celkem tedy vid́ıme, že

N = adH − S = adH − adW = adH−W︸︷︷︸
∈g0

⇒ σ(adH−W ) = {0}.

Proto vektorH−W ∈ g0 splňuje λ(H−W ) = 0 pro všechna λ ∈ ∆, tud́ıž dle lemmatu 9.18
plat́ı H −W = 0 a tedy adH = S.

Shrnut́ı pro komplexńı poloprosté Lieovy algebry

Bud’ g komplexńı poloprostá Lieova algebra, g0 jej́ı Cartanova podalgebra,
∆ = {λ} ⊂ g∗0 odpov́ıdaj́ıćı systém kořen̊u. Pak máme rozklad na kořenové
podprostory gλ

g = g0 u
(
+̇λ∈∆gλ

)
,

které splňuj́ı

• λ ∈ ∆ ⇔ λ 6= 0 ∧ gλ =
⋂
H∈g0 ker(adH − λ(H)I) 6= 0,

• [H1, H2] = 0 pro všechna H1, H2 ∈ g0,

• adH : gλ → gλ je násobek jednotkového operátoru adH = λ(H) · I|gλ pro
všechna H ∈ g0, λ ∈ ∆,

• adXλ : gµ → gλ+µ, tj. adXλ je nilpotentńı pro všechny λ ∈ ∆, Xλ ∈ gλ,

• g0 ⊥ gλ pro všechna λ ∈ ∆, kde kolmost chápeme vzhledem ke Killingově
formě.

Nadále se budeme zabývat pouze komplexńımi poloprostými algebrami.

Lemma 9.20. gα ⊥ gβ pro všechny α, β ∈ ∆ ∪ {0}, α + β 6= 0.

D̊ukaz. Dı́ky invariantnosti Killingovy formy pro libovolné Xα ∈ gα, Xβ ∈ gβ, H ∈ g0

plat́ı

(α + β)(H)K (Xα, Xβ) = (α(H) + β(H))K (Xα, Xβ) = K ([H,Xα], Xβ) +K (Xα, [H,Xβ]) = 0

Protože α+β 6= 0, existuje H ∈ g0 takové, že (α+β)(H) 6= 0 a tud́ıž K(Xα, Xβ) = 0.

Lemma 9.21. K|g0 ≡ K|g0×g0 je nedegenerovaná. Pro každý kořen λ ∈ ∆ existuje
jednoznačně určené Hλ ∈ g0 takové, že pro všechna H ∈ g0 je λ(H) = K(H,Hλ).
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D̊ukaz. Killingova forma K je na g nedegenerovaná, tedy ke každému nenulovému H ∈ g0

existuje X ∈ g takové, že K(H,X) 6= 0. Zároveň g0 ⊥ gλ pro λ ∈ ∆, takže bez újmy
na obecnosti lze takové X volit z g0. Tud́ıž K je nedegenerovaná na g0 a přǐrazeńı H →
K(·, H) je izomorfismus vektorových prostor̊u g0 a g∗0, tj. ke každému λ ∈ g∗0 existuje
právě jedno Hλ takové, že λ(·) = K(·, Hλ).

Lemma 9.22. Bud’ α ∈ ∆. Potom −α ∈ ∆ a pro všechna Xα ∈ gα, X−α ∈ g−α je

[Xα, X−α] = K(Xα, X−α)Hα.

D̊ukaz. α ∈ ∆ implikuje gα 6= {0}. Z lemmatu 9.20 plyne, že pro všechna µ ∈ ∆ ∪ {0} \
{−α} je gµ ⊥ gα. Kdyby platilo −α /∈ ∆, tj. g−α = {0}, bylo by gα ⊥ g, tj. gα = {0}, což
je spor. Proto g−α 6= {0}. Pro všechna X ∈ gα, X−α ∈ g−α a H ∈ g0 plat́ı:

K
(
[Xα, X−α]−K(Xα, X−α)Hα, H

)
= K

(
[Xα, X−α], H

)
−K(Xα, X−α)K(Hα, H)︸ ︷︷ ︸

α(H)

=

= −K
(
Xα, [H,X−α]︸ ︷︷ ︸

−α(H)X−α

)
−K(Xα, X−α)α(H) =

(
α(H)− α(H)

)
K(Xα, X−α) = 0

Z nedegenerovanosti K|g0×g0 plyne [Xα, X−α]−K(Xα, X−α)Hα = 0.

Lemma 9.23. Pro libovolné α ∈ ∆ plat́ı α(Hα) = K(Hα, Hα) 6= 0.

D̊ukaz. Protože g−α ⊥ gβ pro β ∈ (∆ ∪ {0}) \ {α} a g−α 6⊥ g, muśı existovat X−α ∈
g−α, Xα ∈ gα takové, že K(X−α, Xα) = 1, tj. dle předchoźıho lemmatu [Xα, X−α] = Hα.
Uvažujme β ∈ ∆ a gβα = +̇k∈Z gβ+kα. Pak operátory adXα , adX−α , adHα ponechávaj́ı
podprostor gβα invariantńı a plat́ı

tr|gβα adHα = tr|gβα
[
adXα , adX−α

]
= 0

=
∑
k∈Z

(β + kα)(Hα) dim gβ+kα = β(Hα) dim gβα + α(Hα)
∑
k∈Z

k dim gβ+kα,

tj.

β(Hα) dim gβα = −α(Hα)
∑
k∈Z

k dim gβ+kα.

Evidentně dim gβα ≥ dim gβ ≥ 1 a dim gβ+kα ≥ 0 pro k 6= 0. Pokud by platilo α(Hα) = 0,
pak by pro všechna β ∈ ∆ muselo též platit β(Hα) = 0 a tedy z nedegenerovanosti by
nutně bylo Hα = 0, což je spor s předpokladem α ∈ ∆.

Definice 9.24. Pro daný kořen α ∈ ∆ definujeme

Tα =
2

K(Hα, Hα)
Hα =

2

α(Hα)
Hα, aβα = β(Tα) =

2K(Hβ, Hα)

K(Hα, Hα)
. (9.3)

Pro daný kořen α ∈ ∆ zvolme X±α ∈ g±α splňuj́ıćı K(Xα, X−α) = 2
α(Hα)

. Pak plat́ı

[Xα, X−α] = K(Xα, X−α)Hα = Tα,

[Tα, X±α] = ±2X±α, (9.4)

což jsou komutačńı relace Lieovy algebry sl(2,C) v bázi tvořené maticemi T = ( 1 0
0 −1 ),

X+ = ( 0 1
0 0 ), X− = ( 0 0

1 0 ).
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Věta 9.25 (Konečněrozměrné ireducibilńı reprezentace algebry sl(2,C)). Bud’ V kom-
plexńı vektorový prostor konečné dimenze. Necht’ lineárńı operátory T,X± na V splňuj́ı
komutačńı relace (9.4), tj.

[X+, X−] = T, [T,X±] = ±2X±

a p̊usob́ı na V ireducibilně. Potom existuje báze E = (vj)
dimV−1
j=0 splňuj́ıćı

Tvj = (r − 2j)vj, X−vj = vj+1, X+vj = j(r − j + 1)vj−1,

kde r = dimV − 1.

D̊ukaz. Operátor T ∈ L(V ) má alespoň jeden vlastńı vektor v ∈ V , v 6= 0 a jemu př́ıslušné

vlastńı č́ıslo λ̃ ∈ C, Tv = λ̃v. Z komutačńıch relaćı plat́ı

T (X+v) = [T,X+]v +X+Tv = 2X+v + λ̃X+v = (λ̃+ 2)X+v,

takže bud’ X+v = 0 nebo λ̃+2 ∈ σ(T ). Po konečně mnoha kroćıch źıskáme v0 ∈ V, v0 6= 0
takové, že Tv0 = λv0 a X+v0 = 0. Polož́ıme vj = Xj

−v0, kde j ∈ N. Indukćı zjǐst’ujeme, že

Tvj = [T,X−]Xj−1
− v0 +X−(TXj−1

− v0) = −2X−X
j−1
− v0 +X−TX

j−1
− v0 = . . .

= (λ− 2j)Xj
−v0 = (λ− 2j)vj.

Vid́ıme, že pokud vj 6= 0, pak jsou to vlastńı vektory operátoru T př́ıslušné r̊uzným
vlastńım č́ısl̊um (λ − 2j), tj. lineárně nezávislé. Dı́ky konečnosti dimenze vektorového
prostoru V existuje k ∈ N∪ {0} takové, že vk 6= 0, vk+1 = 0. Podprostor span{v0, . . . , vk}
je z konstrukce uzavřený v̊uči p̊usobeńı T,X−. Indukćı ukážeme že X+vj = j(λ−j+1)vj−1:

X+v1 = X+X−v0 = [X+, X−]v0 +X−X+v0 = Tv0 = λv0,

X+v2 = X+X−v1 = Tv1 +X−X+v1 = (λ− 2)v1 + λv1 = 2(λ− 1)v1,

...

X+vj = X+X−vj−1 = Tvj−1 +X−(j − 1)(λ− j + 2)vj−2 =

=
(
(λ− 2j + 2) + (j − 1)(λ− j + 2)

)
vj−1 = j(λ− j + 1)vj−1.

Podprostor span{v0, . . . , vk} je tedy uzavřený i v̊uči X+, tj. je to invariantńı podprostor
ireducibilńı reprezentace. Proto plat́ı V = span{v0, . . . , vk} a k = r. Současně máme
0 = X+vr+1 = (r + 1)(λ− r)vr, přičemž vr 6= 0. Proto muśı platit λ = r.
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Kapitola 10

Weylova-Chevalley normálńı forma
poloprosté algebry, kořenové
diagramy

Ukazuje se, že struktura kořenového systému dané poloprosté komplexńı Lieovy algebry
je natolik omezuj́ıćı, že v každé takové algebře můžeme naj́ıt význačnou bázi, v ńıž maj́ı
Lieovy závorky velmi speciálńı tvar. Vyjádřeńı algebry v této bázi nazýváme Weylova-
Chevalley normálńı forma dané poloprosté Lieovy algebry.

Dále se ukazuje, že kořeny poloprosté komplexńı algebry definuj́ı svým lineárńım oba-
lem reálný podprostor ve vhodném Eukleidově prostoru, tj. lze analyzovat jejich strukturu
metodami elementárńı geometrie (úhly, délky apod.).

10.1 Weylova-Chevalley normálńı forma poloprosté

algebry

Lemma 10.1. Bud’ g komplexńı poloprostá Lieova algebra, g0 jej́ı Cartanova podalgebra,
∆ př́ıslušná množina kořen̊u. Pak plat́ı

• Pro každou dvojici α, β ∈ ∆ existuj́ı p, q ∈ Z, p ≤ 0 ≤ q, taková, že {β + kα}qk=p

je nepřerušená posloupnost kořen̊u, př́ıpadně obsahuj́ıćı 0. Žádné jiné kořeny tvaru
β + kα neexistuj́ı a plat́ı

aβα = β(Tα) = 2
β(Hα)

α(Hα)
= 2

K(Hβ, Hα)

K(Hα, Hα)
= −(p+ q) ∈ Z. (10.1)

• Necht’ α ∈ ∆. Potom dim gα = 1 a jediné násobky α, které jsou kořeny, jsou β = ±α.

• Bud’ α, β ∈ ∆ takové, že α+β 6= 0. Potom [gα, gβ] = gα+β. (Pokud α+β /∈ ∆∪{0},
je z definice gα+β = {0}.)

• Bud’ α, β ∈ ∆, aβα 6= 0, ε = sgnaβα. Potom β − εα, β − 2εα, . . . , β − aβαα jsou
kořeny.

D̊ukaz. Uvažujme α, β ∈ ∆ a odpov́ıdaj́ıćı kořenové vektory Xβ ∈ gβ, Xα ∈ gα, X−α ∈
g−α takové, že plat́ı [Xα, X−α] = Tα, [Tα, X±α] = ±2X±α. Označme

V = span
{

(adXα)j
(
adX−α

)k
Xβ | j, k ∈ Z0

+

}
⊂ gβα = +̇k∈Zgβ+kα.
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Protože plat́ı adTαXβ = β(Tα)Xβ, máme

adTα (adXα)j
(
adX−α

)k
Xβ = (β(Tα) + 2j − 2k) (adXα)j

(
adX−α

)k
Xβ.

Vid́ıme, že podprostor V je uzavřený v̊uči p̊usobeńı adTα a adX±α . Z d̊ukazu věty 9.25
vid́ıme, že se jedná o ireducibilńı reprezentaci sl(2,C) na V a že pro každé źıskané vlastńı
č́ıslo β(Tα) + 2j− 2k operátoru adTα na V máme jediný vlastńı vektor až na násobek. Dle
věty 9.25 plat́ı r = dimV − 1, σ (adTα|V ) = {r, r − 2, . . . ,−r}, tj. plat́ı

{β(Tα) + 2k}qk=p = {r, r − 2, . . . ,−r},
β(Tα) + 2q = r
β(Tα) + 2p = −r

}
⇒ β(Tα) = −(p+ q) ∈ Z. (10.2)

Dále označme Ṽ = span{X−α}u +̇k∈N0gkα, takže Ṽ je invariantńı vzhledem k adXα , adTα
a adX−α . Proto má smysl rovnost adTα|Ṽ =

[
adXα|Ṽ , adX−α|Ṽ

]
, z ńıž plyne

0 = tr|Ṽ
[
adXα , adX−α

]
= tr|Ṽ adTα = −α(Tα)︸ ︷︷ ︸

= 2

+
∑
k∈N

k α(Tα)︸ ︷︷ ︸
= 2

dim gkα.

Tud́ıž
∑

k∈N k dim gkα = 1, tj. gα = 1, gkα = 0, ∀k ≥ 2, k ∈ N. V d̊usledku kα /∈ ∆, ∀k ≥
2, k ∈ N. Použit́ım α

k
mı́sto α obdobně dostáváme, že α

k
/∈ ∆, ∀k ≥ 2, k ∈ N. Necht’

β = cα, c /∈ Z. Máme

β(Tα) = cα(Tα) = 2c = b ∈ Z

ze vztahu (10.2). Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že c > 0 (jinak α→ −α), pak

c =
b

2
, b ∈ N ⇒ {β + kα}qk=p =

{(
b

2
+ k

)
α

}q
k=p

∈ ∆.

Zároveň ale plat́ı b = −(p+ q), p ≤ 0 ≤ q, z čehož plyne − b
2

+ 1
2
≥ −b ≥ p, takže

α

2
=

(
b

2
+

(
− b

2
+

1

2

)
︸ ︷︷ ︸

≥p

)
α ∈ ∆

což je spor s t́ım, že α
2
/∈ ∆. T́ım je dokázáno druhé tvrzeńı. Zbylou část prvńıho dokážeme

sporem: necht’ existuje β̃ = β + nα, n < p nebo n > q. Zkonstruujeme nepřerušenou
posloupnost kořen̊u z β̃ ∈ ∆ a vyjádř́ıme ji ve tvaru {β+kα}q̃k=p̃. Dı́ky tomu, že dim gα = 1
pro libovolné α ∈ ∆, muśı být {p, . . . , q} ∩ {p̃, . . . , q̃} = ∅ a tedy p̃ > q nebo q̃ < p. Bez
újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že q̃ < p. Současně muśı platit aβα = −(p̃+ q̃),
takže

p̃+ q̃ < p̃+ p < 2p ≤ p+ q

což dává jasný spor αβα < αβα. T́ım je prvńı tvrzeńı zcela dokázáno. Třet́ı tvrzeńı plyne z
ireducibility reprezentace konstruované na V . Zbývá tedy už jen posledńı, čtvrté tvrzeńı.
Protože p ≤ 0 ≤ q, plat́ı p ≤ p + q = −aβα ≤ q, tj. β − aβαα ∈ ∆ dle bodu 1 a tedy i
β − εkα ∈ ∆ pro všechna k ≤ |aβα|.
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Definice 10.2. aβα = β(Tα) = 2
K(Hβ ,Hα)

K(Hα,Hα)
= −(p+ q) nazýváme Cartanova celá č́ısla.

Věta 10.3. (Weylova-Chevalley normálńı forma) Bud’ g komplexńı poloprostá Lie-
ova algebra, g0 jej́ı Cartanova podalgebra, ∆ př́ıslušný systém kořen̊u. Pak g jako vekto-
rový prostor je direktńım součtem g0 a jednorozměrných kořenových podprostor̊u gα =
span{Eα}. Plat́ı:

• [H,Eα] = α(H)Eα, ∀H ∈ g0,

• [Eα, E−α] ∈ g0, [Eα, E−α] 6= 0, ∀α ∈ ∆,

• [Eα, Eβ] = NαβEα+β pro α, β ∈ ∆, α + β 6= 0. Pokud nav́ıc α + β ∈ ∆, je Nαβ 6= 0.

D̊ukaz. Plyne z předchoźıho lemmatu.

Bez d̊ukazu uved’me, že výše zavedené Nαβ při vhodném výběru Eα splňuj́ı Nαβ ∈ Z,
Nαβ = −N(−α)(−β) = ±(−p+ 1), kde p ≤ 0 je nejmenš́ı č́ıslo splňuj́ıćı β + pα ∈ ∆.

10.2 Kořenové diagramy, Cartanova matice

Kořenové diagramy jsou vyjádřeńım kořen̊u komplexńı poloprosté Lieovy algebry jako
vektor̊u ve vhodném Eukleidově prostoru. Pomáhaj́ı nám pochopit strukturu kořenového
systému dané algebry a tvoř́ı základńı východisko pro klasifikaci všech poloprostých alge-
ber.

Definice 10.4. Zavád́ıme označeńı pro reálné vektorové prostory definované jako reálné
lineárńı obaly všech vektor̊u Hα a všech kořen̊u α

h = R–span{Hα}α∈∆, h∗ = R–span{α}α∈∆.

Nı́že ukážeme konstrukćı vhodného skalárńıho součinu, že h a h∗ jsou navzájem duálńı
vektorové prostory, jak zavedené značeńı naznačuje.

Věta 10.5. Bilineárńı symetrické zobrazeńı 〈·, ·〉 : h∗ × h∗ → R definované předpisem
〈α, β〉 = K(Hα, Hβ) je skalárńı součin na h∗.

D̊ukaz. Protože aβα = β(Tα) ∈ Z, aαα = α(Tα) = 2, plat́ı při vyjádřeńı v rozkladu (9.1)

K(Hα, Hβ) = tr
(
adHα ◦ adHβ

)
=
∑
α̃∈∆

α̃(Hα)α̃(Hβ) =

=

(
1

4

∑
α̃∈∆

aα̃αaα̃β︸ ︷︷ ︸
∈Z

)
K(Hα, Hα)K(Hβ, Hβ). (10.3)

Speciálně dosazeńım β = α zjǐst’ujeme, že

α(Hα) = K(Hα, Hα) =
(α(Hα))2

4

∑
α̃∈∆

a2
α̃α ⇒ α(Hα) =

4∑
α̃∈∆ a

2
α̃α

> 0.
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Vid́ıme, že K(Hα, Hα) ∈ R a tedy dle rovnice (10.3) i K(Hα, Hβ) ∈ R, tj. K|h je reálná

symetrická bilineárńı forma. Též vid́ıme, že Tα = 2
α(Hα)

Hα ∈ h. Pro H ∈ h, H =
∑

α hαTα,
hα ∈ R máme:

K(H,H) =
∑
α̃∈∆

α̃(H)α̃(H) =
∑
α̃∈∆

α̃(H)2 =
∑
α̃∈∆

∑
α∈∆

hα︸︷︷︸
∈R

α̃(Tα)︸ ︷︷ ︸
∈Z

2

≥ 0

Pokud K(H,H) = 0, pak muśı být α̃(H) = 0 pro všechny α̃ ∈ ∆. To dle věty 9.18
implikuje H = 0. Takže reálná forma 〈·, ·〉 je pozitivně definitńı a tedy definuje skalárńı
součin na h.

Poznámka 10.6. Máme-li H ∈ h, pak iH 6∈ h nebot’ K(iH, iH) = −K(H,H). Protože
hC = g0 (nebot’ komplexńı lineárńı obal ∆ je celé g∗0 a totéž plat́ı pro Hα a g0 nebot’ máme
izomorfismus definovaný pomoćı Killingovy formy), je dimR h = dimC g0.

Definice 10.7. Kořenový diagram je vyjádřeńı kořen̊u α ∈ ∆ jako vektor̊u v Euklidově
prostoru h∗ se skalárńım součinem 〈·, ·〉.

Definice 10.8. Zrcadleńı podle nadroviny kolmé ke kořenu α je lineárńı zobrazeńı
Sα : h∗ → h∗

Sα(λ) = λ− 2
〈α, λ〉
〈α, α〉

α = λ− λ(Tα)α.

Poznámka 10.9. Dvojitou aplikaćı Sα dostáváme

Sα (Sα(λ)) = Sα (λ− λ(Tα)α) = λ− λ(Tα)α− λ(Tα)(α− 2α) = λ,

takže ve shodě s t́ım, co od zrcadleńı očekáváme, máme S2
α = I.

Podle čtvrtého tvrzeńı lemmatu 10.1 je pro každou dvojici kořen̊u α, β ∈ ∆ výsledek
aplikace zrcadleńı opět kořen, Sα(β) ∈ ∆. Proto lze chápat Sα jako zobrazeńı Sα : ∆→ ∆
pro každý zvolený kořen α ∈ ∆.

Definice 10.10. Weylova grupaW kořenového systému ∆ je grupa lineárńıch operátor̊u
na h∗ generovaná všemi zobrazeńımi Sα, kde α ∈ ∆.

Poznámka 10.11. Protože i prvky Weylovy grupy muśı stejně jako jej́ı generátory zobrazo-
vat kořeny na kořeny, je Weylova grupa izomorfńı nějaké podgrupě grupy všech permutaćı
S∆ kořenového systému ∆. Z tohoto d̊uvodu je Weylova grupa je konečná.

Podobně, všechna zrcadleńı Sα zachovávaj́ı délky a úhly, tj. jsou ortogonálńımi zob-
razeńımi. Proto i Weylova grupa jimi generovaná je podgrupou ortogonálńı grupy O(h∗).

Vyberme libovolné H0 ∈ h takové, že α(H0) 6= 0 pro všechny kořeny α ∈ ∆. H0

považujeme dále za pevně zvolené.

Definice 10.12. Definujeme množiny kladných, resp. záporných, kořen̊u předpisem

∆± = {α ∈ ∆|α(H0) ≷ 0}.

Na ∆ definujeme částečné uspořádáńı α ≤ β ⇔ α(H0) ≤ β(H0).

Volba rozkladu na kladné a záporné kořeny evidentně záviśı na volbě vektoru H0.
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Poznámka 10.13. Protože ke každému kořenu α ∈ ∆+ existuje kořen opačný −α ∈ ∆,
pro který evidentně plat́ı −α ∈ ∆−, je stejný počet kladných a záporných kořen̊u. Dále
vid́ıme, že pro α, β ∈ ∆+ takové, že α + β ∈ ∆, je α + β ∈ ∆+. Tyto dvě vlastnosti
lze použ́ıt jako alternativńı definici rozděleńı na kladné a záporné kořeny mı́sto výběru
vektoru H0.

Definice 10.14. Při zvoleném rozděleńı ∆ = ∆+ ∪∆− definujeme prosté kořeny jako
ty kladné kořeny, které nelze zapsat jako součet dvou jiných kladných kořen̊u,

∆P = {α ∈ ∆+|∀β, γ ∈ ∆+, β + γ 6= α}.

Věta 10.15 (Vlastnosti kořenového diagramu). Bud’ g komplexńı poloprostá Lieova alge-
bra, g0 jej́ı Cartanova podalgebra, ∆ odpov́ıdaj́ıćı systém kořen̊u rozdělený pomoćı H0 ∈ h
na kladné a záporné. Pak plat́ı

• Každý α ∈ ∆+ lze zapsat jako lineárńı kombinaci prostých kořen̊u

α =
∑
β∈∆P

cββ,

kde cβ ∈ N0.

• Pro každou dvojici r̊uzných prostých kořen̊u α, β ∈ ∆P , α 6= β plat́ı 〈α, β〉 ≤ 0, tj.
úhel mezi prostými kořeny je tupý (či pravý).

• Prosté kořeny ∆P tvoř́ı bázi h∗ a g∗0.

D̊ukaz. Bud’ α ∈ ∆+ \∆P . Pak existuj́ı β, γ ∈ ∆+ takové, že β + γ = α. Tud́ıž z definice
uspořádáńı máme α > β, γ. Postup opakujeme pro β a γ, pokud nejsou prosté. Iterujeme,
dokud po konečně mnoha kroćıch nedostaneme součet prostých kořen̊u - uspořádáńı nám
zaručuje, že se nemůže postup zacyklit. Protože se mohou stejné prosté kořeny opakovat z
r̊uzných větv́ı výpočtu, dostáváme celoč́ıselné nezáporné koeficienty v lineárńı kombinaci
α =

∑
β∈∆P cββ.

Uvažujme α, β ∈ ∆P takové, že 〈α, β〉 > 0. Pak plat́ı α(Tβ), β(Tα) > 0 a tedy dle
lemmatu 10.1 jsou α − β, β − α ∈ ∆, přičemž jeden z nich je kladný, druhý záporný.
Bez újmy na obecnosti necht’ je α− β ∈ ∆+. T́ım nacháźıme spor s předpokladem, nebot’

α = (α− β) + β, tj. α /∈ ∆P .
Zbývá ukázat lineárńı nezávislost ∆P . Mějme reálnou lineárńı kombinaci prostých

kořen̊u rovnou nule a rozdělme jej́ı koeficienty na kladné a záporné,∑
αi∈∆P

xiαi =
∑
j∈J

pjαj −
∑
k∈K

nkαk = 0,

kde {αj}j∈J∩{αk}k∈K = ∅, {αj}j∈J∪{αk}k∈K ⊂ ∆P , pj > 0, nk > 0. Protože 〈αj, αk〉 ≤ 0
pro všechna j ∈ J , k ∈ K, muśı pro x̃ =

∑
j∈J pjαj =

∑
k∈K nkαk platit:

〈x̃, x̃〉 =
∑
j∈J
k∈K

pjnk 〈αj, αk〉︸ ︷︷ ︸
≤ 0

≤ 0

Tud́ıž x̃ je nulový vektor v h∗, x̃ = 0. Současně ale x̃(H0) =
∑

j∈J pjαj(H0) =
∑

k∈K nkαk(H0)
jsou součty kladných č́ısel. Jediná možnost nevedoućı ke sporu je, že sumy prob́ıhaj́ı přes
prázdné množiny, tj. J = K = ∅. Vid́ıme tedy, že {αi} ∈ ∆P jsou lineárně nezávislé v h∗,
tvoř́ı tedy jeho bázi. Protože (h∗)C = g∗0, tvoř́ı (αi)

l
i=1 ∈ ∆P též bázi g∗0.
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Při konstrukci kořenového diagramu je třeba zač́ıt prostými kořeny. Aplikaćı zrcadleńı
Sα, kde α ∈ ∆P , źıskáme daľśı kořeny (kladné i záporné). Zrcadleńım i vzhledem k
nově źıskaným kořen̊um a opakovanými iteracemi tohoto postupu konstruujeme kořeny
tak dlouho, až źıskáme množinu ∆̃ uzavřenou v̊uči všem zrcadleńım Sα, kde α ∈ ∆̃. Lze
obecně ukázat nebo v každém konkrétńım př́ıpadě ověřit, že t́ım źıskáváme celou množinu
kořen̊u, tj. ∆̃ = ∆. Z tohoto postupu mj. plyne, že délka libovolného kořenu je rovna délce
nějakého prostého kořenu.

Definice 10.16. Cartanova matice A je tvořena složkami aij = 2
〈αi,αj〉
〈αj ,αj〉 , αi, αj ∈ ∆P .

Lze se v literatuře setkat i s transponovanou konvenćı pro A.

Poznámka 10.17. Z vlastnost́ı kořen̊u př́ımo plynou následuj́ıćı vlastnosti Cartanovy ma-
tice A:

• aii = 2,

• aij ≤ 0 pro i 6= j,

• aijaji = 4
|〈αi,αj〉|2

〈αi,αi〉〈αj ,αj〉 = 4 cos2 ^(αi, αj)︸ ︷︷ ︸
< 1 d́ıky LN αi,αj

⇒ aijaji ∈ {0, 1, 2, 3}.

Tud́ıž cos^(αi, αj) ∈
{

0,−1
2
,− 1√

2
,−
√

3
2

}
, tj. ^(αi, αj) ∈

{
π
2
, 2π

3
, 3π

4
, 5π

6

}
.
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Kapitola 11

Dynkinovy diagramy a klasifikace
poloprostých komplexńıch Lieových
algeber

Struktura kořen̊u, tj. kořenový diagram, je základńım kamenem pro úplnou klasifikaci po-
loprostých komplexńıch Lieových algeber, kterou poprvé kompletně odvodil francouzský
matematik Élie Cartan (1869–1951) ve své disertačńı práci v roce 1894. Na úrovni ne zcela
dokázané domněnky ke stejné klasifikaci před ńım dospěl německý matematik Wilhelm
Killing (1847–1923) v letech 1888 až 1890.

V současnosti se z pedagogických d̊uvod̊u klasifikace obvykle odvozuje pomoćı studia
Dynkinových diagramů, které zavedl ruský matematik Eugene Dynkin (1924 – 2014) v
roce 1947 společně s definićı prostých kořen̊u. Tohoto př́ıstupu se budeme držet i my.

Definice 11.1. Dynkin̊uv diagram poloprosté komplexńı Lieovy algebry g, resp. jej́ıho
kořenového systému ∆, je graf sestrojený podle následuj́ıćıch pravidel:

• jeho vrcholy odpov́ıdaj́ı prostým kořen̊um ∆P = {αj}lj=1, kde l = dimC g0 = dimR h,

• vrcholy αj, αk jsou spojeny ajkakj hranami, tj. dva vrcholy spojuj́ı maximálně 3
hrany. Pokud je hran v́ıce, zakresĺıme šipku směrem k deľśımu kořenu (ve smyslu
normy na h∗ indukované 〈·, ·〉).

Konvence týkaj́ıćı se značeńı délky prostých kořen̊u se mohou v r̊uzných zápisech lǐsit.
Někdo použ́ıvá plné a duté značky pro vrcholy pro znázorněńı dvou možných délek kořen̊u
(z klasifikace vyplyne, že jich v́ıce potřeba neńı), někdo kresĺı šipku doprostřed hrany v
opačném směru a interpretuje ji jako znak nerovnosti (tj. větš́ı či menš́ı).

Uvažujme př́ıpad 1 < ajkakj ≤ 3. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že ajk =
−1, akj < −1 (jinak zaměńıme αj a αk). Pak plat́ı

1 >
ajk
akj

=
〈αj, αj〉
〈αk, αk〉

=
‖αj‖2

‖αk‖2 , tj. ‖αk‖2 = −akj ‖αj‖2 .

Máme tedy ‖αk‖ =
√

2 ‖αj‖ nebo ‖αk‖ =
√

3 ‖αj‖ dle hodnoty ajkakj.

Poznámka 11.2. Z Dynkinova diagramu je možné jednoznačně zrekonstruovat Cartanovu
matici.
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Věta 11.3. Mějme komplexńı poloprostou Lieovu algebru g s Cartanovou podalgebrou
g0 a kořenovým systémem ∆ = ∆+ ∪∆−. Pokud existuje rozklad kořenového systému na
dva disjunktńı kolmé podsystémy ∆ = ∆1 ∪ ∆2, ∆1 ∩ ∆2 = ∅, 〈α, β〉 = 0, pro všechna
α ∈ ∆1 a β ∈ ∆2, pak Lieova algebra g je direktńım součtem dvou ideál̊u

g = g1 ⊕ g2,

kde

g1 = g1,0 u +̇α∈∆1gα, g2 = g2,0 u +̇β∈∆2gβ, g0 = g1,0 ⊕ g2,0

g1,0 = span{Hα}α∈∆1 , g2,0 = span{Hβ}β∈∆2 , K(g1,0, g2,0) = 0.

Důsledek 11.4. Souvislé komponenty Dynkinova diagramu odpov́ıdaj́ı prostým ideál̊um,
nebot’ rozklad prostých kořen̊u na dva disjunktńı podsystémy již implikuje rozklad celého
kořenového systému (prosté kořeny tvoř́ı bázi a jsou-li α, β ∈ ∆P , 〈α, β〉 = 0, pak α + β
ani α− β neńı kořen).

D̊ukaz. V celém d̊ukazu znač́ı α ∈ ∆1, β ∈ ∆2 libovolná. Z vztahu

K(Hα, Hβ) = 〈α, β〉 = α(Tβ)
K(Hβ, Hβ)

2
= 0

plyne, že g0 = g1,0 ⊕ g2,0 a tedy z definice g1, g2 je g = g1 u g2. Též vid́ıme, že plat́ı
α(Tβ) = aαβ = β(Tα) = 0. Z toho vyplývá, že [Hα, Eβ] = β(Hα)Eβ = 0 = [Hβ, Eα]. Dále
[Eα, Eβ] = NαβEα+β, kdykoliv je α+ β ∈ ∆. Ale ∆ = ∆1 ∪∆2, tj. bez újmy na obecnosti
můžeme předpokládat, že α + β ∈ ∆1. Pak 〈α + β, β〉 = 〈β, β〉 6= 0, což je spor. Tj.
α+β /∈ ∆, což implikuje [Eα, Eβ] = 0. Vid́ıme tedy, že každá dvojice bazických vektor̊u z
g1 a g2 komutuje. Zbývá ověřit, že pro α, α̃ ∈ ∆1 je [Eα, Eα̃] ∈ g1. To dokážeme sporem:
necht’ [Eα, Eα̃] ∈ g2, tj. α + α̃ ∈ ∆2. Pak 〈α + α̃, α + α̃〉 = 〈α + α̃, α〉 + 〈α + α̃, α̃〉 = 0 z
kolmosti ∆1 a ∆2, což je spor. Vid́ıme tedy, že g1 a g2 jsou dva ideály v g, tj. g = g1⊕g2.

Nadále se budeme zabývat pouze souvislými Dynkinovými diagramy, tj. prostými al-
gebrami.

Lemma 11.5. Necht’ αj, αk ∈ ∆P , j 6= k, ‖αj‖ ≤ ‖αk‖. Potom počet hran spojuj́ıćıch
αj a αk v Dynkinově diagramu je roven #{n ∈ Z|αk + nαj ∈ ∆} − 1.

D̊ukaz. Počet hran mezi αj, αk je ajkakj = 4
〈αj ,αk〉2

〈αj ,αj〉〈αk,αk〉 ∈ {0, 1, 2, 3}. Pokud ajkakj = 0,

pak je 〈αj, αk〉 = 0, tj. αk + nαj /∈ ∆, pro všechna n 6= 0 (připomeňte si lemma 10.1 a
uvědomte si, že pro prosté kořeny αk − nαj, n ∈ N nikdy neńı kořen d́ıky větě 10.15, tj.

p = 0 v lemmatu 10.1). Pokud ajkakj ∈ {1, 2, 3} pak dle předpokladu je ajk = 2
〈αj ,αk〉
〈αk,αk〉 =

−1, akj = 2
〈αj ,αk〉
〈αj ,αj〉 ∈ {−1,−2,−3}. Dle lemmatu 10.1 je {αk + nαj}qn=p ⊂ ∆, kde p =

0,−(p + q) = −q = akj, množina všech kořen̊u tvaru αk + nαj. Takže máme ajkakj =
#{n ∈ Z|αk + nαj ∈ ∆} − 1.

Poznámka 11.6. Označme ej =
αj
‖αj‖ , kde αj ∈ ∆P , tj. (ej)

l
j=1 ≡ ∆P

(N) je normovaná báze

h∗. Necht’ njk = ajkakj je počet hran spojuj́ıćıch αj a αk. Pak plat́ı 〈ej, ek〉 = −1
2

√
njk.

Pro libovolný x =
∑

j xjej 6= 0 zjǐst’ujeme, že

‖x‖2 = 〈x, x〉 =
∑
j

x2
j + 2

∑
j<k

xjxk〈ej, ek〉 =
∑
j

x2
j −

∑
j<k

xjxk
√
njk > 0 . (11.1)
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Definice 11.7. Graf s l vrcholy nazýváme př́ıpustný, pokud konstanty njk j́ım určené
definuj́ı předpisem

〈x, x〉 =
l∑

j=1

x2
j −

∑
j<k

xjxk
√
njk.

pozitivně definitńı skalárńı součin na Rl se souřadnicemi x1, . . . , xl.

Evidentně, je-li graf př́ıpustný, muśı být př́ıpustný i jakýkoliv jeho podgraf (tj. graf
obsahuj́ıćı výběr vrchol̊u z p̊uvodńıho grafu a všechny hrany tyto vybrané vrcholy spo-
juj́ıćı).

Lemma 11.8. Př́ıpustné grafy

• neobsahuj́ı uzavřené smyčky,

• v každém jejich vrcholu se setkávaj́ı nejvýše tři hrany,

• nahrad́ıme-li dvojici vrchol̊u př́ıpustného grafu spojených jednou hranou jediným
vrcholem dostaneme opět př́ıpustný graf.

Důsledek 11.9. Grafy

·≡· −· , ··> ·−·<·· , ·= ·−·= · , ·= ·−·<··
nejsou př́ıpustné.

D̊ukaz. • Necht’ α1, . . . , αk odpov́ıdaj́ı minimálńı uzavřené smyčce, tj. neobsahuj́ıćı
žádnou podsmyčku. Polož́ıme x =

∑k
j=1 ej, tj. 〈ej, ej+1〉 6= 0, 〈ek, e1〉 6= 0, 〈ei, ej〉 =

0, kdykoliv i < j − 1. Ztotožńıme k + 1 ≡ 1. Pak

〈x, x〉 =
k∑
j=1

1−
k∑
j=1

√
nj,j+1 ≤ k − k = 0,

tj. nacháźıme nepř́ıpustný graf.

• Necht’ e0 ∈ ∆P
(N) odpov́ıdá vrcholu př́ıpustného grafu a je spojený hranami s vrcholy

odpov́ıdaj́ıćımi {ej}kj=1. Pak x = e0 −
∑k

j=1 〈e0, ej〉ej 6= 0, 〈ei, ej〉 = 0 kdykoliv
i, j ∈ {1, . . . , k}, i 6= j. Máme

〈x, x〉 = 1 +
k∑
j=1

〈e0, ej〉2 − 2
k∑
j=1

〈e0, ej〉〈e0, ej〉 = 1−
k∑
j=1

〈e0, ej〉2 > 0,

tj. 1 >
k∑
j=1

〈e0, ej〉2 =
k∑
j=1

〈α0, αj〉2

〈α0, α0〉〈αj, αj〉
=

k∑
j=1

1

4
a0jaj0︸ ︷︷ ︸

=n0j

.

Tud́ıž počet hran setkávaj́ıćıch se ve vrcholu α0 ≡ e0 je menš́ı než 4.
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• Necht’ α1, α2 jsou spojené hranou v př́ıpustném grafu. Pro libovolné x =
∑l

j=1 x
jej

plat́ı

〈x, x〉 =
(
x1
)2

+
(
x2
)2 − x1x2 + p1

(
x3, . . . , xl

)
x1 + p2

(
x3, . . . , xl

)
x2 + p3

(
x3, . . . , xl

)
,

kde p1, p2, p3 jsou jisté lineárńı a kvadratické polynomy v uvedených proměnných.
Nahrad’me vrcholy e1, e2 jediným sloučeným vrcholem e12. Pro y = x12e12+

∑l
j=3 x

jej
spoč́ıtáme jeho kvadrát normy dosazeńım x1 = x2 = x12 do 〈x, x〉 a vynecháńım
jednoho př́ıspěvku (x12)

2
za dvojnásobně započ́ıtaný vrchol a stejného př́ıspěvku za

zrušenou hranu

〈y, y〉 =
(
x12
)2

+
(
p1

(
x3, . . . , xl

)
+ p2

(
x3, . . . , xl

))
x12 + p3

(
x3, . . . , xl

)
.

Vid́ıme, že máme opět pozitivně definitńı skalárńı součin, nyńı odpov́ıdaj́ıćı sloučenému
grafu.

Lemma 11.10. Graf ·
1
−·

2
= ·

3
−·

4
−·

5
neńı př́ıpustný.

D̊ukaz. Uvažujme x =
∑5

j=1 x
jej,

Q(x) = 〈x, x〉 =
5∑
j=1

(
xj
)2 − x1x2 −

√
2x2x3 − x3x4 − x4x5

a najděme minimum Q(x). Extrém je určen rovnicemi ∂Q
∂xj

= 0, tj.

2x1 − x2 = 0, 2x2 − x1 −
√

2x3 = 0, 2x3 −
√

2x2 − x4 = 0,

2x4 − x3 − x5 = 0, 2x5 − x4 = 0.

Dosazeńım vid́ıme, že Q(x) nabývá extrému pro libovolný násobek x =
(√

2, 2
√

2, 3, 2, 1
)
,

kde Q(x) = 〈x, x〉 = 0. Takže 〈., .〉 neńı pozitivně definitńı, tj. uvedený diagram neńı
př́ıpustný.

Lemma 11.11. Uvažujme diagram tvaru

·
e1

− ·
e2

− · · · −·
ep−2

−·
ep−1

−

·
|
...
|
·
|
·
ψ

g1

gr−1

−·
fq−1

−·
fq−2

− · · · − ·
f2

− ·
f1

kde ‖ψ‖ = ‖ej‖ = ‖fj‖ = ‖gj‖ = 1 a p ≥ q ≥ r ≥ 2. Pak

• definujeme-li x =
∑p−1

j=1 jej, y =
∑q−1

j=1 jfj, z =
∑r−1

j=1 jgj, je

〈x, y〉 = 〈x, z〉 = 〈y, z〉 = 0, 〈x, x〉 =
p(p− 1)

2
, 〈y, y〉 =

q(q − 1)

2
, 〈z, z〉 =

r(r − 1)

2
.
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D̊ukaz.

〈x, x〉 =

p−1∑
j=1

j2 −
p−2∑
j=1

j(j + 1) = (p− 1)2 −
p−2∑
j=1

j = (p− 1)2 − (p− 1)(p− 2)

2
=

=
p(p− 1)

2
,

ostatńı části tvrzeńı dokazujeme obdobně.

• Bud’te θx, θy, θz úhly mezi x, y, z a ψ. Pak je cos2 θx + cos2 θy + cos2 θz < 1.

D̊ukaz. Uvědomme si že, x, y, z jsou navzájem kolmé a uvažme (neúplný) Fourier̊uv
rozklad vektoru ψ do x, y, z. Zjǐst’ujeme, že

ψ −
∑

u∈{x,y,z}

〈ψ, u〉
‖u‖

u 6= 0 ⇒ 1 >
∑

u∈{x,y,z}

|〈ψ, u〉|2

〈u, u〉
=

∑
u∈{x,y,z}

cos2 ^(ψ, u).

• Plat́ı 1
p

+ 1
q

+ 1
r
> 1.

D̊ukaz.

|〈ψ, x〉|2

〈x, x〉
=
|〈ψ, (p− 1)ep−1〉|2

〈x, x〉
=

(p− 1)2

p(p−1)
2

|〈ψ, ep−1〉|2︸ ︷︷ ︸
= 1

4

=
(p− 1)

2p

Z předchoźıho tvrzeńı máme

1 >
∑

u∈{x,y,z}

|〈ψ, u〉|2

〈u, u〉
=
p− 1

2p
+
q − 1

2q
+
r − 1

2r
=

3

2
− 1

2

(
1

p
+

1

q
+

1

r

)
,

tj. 1
p

+ 1
q

+ 1
r
> 1.

• Př́ıpustné možnosti pro parametry p, q, r tud́ıž jsou pouze následuj́ıćı

r = 2, q = 2, p ≥ 2,

r = 2, q = 3, p = 3, 4, 5.

Poznámka 11.12. Je dobré si uvědomit, že kořenové vektory pozitivńıch kořen̊u společně s
g0 tvoř́ı řešitelnou podalgebru v g, podprostor tvořený lineárńımi kombinacemi kořenových
vektor̊u pozitivńıch kořen̊u tvoř́ı nilpotentńı podalgebru v g.

Věta 11.13 (Cartanova o klasifikaci prostých algeber). Bud’ g komplexńı prostá Lieova
algebra, g0 jej́ı Cartanova podalgebra, ∆ systém kořen̊u, ∆P ⊂ ∆ prosté kořeny. Pak jej́ı
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Dynkin̊uv diagram má jednu z následuj́ıćıch podob:

klasické série
algeber



Al : ·
1
−·

2
− · · · − ·

l − 1
− ·

l
sl(l + 1,C), l ≥ 1,

Bl : ·
1
−·

2
− · · · − ·

l − 2
− ·
l − 1
⇐·

l
so(2l + 1,C), l ≥ 2,

Cl : ·
1
−·

2
− · · · − ·

l − 2
− ·
l − 1
⇒·

l
sp(2l,C), l ≥ 3,

Dl : ·
1
−·

2
− · · · − ·

l − 3
− ·
l − 2
<· l − 1· l so(2l,C), l ≥ 4,

výjimečné
algebry



E6 :
·−·−

·
|
·−·−·

E7 :
·−·−·−

·
|
·−·−·

E8 :
·−·−·−·−

·
|
·−·−·

F4 : ·−·⇒·−·
G2 : ·V ·

D̊ukaz. Výše jsme ukázali, že toto jsou všechny př́ıpustné diagramy, existence př́ıslušných
algeber byla dokázána jejich zkonstruováńım, jednoznačnost plyne z Weylovy-Chevalley
normálńı formy, pokud se detailně uváž́ı struktura konstant Nαβ (což jsme zde neprovedli).

Při identifikaci Dynkinova diagramu dané algebry ze známé struktury kořen̊u či z
Cartanovy matice lze pro určeńı směru šipky využ́ıt vztah

‖αi‖
‖αj‖

=

√
〈αi, αi〉
〈αj, αj〉

=

√
aij
aji

⇒ ‖αi‖ =

√
aij
aji
‖αj‖ . (11.2)

11.1 Cvičeńı

Cvičeńı 11.1. Nakreslete všechny možné kořenové diagramy v R2 a přǐrad’te jim od-
pov́ıdaj́ıćı algebry.

Řešeńı. sl(2,C)⊕ sl(2,C), sl(3,C), so(5,C), g2.

Cvičeńı 11.2. K Dynkinovým diagramům přǐrad’te odpov́ıdaj́ıćı Cartanovy matice.
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Řešeńı. Kořeny uspořádány dle diagramů, 0 vynechány:

AAl =



2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1
−1 2 −1

−1 2


, ABl =



2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1
−1 2 −2

−1 2


,

ACl =



2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1
−1 2 −1

−2 2


, ADl =



2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1 −1
−1 2 0
−1 0 2


.

Cvičeńı 11.3. Najděte Cartanovu podalgebru, kořeny, kořenový a Dynkin̊uv diagram
speciálńı lineárńı algebry

Al = sl(l + 1,C) =
{
A ∈ Cl+1,l+1 | trA = 0

}
.

Řešeńı. • Cartanova podalgebra g0 = {diag(d1, . . . , dl+1) |
∑

j dj = 0} ⊂ sl(l +
1), dim g0 = l, [g0, g0] = 0. Je abelovská, tj. nilpotentńı. Nı́že uvid́ıme (rovnice (12.1)),
že g0 je rovná svému normalizátoru.

• Kořeny: Mějme

Eij =


j

...

i . . . 1

, i 6= j.

Pak máme rozklad sl(l + 1) = g0 + span{Eij}i 6=j a pro D ∈ g0 ve tvaru D =
diag(d1, . . . , dl+1) máme [D,Eij] = (di − dj)Eij. Zaved’me funkcionály ϕj ∈ g∗0,
ϕj(D) = dj. Pak

[D,Eij] = (ϕi − ϕj)(D)Eij.

Tj. máme skutečně Cartanovu podalgebru a kořeny

∆ =
{

(ϕi − ϕj) | i 6= j, i, j ∈ l̂ + 1
}

Zvoĺıme H0 = diag(h1, . . . , hl+1), hi > hi+1, tj. (ϕi − ϕj)(H0) 6= 0. Máme tedy
vybrané kladné a prosté kořeny

∆+ = {ϕi − ϕj|i < j ≤ l + 1} ,
∆P =

{
ϕi − ϕi+1 ≡ αi

∣∣i ∈ l̂}.
Ověř́ıme, že pomoćı ∆P můžeme nakombinovat celé ∆:

ϕi − ϕj = (ϕi − ϕi+1) + (ϕi+1 − ϕi+2) + · · ·+ (ϕj−1 − ϕj).
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• Cartanova matice, Dynkin̊uv diagram:

aβα = −(p+ q)
α,β∈∆P

= −q, kde {β + kα}qk=p ∈ ∆+.

Pro αi = ϕi − ϕi+1, αj = ϕj − ϕj+1 máme

αi + kαj = ϕi − ϕi+1 + k(ϕj − ϕj+1)
!

= ϕa − ϕb, a < b.

Pokud i < j − 1 nebo j < i− 1 je k = 0, tj. aij = 0. Pro i = j − 1 nebo j = i− 1 je
k = 0, 1, tj. aij = −1, proto má Cartanova matice a Dynkin̊uv diagram tvar

A =


2 −1

−1
. . . . . .
. . . 2 −1
−1 2

 , ·
1
−·

2
− · · · − ·

l − 1
− ·

l

Cvičeńı 11.4. Najděte Cartanovu podalgebru, kořeny, kořenový a Dynkin̊uv diagram sym-
plektické algebry

Cl = sp(2l,C) =
{
A ∈ C2l,2l | JA+ ATJ = 0

}
, kde J =

(
0 −I
I 0

)
.

Řešeńı. • Cartanova podalgebra. Označme A = ( a bc d ) ∈ C2l,2l. Muśı platit

JA+ ATJ =

(
−c −d
a b

)
+

(
cT −aT
dT −bT

)
= 0 tj. d = −aT , b = bT , c = cT .

Označme diagonálńı podalgebru

g0 =
{(

Λ 0
0 −Λ

) ∣∣Λ = diag(λ1, . . . , λl) ∈ Cl,l
}

a ověřme, že se jedná o Cartanovu podalgebru. Evidentně je abelovská, zbývá
ukázat, že je rovná svému normalizátoru. Máme [Λ, Eij] = (λi − λj)Eij ∈ Cl,l, z
čehož plyne[(

Λ 0
0 −Λ

)
,

(
Eij 0
0 −Eji

)]
= (λi − λj)

(
Eij 0
0 −Eji

)
︸ ︷︷ ︸
≡Iij , i6=j

,

[(
Λ 0
0 −Λ

)
,

(
0 Eij + Eji
0 0

)]
=

(
0 Λ(Eij + Eji)
0 0

)
+

(
0 (Eij + Eji)Λ
0 0

)
=

= (λi + λj)

(
0 Eij + Eji
0 0

)
︸ ︷︷ ︸

≡Fij , i≤j

,

Gij = F T
ij :

[(
Λ 0
0 −Λ

)
, Gij

]
= −

[(
Λ 0
0 −Λ

)
, Fij

]T
= −(λi + λj)Gij.

Vid́ıme, že g0 je skutečně Cartanova podalgebra. Funkcionály ϕi, definované předpisem
ϕi
(

Λ 0
0 −Λ

)
= λi pro i ∈ l̂, tvoř́ı bázi g∗0.
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• Kořeny. Z relaćı výše, kde jsme našli kořenové vektory Iij, Fij, Gij, plyne tvar kořen̊u

∆ = {ϕi − ϕj | i 6= j} ∪ {ϕi + ϕj | i ≤ j} ∪ {−(ϕi + ϕj) | i ≤ j} .

Zvolme H0 : ϕi(H0) > ϕi+1(H0) > 0,∀i = 1, . . . , l. Pak

∆+ = {ϕi − ϕj | i < j} ∪ {ϕi + ϕj | i ≤ j} ,
∆− = {ϕi − ϕj | i > j} ∪ {−(ϕi + ϕj) | i ≤ j} ,

∆P =
{
ϕi − ϕi+1︸ ︷︷ ︸
≡αi

∣∣ i ∈ l̂ − 1
}
∪
{

2ϕl︸︷︷︸
≡αl

}
.

Ověř́ıme, že kladné kořeny umı́me vyjádřit pomoćı prostých

ϕi − ϕj = (ϕi − ϕi+1) + · · ·+ (ϕj−1 − ϕj) =

j−1∑
k=1

αk,

ϕi + ϕj = 2ϕl + (ϕi − ϕl) + (ϕj − ϕl) = αl +
l−1∑
k=i

αk +
l−1∑
k=j

αk.

• Cartanova matice. Jej́ı složky hledáme ze vztahu aij = −q = 1 − #{k ∈ N |
αi + kαj ∈ ∆+}

{αi + kαj}i,j<l = (ϕi − ϕi+1) + k(ϕj − ϕj+1) ⇒ |i− j| > 1 : k = 0,
|i− j| = 1 : k = 0, 1,

{αi + kαl}i<l = (ϕi − ϕi+1) + 2kϕl ⇒ i < l − 1 : k = 0,
i = l − 1 : k = 0, 1,

{αl + kαi}i<l = 2ϕl + k(ϕi − ϕi+1) ⇒ i < l − 1 : k = 0,
i = l − 1 : k = 0, 1, 2.

Tud́ıž al−1,l = −1 = 〈αl−1,αl〉
〈αl,αl〉 , al,l−1 = −2 = 〈αl,αl−1〉

〈αl−1,αl−1〉 , tj. ‖αl‖ =
√

2 ‖αl−1‖. Celkem

tedy máme

A =


2 −1

−1
. . . . . .
. . . 2 −1
−1 2 −1

−2 2

 , ·
1
−·

2
− · · · − ·

l − 2
− ·
l − 1
⇒·

l

Cvičeńı 11.5. Najděte Cartanovu podalgebru, kořeny, kořenový a Dynkin̊uv diagram
speciálńı ortogonálńı algebry v sudé dimenzi

Dl = so(2l,C) =
{
A ∈ C2l,2l | AT + A = 0

}
, kde l > 1.

Řešeńı. Ukážeme, že

g0 = {H = diag(λ1σ2, . . . , λlσ2)} , kde σ2 = ( 0 −i
i 0 )

je Cartanova podalgebra. Necht’ X ∈ C2,2, X =

(
x11 x12

x21 x22

)
. Požadujme

λiσ2X − λjXσ2 = iλi

(
−x21 −x22

x11 x12

)
− iλj

(
x12 −x11

x22 −x21

)
!

= c(λi, λj)

(
x11 x12

x21 x22

)
.
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Rovnici zaṕı̌seme ve tvaru

i


ic −λj −λi 0
λj ic 0 −λi
λi 0 ic −λj
0 λi λj ic



x11

x12

x21

x22

 = 0

a z požadavku řešitelnosti soustavy det = 0 dostáváme hodnoty možných konstant
c(λi, λj) ve tvaru c1,2,3,4 = ±(λi ± λj). Pro

• c1 = λi + λj najdeme (až na libovolný násobek) řešeńı X ve tvaru F̃ = ( 1 i
i −1 ) =

σ3 + iσ1,

• c2 = λi − λj, i < j dává G̃ = I + σ2,

• zbylé dvě matice źıskáváme sdružeńım hermitovským F̃ †, resp. komplexńım G̃∗.

Nyńı již můžeme př́ımo zkonstruovat kořenové vektory ve tvaru

Fij =



i

↓
j

↓
...

...

i→ . . . F̃

j → . . . −F̃ T

, i < j, [H,Fij] = (λi + λj)Fij,

F †ij :
[
H,F †ij

]
=
[
H†, F †ij

]
= − [H,Fij]

† = −(λi + λj)F
†
ij, pro H ∈ h,

Gij =



i

↓
j

↓
...

...

i→ . . . G̃

j → . . . −G̃T

, i < j, [H,Gij] = (λi − λj)Gij,

G†ij :
[
H,G†ij

]
=
[
H†, G†ij

]
= − [H,Gij]

† = −(λi − λj)G†ij, pro H ∈ h.

Zjǐst’ujeme, že g0 je rovna svému normalizátoru (a je abelovská), tj. je Cartanovou podal-
gebrou.

Zaved’me funkcionály ϕj ∈ g∗0 předpisem ϕj(H) = λj. Kořeny odpov́ıdaj́ıćı výše nale-
zeným kořenovým vektor̊um maj́ı tvar

∆ = {ϕi + ϕj | i < j} ∪ {ϕi − ϕj | i 6= j} ∪ {−(ϕi + ϕj) | i < j} .

Označme H0 = diag(λ1σ2, . . . , λlσ2), λ1 > λ2 > · · · > λl > 0. T́ım máme zavedeny kladné
a prosté kořeny

∆+ = {ϕi + ϕj | i < j} ∪ {ϕi − ϕj | i < j}

∆P =
{
ϕi − ϕi+1︸ ︷︷ ︸
≡αi

∣∣ i ∈ l̂ − 1
}
∪
{
ϕl−1 + ϕl︸ ︷︷ ︸
≡αl

}
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Složky Cartanovy matice hledáme ze vztahu aij = −q = −#{k|αi + kαj ∈ ∆+}+ 1

αi + kαi+1 = (ϕi − ϕi+1) + k(ϕi+1 − ϕi+2), i ∈ l̂ − 1 ⇒ k = 0, 1,
αl−2 + kαl = (ϕl−2 − ϕl−1) + k(ϕl−1 + ϕl) ⇒ k = 0, 1,
αl−1 + kαl = (ϕl−1 − ϕl) + k(ϕl−1 + ϕl) ⇒ k = 0.

Tomu odpov́ıdá

A =


2 −1

−1
. . . . . .
. . . 2 −1 −1
−1 2 0
−1 0 2

 , ·
1
−·

2
− · · · − ·

l − 3
− ·
l − 2
<· l − 1· l

Změnou báze v C2l lze přej́ıt k formulaci, v ńıž bilineárńı kvadratická forma J neńı
diagonálńı, tj.

Dl = so(2l,C) =
{
A ∈ C2l,2l | ATJ + JA = 0

}
, kde J = ( 0 I

I 0 ) , l > 1.

Pak je Cartanova podalgebra tvořená všemi diagonálńımi maticemi v takto zapsané al-
gebře so(2l,C).

Cvičeńı 11.6. Najděte Cartanovu podalgebru, kořeny, kořenový a Dynkin̊uv diagram
speciálńı ortogonálńı algebry v liché dimenzi

Bl = so(2l + 1,C).

Řešeńı. Ukážeme, že Cartanova podalgebra má tvar

g0 =

{
H =

( λ1σ2
...

λlσ2
0

)}
.

Zaved’me funkcionály

ϕi(H) = ϕi

( λ1σ2
...

λlσ2
0

)
= λi.

Uvažujme matice tvaru

X =

 O ~v

−~vT 0

 ∈ C2l+1,2l+1, kde ~v ∈ C2l, a H ′ =

λ1σ2

. . .

λlσ2

 ∈ C2l,2l

(kde O ∈ C2l,2l je nulová matice). Takové matice vyhovuj́ı

[H,X] =

 O H ′~v

~0T 0

−
 O ~0

−(~v)TH ′ 0

 =

 O H ′~v

−(H ′~v)T 0

 .
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Za ~v vybereme vlastńı vektoryH ′, s vlastńımi č́ısly±λi. Při zohledněńı výsledk̊u cvičeńı 11.5
tak dostáváme kořenový systém ve tvaru

∆ = {ϕi + ϕj}i<j ∪ {ϕi − ϕj}i 6=j ∪ {−(ϕi + ϕj)}i<j ∪ {ϕi}
l
i=1 ∪ {−ϕi}

l
i=1

a vid́ıme, že g0 je rovna svému normalizátoru, tj. je Cartanova.
Zvoĺıme H0 : λi = ϕi(H0), λ1 > · · · > λl > 0. To implikuje tvar kladných a prostých

kořen̊u ve tvaru

∆+ = {ϕi + ϕj}i<j ∪ {ϕi − ϕj}i<j ∪ {ϕi} ,

∆P =
{
ϕi − ϕi+1︸ ︷︷ ︸
≡αi

∣∣ i ∈ l̂ − 1
}
∪
{
ϕl︸︷︷︸
≡αl

}
.

Složky Cartanovy matice hledáme ze vztahu aij = 1−#{k|αi + kαj ∈ ∆+}

αl−2 + kαl = (ϕl−2 − ϕl−1) + kϕl ⇒ k = 0,
αl−1 + kαl = (ϕl−1 − ϕl) + kϕl ⇒ k = 0, 1, 2,
αl + kαl−1 = ϕl + k(ϕl−1 − ϕl) ⇒ k = 0, 1,

což nám dává

A =


2 −1

−1
. . . . . .
. . . 2 −1
−1 2 −2

−1 2

 , ·
1
−·

2
− · · · − ·

l − 2
− ·
l − 1
⇐·

l
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Kapitola 12

Reálné formy komplexńıch
poloprostých Lieových algeber

V předchoźı kapitole jsme dokončili klasifikaci všech konečněrozměrných poloprostých
komplexńıch Lieových algeber (připomeňme, že poloprosté algebry jsou součtem prostých
ideál̊u, ty jsou klasifikovány větou 11.13). V této kapitole se budeme zabývat otázkou, jak
lze z této klasifikace odvodit klasifikaci reálných poloprostých algeber.

12.1 Konstrukce reálných forem

Z 2. Cartanova kritéria, tj. věty 8.5, v́ıme, že reálná algebra je poloprostá právě tehdy,
když jej́ı komplexifikace je poloprostá. (Je vhodné si zároveň uvědomit, že pro prosté
algebry totéž neplat́ı, komplexifikace prosté algebry může mı́t netriviálńı prosté ideály,
viz so(1, 3)C = so(3,C)⊕ so(3,C).) Uvažme poloprostou reálnou Lieovu algebru g, gC =
g ⊕R ig = C ⊗R g. Algebra g se dá popsat jako reálná podalgebra v gC charakterizovaná
zobrazeńım φ:

φ : gC → gC : φ(u+ iv) = u− iv, ∀u, v ∈ g,

g = {X ∈ gC | φ(X) = X}.

Takto definované zobrazeńı φ má evidentně následuj́ıćı vlastnosti

• φ ◦ φ = id, tj. je involutivńı,

• φ(λX) = λφ(X), φ(X + Y ) = φ(X) + φ(Y ), tj. je antilineárńı,

• φ
(
[u1 + iv1, u2 + iv2]

)
= φ

(
([u1, u2]− [v1, v2]) + i ([v1, u2] + [u1, v2])

)
=

= ([u1, u2]− [v1, v2])− i ([v1, u2] + [u1, v2]) = [u1 − iv1, u2 − iv2] =
=
[
φ(u1 + iv1), φ(u2 + iv2)

]
, tj. je automorfismus.

Naopak, mějme komplexńı algebru g a jej́ı involutivńı antilineárńı automorfismus φ.
Pak gφ = {X ∈ g | φ(X) = X} nám určuje reálnou podalgebru gφ v gC : (gφ)C = g.

D̊ukaz. Označme odpov́ıdaj́ıćı R–lineárńı zobrazeńı φR : gR → gR, dimR(gR) = 2 dimC(g)
definované ve zvolené bázi (ej, iej)

l
j=1 algebry gR předpisem φR(ei) = φ(ei) = ajiej +
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bji (iej), φR(iei) = −iφ(ei) = bjiej − a
j
i (iej), kde aji , b

j
i ∈ R. Involutivnost evidentně z̊ustává

zachována, φR ◦ φR = id, takže σ (φR) ⊂ {±1}. Proto

gR = ker (φR − I)︸ ︷︷ ︸
gφ

u ker (φR + I) . (12.1)

Vid́ıme, že pro každé X ∈ gφ, tj. φ(X) = X, je φ(iX) = −iX tj. iX ∈ ker (φR + I) . Proto
oba reálné podprostory v rozkladu (12.1) maj́ı stejnou dimenzi a násobeńı imaginárńı
jednotkou i v g zobrazuje jeden na druhý, dimR gφ = dimC g, g = gφuR igφ. Protože plat́ı
φ
(
[X, Y ]

)
= [φ(X), φ(Y )] = [X, Y ], je pro libovolná X, Y ∈ gφ též [X, Y ] ∈ gφ, tj. gφ je

reálná podalgebra g taková, že g = gφ uR igφ. Jinými slovy, gφ je reálná forma g.

Takže jsme dokázali větu

Věta 12.1. Reálné formy komplexńı Lieovy algebry g jsou popsány involutivńımi anti-
lineárńımi automorfismy φ : g→ g.

Př́ıklad 12.2. Uvažme sl(l + 1,C) a několik involutivńıch antilineárńıch automorfismů
φ : sl(l + 1,C)→ sl(l + 1,C). T́ımto zp̊usobem nacháźıme následuj́ıćı reálné formy

φ(X) = X, g = sl(l + 1,R),

φ(X) = −X†, g =
{
X ∈ sl(l + 1,C) | −X† = X

}
= su(l + 1),

φ(A) = −JA†J, g =
{
X ∈ sl(l + 1,C) | −JX†J = X

}
= su(p, q),

kde J = diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
q

), p+ q = l + 1.

Větou 12.1 jsme konstrukci reálných forem převedli na hledáńı zobrazeńı s požadovanými
vlastnostmi. Z̊ustává ovšem otázkou, jak lze involutivńı antilineárńı automorfismy hledat a
jak lze mezi nimi identifikovat ty, které vedou na izomorfńı reálné formy. Tomuto problému
se zde nebude podrobněji věnovat, ukážeme si pouze dvě reálné formy, které existuj́ı pro
každou komplexńı poloprostou algebru g.

Uvažujme komplexńı poloprostou Lieovu algebru g vyjádřenou ve Weylově-Chevalley
bázi, tj.

g = span{Hα}α∈∆P u +̇α∈∆span{Eα},
[H,Eα] = α(H)Eα,

H ∈ R–span{Hα}α∈∆P = h ⇒ ∀α ∈ ∆, α(H) ∈ R
[Eα, E−α] = K(Eα, E−α)︸ ︷︷ ︸

∈R

Hα,

[Eα, Eβ] = NαβEα+β, Nαβ ∈ Z, N(−α)(−β) = −Nαβ.

Označme

gsplit = R–span{Hα}α∈∆P u +̇α∈∆R–span{Eα}.

Vid́ıme, že gsplit je reálná forma algebry g, určená antilineárńım automorfismem defino-
vaným p̊usobeńım na bazické prvky φ(Hα) = Hα, φ(Eα) = Eα.

Vhodným nástrojem pro rozlǐseńı reálných algeber je signatura Killingovy formy, nebot’

jako jediná ze zřejmých, na bázi nezávisej́ıćıch charakteristik dané algebry nez̊ustává po
komplexifikaci stejná.

Signatura Killingovy formy K algebry gsplit plyne z následuj́ıćıch poznatk̊u
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• K(H,Eα) = 0 protože h ⊥ span{Eα},

• K|h je pozitivně definitńı,

• K(Eα, Eβ) = 0 kdykoliv α + β 6= 0.

• Bud’ α ∈ ∆, pak

(
K(Eα, Eα) K(Eα, E−α)
K(E−α, Eα) K(E−α, E−α)

)
=

(
0 λ
λ 0

)
, kde λ 6= 0. Proto je

sgn

(
K(Eα, Eα) K(Eα, E−α)
K(E−α, Eα) K(E−α, E−α)

)
= (1, 1, 0).

Z uvedených vztah̊u vyplývá, že ve zvolené bázi má při seřazeńı kořen̊u ve dvojićıch α,−α
Killingova forma blokově diagonálńı tvar a jej́ı signatura je sgn K|gsplit =

(
n+l

2
, n−l

2
, 0
)
.

Pro každou komplexńı poloprostou algebru g lze nalézt nejméně jednu daľśı reálnou
formu, značenou gkomp. Definujeme ji předpisem

gkomp := R–span{iHα}α∈∆P︸ ︷︷ ︸
ih

u+̇α∈∆+span

{
Eα − E−α√

2
,
i(Eα + E−α)√

2

}
,

kde bázi kořenových vektor̊u jsme zvolili tak, že plat́ı K(Eα, E−α) > 0 pro všechna α ∈
∆+. Odpov́ıdaj́ıćı zobrazeńı φ je určeno vztahy φ(Hα) = −Hα, φ(Eα) = −E−α. Z jeho
definice je evidentně φ2 = I. Dále zjǐst’ujeme, že

φ
(
[Hα, Hβ]

)
= [φ(Hα), φ(Hβ)] = 0,

φ
(
[Hα, Eβ]

)
= β(Hα)︸ ︷︷ ︸

∈R

φ(Eβ) = −β(Hα)E−β = [Hα, E−β] = [φ(Hα), φ(Eβ)],

φ
(
[Eα, Eβ]

)
= Nαβ φ(Eα+β) = −NαβE−α−β = N(−α)(−β)E−α−β =

= [−E−α,−E−β] = [φ(Eα), φ(Eβ)],

φ
(
[Eα, E−α]

)
= K(Eα, E−α)φ(Hα) = −K(Eα, E−α)Hα = −[Eα, E−α] =

= [−E−α,−Eα] = [φ(Eα), φ(E−α)],

φ

(
Eα − E−α√

2

)
=
Eα − E−α√

2
, φ

(
i(Eα + E−α)√

2

)
=
−i(−E−α − Eα)√

2
=

i(Eα + E−α)√
2

φ(iHα) = −i(−Hα) = iHα,

tj. φ je antilineárńı involutivńı automorfismus, jak je požadováno, a φgkomp
= I. Signaturu

Killingovy formy reálné algebry gkomp urč́ıme z toho, že K|ih je negativně definitńı a

K

(
Eα − E−α√

2
,
Eα − E−α√

2

)
= −K(Eα, E−α) < 0,

K

(
Eα − E−α√

2
,
i(Eα + E−α)√

2

)
= 0,

K

(
i(Eα + E−α)√

2
,
i(Eα + E−α)√

2

)
= −K(Eα, E−α) < 0.

Celkem tedy vid́ıme, že Kgkomp
je negativně definitńı, sgnKgkomp

= (0, n, 0).
Bez d̊ukazu si uved’me větu dávaj́ıćı do souvislosti topologicky kompaktńı Lieovy grupy

a negativńı definitnost Killingovy formy.
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Věta 12.3 (Weylova o kompaktńıch Lieových grupách). Bud’ g reálná poloprostá Lie-
ova algebra, G j́ı odpov́ıdaj́ıćı souvislá a jednoduše souvislá Lieova grupa. Grupa G je
kompaktńı právě tehdy, když Killingova forma algebry g je negativně definitńı.

To je d̊uvodem, proč reálné poloprosté Lieovy algebry s negativně definitńı Killingovou
formou nazýváme kompaktńı.

12.2 Invariantńı integrál na kompaktńıch Lieových

grupách

Kompaktńı Lieovy grupy maj́ı jednu podstatnou vlastnost: lze na nich zavést zp̊usob in-
tegrováńı, který je invariantńı v̊uči levému i pravému přenásobeńı integračńı proměnné
prvkem grupy. To nám mj. umožňuje ukázat kĺıčový poznatek, že konečněrozměrné re-
prezentace kompaktńı Lieovy grupy jsou úplně reducibilńı.

Mějme (Xj)
dim g
j=1 bázi g, a σk k ńı duálńı diferenciálńı 1-formy v Γ(T ∗G). Jinými slovy,

pro všechna g, h ∈ G máme

Lg∗
(
Xj|h

)
= Xj|gh , σj

(
Xk|g

)
= δjk, L∗g

(
σj
∣∣
gh

)
(Xk|h) = σj

∣∣
gh

(
Lg∗ (Xk|h)︸ ︷︷ ︸

Xk|gh

)
= δjk,

tj. L∗g

(
σj|gh

)
= σj|h .

Definice 12.4. Diferenciálńı forma ω ∈ Ω•(G) se nazývá levoinvariantńı právě tehdy,
když pro všechna g, h ∈ G plat́ı

L∗g

(
ω|gh

)
= ω|h .

Formy σk duálńı k bázi g jsou tedy levoinvariantńı 1-formy a tvoř́ı bázi prostoru všech
levoinvariantńıch 1–forem na G. Diferenciálńı n–forma ω = σ1 ∧ · · · ∧ σn, kde n = dim g,
je levoinvariantńı objemový element na G, nebot’ je definovaná na celém G a je všude
nenulová.

Poznámka 12.5. Levoinvariantńı 1-formy (σk) duálńı k bázi (Xj) v g se strukturńımi
konstantami cjk

l, tj. [Xj, Xk] =
∑

m cjk
lXl vyhovuj́ı d̊uležitému vztahu zvanému Maurer-

Cartanova rovnice

dσj = −1

2

∑
k,l

ckl
jσk ∧ σl, (12.2)

jenž plyne dosazeńım ze vztahu dω(X, Y ) = X(ω(Y )) − Y (ω(X)) − ω([X, Y ]) platného
pro libovolná ω ∈ Ω1(M), X, Y ∈ X (M).

Uzavřenost 2-formy dσj je pak ekvivalentńım vyjádřeńım Jacobiho identit

0 = d
(
dσj
)

= −1

2

∑
k,l

ckl
j
(
dσk ∧ σl − σk ∧ dσl

)
= −1

2

∑
k,l

ckl
j
(
dσk ∧ σl − dσl ∧ σk

)
=

= −
∑
k,l

ckl
j
(
dσk ∧ σl

)
=

1

2

∑
a,b,l

∑
k

ckl
jcab

kσa ∧ σb ∧ σl =

=
∑
a<b<l

∑
k

(
ckl

jcab
k + cka

jcbl
k + ckb

jcla
k
)
σa ∧ σb ∧ σl

nebot’
(
σa ∧ σb ∧ σl

)
a<b<l

tvoř́ı bázi prostoru 3–forem v libovolném zvoleném bodě g ∈ G.
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Věta 12.6. Necht’ G je kompaktńı. Pak levoinvariantńı objemový element ω = σ1∧· · ·∧σn
je současně pravoinvariantńı, R∗gω = ω. Ř́ıkáme, že ω je biinvariantńı objemový element
či biinvariantńı mı́ra.

D̊ukaz. Sporem: Necht’ R∗g−1ω 6= ω. Bez újmy na obecnosti (jinak zaměńıme g → g−1)

předpokládejme, že ω(X1, . . . , Xn) = 1 a R∗g−1ω(X1, . . . , Xn)
∣∣∣
h

= c, |c| > 1 pro zvolené

prvky grupy g, h ∈ G a bázi (Xj)
n
j=1 v g. V př́ıpadě, že c < −1, nahrad́ıme g prvkem g2,

abychom měli nové c > 1. Máme

[Lg∗, Rh∗] = 0 ⇒ L∗h
(
R∗g−1ω

)
= R∗g−1

(
L∗hω︸︷︷︸
ω

)
= R∗g−1ω,

tud́ıž forma R∗g−1ω je opět levoinvariantńı, tj. při vyhodnoceńı R∗g−1ω(X1, . . . , Xn)
∣∣∣
h

na

výběru bodu h nezálež́ı, výsledek je stejný pro všechna h ∈ G. Zvoĺıme h = e. Protože
Adg = Lg∗ ◦Rg−1∗ : TeG→ TeG ≡ g, máme

c = L∗gR
∗
g−1ω(X1, . . . , Xn)

∣∣
e

= ω (Lg∗Rg−1∗ (X1|e) , . . . , Lg∗Rg−1∗ (Xn|e)) =

= ω (Adg (X1|e) , . . . ,Adg (Xn|e)) = det Adg · ω (X1|e , . . . , Xn|e)︸ ︷︷ ︸
=1

= det Adg.

Vid́ıme, že pro všechny g ∈ G je R∗g−1ω (X1, . . . , Xn) = det Adg ≡ F (g), přičemž pro

zvolené g je F (g) > 1. Ale zobrazeńı F : G→ (R− {0}, ·) je homomorfismus grup, nebot’

F (g1g2) = det Adg1g2 = det Adg1Adg2 = det (Adg1) det (Adg2) = F (g1)F (g2).

Tud́ıž F (gn) = cn pro n ∈ N a v limitě n → +∞ máme F (gn) → +∞. Ale F je hladká
funkce na kompaktńı varietě G, tj. je omezená a nabývá svého maxima a minima, což je
hledaný spor.

Poznámka 12.7. Bud’ G kompaktńı, ω výše zavedený biinivariantńı objemový element.
Protože Lieova grupa je vždy orientovatelná, je integrál

∫
G

ω definován až na volbu orien-

tace a je konečný. Vhodným výběrem orientace lze doćılit 0 <
∫
G

ω <∞.

Důsledek 12.8. Pro kompaktńı Lieovu grupu G plat́ı

• Pro libovolnou funkci f ∈ C∞(G) je∫
G

f · ω =

∫
G

(f ◦ Lg) · ω =

∫
G

(f ◦Rg) · ω, (12.3)

protože ∫
G

(f ◦ Lg)ω =

∫
G

(
L∗gf

) (
L∗gω

)
=

∫
Lg(G)

fω =

∫
G

fω

dle věty o substituci v integrálu, tj.
∫
N

φ∗κ =
∫

φ(N)

κ. Analogicky pro Rg.
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• Pro ρ : G→ GL(V ), kde V má konečnou dimenzi, a jakýkoliv skalárńı součin 〈·, ·〉
na V , zavedeme jeho zpr̊uměrováńı přes grupu G,

〈u, v〉G :=

∫
G

〈ρ(g)u, ρ(g)v〉 · ω. (12.4)

Př́ımým dosazeńım je vidět, že se jedná opět o pozitivně definitńı symetrickou formu,
tj. skalárńı součin na V . Pro libovolné g̃ ∈ G a u, v ∈ V plat́ı

〈ρ(g̃)u, ρ(g̃)v〉G =

∫
G

〈ρ(g)ρ(g̃)u, ρ(g)ρ(g̃)v〉 · ω =

∫
G

〈ρ(gg̃)u, ρ(gg̃)v〉 · ω =

=

∫
G

R∗g̃ 〈ρ(g)u, ρ(g)v〉 · ω︸︷︷︸
=R∗

g̃
ω

=

∫
Rg̃(G)

〈ρ(g)u, ρ(g)v〉 · ω = 〈u, v〉G.

Vid́ıme, že vzhledem ke skalárńımu součinu 〈·, ·〉G je ρ unitárńı (ortogonálńı, dle
tělesa V) reprezentace kompaktńı grupy G na V .

Z toho vyplývá

Lemma 12.9. Konečněrozměrné reprezentace kompaktńı Lieovy grupy G jsou unitárńı
(ortogonálńı) v̊uči vhodně zvolenému skalárńımu součinu. Proto jsou též úplně reducibilńı.

Věta 12.10 (Weylova). Konečněrozměrné reprezentace komplexńı poloprosté Lieovy al-
gebry g jsou úplně reducibilńı.

D̊ukaz. Pro algebru g a jej́ı reprezentaci ρ : g → gl(V ) najdeme gkomp, (gkomp)C = g a
ρ|gkomp

: gkomp → gl(V ), máme tedy i reprezentaci př́ıslušné kompaktńı souvislé a jed-
noduše souvislé Lieovy grupy G, ta je úplně reducibilńı. Proto máme ireducibilńı invari-
antńı podprostory pro Gkomp, gkomp i g.

Tento př́ıstup k d̊ukazu úplné reducibility reprezentaćı poloprostých algeber oklikou
přes reprezentace kompaktńıch grup se v literatuře obvykle nazývá Weyl̊uv unitárńı trik.
Je to p̊uvodńı zp̊usob odvozeńı tohoto výsledku. Čistě algebraické d̊ukazy, nevyuž́ıvaj́ıćı
odpov́ıdaj́ıćı Lieovu grupu, byly nalezeny až o několik desetilet́ı později.

12.3 Cvičeńı

Cvičeńı 12.1. Uvažujte Lieovu grupu Af(1) a sestavte na ńı bazické levoinvariantńı 1–
formy σi, ověřte na nich Maurer–Cartanovy rovnice a sestavte levoinvariantńı objemový
element ω. Je v tomto př́ıpadě též pravoinvariantńı?

Řešeńı. Máme [X1, X2] = X2, X1 = x ∂
∂x

, X2 = x ∂
∂y

,

L(a,b)(x, y) = (ax, ay + b), R(a,b)(x, y) = (xa, xb+ y).

Tud́ıž duálńı levoinvariantńı 1–formy a objemový element maj́ı tvar

σ1 =
dx

x
, σ2 =

dy

x
, ω = σ1 ∧ σ2 =

dx ∧ dy

x2
.
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Maurer–Cartanovy rovnice jsou

dσ1 = d

(
dx

x

)
= 0 = −1

2

∑
k,l

ckl
1σk ∧ σl, (nebot’ ckl

1 = 0),

dσ2 = d

(
dy

x

)
= −dx ∧ dy

x2
= −σ1 ∧ σ2 = −1

2

∑
k,l

ckl
2σk ∧ σl.

Levoinvarianci a př́ıpadnou pravoinvarianci můžeme ověřit následovně:

L∗(a,b)σ
1 =

d(ax)

ax
=

dx

x
= σ1, R∗(a,b)σ

1 =
d(xa)

xa
=

dx

x
= σ1,

L∗(a,b)σ
2 =

d(ay + b)

ax
=

dy

x
= σ2, R∗(a,b)σ

2 =
d(xb+ y)

ax
=
bdx+ dy

ax
6= σ2,

L∗(a,b)ω = ω, R∗(a,b)ω =
dx ∧ dy

ax2
6= ω.
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Kapitola 13

Reprezentace poloprostých Lieových
algeber

V aplikaćıch se většinou setkáme s Lieovými grupami nikoliv jako s abstraktńımi matema-
tickými objekty, ale jako se strukturami p̊usob́ıćımi na nějakém prostoru prostřednictv́ım
své akce. Mezi nimi nejvýznačněǰśı mı́sto zauj́ımaj́ı lineárńı akce na vektorových prosto-
rech, tj. reprezentace. Proto je teorie reprezentaćı zcela zásadńı pro využit́ı Lieových grup
a algeber v aplikaćıch. V této kapitole si stručně nast́ıńıme základy teorie reprezentaćı po-
loprostých Lieových algeber (a tedy i jim odpov́ıdaj́ıćıch jednoduše souvislých Lieových
grup).

13.1 Váhy a váhové podprostory dané reprezentace

Uvažujme komplexńı poloprostou Lieovu algebru g s Cartanovou podalgebrou g0 a kořenovým
systémem ∆ spolu s jej́ı reprezentaćı ρ na komplexńım vektorovém prostoru V konečné
dimenze.

Bud’ α, β ∈ ∆. Pak odpov́ıdaj́ıćı Tα, Tβ ∈ g0 komutuj́ı, nebot’ [Tα, Tβ] = 0. Proto
ρ(g0) = {ρ(H) | H ∈ g0} je podprostor v L(V ) tvořený komutuj́ıćımi operátory. Rádi
bychom ukázali, že jsou diagonalizovatelné, protože v takovém př́ıpadě lze V vyjádřit jako
direktńı součet společných vlastńıch podprostor̊u.

Uvažujme α ∈ ∆. Pak span {Xα, X−α, Tα = [Xα, X−α]} je podalgebra izomorfńı sl(2,C)
a tedy ρ(Xα), ρ(X−α), ρ(Tα) definuje reprezentaci algebry sl(2,C) na V , ta je dle Weylovy
věty 12.10 úplně reducibilńı, tj. je direktńım součtem ireducibilńıch reprezentaćı sl(2,C),
v každé z nich dle věty 9.25 p̊usob́ı ρ(Tα) diagonálně. Proto je operátor ρ(Tα) na V di-
agonalizovatelný a celá ρ(g0) je množinou komutuj́ıćıch diagonalizovatelných operátor̊u.
Vektorový prostor V lze proto rozložit na společné vlastńı podprostory ρ(g0)

V =
⊕
λ∈g∗0

Vλ, Vλ =
⋂
H∈g0

ker (ρ(H)− λ(H)I) .

Definice 13.1. Bud’ g komplexńı poloprostá Lieova algebra s Cartanovou podalgebrou
g0 a kořenovým systémem ∆ a ρ jej́ı reprezentace na komplexńım vektorovém prostoru
V konečné dimenze.

• Váha reprezentace ρ je každý funkcionál λ ∈ g∗0 takový, že

Vλ =
⋂
H∈g0

ker (ρ(H)− λ(H)I) 6= {0}.
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• Př́ıslušný Vλ nazýváme váhový podprostor reprezentace ρ př́ıslušný váze λ.

• Váhový diagram reprezentace ρ jsou všechny jej́ı váhy vyjádřené jako vektory v
Euklidově prostoru h∗.

• Váhová mř́ıžka je množina J = {λ ∈ h∗ | λ(Tα) ∈ Z, ∀α ∈ ∆} ⊂ h∗.

Poznámka 13.2. Váhy lež́ı v reálném prostoru h∗, protože σ (ρ(Tα)) ⊂ Z ⊂ R dle věty 9.25.

Př́ıklad 13.3. Pro adjungovanou reprezentaci (ρ = ad) jsou nenulové váhy kořeny a V0 je
Cartanova podalgebra.

Poznámka 13.4. Váhová mř́ıžka J je mř́ıžkou ve smyslu

λ1, λ2 ∈ J , m1,m2 ∈ Z ⇒ m1λ1 +m2λ2 ∈ J .

Bázi (λj)
l
j=1 mř́ıžky J tvoř́ı λj ∈ J taková, že pro každé λ ∈ J existuj́ı m1, . . . ,ml ∈ Z

splňuj́ıćı λ =
∑l

j=1mjλj. Později uvid́ıme, že bázi (λj) váhové mř́ıžky J lze volit ve tvaru

λj(Tαk) = δjk, ∀αk ∈ ∆P .

Věta 13.5. Mějme ρ reprezentaci komplexńı poloprosté algebry g na vektorovém prostoru

V . Necht’ Λρ je množina všech jej́ıch vah, Λρ =
{
λ ∈ g∗0 | Vλ =

⋂
H∈g0 ker (ρ(H)− λ(H)I) 6= 0

}
.

Pak Λρ ⊂ J , V =
⊕
λ∈Λρ

Vλ a Λρ je invariantńı vzhledem k p̊usobeńı Weylovy grupy W

kořenového systému ∆, tj. pokud je α ∈ ∆, λ ∈ Λρ, pak Sα(λ) = λ − λ(Tα)α ∈ Λρ. Pro
libovolné λ ∈ Λρ, ε = sgnλ(Tα) dokonce plat́ı {λ, λ− εα, . . . , λ− λ(Tα)α = Sα(λ)} ⊂ Λρ

a dimVλ = dimVSα(λ).

D̊ukaz. Už v́ıme, že V =
⊕
λ∈Λρ

Vλ a σ (ρ(Tα)) ⊂ Z, protože ρ(Tα) patř́ı do vhodné reprezen-

tace algebry sl(2,C). Proto je Λρ ⊂ J . Pro α ∈ ∆ označme sl(2,C)α = span{Xα, X−α, Tα}.
Vezměme v ∈ Vλ, v 6= 0. Pak pro všechny H ∈ g0 máme ρ(H)v = λ(H)v a plat́ı

ρ(H) (ρ(X±α)v) = ρ
(

[H,X±α]︸ ︷︷ ︸
±α(H)X±α

)
v + ρ(X±α)(λ(H)v) = (λ(H)± α(H)) (ρ(X±α)v) .

(13.1)

Vid́ıme, že je-li ρ(X±α)v 6= 0, pak λ ± α ∈ Λρ a ρ(X±α)v ∈ Vλ±α. Máme-li λ ∈ Λρ a
α ∈ ∆, pak vždy najdeme ireducibilńı reprezentaci sl(2,C)α na nějakém Ṽ ⊂ V takovou,
že λ|(sl(2,C)α)0

je vahou této reprezentace, tj. existuje nenulový vektor v ∈ Ṽ ∩ Vλ takový,
že ρ(Tα)v = λ(Tα)v. Z věty 9.25 vid́ıme, že λ(Tα) ∈ {−r,−r + 2, . . . , r} = σ(ρ(Tα)|Ṽ ), tj.

{λ(Tα), λ(Tα)− εα(Tα)︸ ︷︷ ︸
2ε

, . . . , λ(Tα)− 2λ(Tα) = −λ(Tα)} ⊂ {−r, . . . , r}

a vektory ρ(X−εα)v,
(
ρ(X−εα)

)2
v, . . . ,

(
ρ(X−εα)

)|λ(Tα)|
v jsou d́ıky vlastnostem ireducibilńı

reprezentace sl(2,C)α nenulové vlastńı vektory operátoru ρ(Tα)|Ṽ . Proto jsou podprostory
Vλ−εα, . . . , Vλ−λ(Tα)α nenulové, tj. s využit́ım rovnice (13.1) vid́ıme, že λ − εα, . . . , λ −
λ(Tα)α jsou váhy. Z jednorozměrnosti váhových podprostor̊u ireducibilńı reprezentace
sl(2,C) vid́ıme, že pro lineárně nezávislé vektory z Vλ nacháźıme r̊uzné ireducibilńı repre-

zentace sl(2,C)α, každá zobrazuje vzájemně jednoznačně vektory v ↔
(
ρ(E−εα)

)|λ(Tα)|
v ∈

VSα(λ). Proto muśı být dimVλ ≤ dimVSα(λ) Využit́ım S2
α = I vid́ıme, že nerovnost lze

obrátit, muśı tedy platit rovnost dimVλ = dimVSα(λ).
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Definice 13.6. Pro λ ∈ Λρ dimenzi dimVλ ≡ nλ nazýváme násobnost váhy λ.

Definice 13.7. Váha λ ∈ Λρ je dominantńı právě tehdy, když pro všechny α ∈ ∆+ je
λ(Tα) ≥ 0 (tj. 〈λ, α〉 ≥ 0). Stejně definujeme dominantńı prvky váhové mř́ıžky J .

Definice 13.8. Váha λ ∈ Λρ je nejvyšš́ı právě tehdy, když pro všechny α ∈ ∆+ plat́ı,
že λ+ α neńı vahou reprezentace ρ.

Poznámka 13.9. Evidentně d́ıky konečné dimenzi V každá reprezentace g na V má alespoň
jednu nejvyšš́ı váhu.

Definice 13.10. Pro reprezentaci ρ : g → gl(V ) a jej́ı nejvyšš́ı váhu λ zvoĺıme vektor
v ∈ Vλ, v 6= 0 a definujeme

Rλ = span{ρ(X1) . . . ρ(Xk)v | k ∈ N ∪ {0}, Xj ∈ g},

tj. Rλ ⊂⊂ V a ρ(X)Rλ ⊂ Rλ pro všechna X ∈ g.

Věta 13.11. Rλ je invariantńı podprostor reprezentace ρ, ρ|Rλ : g → gl(Rλ) je ireduci-
bilńı, dimRλ ∩ Vλ = 1, tj. Rλ ∩ Vλ = span{v}.

D̊ukaz. V definici Rλ stač́ı uvažovat Xi = Eα, α ∈ ∆ a Xi = H, H ∈ g0, cokoliv
jiného źıskáváme lineárńı kombinaćı. Uvažujme α, . . . , ω ∈ ∆, pak opakovaným využit́ım
ρ
(
[H,Eα]

)
= α(H)ρ(Eα) zjǐst’ujeme, že

ρ(H)
(
ρ(Eα) . . . ρ(Eω)v

)
=
(
λ(H) + α(H) + · · ·+ ω(H)

)(
ρ(Eα) . . . ρ(Eω)v

)
. (13.2)

Proto ρ(Eα) . . . ρ(Eω)v ∈ Vλ+α+···+ω, a v definici Rλ stač́ı uvažovat Xi = Eα, α ∈ ∆.
Operátory ρ(H) na Rλ p̊usob́ı diagonálně v bázi vybrané z prvk̊u tvaru ρ(Eα) . . . ρ(Eω)v.

Vezměme w ∈ Rλ ∩ Vλ ve tvaru w =
∑

α1,...,αk∈∆
k∈N∪{0}

konst. ρ(Eα1) . . . ρ(Eαk)v. Protože v

každém členu je dle rovnice (13.2) váhový vektor, váhové podprostory maj́ı nulový pr̊unik
a chceme, aby výsledkem byl vektor s vahou λ, muśı po př́ıpadném vyrušeńı opakuj́ıćıch se
člen̊u v lineárńı kombinaci být pro každý člen α1 + · · ·+αk = 0. Proto některé z kořen̊u v
součtu muśı být kladné, některé záporné. Kladné prokomutujeme doprava pomoćı vztah̊u
[Eα, Eβ] = NαβEα+β, resp. [Eα, E−α] = konst. Hα. Nakonec jsou všechny kladné kořeny
napravo a z maximality λ pro α ∈ ∆+ plat́ı ρ(Eα)v = 0. Tud́ıž nyńı jsou v součtu jen
záporné kořeny, ale stále plat́ı α1 + · · · + αk = 0. Proto k = 0, w = konst. v, Rλ ∩ Vλ =
span{v}.

Ireducibilitu dokážeme sporem: mějme invariantńı podprostor W ⊂⊂ Rλ takový, že
W ∩ (Rλ ∩ Vλ) = {0}. Podprostor W muśı být rozložitelný do váhových podprostor̊u
reprezentace ρ na Rλ. Proto má nenulový pr̊unik s nějakými Vκ, κ 6= λ, κ ∈ Λρ|Rλ

.

Označme Wκ = W ∩ Vκ. Pak plat́ı W = +̇Wκ. Z úplné reducibility reprezentace ρ|Rλ
ale vyplývá, že z v ∈ Vλ se nelze dostat do Wκ p̊usobeńım ρ(X), tj. Wκ ∩ Rλ = 0,
W = {0}.

Důsledek 13.12. Ireducibilńı reprezentace ρ poloprosté komplexńı algebry na V s nejvyšš́ı
vahou λ je nutně totožná s př́ıslušným Rλ, tj. V = Rλ.

Věta 13.13. Bud’te ρ, ρ̃ ireducibilńı reprezentace dané komplexńı poloprosté Lieovy alge-
bry g na vektorových prostorech V, Ṽ se stejnou nejvyšš́ı vahou λ. Pak jsou reprezentace
ρ, ρ̃ ekvivalentńı, tj. existuje lineárńı bijekce T : V → Ṽ taková, že pro všechna X ∈ g
plat́ı

ρ̃(X) ◦ T = T ◦ ρ(X).
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D̊ukaz. Z předpokládané ireducibility plyne V = Rλ, Ṽ = R̃λ. Definujeme nekonečněrozměrný
prostor Vλ nazývaný Verma modul s nejvyšš́ı vahou λ a reprezentaci algebry g na něm
následuj́ıćım zp̊usobem. Bud’ ∆P = {αj}lj=1, E±j ≡ E±αj a v0 abstraktńı vektor. Vλ
źıskáme jako lineárńı obal všech v́ıcenásobných formálńıch aplikaćı E−j na vektor v0

Vλ := span {E−j1 . . . E−jkv0 | j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , l}, k ∈ N ∪ {0}} ,

Protože span
{
Eα, E−α | α ∈ ∆P

}
generuje pomoćı komutátor̊u celou algebru g, je libo-

volná reprezentace algebry g určená p̊usobeńım E±α, α ∈ ∆P .
Nejprve definujeme p̊usobeńı algebry g na v0:

Tα(v0) = λ(Tα)v0, ∀α ∈ ∆,

Ej(v0) = 0, E−j(v0) = E−jv0, ∀j ∈ {1, . . . , l}.

Obdobně definujeme

E−j (E−j1 . . . E−jkv0) = E−jE−j1 . . . E−jkv0.

Konzistentnost takto definované reprezentace vyžaduje

Tβ (E−j1 . . . E−jkv0) = (λ(Tβ)− αj1(Tβ)− . . .− α−jk(Tβ))E−j1 . . . E−jkv0,

Ej (E−j1 . . . E−jkv0) = δjj1 Tαj (E−j2 . . . E−jkv0)︸ ︷︷ ︸
(λ(Tαj)−αj2(Tαj)−...−α−jk(Tαj))E−j2 ...E−jkv0

+

+ δjj2E−j1
(
λ
(
Tαj
)
− αj3

(
Tαj
)
− . . .− α−jk

(
Tαj
))
E−j3 . . . E−jkv0+

+ · · ·+ δjjkλ
(
Tαj
)
E−j1 . . . E−jk−1

v0.

Lze ukázat, že t́ımto zp̊usobem definované p̊usobeńı span{Eα, E−α | α ∈ ∆P} na Vλ
definuje konzistentńım zp̊usobem reprezentaci g na Vλ.

Nyńı můžeme definovat lineárńı zobrazeńı π : Vλ → Rλ, π̃ : Vλ → R̃λ předpisem

π (E−j1 . . . E−jkv0) = ρ (E−j1) . . . ρ (E−jk) v,

π̃ (E−j1 . . . E−jkv0) = ρ̃ (E−j1) . . . ρ̃ (E−jk) ṽ.

Protože span
{
Eα, E−α | α ∈ ∆P

}
generuje pomoćı komutátor̊u celou algebru g, jsou zob-

razeńı π, π̃ surjektivńı. Z konstrukce Vλ pro libovolné X ∈ g plat́ı ρ(X) ◦ π = π ◦ X,
ρ̃(X) ◦ π̃ = π̃ ◦ X a π, π̃ zobrazuj́ı váhové podprostory reprezentace na Vλ na váhové
podprostory ρ, ρ̃.

V d̊usledku pro všechna X ∈ g plat́ı X(kerπ) ⊂ kerπ a podobně pro ker π̃, tj. kerπ
a ker π̃ jsou invariantńı podprostory Vλ. Jejich zobrazeńım projekcemi π, π̃ źıskáváme
podprostory

π̃(kerπ) = span {π̃(Z) | Z ∈ kerπ, tj. π(Z) = 0}

a podobně π(ker π̃). Vzhledem k tomu, že

ρ̃(X) (π̃(kerπ)) = π̃(X kerπ) ⊂ π̃(kerπ), ∀X ∈ g

jsou to invariantńı podprostory reprezentace ρ̃, resp. ρ. Obě reprezentace ρ, ρ̃ jsou ireduci-
bilńı a jednorozměrné váhové podprostory span{v} = π (span{v0}), span{ṽ} = π̃ (span{v0})
z definice nelež́ı v π(ker π̃), resp. π̃(kerπ), nebot’ v0 /∈ kerπ, resp. v0 /∈ ker π̃. Proto je
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π̃(kerπ) = {0} a π(ker π̃) = {0}. Definujeme T : Rλ → R̃λ následovně: T (w)=π̃(W ), kde
W ∈ Vλ je libovolný vektor splňuj́ıćı w = π(W ) ∈ Rλ. Ověřme konzistenci této definice:
bud’ W0 ∈ kerπ, W ′ = W +W0, pak w = π(W ′) a

π̃(W ′) = π̃(W +W0) = π̃(W ) + π̃(W0)︸ ︷︷ ︸
=0

= π̃(W ) = T (w).

Evidentně k T existuje inverzńı zobrazeńı záměnou π a π̃ v jeho definici, tj. T je bijekce.
Protože pro libovolné X ∈ g plat́ı

T
(
ρ(X)w

)
= T

(
ρ(X)π(W )

)
= T

(
π(XW )

)
= π̃(XW ) = ρ̃(X)π̃(W ) = ρ̃(X)T (w),

je T ◦ ρ(X) = ρ̃(X) ◦ T .

Důsledek 13.14. Ireducibilńı reprezentace ρ je plně určena svou nejvyšš́ı vahou λ.

Definice 13.15. Mějme komplexńı poloprostou Lieovu algebru g s Cartanovou podal-
gebrou g0 a systémem kořen̊u ∆ ⊃ ∆+ ⊃ ∆P = {αj}lj=1. Definujeme λj ∈ J ⊂ h∗ :
λj (Tαk) = δjk. Funkcionály λj nazýváme fundamentálńı váhy Lieovy algebry g, jim
př́ıslušej́ıćı reprezentace nazýváme fundamentálńı reprezentace.

Poznámka 13.16. To, že λj ∈ J a že existuj́ı př́ıslušné reprezentace je třeba ukázat.
Obecný d̊ukaz je poněkud náročněǰśı, proto tak učińıme pro jednotlivé klasické série al-
geber.

Poznámka 13.17. Fundamentálńı váhy lze určit z Cartanovy matice vztahem λj =Mjkαk,
kde Mjk = A−1 je inverze Cartanovy matice, nebot’ αj = ajkλk ze vztahu

αi (Tαk) = aik = aijδjk = aijλj (Tαk) .

Věta 13.18. Ke každé l–tici nezáporných celých č́ısel m1, . . . ,ml existuje právě jedna ire-
ducibilńı reprezentace poloprosté Lieovy algebry g, jej́ıž nejvyšš́ı váha je λ =

∑l
j=1mjλj.

D̊ukaz. To, že může být nejvýše jedna jsme již ukázali, existenci ukážeme konstrukćı pro
jednotlivé klasické série algeber, pro výjimečné algebry ponecháme bez d̊ukazu.

Cvičeńı 13.1. Popǐste strukturu adjungované a definuj́ıćı reprezentace prostých Lieových
algeber Al = sl(l + 1,C). Najděte fundamentálńı váhy.

Řešeńı. • Adjungovaná reprezentace: váhy jsou kořeny, viz cvičeńı 11.3 (a nulový
funkcionál odpov́ıdaj́ıćı Cartanově podalgebře), tj. αij = ϕi−ϕj. Z výběru uspořádáńı
pomoćı vektoru H0 plyne, že nejvyšš́ı váha je ϕ1 − ϕl+1 = α1 + · · · + αl, kde
αi = ϕi − ϕi+1 jsou prosté kořeny.

Vektory Tj = diag(tj,1, . . . , tj,l+1) jsou určeny vztahem αi(Tj) = aij, kde aij jsou
složky Cartanovy matice. K jejich explicitńımu nalezeńı využijeme, že αi(Tj) =
aij = tj,i − tj,i+1 6= 0 pouze pro i = j − 1, j, j + 1,

αj−1(Tj) = tj,j−1 − tj,j = −1,
αj(Tj) = tj,j − tj,j+1 = 2,

αj+1(Tj) = tj,j+1 − tj,j+2 = −1

 ⇒ Tj =



. . .

0
1 . . . . . . . . .
−1

0
. . .


← j
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• Fundamentálńı váhy jsou určené vztahem λi(Tj) = δij,

λ1

 1
−1

0
...

0

 = 1, λ1


...

0
1
−1

0
...

 = 0 ⇒ λ1 = ϕ1,

λ2

 1
−1

0
...

0

 = 0, λ2

 0
1
−1

0
...

 = 1, λ2


...

0
1
−1

0
...

 = 0

implikuje λ2 = ϕ1 +ϕ2. Obdobně zjǐst’ujeme, že λi = ϕ1 + · · ·+ϕi. Snadno lze ověřit,
že λi(Tj) = δij.

• Definuj́ıćı reprezentace: Mějme definuj́ıćı reprezentaci v standardńı bázi (ej)
l+1
j=1 ⊂

Cl+1, D ∈ g0, Dej =

(
d1

...
dl+1

)
· ej = djej. Jej́ı váhy tud́ıž jsou {ϕ1, . . . , ϕl+1},

kde ϕl+1 = −(ϕ1 + · · · + ϕl). Lze je vyjádřit ve tvaru {ϕ1, ϕ1 − α1, ϕ1 − α1 −
α2, . . . , ϕ1−α1− . . .−αl}. Nejvyšš́ı váha je proto ϕ1 = λ1, všechny násobnosti vah
jsou 1.

Cvičeńı 13.2. Popǐste strukturu definuj́ıćı reprezentace algebry Cl = sp(2l,C). Najděte
fundamentálńı váhy této algebry.

Řešeńı. • Definuj́ıćı reprezentace: D ∈ g0:

D =



d1

. . .

dl
−d1

. . .

−dl


, ϕi(D) = di.

Definuj́ıćı reprezentace má váhy {ϕ1, . . . , ϕl,−ϕ1, . . . ,−ϕl}, jej́ı dimenze je 2l, nejvyšš́ı
váha je v uspořádáńı dle cvičeńı 11.4 rovna ϕ1.

• Máme prosté kořeny αi = ϕi − ϕi+1, i ≤ l − 1, αl = 2ϕl. Tud́ıž vektory Tj určené
vztahem αi(Tj) = aij jsou

Tj =



. . .

0
1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1

0
. . .

0
−1 . . . . . . . . .

1
0

. . .



← j

← l + j

, kde j ≤ l − 1,
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a

αi(Tl) = 0, i < l − 1
αl−1(Tl) = −1
αl(Tl) = 2

 ⇒ Tl =



. . .

0
1 . . . . . . . . . . . .

0
. . .

0
−1


← l

.

Fundamentálńı váhy určené vztahem λi(Tj) = δij jsou

λi = ϕ1 + · · ·+ ϕi, i ∈ l̂.

Cvičeńı 13.3. Najděte fundamentálńı váhy algebry Dl = so(2l,C).

Řešeńı. Z výsledku cvičeńı 11.5 máme

H =

d1σ2

. . .

dlσ2

 ≡ H(d1, . . . , dl), ϕi(H) = di,

prosté kořeny jsou αi = ϕi − ϕi+1 pro i ≤ l − 1 a αl = ϕl−1 + ϕl, vektory

Ti = H(0, . . . , 0, 1
i
,−1
i+1
, 0, . . . , 0) pro i ≤ l − 1.

Vektor Tl je vztahy

αl−2(Tl) = −1 = dl−2 − dl−1, αl−1(Tl) = 0 = dl−1 − dl, αl(Tl) = 2 = dl−1 + dl

určen ve tvaru
Tl = H(0, . . . , 0, 1, 1).

Rovnice λi(Tj) = δij určuje fundamentálńı váhy

λ1 = ϕ1,

λi = ϕ1 + · · ·+ ϕi, i ≤ l − 2,

λl−1 =
1

2
(ϕ1 + · · ·+ ϕl−1 − ϕl),

λl =
1

2
(ϕ1 + · · ·+ ϕl).

Definuj́ıćı reprezentace na C2l má váhy {ϕ1, . . . , ϕl,−ϕ1, . . . ,−ϕl}, tj. jej́ı nejvyšš́ı váha
je λ1 = ϕ1.

Cvičeńı 13.4. Najděte fundamentálńı váhy algebry Bl = so(2l + 1,C).

Řešeńı. Z výsledk̊u cvičeńı 11.6 máme

H =


d1σ2

. . .

dlσ2

0

 , ϕi(H) = di,
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prosté kořeny αi = ϕi−ϕi+1, kde i ≤ l−1, a αl = ϕl. Podobně jako pro sl(l+1,C) máme
Ti = H(0, . . . , 0, 1

i
,−1
i+1
, 0, . . . , 0) pro i ≤ l − 1. Vektor Tl je určen rovnicemi

αl−1(Tl) = −2, αl(Tl) = 2,

jež implikuj́ı Tl = H(0, . . . , 0, 2). Fundamentálńı váhy určené λi(Tj) = δij jsou

λi = ϕ1 + · · ·+ ϕi, i ≤ l − 1,

λl =
1

2
(ϕ1 + · · ·+ ϕl).

13.2 Konstrukce ireducibilńı reprezentace se zada-

nou nejvyšš́ı vahou

Zabývejme se nyńı otázkou, jak k zadané nejvyšš́ı váze λ =
∑l

j=1 mjλj ∈ J naj́ıt
př́ıslušnou ireducibilńı reprezentaci s touto nejvyšš́ı vahou. K tomu je dobré si uvědomit,
jaké váhy má tenzorový součin dvou reprezentaćı.

Mějme reprezentace ρ : g → gl(V ), ρ̃ : g → gl
(
Ṽ
)

Lieovy algebry g na vektorových

prostorech V , Ṽ . Na tenzorovém součinu V ⊗ Ṽ definujeme reprezentaci ρ ⊗ ρ̃ : g →
gl
(
V ⊗ Ṽ

)
, zvanou tenzorový součin reprezentaćı ρ a ρ̃, předpisem

(ρ⊗ ρ̃) (X) = ρ(X)⊗ I|Ṽ + I|V ⊗ ρ̃(X), ∀X ∈ g.

Snadno ověř́ıme, že ρ⊗ ρ̃ je homomorfismus g do gl
(
V ⊗ Ṽ

)
[(ρ⊗ ρ̃) (X), (ρ⊗ ρ̃) (Y )] (v ⊗ ṽ) =

= (ρ⊗ ρ̃) (X)
(
ρ(Y )v ⊗ ṽ + v ⊗ ρ̃(Y )ṽ

)
− (ρ⊗ ρ̃) (Y )

(
ρ(X)v ⊗ ṽ + v ⊗ ρ̃(X)ṽ

)
=

= ρ(X)ρ(Y )v ⊗ ṽ + ρ(Y )v ⊗ ρ̃(X)ṽ + ρ(X)v ⊗ ρ̃(Y )ṽ + v ⊗ ρ̃(X)ρ̃(Y )ṽ−
−ρ(Y )ρ(X)v ⊗ ṽ − ρ(X)v ⊗ ρ̃(Y )ṽ − ρ(Y )v ⊗ ρ̃(X)ṽ − v ⊗ ρ̃(Y )ρ̃(X)ṽ =

=
(
ρ
(
[X, Y ]

)
v
)
⊗ ṽ + v ⊗

(
ρ̃
(
[X, Y ]

)
ṽ
)

= (ρ⊗ ρ̃)
(
[X, Y ]

)
v ⊗ ṽ.

Bud’ nadále g komplexńı poloprostá Lieova algebra a Λρ, Λρ̃ odpov́ıdaj́ıćı systémy vah

reprezentaćı ρ, ρ̃. Pro libovolná λ ∈ Λρ, v ∈ Vλ, µ ∈ Λρ̃, ṽ ∈ Ṽµ a H ∈ g0 máme

(ρ⊗ ρ̃)(H)v ⊗ ṽ = ρ(H)v︸ ︷︷ ︸
λ(H)v

⊗ṽ + v ⊗ ρ̃(H)ṽ︸ ︷︷ ︸
µ(H)ṽ

= (λ+ µ)(H)v ⊗ ṽ,

tud́ıž λ+µ je váhou reprezentace ρ⊗ ρ̃, Λρ⊗ρ̃ = {λ+µ | λ ∈ Λρ, µ ∈ Λρ̃} a máme rozklad

V ⊗ Ṽ do odpov́ıdaj́ıćıch váhových podprostor̊u Vλ+µ, λ ∈ Λρ, µ ∈ Λρ̃.
Speciálně pokud λmax, µmax jsou nejvyšš́ı váhy uvedených reprezentaćı, pak λmax+µmax

je nejvyšš́ı vahou reprezentace ρ⊗ ρ̃.

Př́ıklad 13.19. Bud’ Dj (2j + 1)–rozměrná reprezentace algebry so(3), kde j ∈ 1
2
N0. Pak

lze rozložit

Dj ⊗Dk = Dj+k ⊕ · · · ⊕D|j−k|.

Jedná se o Clebsch–Gordan̊uv rozklad známý z teorie momentu hybnosti v kvantové
mechanice.
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Reprezentace ρ⊗ρ̃ je v naprosté většině př́ıpad̊u reducibilńı. Jej́ı rozklad na ireducibilńı
reprezentace je obecně netriviálńı kombinatorická úloha. Určitě je v V ⊗ Ṽ obsažena
ireducibilńı reprezentace s nejvyšš́ı vahou λmax + µmax.

Pokud speciálně Ṽ = V , můžeme uvažovat lineárńı operátor

S12 : V ⊗ V → V ⊗ V : S12(u⊗ v) = v ⊗ u.

Vid́ıme, že S2
12 = I, tud́ıž σ(S12) = {±1}, a pro libovolné X ∈ g plat́ı

[S12, (ρ⊗ ρ)(X)](u⊗ v) = S12

(
ρ(X)u⊗ v + u⊗ ρ(X)v

)
− (ρ⊗ ρ)(X)(v ⊗ u) =

= v ⊗ ρ(X)u+ ρ(X)v ⊗ u− ρ(X)v ⊗ u− v ⊗ ρ(X)u = 0,

tj.

[S12, (ρ⊗ ρ)(X)] = 0.

Proto lze reprezentaci ρ⊗ ρ zúžit na vlastńı podprostory S12

V ⊗S V = span{u⊗ v + v ⊗ u | u, v ∈ V }, S12|V⊗SV = I|V⊗SV ,
V ∧ V = span{u⊗ v − v ⊗ u | u, v ∈ V }, S12|V ∧V = −I|V ∧V .

Takto definované reprezentace na V ⊗S V , resp. V ∧ V nazýváme symetrický, resp.
antisymetrický tenzorový součin reprezentace ρ se sebou samotnou a znač́ıme je
ρ⊗S ρ, resp. ρ ∧ ρ.

Symetrizace resp. antisymetrizace nám určuje, které váhové podprostory v V ⊗S V ,
resp. V ∧ V , z̊ustanou. Pokud λ je nejvyšš́ı váha a µ druhá nejvyšš́ı váha reprezentace ρ
na V , pak

• ρ⊗S ρ na V ⊗S V má nejvyšš́ı váhu 2λ,

• ρ ∧ ρ na V ∧ V má nejvyšš́ı váhu λ+ µ.

Př́ıklad 13.20. V př́ıpadě algebry so(3,C) a tř́ırozměrné reprezentace V = D1 máme váhy

D1 ⊗D1

váhy:
= D

5

2 ⊕D
3

1 ⊕D
1

0 = D1 ⊗S D1

6︸ ︷︷ ︸
D2⊕D0

⊕D1 ∧D1

3︸ ︷︷ ︸
D1

,

kde prvńı rovnost odpov́ıdá Clebsch–Gordanovu rozkladu, druhá rozkladu do symetrické
a antisymetrické části tenzorového součinu.

Zobecněńım tohoto postupu je rozklad vyšš́ıch tenzorových mocnin reprezentaćı, tj.
ρ⊗k = ρ⊗ρ⊗· · ·⊗ρ na V ⊗k = V ⊗V ⊗· · ·⊗V . Reprezentace ρ⊗k je definována předpisem

(ρ⊗ · · · ⊗ ρ)(X) = ρ(X)⊗ I⊗ · · · ⊗ I + I⊗ ρ(X)⊗ I⊗ · · · ⊗ I + · · ·+ I⊗ · · · ⊗ I⊗ ρ(X).

Definujeme operátor Sij : V ⊗k → V ⊗k zaměňuj́ıćı i–tou a j−tou složku tenzorového
součinu,

Sij(u1 ⊗ · · · ⊗ ui ⊗ · · · ⊗ uj ⊗ · · · ⊗ uk) = u1 ⊗ · · · ⊗ uj ⊗ · · · ⊗ ui ⊗ · · · ⊗ uk.

Podobně jako výše zjǐst’ujeme, že

[Sij, (ρ⊗ · · · ⊗ ρ)(X)] = 0,
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tj. operátory ρ⊗k(X) komutuj́ı s přirozenou reprezentaćı symetrické grupy Sk na V ⊗k

zaměňuj́ıćı pořad́ı složek v tenzorovém součinu. Protože grupa Sk, kde k > 2, neńı abe-
lovská, pro k > 2 již neexistuje rozklad V ⊗k do společných vlastńıch podprostor̊u Sij.
Složitěǰśı postup vycházej́ıćı z teorie reprezentaćı symetrické grupy (tzv. Youngovy ta-
bulky) je zapotřeb́ı, pokud se maj́ı identifikovat všechny možné invariantńı podprostory.
Nicméně, dva společné vlastńı podprostory vždy existuj́ı:

• V ⊗Sk = V ⊗S · · · ⊗S V , Sij|V ⊗Sk = I|V ⊗Sk ,

• V ∧k = V ∧ · · · ∧ V , Sij|V ∧k = −I|V ∧k .
Př́ıslušné reprezentace algebry g znač́ıme ρ⊗Sk, ρ∧k. Ze struktury váhových podprostor̊u
vid́ıme, že pokud ρ je ireducibilńı s vahami λ1, λ2, . . . , λn, přičemž λ1(H0) > λ2(H0) ≥
· · · ≥ λn(H0), pak:

• ρ⊗Sk má nejvyšš́ı váhu kλ1,

• ρ∧k má nejvyšš́ı váhu λ1 + · · ·+ λk po zohledněńı př́ıpadných násobnost́ı.

Na závěr si stručně shrňme celý postup vysvětlený v této kapitole. Mějme komplexńı
poloprostou Lieovu algebru g, jej́ı fundamentálńı váhy λ1, . . . , λl ∈ J a př́ıslušné funda-
mentálńı reprezentace ρj na Vj. Necht’ λ =

∑
jmjλj, kde mj ∈ N0. Př́ıslušnou ireducibilńı

reprezentaci s nejvyšš́ı vahou λ najdeme v (ρ1)⊗Sm1 ⊗ (ρ2)⊗Sm2 ⊗ · · · ⊗ (ρl)
⊗Sml . Jedno-

rozměrný váhový podprostor Vλ, př́ıslušej́ıćı nejvyšš́ı váze λ je roven tenzorovému součinu
podprostor̊u V

⊗mj
λj

= Vλj ⊗ . . .⊗ Vλj︸ ︷︷ ︸
mj−krát

. Z něj lze źıskat celou reprezentaci určeńım invari-

antńıho podprostoru Rλ.

Cvičeńı 13.5. Uvažujme algebru so(3,C) = sl(2,C) s Lieovými závorkami [L3, L±] = ±L±,
[L+, L−] = 2L3. Jej́ı fundamentálńı reprezentace ρ ≡ D1/2 na D1/2 = span{|↑〉, |↓〉} má
tvar

ρ(L3) =
1

2

(
1 0
0 −1

)
, ρ(L+) =

(
0 1
0 0

)
, ρ(L−) =

(
0 0
1 0

)
,

ρ(L3)|↑〉 =
1

2
|↑〉, ρ(L3)|↓〉 = −1

2
|↓〉, váhy: λ = ±1

2
,

Explicitně rozložte tenzorový součin ρ se sebou samou na ireducibilńı reprezentace.

Řešeńı.

(ρ⊗ ρ)(L3) =
1

2

(
1 0
0 −1

)
⊗
(

1 0
0 1

)
+

(
1 0
0 1

)
⊗ 1

2

(
1 0
0 −1

)
p̊usob́ı na bazické vektory následovně

(ρ⊗ ρ)(L3)|↑↑〉 = |↑↑〉, (ρ⊗ ρ)(L3)|↑↓〉 =
1

2
|↑↓〉 − 1

2
|↑↓〉 = 0,

(ρ⊗ ρ)(L3)|↓↓〉 = −|↓↓〉, (ρ⊗ ρ)(L3)|↓↑〉 = 0,

(ρ⊗ ρ)(L−)|↑↑〉 = |↓↑〉+ |↑↓〉, (ρ⊗ ρ)(L−)
(
|↓↑〉+ |↑↓〉

)
= 2|↓↓〉,

(ρ⊗ ρ)(L−)|↓↓〉 = 0, (ρ⊗ ρ)(L−)
(
|↓↑〉 − |↑↓〉

)
= |↓↓〉 − |↓↓〉 = 0,

a podobně pro (ρ⊗ ρ)(L+). Váhy jsou ±2λ, 0, násobnosti n±2λ = 1, n0 = 2.
Ireducibilńı podprostory jsou symetrizovaný a antisymetrizovaný tenzorový součin,

D1 = span{|↑↑〉, |↑↓〉+ |↓↑〉, |↓↓〉}, D0 = span{|↑↓〉 − |↓↑〉}.
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Cvičeńı 13.6. Nalezněte pomoćı tenzorových mocnin definuj́ıćı reprezentace všechny fun-
damentálńı reprezentace algebry sl(l + 1,C).

Řešeńı. Vı́me, že prvńı fundamentálńı reprezentace ρ1 je definuj́ıćı reprezentace, dim ρ1 =
l + 1, viz cvičeńı 13.1. Pro antisymetrizovaný tenzorový součin ρ1 ∧ ρ1 máme

(ρ1 ∧ ρ1)(D)(ei ∧ ej) = (ρ1(D)⊗ I + I⊗ ρ1(D))(ei ⊗ ej − ej ⊗ ei) =

= diei ⊗ ej − djej ⊗ ei + ei ⊗ djej − ej ⊗ diei = (di + dj)(ei ∧ ej),

tj. váhy jsou {ϕi + ϕj | i 6= j}, dim ρ ∧ ρ =
(
l+1
2

)
, nejvyšš́ı je ϕ1 + ϕ2.

Pro ρ∧j jsou váhy
{
ϕi1 + · · ·+ ϕij | i1 < · · · < ij

}
, dim ρ∧j =

(
l+1
j

)
, nejvyšš́ı váha je

λj = ϕ1 + · · ·+ ϕj.

Pro ρ∧l jsou váhy
{∑

i 6=1 ϕi, . . . ,
∑

i 6=l+1 ϕi

}
= {−ϕ1, . . . ,−ϕl+1}. Poznamenejme, že

pro l > 1 to je množina vah r̊uzná od vah definuj́ıćı reprezentace {ϕ1, . . . , ϕl+1}, tj. jedná
se o jinou, neekvivalentńı reprezentaci stejné dimenze l+1. Nejvyšš́ı váha této reprezentace
je λl+1. V př́ıpadě, že l = 1, je ρ∧l=1 ' ρ, tj. ρ∧l=1 je totožná s definuj́ıćı reprezentaćı.

T́ım jsme zkonstruovali všechny fundamentálńı reprezentace algebry sl(l + 1,C).

Cvičeńı 13.7. Určete, které z fundamentálńıch reprezentaćı algeber Bl, Cl a Dl lze zkon-
struovat tenzorovými mocninami z př́ıslušných definuj́ıćıch reprezentaćı.

Řešeńı. Všechny kromě

• Bl reprezentace s nejvyšš́ı vahou λl = 1
2
(ϕ1 + · · ·+ ϕl−1 + ϕl),

• Dl reprezentace s nejvyšš́ımi vahami

λl−1 =
1

2
(ϕ1 + · · ·+ ϕl−1 − ϕl), λl =

1

2
(ϕ1 + · · ·+ ϕl−1 + ϕl).

Zd̊uvodněte.

13.3 Spinorové reprezentace

Při studiu př́ıklad̊u jsme zjistili, že většinu fundamentálńıch reprezentaćı klasických séríı
prostých algeber lze źıskat z definuj́ıćı reprezentace antisymetrizovanými tenzorovými
součiny. Reprezentaćım, které umı́me źıskat tenzorovými součiny z definuj́ıćı maticové
reprezentace na př́ıslušném vektorovém prostoru, ř́ıkáme vektorové. V př́ıpadě séríı
Bl = so(2l+ 1,C), Dl = so(2l,C) ale existuj́ı i fundamentálńı váhy a jim odpov́ıdaj́ıćı re-
prezentace, které takto źıskat nelze. Př́ıslušné tzv. spinorové reprezentace konstruujeme
následuj́ıćım postupem, s využit́ım pojmu Cliffordovy algebry.

Definice 13.21. Uvažujme 2n–rozměrnou asociativńı algebru

C`(n) = span {I, γa1 . . . γak | 1 ≤ k ≤ n, a1 < a2 < · · · < ak}

s asociativńım násobeńım určeným antikomutačńım vztahem{
γa, γb

}
≡ γaγb + γbγa = 2δabI,

který nám umožňuje výsledek násobeńı vždy zapsat jako prvek C`(n) prokomutováńım
do patřičného pořad́ı generátor̊u γaj . Tuto algebru nazýváme Cliffordova algebra s n
generátory.
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V Cliffordově algebře C`(n) lze definovat vektory

Σab =
1

2
γaγb =

1

4

[
γa, γb

]
, a 6= b, Σab = −Σba,

které vyhovuj́ı komutačńım relaćım[
Σab,Σcd

]
=

1

4

(
γaγbγcγd − γcγdγaγb

)
=

=
1

4

(
2δbcγaγd − 2δacγbγd + 2δbdγcγa − 2δadγcγb

)
=

= δbcΣad − δacΣbd − δbdΣac + δadΣbc

Pro porovnáńı si uvědomme, že v algebře so(n) obvyklá báze
(
Sab = Eab − Eba

)
a<b

(kde

Eab je matice s jednotkou na pozici (a, b) a nulami všude jinde) má stejné komutačńı
relace: [

Sab, Scd
]

= δbcSad − δacSbd − δbdSac + δadSbc.

Proto libovolná reprezentace asociativńı Cliffordovy algebry C`(n) definuje též reprezen-
taci Lieovy algebry so(n). Uvažme dva př́ıpady podle parity dimenze n.

• n = 2l. Přejděme k nové bázi Cliffordovy algebry C`(2l)

σj =
γ2j−1 + iγ2j

2
, σ∗j =

γ2j−1 − iγ2j

2
(13.3)

s antikomutátory popsanými rovnicemi

{σj, σk} = 0 = {σ∗j , σ∗k}, {σj, σ∗k} = δjkI. (13.4)

Vid́ıme, že máme algebru l fermionových kreačńıch a anihilačńıch operátor̊u. Jejich
reprezentace se dá přirozeně zkonstruovat na 2l–rozměrném vektorovém prostoru

V = span
{
σ∗a1 . . . σ

∗
ak
|0〉 | 0 ≤ k ≤ l, 1 ≤ a1 < · · · < ak ≤ l

}
,

kde p̊usobeńı anihilačńıch operátor̊u plyne z σa|0〉 = 0 a rovnic (13.4). T́ım źıskáváme
též reprezentaci Lieovy algebry so(2l) na V . Protože prvky so(2l) jsou reprezen-
továny kvadratickými výrazy v σj, σ

∗
k, vektorový prostor V se z hlediska reprezen-

tace so(2l) rozpadá na dva invariantńı podprostory, se sudým, resp. lichým, počtem
σ∗ p̊usob́ıćıch na |0〉.
Př́ımým výpočtem zjǐst’ujeme, že bázi algebry so(2l) ve tvaru Fij ,F †ij,Gij,H(κ1, . . . , κl)
reprezentujeme operátory

Fij = σ∗i σ
∗
j , F †ij = σiσj, Gij = σ∗i σj, H(κ1, . . . , κl) =

l∑
j=1

κj

(
σ∗jσj −

1

2

)
.

Protože

H(κ1, . . . , κl)σ
∗
a1
. . . σ∗ak |0〉 =

l∑
j=1

κj

(
nj −

1

2

)
σ∗a1 . . . σ

∗
ak
|0〉.
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jsou bazické vektory σ∗a1 . . . σ
∗
ak
|0〉 ∈ V současně váhovými vektory konstruované

reprezentace algebry so(2l), s vahou
∑l

j=1

(
nj − 1

2

)
ϕj. Vektor σ∗1 . . . σ

∗
l |0〉 ∈ V je

váhový vektor s nejvyšš́ı vahou, která je rovna 1
2
(ϕ1+. . .+ϕl). Tato váha je současně

nejvyšš́ı vahou ireducibilńı spinorové reprezentace na podprostoru

V1 = span
{
σ∗a1 . . . σ

∗
ak
|0〉 | 0 ≤ k ≤ l, 1 ≤ a1 < · · · < ak ≤ l

}
, 2 | l − k.

Pro podprostor

V2 = span
{
σ∗a1 . . . σ

∗
ak
|0〉 | 0 ≤ k ≤ l, 1 ≤ a1 < · · · < ak ≤ l

}
, 2 6 | l − k

s opačnou paritou vektor̊u máme váhy
∑l

j=1

(
nj − 1

2

)
ϕj, kde

k =
l∑

j=1

nj ∈ {l − 1, l − 3, . . . , 0 ∨ 1 (dle parity l)}.

Nejvyšš́ı váha této spinorové reprezentace je při našem uspořádáńı rovna 1
2
(ϕ1 +

· · · + ϕl−1 − ϕl). Odpov́ıdá váhovému vektoru σ∗1 . . . σ
∗
l−1|0〉. Poznamenejme, že

dimV1 = dimV2 = 2l−1.

• n = 2l + 1. Postupujeme obdobně, ale při změně báze (13.3) nám přebývá γ2l+1

vyhovuj́ıćı {
γ2l+1, σj

}
= 0 =

{
γ2l+1, σ∗j

}
. (13.5)

Vybudujeme stejně jako výše reprezentaci vektor̊u σj, σ
∗
j na 2l–rozměrném vekto-

rovém prostoru V . Působeńı generátoru γ2l+1 v souladu s antikomutátory (13.5)
definujeme předpisem

γ2l+1|0〉 = |0〉, γ2l+1
(
σ∗a1 . . . σ

∗
ak
|0〉
)

= (−1)k
(
σ∗a1 . . . σ

∗
ak
|0〉
)
.

Prvky představuj́ıćı bazické vektory algebry so(2l + 1,C) v Cliffordově algebře
C`(2l+1) nyńı obsahuj́ı γ2l+1, proto operátory reprezentuj́ıćı Lieovu algebru so(2l+
1,C) na V nejsou výlučně kvadratické v fermionových kreačńıch a anihilačńıch
operátorech σj, σ

∗
j . V d̊usledku vektorový prostor V neobsahuje invariantńı podpro-

story, tud́ıž spinorová reprezentace Lieovy algebry so(2l+1) na V je ireducibilńı
s nejvyšš́ı vahou 1

2
(ϕ1 + · · ·+ ϕl). Jej́ı dimenze je 2l.
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Kapitola 14

Reprezentace algebry su(3) v
částicové fyzice

Jako př́ıklad využit́ı teorie reprezentaćı poloprostých Lieových algeber si nyńı nast́ıńıme
ve zjednodušené a historicky ne zcela přesné podobě cestu, po ńıž fyzikové dospěli ke kvar-
kovému modelu silně interaguj́ıćıch částic, tzv. hadron̊u. V této kapitole předpokládáme,
že čtenář má základńı znalosti kvantové mechaniky.

14.1 Symetrie a integrály pohybu

V klasické mechanice spojité symetrie, tj. invariance teorie v̊uči spojitým grupám trans-
formaćı, implikuj́ı existenci a konkrétńı tvar integrál̊u pohybu. Toto tvrzeńı je obsahem
tzv. věty Noetherové.

V kvantové mechanice se tato korespondence stává mnohem přirozeněǰśı: generátory 1-
parametrických grup symetríı Hamiltoniánu reprezentované (anti)samosdruženými operá-
tory na Hilbertově prostoru H př́ımo jsou integrály pohybu, tj. pozorovatelné komutuj́ıćı
s Hamiltoniánem (vynásobené imaginárńı jednotkou, viz poznámka 4.8). Množina anti-
samosdružených operátor̊u komutuj́ıćıch s Hamiltoniánem je uzavřená vzhledem ke ko-
mutátoru a reálným lineárńım kombinaćım, proto máme reálnou Lieovu algebru integrál̊u
pohybu.

Uvažujme nadále př́ıpad, kdy Lieova algebra integrál̊u pohybu je konečněrozměrná
kompaktńı Lieova algebra. Pak lze ukázat, že i pro nekonečněrozměrný Hilbert̊uv prostor
H je jej́ı antisamosdružená reprezentace na H direktńım součtem konečněrozměrných
ireducibilńıch reprezentaćı, tj. v H existuje báze tvořená váhovými vektory. Cartanova
podalgebra je tvořena komutuj́ıćımi operátory, ty současně komutuj́ı s Hamiltonánem.
Pokud Lieova algebra integrál̊u pohybu je dostatečně velká, pak Cartanova podalgebra
společně s Hamiltoniánem může definovat úplnou množinu pozorovatelných, tj. ireduci-
bilńı reprezentace jsou určené energíı a váhové vektory jsou vektory s přesně určenými
hodnotami úplné množiny pozorovatelných tvořené Cartanovou podalgebrou a Hamil-
toniánem.

14.2 Izospin

Je experimentálně zjǐstěným faktem, že proton a neutron se z hlediska silné jaderné inter-
akce chovaj́ı v podstatě stejně. Proto W. Heisenberg počátkem 30. let 20. stolet́ı zkusil zfor-
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mulovat teorii jaderných sil založenou na předpokladu, že p a n jsou 2 stavy jediné částice
zvané nukleon. Tj. předpokládal, že existuje nějaký vnitřńı stupeň volnosti nukleonu,
jemu odpov́ıdaj́ıćı Hilbert̊uv prostor můžeme chápat jako C2, se ztotožněńım |p〉 = ( 1

0 )
a |n〉 = ( 0

1 ). Teorii jaderné interakce pak budujeme jako invariantńı v̊uči jejich libo-
volnému mı́̌seńı zachovávaj́ıćımu normu, tj. grupě SU(2). Proto uvažujeme 2–rozměrnou
reprezentaci su(2) = so(3), což je dvojznačná reprezentace grupy SO(3), tj. reprezen-
tace poloč́ıselného spinu. Tento spin je ve vnitřńım Hilbertově prostoru nesouvisej́ıćım s
prostoročasovými vlastnostmi, momentem hybnosti apod. a rozlǐsuje mezi r̊uznými nukle-
ony. Proto ho nazýváme izotopický spin neboli isospin. Z teorie reprezentaćı momentu
hybnosti v́ıme, že na H máme dva komutuj́ıćı operátory I2, I3, které v bázi (|p〉, |n〉)
p̊usob́ı

I2|p〉 =
1

2

(
1

2
+ 1

)
|p〉, I3|p〉 =

1

2
|p〉,

I2|n〉 =
1

2

(
1

2
+ 1

)
|n〉, I3|n〉 = −1

2
|n〉.

Vid́ıme, že elektrický náboj nukleon̊u lze vyjádřit vztahem

Q = I3 +
1

2
.

Postupně byly objeveny daľśı silně interaguj́ıćı částice: antinukleony, piony aj. K popisu
této pozorované r̊uznorodosti bylo zavedeno baryonové č́ıslo B, tj. počet nukleon̊u, které se
dle výsledk̊u experiment̊u zachovává při všech interakćıch. Jednotlivé druhy částic byly
zařazeny do vhodně vybraných reprezentaćı isospinové algebry su(2) = so(3). Pion̊um
byla přǐrazena vektorová reprezentace so(3), tj. l = 1, m = −1, 0, 1, antinukleon̊um
reprezentace sdružená k nukleonové spinové reprezentaci. Hodnota baryonového č́ısla je
dána zvolenou reprezentaćı a pro elektrický náboj plat́ı

Q = I3 +
1

2
B.

Konkrétně máme pro

• nukleony B = 1, σ(I3) = {±1
2
}, Q ∈ {0, 1},

• piony B = 0, σ(I3) = {−1, 0, 1}, Q ∈ {−1, 0, 1},

• antinukleony: B = −1, σ(I3) =
{
±1

2

}
, Q ∈ {0,−1}

Situace se dále zkomplikovala objevem kaon̊u, které se rozpadaj́ı na tehdy již známé
částice, ale podstatně pomaleji, než fyzikové očekávali. To vedlo k poznáńı, že jsou dva
druhy jaderných interakćı, nyńı zvané silná a slabá, a že se kaony rozpadaj́ı pod vlivem
slabé interakce, nikoliv silné. Proto byla zavedena nová veličina zachovávaj́ıćı se při silných
jaderných interakćıch, nazvaná ze zřejmého d̊uvodu podivnost. Elektrický náboj pak byl
vyjádřen Gell-Mann-Nishijimovým vzorcem

Q = I3 +
1

2
Y, kde Y = S +B je tzv. hypernáboj. (14.1)

Tento vzorec vedl k pokus̊um naj́ıt popis silných jaderných interakćı, v němž by I3 a Y
byly komutuj́ıćı prvky jedné větš́ı algebry integrál̊u pohybu, nejlépe prosté kompaktńı.
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Po několika neúspěšných pokusech (ve smyslu dávaj́ıćıch předpovědi v rozporu s tehdy
prováděnými experimenty) v roce 1964 nezávisle na sobě dva fyzikové, M. Gell-Mann a G.
Zweig, přǐsli s ekvivalentńımi teoriemi využ́ıvaj́ıćımi algebru su(3) a myšlenku nukleon̊u
složených z hypotetických komponent, které byly později experimentálně prokázány a v
souladu s Gell-Mannovým popisem nazvány kvarky.

14.3 Reprezentace su(3)

Uvažujme bázi Lieovy algebry su(3)C = sl(3,C) ve tvaru tzv. Gell-Mannových matic

I3 =
1

2

1
−1

0

 , Y =
1

3

1
1
−2

 , (14.2)

I+ = E12 = Eα =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , U+ = E23 = Eβ =

0 0 0
0 0 1
0 0 0

 ,

V+ = [I+, U+] = E13 = Eα+β, I− = (I+)T , U− = (U+)T , V− = (V+)T

s komutačńımi relacemi

[I+, V+] = 0, [U+, V+] = 0, [I3, Y ] = 0

[I3, I±] = ±I±, [I3, U±] = ∓1

2
U±, [I3, V±] = ±1

2
V±,

[Y, I±] = 0, [Y, U±] = ±U±, [Y, V±] = ±V±, (14.3)

[I+, I−] = 2I3, [U+, U−] = −I3 +
3

2
Y, [V+, V−] = I3 +

3

2
Y.

Cartanova podalgebra je g0 = span{I3, Y }, se skalárńım součinem na h daným

K(I3, Y ) = 0 K(I3, I3) = c
1

2
K(Y, Y ) = c

2

3
, (14.4)

kde c je nějaká pro daľśı úvahy nepodstatná nenulová konstanta. Tj. bazické vektory I3

a Y jsou ortogonálńı, ale nejsou normalizované na stejnou délku. Proto v kořenových a
váhových diagramech vynáš́ıme hodnoty odpov́ıdaj́ıćıch funkcionál̊u na kolmé osy, ale v
r̊uzných měř́ıtkách, jejichž poměr

√
3

2
odpov́ıdá poměru norem vektor̊u I3 a Y vzhledem

ke Killingově formě v (14.4). Kořenové a váhové vektory znač́ıme hodnotami vlastńıch
č́ısel operátor̊u I3 a Y v odpov́ıdaj́ıćı reprezentaci

|λ, µ〉 : I3|λ, µ〉 = λ|λ, µ〉, Y |λ, µ〉 = µ|λ, µ〉.
Kořenový diagram s uvedeńım kořenových vektor̊u na mı́stě jim odpov́ıdaj́ıćıch kořen̊u

má následuj́ıćı tvar

U+ ≡ β = |− 1
2
, 1〉 V+ ≡ α+ β = | 1

2
, 1〉

I+ ≡ α = |1, 0〉

U− = | 1
2
,−1〉V− = |− 1

2
,−1〉

I− = |−1, 0〉

Y

I3
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odpov́ıdaj́ıćı komutačńım relaćım v (14.3) a jimi určeným vlastńım hodnotám operátor̊u
adI3 , adY . Adjungovanou reprezentaci algebry su(3) vzhledem k jej́ı dimenzi obvykle
znač́ıme 8.

Definuj́ıćı vektorová reprezentace su(3) na C3, obvykle značená 3, je současně funda-
mentálńı reprezentace algebry su(3)C = sl(3). V Gell-Mannově kvarkovém modelu se v ńı
transformuj́ı částice zvané kvarky

|u〉 = |1
2
,
1

3
〉, |d〉 = |−1

2
,
1

3
〉 |s〉 = |0,−2

3
〉

maj́ıćı baryonové č́ıslo B = 1
3
. Jej́ı váhový diagram je

Y

I3

− 2
3

1
2

|d〉 = |− 1
2
, 1
3
〉 |u〉 = | 1

2
, 1
3
〉

|s〉 = |0,− 2
3
〉

jak plyne z hodnot vlastńıch č́ısel odpov́ıdaj́ıćıch společným vlastńım vektor̊um matic I3

a Y v (14.2).
Druhá fundamentálńı (též zvaná antifundamentálńı) reprezentace 3̄ algebry su(3)C je

reprezentace sdružená k vektorové reprezentaci 3 ve smyslu

ρ : g→ gl(V ∗)
(
ρ(X)φ

)
(v) = −φ (ρ(X)v) , ∀X ∈ g, v ∈ V, φ ∈ V ∗.

(Opačné znaménko v definici je třeba proto, abychom źıskali opět reprezentaci algebry g.)
Váhový diagram 3̄ je dán opačnými hodnotami vlastńıch č́ısel, tj. je z diagramu pro 3
źıskán inverźı vzhledem k počátku souřadných os,

Y

I3

2
3

1
2

|d〉 = | 1
2
,− 1

3
〉|u〉 = |− 1

2
,− 1

3
〉

|s〉 = |0, 2
3
〉

V této reprezentaci se transformuj́ı částice zvané antikvarky, značené |ū〉, |d̄〉, |s̄〉, maj́ıćı
baryonové č́ıslo B = −1

3
.

V př́ırodě pozorované částice maj́ı celoč́ıselný elektrický náboj. Proto experimentálně
detekované částice hledáme v reprezentaćıch, jimž odpov́ıdá celoč́ıselný náboj dle Gell-
Mann-Nishijimova vzorce (14.1).

Vázané stavy kvark–antikvark jsou popsány reprezentaćı 3⊗3, jej́ıž rozklad na iredu-
cibilńı reprezentace je 8⊕ 1:
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K0 = |ds〉 = |− 1
2
, 1〉 K+ = |us〉 = | 1

2
, 1〉

π+ = |ud〉 = |1, 0〉

K0 |ds〉 = | 1
2
,−1〉K− = K+ |us〉 = |− 1

2
,−1〉

π− = |ud〉 = |−1, 0〉

Y

I3|uu〉 = |dd〉 = |ss〉

kde

π0 =
|uu〉 − |dd〉√

2
, η =

|uu〉+ |dd〉 − 2|ss〉√
6

, 1 = span

{
η′ =

|uu〉+ |dd〉+ |ss〉√
3

}
.

Tyto částice maj́ı baryonové č́ıslo B = 1
3
− 1

3
= 0. To, že 3⊗ 3 v sobě muśı obsahovat 8

plyne z nejvyšš́ı váhy tenzorového součinu 3⊗ 3, singletová reprezentace 1 tam pak muśı
být z rozměrových d̊uvod̊u.

Reprezentace vedoućı na vázané stavy trojice kvark̊u je 3 ⊗ 3 ⊗ 3, s hodnotou bary-
onového č́ısla B = 1

3
+ 1

3
+ 1

3
= 1. Jej́ı ireducibilńı složky zjist́ıme následovně: nejvyšš́ı

váha odpov́ıdá totálně symetrizovanému tenzorovému součinu 3⊗S 3⊗S 3, z počtu kom-
binaćı s opakováńım zjǐst’ujeme jej́ı dimenzi

(
5
3

)
= 10, jednorozměrné váhové podprostory

pak dokládaj́ı jej́ı ireducibilitu (nic nelze vynechat, aniž bychom narušili známé vlastnosti
váhových diagramů dle věty 13.5). Tj. máme reprezentaci 10. Dále v rozkladu muśı být
totálně antisymetrizovaný tenzorový součin 3∧3∧3 = 1. Ze skládáńı vah, viz obrázek 14.1,
pak vid́ıme, že doplňkový podprostor v 3⊗3⊗3 má stejné váhy jako adjungovaná repre-
zentace a že každý váhový podprostor má dvojnásobnou dimenzi oproti odpov́ıdaj́ıćımu
podprostoru v 8. Tud́ıž máme v rozkladu ještě dvě kopie adjungované reprezentace, tj.
3⊗ 3⊗ 3 = 10⊕ 8⊕ 8⊕ 1. Jedna z 8 obsahuje proton a neutron,

n p

Σ+

Ξ0Ξ−

Σ−

Σ0 = Λ

ostatńı obsahuj́ı exotičtěǰśı částice. Pro úspěch kvarkového modelu je podstatná zejména
reprezentace 10, viz obrázek 14.1. V době, kdy Gell-Mann a Zweig vytvořili tuto teo-
rii, byly známé všechny částice s odpov́ıdaj́ıćımi hodnotami náboj̊u, s výjimkou částice
označené v diagramu jako Ω−. Jej́ı předpověd’ na základě kvarkového modelu byla záhy
experimentálně potvrzena.

Dnes je tato teorie, zvaná su(3) teorie v̊uńı, již zastaralá, protože kvark̊u, resp. z nich
složených částic, je známo v́ıc. Současný, tzv. standardńı model elementárńıch částic,
je uspořádán jinak. Gell-Mann̊uv kvarkový model z̊ustává použitelným přibĺıžeńım při
experimentech s dostatečně ńızkou energíı, vylučuj́ıćı vznik daľśıch, j́ım nepopsaných,
kvark̊u.
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∆− = |− 3
2
, 1〉 ∆0 = |− 1

2
, 1〉 ∆+ = | 1

2
, 1〉 ∆++ = |uuu〉 = | 3

2
, 1〉

Σ∗+ = |1, 0〉

Ξ∗0 = | 1
2
,−1〉

Ω− = |0,−2〉

Ξ∗− = |− 1
2
,−1〉

Σ∗− = |−1, 0〉

Y

I3

Σ∗0 = |0, 0〉

Obrázek 14.1: Konstrukce vah reprezentace 3⊗ 3⊗ 3 a v ńı obsažené ireducibilńı repre-
zentace 3⊗S 3⊗S 3 = 10
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volná, 23
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grupa izotropie, 23
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násobnost váhy, 88
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regulárńı vektor, 54
reprezentace, 27
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série
derivovaná, 34
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