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P�edmluva

Tato skripta vznikla na z�klad� obsahu p�edn��ky �N�hodn� procesy�� kter� je ur	ena pro

poslucha	e 
� ro	n�ku zam��en�Matematick�modelov�n� v oboru Matematick� inen�rstv�

na Fakult� jadern� a fyzik�ln� inen�rsk� �VUT� Naps�n� skript bylo hlavn� motivov�no
snahou poskytnout student�m 	esky psan� text t�kaj�c� se z�klad� teorie n�hodn�ch

proces�� Vzhledem k n�plni studia na FJFI jsem se ve skriptech zam��il p�edev��m na

problematiku slab� stacion�rn�ch posloupnost� a proces�� Skripta jsou dopln�na formou

dodatk� o pas�e z obecn� teorie m�ry a integr�lu� Stieltjesova a Lebesgue�Stieltjesova

integr�lu a pas�e t�kaj�c� se pojmu podm�n�n� st�edn� hodnoty� kter� obvykle nejsou

zahrnuty to z�kladn�ch p�edn��ek z matematiky a teorie pravd�podobnosti�

Cht�l bych pod�kovat RNDr� Petru Lachoutovi� CSc� z KPMS MFF� kter� velice

pe	liv� skripta zrecenzoval a jeho rady a p�ipom�nky tak pomohly k odstran�n� chyb a

nedostatk� v textu� D�le bych velice r�d pod�koval pan� Iv� Mare�ov�� kter� ochotn� a

precizn� p�epsala rukopis skript�

V Praze� ��jen ����

RNDr� Ji�� Mich�lek� CSc�
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� N�hodn� jevy a pravd�podobnost

��� Syst�m n�hodn�ch jev�

Jedn�m ze z�kladn�ch pojm� teorie pravd�podobnosti� a tedy i teorie n�hodn�ch proces��

je pojem n�hodn�ho jevu� kter� je zaloen na jednodu���m pojmu element�rn�ho v�sledku�

Teorie pravd�podobnosti se zab�v� studiem hromadn�ch pozorov�n� a� ji p�irozen� 	i

um�le prob�haj�c�ch jev� v p��rod�� Oba tyto p��pady b�v� zvykem zahrnout pod jeden

n�zev� a sice n�hodn� pokus� V�sledky na�ich pozorov�n�� tj� v�sledky n�hodn�ch pokus�

se naz�vaj� element�rn�mi �prvotn�mi� v�sledky� Element�rn� v�sledky maj� t�i d�leit�

vlastnosti�

a� jsou navz�jem neslu	iteln�� tj� nemohou nastat dva sou	asn�� nebo� v�sledek pokusu

mus� b�t jednozna	n��

b� jsou vy	erp�vaj�c�� tj� nen� mon�� aby nenastal �dn� v�sledek pokusu�

c� jsou d�le nerozloiteln�� tj� nelze je d�le d�lit na jemn�j�� v�sledky� a proto je naz��

v�me prvotn�mi�

V�b�r element�rn�ch v�sledk� v konkr�tn� situaci nez�vis� pouze na tom� co pozorujeme�

ale t� na podm�nk�ch� za nich pozorov�n� prov�d�me a jak jemn� v�sledky pokusu jsme

schopni rozli�it�

N�kolik element�rn�ch v�sledk� dohromady tvo�� jev� p�i	em jev�m obsahuj�c�m je�

din� prvotn� v�sledek ��k�me element�rn� �prvotn�� jevy� N�kter� jevy� kter� krom� toho�

e spl�uj� ur	it� rozumn� poadavky� jsou v�znamn� pro n�mi �e�en� probl�my� naz��

v�me n�hodn� jevy� Nyn� uvedeme poadavky� kter� chceme� aby n�hodn� jevy spl�ovaly�

Abychom mohli poadavky kladen� na n�hodn� jevy vhodn� popsat� pouijeme apar�t

teorie mnoin� nebo� n�hodn� jevy lze ch�pat jako mnoiny s vhodn�mi vlastnostmi ob�

sahuj�c�mi element�rn� v�sledky pokusu�

Element�rn� v�sledky pokusu budeme standardn� ozna	ovat p�smenem �� p�i	em

� zna	� mnoinu v�ech mon�ch element�rn�ch v�sledk� na�eho sledovan�ho pokusu� Je

zcela p�irozen� poadovat� aby platily n�sleduj�c� axiomy�






Axiom �� � �� ��

Pro dal�� ozna	me � jako syst�m n�hodn�ch jev�� tj� podmnoin v �� kter� mus�

spl�ovat n�sleduj�c� poadavky�

Axiom �� � � ��

Axiom �� Kdy A� B � �� pak i A�B � ��

Axiom �� Kdy Ai � � pro kad� i � �� �� �� � � ��

pak i
S�
i��Ai � � �spo	etn� sjednocen���

P�i tom pou�v�me n�sleduj�c� terminologie�

� element�rn� v�sledek

f�g element�rn� jev

� nemon� jev

� jist� jev

A � � n�hodn� jev

A �� �� jev

� syst�m n�hodn�ch jev�

De�nice �� Syst�m � spl�uj�c� Axiomy � � 
 se naz�v� ��algebra�

Form�ln� lze ze z�kladn�ch vlastnost� ��algebry odvodit dal�� vlastnosti pro n�hodn�

jevy� nemon� jev � je n�hodn� jev� opa	n� jev k n�hodn�mu jevu je op�t n�hodn��

spo	etn� pr�nik n�hodn�ch jev� je n�hodn� jev apod�

S pojmem n�hodn� jev je p��mo spojen i pojem pravd�podobnosti n�hodn�ho jevu�

kter� �vyjad�uje v�hu jeho v�skytu�� My se zde budeme d�sledn� dret axiomatick�ho p���
stupu k de�nov�n� pravd�podobnosti n�hodn�ho jevu� jak byl prezentov�n Kolmogorovem

na za	�tku ��� let dvac�t�ho stolet�� Axiomatick� p��stup p�edpokl�d�� e pravd�podob�

nost n�hodn�ho jevu je n�jak� 	�slo mezi � a �� p�i	em nen� nikterak �e	eno� jak je toto

	�slo ur	eno� D�v�me se tedy na pravd�podobnost jakoto na re�lnou funkci de�novanou

n�jak�m zp�sobem na ��algeb�e n�hodn�ch jev�� kter� spl�uje n�sleduj�c� � vlastnosti�

A� Pro kad� n�hodn� jev A � � je P �A� � ��

B� P ��� � ��

 



C� Pro kadou posloupnost neslu	iteln�ch jev� fAig�i��� tj� Ai �Aj � � pro kad� i� j�

plat�

P

� ��
i��

Ai

�
�

�X
i��

P �Ai�

�vlastnost tzv� ��aditivity��

Z pohledu teorie m�ry lze ch�pat pravd�podobnost jakoto ��aditivn� normovanou� tj�

P ��� � �� mnoinovou nez�pornou funkci� kter� se kr�tce ��k� m�ra�

De�nice �� Mnoinov� funkce s vlastnostmi A�B�C se naz�v� pravd�podobnostn� m�ra�

kr�tce pravd�podobnost na syst�mu � n�hodn�ch jev��

De�nice �� Dvojice ����� se naz�v� m��iteln� prostor� Trojice ����� P � se pak naz�v�

pravd�podobnostn� prostor�

Z vlastnost� pravd�podobnosti budeme p�edev��m pot�ebovat n�sleduj�c� vlastnost

o spojitosti v pr�zdn� mnoin��

V�ta �� Nech� An�� � An pro kad� n � �� �� �� � � �� nech� An � � pro kad� n �

�� �� �� � � � a d�le nech�
T�
n��An � �� Pak

lim
n�� P �An� � ��

D�kaz� Pro kad� n � �� �� �� � � � lze ps�t

An �
��
j�n

�Bj �Bj��� �
��
j��

Bj �
��
j�n

�Bj �Bj����

Ale jevy Bj � Aj � Aj�� jsou neslu	iteln�� tedy dle poadavku C lze ps�t P �A�� �P�
j�� P �Aj �Aj����

Odtud ale plyne d�ky konvergenci �ady� e

lim
n��

�X
j�n

P �Aj �Aj��� � ��

Snadno lze vid�t� e P �An� �
P�

j�n P �Aj � Aj���� z 	eho plyne bezprost�edn� tvrzen�

v�ty� �

Dal�� uite	nou vlastnost� pravd�podobnosti je n�sleduj�c� nerovnost�

V�ta �� Pro libovolnou posloupnost n�hodn�ch jev� A�� A�� A�� � � � plat� nerovnost

P

� ��
i��

Ai

�
�

�X
i��

P �Ai��

!



D�kaz� Jeliko ��
i��

Ai �
��
i��

�Ai �Bi��

kde B� � �� Bi�� �
Si
j��Aj� a protoe fAi � Big jsou navz�jem neslu	iteln�� pak dle

vlastnosti C pravd�podobnosti m�me� e

P

� ��
i��

Ai

�
�

�X
i��

P
�
Ai �Bi

�
�

Sou	asn� pro kad� i � �� �� � � � plat� evidentn�� e

Ai 	 Ai �Bi�

a tud� d�ky nez�pornosti pravd�podobnosti je

P �Ai� � P �Ai �Bi��

z 	eho ihned plyne dokazovan� nerovnost� �

Z obecn� teorie m�ry �viz nap�� " #� budeme pot�ebovat n�sleduj�c� v�ty�

V�ta �� Nech� E je libovoln� syst�m podmnoin mnoiny �� Pak existuje nejmen��

��algebra obsahuj�c� syst�m E� ozna	en� jako ��E��

D�kaz� Exp� obsahuj�c� v�echny podmnoiny v � je nejv�t�� ��algebra obsaen� v ��

tud� Exp� 	 E� pr�nik v�ech ��algeber nad E je pr�v� ona nejmen�� ��algebra a je

jedin�� �

Pozn�mka� Nejd�leit�j�� p��pad je ten� kdy E je sama mnoinov� algebra� co je mno�
inov� syst�m obsahuj�c� � a uzav�en� v�	i rozd�lu dvou mnoin a kone	n�mu sjednocen�

mnoin�

De�nice �� Mnoinov� funkce � de�novan� na n�jak�m mnoinov�m syst�mu D se

naz�v� ��kone	n�� kdy kad� podmnoina E � D se d� pokr�t nejv��e spo	etn� mnoha

podmnoinami fEig� Ei � D� i � �� �� � � � takov�mi� e ��Ei� �
 pro kad� i � �� �� � � �

Pozn�mka� Je�li D ��algebra� pak � je ��kone	n� pr�v� tehdy� kdy tato vlastnost

�b�ti spo	etn� pokryt� plat� pro E � ��

��� Pojem z��en	 a roz
	�en	 mno�inov� funkce

M�jme dva mnoinov� syst�myD� D� v � a na nich mnoinov� funkce �� ��� Je�li D � D�

a kdy pro kadou podmnoinu E � D plat�

��E� � ���E��

$



pak � je z%en� �� na D� resp� �� je roz���en� � na D�� Z%en� obvykle pot�e ne	in�� nebo�

to existuje vdy a jednozna	n�� pokud neklademe na n� dal�� poadavky� naproti tomu

ot�zka roz���en� je velice sloit� a ne �e�iteln� obecn� jednozna	n��

Z hlediska vyuit� v teorii n�hodn�ch proces� je nejd�leit�j�� ot�zka roz���en� prav�

d�podobnostn� m�ry z algebry na nejmen�� ��algebru nad touto algebrou� Nech� tedy

v � je d�n mnoinov� syst�m C� kter� je algebrou� a nech� � je obecn� m�rou �ne nutn�

pravd�podobnostn�� de�novanou na C� To znamen�� e � je nez�porn� mnoinov� funkce
de�novan� pro kadou podmnoinu C � C� ��C� � �� p�i	em � je na C ��aditivn� v tom

smyslu� e kdy Ci � C� i � �� �� � � � jsou navz�jem neslu	iteln� �disjunktn�� a jejich

spo	etn� sjednocen� pat�� do C rovn�� pak mus� platit

�

� ��
i��

Ci

�
�

�X
i��

��Ci��

Nyn� se pt�me� za jak�ch podm�nek lze m�ru � roz���it z algebry C na nejmen�� ��algebru

��C��

V�ta � 	roz
��en� m�ry� M�ra � de�novan� na algeb�e C m�e b�t roz���ena na ��C��
Je�li � ��kone	n� na C� pak roz���en� je rovn� ��kone	n� na ��C� a je jedin��

D�kaz� Pouze z�kladn� my�lenky zde uvedeme �detailn� viz nap�� " #� "��#� bez detail�

Caratheodoryovy konstrukce vn�j�� m�ry �� v �� co je mnoinov� funkce spl�uj�c� n�sle�

duj�c�

���A� � ���B� pro A � B� ����� � ��

��
���

i��
Ai

�
�

�X
i��

��Ai�

��� je de�nov�na pro kad� E � ���

Podmnoina A � � je ���m��iteln�� kdy pro kad� D � � plat�

���D� � ���A �D� & ���Ac �D�

�d�ky polo���aditivit� ��� plat� automaticky obr�cen� nerovnost� 	ili A je ���m��iteln��

kdy

���D� � ���A �D� & ���A
c �D��

pro kad� D � ��

Vyjd�me z � na algeb�e C a de�nujme

���A� � inf
nX�

i��
��Ai�

o

kde inf se bere p�es v�echna spo	etn� pokryt� mnoiny A mnoinami z C� tj� A � S�
i��Ai�

Lze dok�zat� e ����� je vn�j�� m�ra a je to roz���en� � na v�echny podmnoiny v � �tj�

'



���A� � ��A� na C�� Lze dok�zat� e v�echny ���m��iteln� podmnoiny tvo�� ��algebru

a �� je m�ra na t�to ��algeb�e� D�le lze snadno dok�zat� e kad� mnoina z p�vodn�

algebry C je ���m��iteln�� tedy jedn� se skute	n� o roz���en�� nebo� mus� toto roz���en�

obsahovat nejmen�� ��algebru nad C� P�i ��kone	nosti vypl�v� i jednozna	nost roz���en��

obecn� toto nemus� platit� �

V�ta � 	z�pln�n� m�ry� Kad� m�ra � de�novan� na ��algeb�e A se d� jednozna	n�

roz���it na v�t�� ��algebruA�� kter� m� tu vlastnost� e kad� podmnoina mnoinyA � A
m�ry ��A� � � pat�� do A� a m� m�ru nula�

D�kaz� Konstrukce ��algebry A�� pro kad� A � A a kad� N � N�� kde N� � A
s ��N�� � � de�nujme

�u�A � N� � ��A��

Mnoiny fA � N� N � N�� A� N� � A� ��N�� � �g tvo�� ��algebru A� 	 A� Tomuto

roz���en� �u se ��k� z%pln�n� m�ry � �Lebesgueovo roz���en��� ��algebra A� je t� naz�v�na
z%pln�n�m ��algebry A vzhledem k �� �

P��klad� A nech� jsou borelovsk� podmnoiny v IR� pak A� jsou lebesgueovsk� pod�

mnoiny v IR p�i Lebesgueov� m��e na borelovsk�ch mnoin�ch�

De�nice � 	borelovsk� mno�iny v obecn�m metrick�m prostoru� Nech� �M���

je metrick� prostor� Pak minim�ln� ��algebra nad syst�mem v�ech otev�en�ch mnoin se

naz�v� borelovsk� ��algebra� Borelovsk� podmnoiny v IR budeme zna	it B��

Pozn�mka� V IR existuj� i neborelovsk� �resp� nelebesgueovsk�� podmnoiny� jejich

konstrukce je ale zaloena na axiomu v�b�ru� �Viz " #� "$#��

De�nice � 	kolmogorovsk� ��algebra� Nech� T �� � je libovoln� mnoina� nech� X
je n�jak� podmnoina v�ech funkc� nad T � tj� X � IRT � �tj� X nemus� obecn� obsahovat

v�echny funkce�� Minim�ln� ��algebra nad syst�mem mnoin

fAtc � fx��� � X � x�t� � cg� t � T� c � IRg

se naz�v� kolmogorovsk� ��algebra v X �

Lemma �� Je�li T kone	n�� pak kolmogorovsk� a borelovsk� ��algebra v IRT spl�vaj��

�



D�kaz� Bez %jmy na obecnosti lze kl�st T � f�� �� � � � � Ng� tedy polome X � IRN �

Zvolme pevn� t � f�� �� � � � � Ng a c � IR� Dok�eme� e kad� mnoina Atc � fx��� � X �

x�t� � cg je otev�en�� Snadno vid�t� e

Atc � f�x�� x�� � � � � xN� � x�t� � cg�

nebo� x��� � X je jednozna	n� ur	ena sv�mi hodnotami �x�� x�� � � � � xN��

Nech� x� � �x��� x
�
�� � � � � x

�
N� � Atc 	ili pak a � c � x�t � �� Uvaujme kouli S�x�� a� �

f�x�� � � � � xN� � kx� x�k � ag

kx� x�k �
�XN

i��
�xi � x�i �

�
����

� a �� jxt � x�t j � a ��
�� x�t � a � xt � a& x�t � c �� xt � c�

tud� otev�enost pak plyne ji p��mo z otev�enosti podmnoiny v IRN � Minim�ln� ��algebra

nad otev�en�mi mnoinami mus� pak b�t obsaena v minim�ln� ��algeb�e nad fAtcg� tedy
BN 	 KN �

Naopak je zn�mo� e kad� otev�en� mnoina v IRN je vyj�d�iteln� jako spo	etn�

sjednocen� N �rozm�rn�ch otev�en�ch kv�dr� typu f�x�� � � � � xN� � at � xt � btg� kter�
evidentn� pat�� do KN � T�m je dok�z�na opa	n� inkluze� �

Pozn�mka� V prostorech nekone	n�ch dimenz� se obecn� kolmogorovsk� ��algebra a

��algebra borelovsk�ch mnoin nemus� shodovat�

��



� Pojem n�hodn� veli�iny a n�hodn�ho procesu

��� N�hodn� proces

Nech� na pravd�podobnostn�m prostoru ���A� P � je d�na re�ln� funkce X��� � �  IR

takov�� e pro kad� c � IR je

X����
� c� � f� � � � X��� � cg � A�

Pak X��� se naz�v� A�m��iteln�� M��iteln� funkce se v teorii pravd�podobnosti naz�vaj�

n�hodn� veli	iny�

De�nice �� Nech� T je libovoln� nepr�zdn� mnoina� Pak syst�m n�hodn�ch veli	in

fXt���� t � Tg naz�v�me n�hodn�m procesem na T �

N�hodn� proces je vlastn� funkce dvou prom�nn�ch ��� t�� � � �� t � T takov�� e

pro kad� t � T je X��� t� A�m��iteln� n�hodn� veli	ina� P�i pevn�m � jakoto funkce

v t hovo��me o trajektorii n�hodn�ho procesu� Proces lze t� ch�pat jakoto zobrazen�

� IRT � kter� kad�mu � � � p�i�azuje trajektorii X��� ���

Lemma �� Nech� K je kolmogorovsk� ��algebra v IRT � Je�li X � fXt���� t � Tg libo�

voln� n�hodn� proces na T de�novan� na pravd�podobnostn�m prostoru ���A� P �� pak

pro kad� K � K je

f� � X��� � Kg � A�

�	ili um�me ur	it

Pf� � X��� � Kg��

D�kaz� Uvaujme v�echny podmnoiny v IRT � pro kter� m� smysl pravd�podobnost

Pf� � X � Cg� C � IRT � tj� vzor X��C pat�� do ��algebry A� Tento syst�m podmnoin

je ��algebra a obsahuje t� v�echny podmnoiny tvaru A � IRT�ftg� nebo� f� � X �
A � IRT�ftgg � f� � Xt��� � Ag � A� kde A � B�� To ale znamen�� e tato ��algebra

obsahuje i nejmen�� ��algebru nad takov�mito podmnoinami� a to je pr�v� ��algebra K�

T�m jsme dok�zali� e t� v�echny podmnoiny tvaru f� � X � Cg � A� pro C � K� �

��



Pravd�podobnostn� m�ra P na z�kladn�m prostoru ���A� P � ur	uje jednozna	n� sdru�

en� rozd�len� n�hodn�ho procesu X � fX�t�� t � Tg v tom smyslu� e pro kad� K � K
ur	uje

PfX � Kg�
Je�li K � Kc�c����cn

t�t����tn � pak PfX � Kg nen� nic jin�ho neli sdruen� distribu	n� funkce

n�hodn�ch veli	in X�t��� X�t��� � � � �X�tn��

P��klad netrivi�ln�ch mnoin� kter� pat�� do kolmogorovsk� ��algebry�

�� je�li T spo	etn�� pak fx��� � supt�T x�t� � �g � K

�� je�li T � IN � pak fx��� � limt�� x�t� � �g � K�

nebo� fx��� � limt�� x�t� � �g �
T�
N��

S�
k��

T�
n�k

n
x��� � x�n� � �

N

o
�

D�le�it� p�	klad konstrukce n�hodn�ho procesu

Nech� T �� � n�jak� mnoina� nech� � � f���� � ���� � IRTg �obecn� to nemus� b�t

v�echny funkce�� Nech� v � je de�nov�na n�jak� ��algebra �nap�� kolmogorovsk�� a na n�
pravd�podobnostn� m�ra P � Pak lze de�novat stochastick� proces

X � fX�t� �� � t � Tg

jako X�t� �� � ��t� �p��mo jako element�rn� jevy jsou vybr�ny funkce z ��� Zde je tedy

v�sledek pokusu toton� s trajektori� procesu�

��� Statistiky a indukovan� pravd�podobnosti

Nech� �X �A�� �T �D� jsou dva m��iteln� prostory� T � X  T nech� je zobrazen� de�no�

van� na X s hodnotami v T �

De�nice �� (�k�me� e zobrazen� T je D�A�m��iteln�� kdy pro kadou podmnoinu

D � D je

T���D� � A�
V teorii pravd�podobnosti 	i matematick� statistice se m��iteln�mzobrazen�m ��k� obecn�
statistiky �nap�� re�ln�� vektorov��� Je�li T statistika a P pravd�podobnost na �X �A�� pak

tato statistika indukuje pravd�podobnostn� m�ru na D p�enosem pomoc� vztahu �ozna	me

ji Q����
Q�D� � PfT���D�g� kr�tce Q � PT���

Kad� statistika indukuje pod���algebru ��algebry A� a to

AT � fT���D� � D � Dg �obecn� AT � A��

��



Nech� g��� je D�m��iteln� re�ln� funkce na T � Pak pro kad� re�ln� 	�slo 	 plat�

fx � g�T �x�� � 	g � T��ft � g�t� � 	g�

Protoe g��� je D�m��iteln�� pak ft � g�t� � 	g � D �� fx � g�T �x�� � 	g � AT �

Plat� n�sleduj�c� d�leit� vlastnost� kterou uvedeme bez d�kazu�

Lemma �� Je�li f�x� AT �m��iteln� re�ln� funkce� pak existuje takov� D�m��iteln� re�
�ln� funkce g��� na T � e

f�x� � g�T �x��

pro kad� x � X �

V�ta � 	o p�enosu integrace� Nech� T je statistika na ���A� P � s hodnotami v �T �D�
a nech� g��� je D�m��iteln� funkce na T � Nech�

Q � PT���

Pak Z
X
g�T �x�� dP �x� �

Z
T
g�t� dQ�t��

pokud jeden z integr�l� existuje�

D�kaz� Nech� nejd��ve g�t� � 
D�t� �indik�tor mnoiny D � T � D � D�� Pak
Z
X
g�T �x�� dP �x� �

Z
T
g�t� dQ�t� �

Z
D
dQ�t� � Q�D� � PfT���D�g�

V dal��m kroku se platnost vztahu dok�e pro kadou jednoduchou funkci g�t� na T a d�le

se vyuije monosti aproximovat kadou nez�pornou m��itelnou funkci na T posloupnost�

jednoduch�ch funkc�� V posledn�m kroku d�kazu se vyuije rozklad

g � g� � g��

�

Z tohoto pohledu lze ch�pat pravd�podobnostn� proces X � fX�t�� t � Tg jako

statistiku de�novanou na z�kladn�m pravd�podobnostn�m prostoru ���A� P � s hodnotami

v prostoru �IRT �K�� kde IRT je prostor v�ech funkc� na T� K je p��slu�n� kolmogorovsk�

��algebra a pomoc� X se indukuje m�ra Q na K n�sledovn�

Qfx��� � x�t�� � 	�� � � � � x�tn� � 	ng � Pf� � X�t�� �� � 	�� � � � �X�tn� �� � 	ng�

neboli Q � P X��� Z tohoto vypl�vaj� podm�nky� kter� indukovan� v�cerozm�rn� distri�

bu	n� funkce FXt� ���Xtn
�	�� � � � � 	n� � Pf� �

Tn
i��X�ti� �� � 	ig mus� spl�ovat�

��



�� podm�nka symetrie�

FXt� �����Xtn
�	�� � � � � 	n� � FXti�

�����Xtin
�	i�� � � � � 	in�

pro jakoukoliv permutaci �i� � � � in� z 	�sel ��� �� � � � � n��

�� podm�nka konzistence

Pro libovoln� 	�� 	�� � � � � 	n a t�� t�� � � � � tn� tn�� � T plat�

FXt����Xtn
�	�� 	� � � �	n�
� � FXt� ���Xtn

�	� � � �	n��

Ot�zka� Je�li d�n syst�m distribu	n�ch funkc� nad T �� �� kter� spl�uje podm�nky �� a

��� zda�li existuje n�hodn� proces� kter� indukuje pr�v� tento syst�m kone	n�rozm�rn�ch

distribu	n�ch funkc�� Odpov�) je kladn�� Syst�m distribu	n�ch funkc� spl�uj�c� podm�nky

�� a �� se naz�v� konzistentn� syst�m distribu	n�ch funkc��

V�ta � 	Kolmogorov� Nech� T je nepr�zdn� mnoina� Nech� X � IRT � nech� K je

kolmogorovsk� ��algebra na X � Pro kad� n � IN a kadou n�tici t�� t�� � � � � tn prvk� z T

nech� je d�n syst�m distribu	n�ch funkc� Ft��t����tn��� �� � � � � ��� kter� je konzistentn��

Pro libovoln� x � X polome Xt�x� � x�t�� Pak existuje na K pravd�podobnostn�

m�ra P takov�� e plat�

Pfx��� � IRT � Xti�x���� � 	i� i � �� �� � � � � ng � Ft������tn�	�� � � � � 	n��

D�kaz� Syst�m distribu	n�ch funkc�� kter� je konzistentn�� de�nuje jednozna	n� nez��

pornou mnoinou funkci na syst�mu v�ech borelovsk�ch cylindr� v K� co jsou mnoiny

typu

Bt����tn � fx��� � X � �x�t��� � � � � x�tn�� � Bn� Bn je borelovsk� podmnoina v IRng�

Speci�ln� pravo%hl� obd�ln�k je takov�� kdy Bn �
Qn
i��Bi� Bi � B� �borelovsk� pod�

mnoiny v IR��

Nen� probl�m dok�zat� e v�echny borelovsk� cylindry v K tvo�� algebru� na n� d�ky

konzistenci je jednozna	n� ur	en� mnoinov� funkce P ���� a to pomoc� vztahu

P �Bt������tn� �
Z Z

Bn

dFt����tn�	� � � � 	n��

Snadno se dok�e� e P ��� na algeb�e B �borelovsk�ch cylindr�� je kone	n� aditivn�� Aby

bylo mono ji roz���it na K � ��B�� mus� b�t na B ��aditivn�� Toto se dokazuje sporem
n�sledovn��

Nech� fAig�i�� je klesaj�c� posloupnost cylindrick�ch podmnoin z B� Nech� limn�� P �An� �

L � �� Je nutno pak dok�zat� e ��
n��

An �� ��

�




Nech� An � Bn�IRT�ft��t������tng �Bn � � � z�kladna cylindru An�� D�ky vlastnostem borelov�

sk�ch podmnoin v euklidovsk�m prostoru pro kad� Bn existuje uzav�en� a ohrani	en�

podmnoina Un takov�� e

Pn�Bn � Un� � �

�n

kde Pn je z%en� P na IRn� tedy rovn�

P �An � Vn� � �

�n
�

kde Vn � Un � IRT�ft��t������tng� Nech� Wn �
Tn
i�� Vi� Pak m�me� e P �An �Wn� � �� a

protoe

Wn � Vn � An�

pak

P �Wn� � P �An�� � � L � ��

Z toho plyne� e P �Wn� � � a Wn �� ��
Z kad� podmnoiny Wn vybereme bod x�n�� je z�ejm�� e pro kad� p � �� ��� � � je

x�n�p� � Vn� Protoe Vn � Un � IRT�ft��t������tng a Un jsou uzav�en� a ohrani	en�� lze

diagon�ln� metodou vybrat podposloupnost fx�ni�g�i�� tak� e odpov�daj�c� sou�adnice

fxnitk g tvo�� konvergentn� posloupnost konverguj�c� k xk p�i i  
 pro kad� k� Nech�

x � X je takov� bod� e m� sou�adnice

xtk � xk� xt � � pro t �� tk� k � �� �� � � � �

D�ky uzav�enosti Vn kad� hromadn� bod pat�� do Un� a tud� x � A �
T�
n��An �� �� �

Pozn�mka� Kolmogorovova v�ta ��k�� e pro libovoln� syst�m konzistentn�ch kone	�

n�rozm�rn�ch rozd�len� existuje pravd�podobnostn� prostor a na n�m n�hodn� proces�

kter� m� tat� kone	n�rozm�rn� rozd�len�� Tento v�sledek ale ne��k� nic dal��ho o mo�

n�ch vlastnostech procesu� nap�� jako jsou vlastnosti jeho trajektori�� Pod�vejme se� do

jak� m�ry je konzistentnost posta	uj�c� podm�nkou pro zade�nov�n� n�hodn�ho procesu

s p�edem dan�mi vlastnostmi� M�me tedy konzistentn� syst�m P kone	n�rozm�rn�ch roz�

d�len� aplikovan� na t��du funkc� fXt���� � � �� t � Tg� Ozna	me A v�echny mnoiny

v �� kter� jsou tvaru

A � f� � �Xt����� � � � �Xtn���� � Bng
kde ti � T� i � �� �� � � � � n a Bn je n�rozm�rn� borelovsk� podmnoina v IRn� Je mon�

snadno uk�zat� e A je algebra a uvaujme ��A�� Na A lze pomoc� syst�mu P de�novat

mnoinovou funkci P pomoc� vztahu

P �A� �
Z
� � �
Bn

Z
dPt������tn�x�� � � � � xn��

� 



Tato mnoinov� funkce P ��� na A je aditivn�� ale nemus� b�t ��aditivn�� a t�m p�dem

nemus� b�t roz�i�iteln� na ��A�� Probl�m je v tom� e neuvaujeme v�echny mon� funkce

na �� ale pouze n�kter�� Ukame si to na n�sleduj�c�m p��klad��

Nech� T � h�� �i� � � Ch�� �i a Xt��� nech� jsou sou�adnicov� funkce� tj� Xt��� �

��t�� kde � � f��t�� t � h�� �i� ���� � Ch�� �ig� Nech� syst�m P kone	n�rozm�rn�ch
rozd�len� je d�n p�edpisem

Pt������tn�x�� � � � � xn� �
nY
j��

Z xj

��
g�u� du�

g��� je vzhledem k nule libovoln� symetrick� hustota pravd�podobnosti� nap�� z rozd�len�

N��� ��� Je snadno vid�t� e syst�m P je konzistentn�� D�le je vid�t� e

Pf� � Xs��� � ��� Xt��� � �g �
�Z �

�
g�u� du

��

pro kad� � � �� Uvaujme mnoiny tvaru

An �
n
� � Xs��� � �� Xs� �

n
��� � ��

o
�

Protoe � obsahuje pouze spojit� funkce� kter� nemohou m�t �dn� skok� pak An � ��
p�i	em ale

lim
n�� P �An� �

�Z �

�
g�u� du

��
� ��

Z toho ihned plyne� e P ��� nen� m�ra na odpov�daj�c� algeb�e A� a tedy nelze ji roz���it

na ��A�� Tento fakt je ji i intuitivn� z�ejm�� protoe syst�m P vyjad�uje nez�vislost
jak�chkoliv dvou n�hodn�ch veli	in Xt���� Xs���� co se p�i bl�zkosti bod� s� t neslu	uje

se spojitost� trajektori��

Pozn�mka� Jak vidno z d�kazu Kolmogorovovy v�ty� tento je siln� zaloen na topolo�

gick�ch vlastnostech eukleidovsk�ch prostor�� a to kompaktnosti� Jin�mi slovy� e z kad�

ohrani	en� posloupnosti bod� lze vybrat konverguj�c� podposloupnost� Z toho je tedy vi�

d�t ihned� kdybychom uvaovali hodnoty n�hodn�ho procesu v obecn�j��ch prostorech

ne jsou re�ln� �	i komplexn�� 	�sla� pak analogie Kolmogorovovy v�ty nemus� v�bec pla�

tit� i kdy bychom vhodn� modi�kovali pojem kone	n�rozm�rn�ch rozd�len� n�hodn�ho

procesu�

�� Ekvivalence n�hodn�ch proces�

De�nice �� Nech� na ���A� P � jsou d�ny dv� n�hodn� veli	iny �� � (�k�me� e jsou

ekvivalentn� �s pravd�podobnost� ��� kdy

Pf� � ���� � ���g � �� kr�tce Pf� � g � ��

�li�� se pouze na mnoin� pravd�podobnosti ���

�!



De�nice ��� Dva n�hodn� procesy na t�me ���A� P � naz�v�me ekvivalentn�� kdy

pro kad� t � T

je Pf�t � tg � �� ozna	en� f�tg � ftg�
To znamen�� e pro kad� t � T existuje n�hodn� jev Nt s P �Nt� � � takov�� e

�t��� � t��� na ��Nt�

Lemma �� Kdy f�tg � ftg� t � T � pak kone	n�rozm�rn� rozd�len� obou proces� jsou

tat��

D�kaz� Ihned vid�t� �

Pozn�mka� Kdy dva n�hodn� procesy maj� tat� kone	n�rozm�rn� rozd�len�� pak je�t�
nemus� b�t navz�jem ekvivalentn�� nebo� mohou b�t ur	eny na r�zn�ch pravd�podobnost�

n�ch prostorech �ale i kdy by byly� opak obecn� neplat���

Pozn�mka� Dva ekvivalentn� n�hodn� procesy mohou m�t r�zn� trajektorie �tato li�

bov�le je vlastn� v�hodou pro konstrukci ekvivalentn�ho procesu s poadovan�mi vlast�

nostmi trajektori���

P��klad� T � h�� �i� � n�hodn� veli	ina s � � � � � s pravd�podobnost� � a se spojit�m
rozd�len�m� De�nujme

�t � �� t � � pro t � �� t � � kdy t �� ��

Pak pro t � h�� �i
Pf�t �� tg � Pft � �g � ��

nebo� rozd�len� veli	iny � nem� skoky� ale t m� skoky v bodech � � kdeto �t je identick�

nula� Oba procesy jsou ekvivalentn�� ale maj� zcela r�zn� trajektorie�

��� P�	klady n�hodn�ch proces�

�� N�hodn� kmity� nech� A� � � jsou n�hodn� veli	iny� A � ��  � � s� j� a � je od

nich nez�visl� rovnom�rn� rozd�len� na h�� ��i� Uvaujme

�t � A cos�t& ��� t � IR�

Lze snadno dok�zat� e kone	n�rozm�rn� rozd�len� tohoto procesu jsou nez�visl� na

posunut�� tj�

Ft��k�����tn�k�	�� � � � � 	n� � Ft��t������tn�	�� � � � � 	n�

pro kad� k � IR�

�$



�� Poisson�v proces �	 � � parametr intenzity�

�a� T � h��&
�� �� � �

�b� pro kadou n�tici � � t� � t� � � � � � tn jsou

�t� � �t� � �t� � �t� � � � � � �tn � �tn��

navz�jem nez�visl��

�c� �t � �s� � � s � t m� Poissonovo rozd�len� s parametrem 	�t� s�� tj�

Pf�t � �s � jg � "	�t� s�#j
e���t�s�

j*
� j � �� �� � � �

Pozn�mka� Nech� �n � minft � � � �t � ng� m�e b�t i �n � &
� kdy takov� t

neexistuje� Plat�� e f��� �� � ��� �� � ��� � � � � �n � �n��g jsou vz�jemn� nez�visl� n�hodn�

veli	iny s exponenci�ln�m rozd�len�m s parametrem 	�

�� Brown�v pohyb fb�t�� t � �g

�a� b��� � �

�b� pro kadou n�tici bod� � � t� � t� � � � � tn jsou veli	iny fb�t��� b�t��� b�t���
b�t��� � � � � b�tn�� b�tn���g vz�jemn� nez�visl�

�c� b�t� � b�s�� t � s m� norm�ln� rozd�len� N��� ���t � s��� v p��pad� �� � �

hovo��me o standardn�m Brownovu pohybu�

Pozn�mka� Existuje s n�m ekvivalentn� proces� kter� m� s� j� trajektorie spojit�� Ten

je pak naz�v�n wienerovsk�m procesem�

Lemma � 	o chov�n� kvadratick� variace brownovsk�ho procesu�

lim
k�k��

Xn

i��
�+ b�ti��� � T � ��

ve smyslu konvergence dle kvadratick�ho st�edu� kde � � �t�� t�� � � � � tn� je d�len� h�� T i�
+ b�ti� � b�ti���� b�ti�� k�k � max��i�n���ti�� � ti��

D�kaz� E fPn
i���+ b�ti���g �

Pn
i�� E f�+ b�ti���g � T ��

D

nXn

�
�+ b�ti���

o
�
Xn

�
D

n
�+ b�ti���

o
� �

Xn

�
�ti�� � ti�� �

k�k��

��

Z�ejm� E
n
�
Pn

i���+b�ti��
� � T����

o
� D fPn

i���+b�ti��
�g� a tud� konvergence dle kvad�

ratick�ho st�edu plat� a limita je pr�v� T��� �

�'



Lemma �� Pro kad� A � �

P
nXn

i��
j+ b�ti�j � A

o
�
k�k��

��

Z toho plyne� e trajektorie brownovsk�ho procesu maj� na kad�m kone	n�m intervalu

nekone	nou variaci� tedy nemaj� derivaci v �dn�m bod� �a to dokonce ani jednostrannou��

D�kaz� Vypo	te se st�edn� hodnota a rozptyl sou	tu v z�vorce a aplikuje se �eby�e�

vova nerovnost� V�po	tem zjist�me� e E fPn
i�� j+b�ti�jg �

q
�
�

Pn
i���ti�� � ti����� co p�i

k�k  � jde nade v�echny meze� D�le op�t z vlastnost� norm�ln�ho rozd�len� a nez�vislosti
s	�tanc� plyne� e D f�Pn

i�� j+b�ti�j�g �
�
�� �

�

�
�b�a�� Kdy bude A � E fPn

i�� j+b�ti�jg�
pak

P

�
� �

nX
i��

j+b�ti� ��j � A

	
�

� P

�
� �







nX
i��

j+b�ti� ��j �
nX
i��

Efj+b�ti� ��jg





 � E

�
nX
i��

j+b�ti� ��j
	
�A

	
�

� D fPn
i�� j+b�ti�jg

�E fPn
i�� j+b�ti� ��jg �A��

 � p�i k�k  ��

�

Pozn�mka �k ekvivalenci n�hodn�ch proces��� Budeme�li uvaovat dva ekvivalentn�

procesy f�tg� ftg� pak se m�e st�t� e existuje n�hodn� jev� kter� m� r�znou pravd�po�

dobnost podle toho� kter�ho procesu se t�k�� Uvaujme zn�m� ji p��pad� kde �t � � pro

kad� t � "�� �#� t � � pro t �� � � kde � je spojit� n�hodn� veli	ina� � � � � � a t � �

pro t � � � Oba procesy jsou ekvivalentn�� ale z�ejm�

P
�
sup��t�� �t �

�
�

�
� �� P

�
sup��t�� t �

�
�

�
� ��

co znamen�� e mnoina v�ech funkc� s horn� hranic� maxim�ln� rovnou ��� nem�e

pat�it do kolmogorovsk� ��algebry� protoe jinak by u dvou ekvivalentn�ch proces� musel

m�t tento jev stejnou pravd�podobnost �dle v�ty o roz���en� m�ry�� M�e se nav�c i st�t�

e jev typu fsup �t � cg v�bec nemus� b�t n�hodn�m jevem� a tud� mu nelze ani obecn�

p�isoudit ur	itou pravd�podobnost�


� Gaussovsk� n�hodn� procesy

N�hodn� proces f�t� t � Tg se naz�v� gaussovsk�� kdy jeho v�echna kone	n�roz�

m�rn� rozd�len�� tj�

Pf� � �ti��� � 	i� i � �� �� � � � � ng
jsou gaussovsk��

N�sleduj�c� v�ta ukazuje� jak se de�nuje libovoln� gaussovsk� proces�

��



V�ta �� Nech� T je libovoln� nepr�zdn� mnoina� nech� ���� je libovoln� funkce de�no�

van� na T a r��� �� je funkce obecn� komplexn� de�novan� na T � T � kter� spl�uje

a� r�s� t� � r�t� s�

b� kdy t�� t�� � � � � tn je libovoln� kone	n� podmnoina v T � pak matice fr�ti� tj�gni�j��
je pozitivn� semide�nitn��

Pak vdy existuje obecn� komplexn� gaussovsk� n�hodn� proces fX�t�� t � Tg takov�� e

EfX�t�g � ��t�

EfX�s�X�t�g � ��s���t� � r�s� t��

Kdy ���� a r��� �� jsou re�ln�� lze proces fX�t�� t � Tg zkonstruovat t� re�ln��

D�kaz� D�kaz provedeme nejd��ve pro re�ln� p��pad� Kdy ft�� t�� � � � � tng je libovoln�

kone	n� podmnoina v T � pak existuje sdruen� gaussovsk� rozd�len� n�rozm�rn� se st�ed�

n�mi hodnotami ��t��� ��t��� � � � � ��tn� a s kovarian	n� matic� fr�ti� tj�gni�j��� Takov� roz�
d�len� se jednozna	n� de�nuje svoj� charakteristickou funkc�

e
� �
�

Pn

i��

Pn

j��
r�ti�tj��i�j�i

Pn

j��
�j��tj��

Je�li matice fr�ti� tj�gni�j�� regul�rn�� lze p��mo napsat hustotu sdruen�ho n�rozm�rn�ho

gaussovsk�ho rozd�len� ve tvaru

jDetAnj���
����n��

e
� �
�

Pn

i��

Pn

j��
aij�xi���ti�� �xj���tj���

kde An � faijgni�j�� je inverzn� matice ke kovarian	n� matici fr�ti� tj�gni�j���
Snadno lze uk�zat� e tento syst�m kone	n�rozm�rn�ch sdruen�ch rozd�len� je kon�

zistentn�� a tud� lze aplikovat Kolmogorovovu v�tu� V p��pad�� e funkce ���� a r��� ��
jsou obecn� komplexn�� se zkonstruuj� dva re�ln� procesy f��t�� t � Tg a f�t�� t � Tg
takov�� e

Ef��t�g � Re��t�

Ef�t�g � Im��t�

Ef��s� ��t�g � Ef��s�gEf��t�g �
�
�
Re r�s� t� �

� Ef�s� �t�g � Ef�s�gEf�t�g�
Ef��s� �t�g � Ef��s�gEf�t�g � ��

�
Im r�s� t��

Pak lze snadno dok�zat� e proces x�t� � ��t� & i�t� je komplexn� gaussovsk� proces

s poadovan�mi vlastnostmi� Konstrukce proces� f��t�g a f�t�g je zaloena na tom faktu�

��



e kovarian	n� matice tvaru �n��n od veli	in ��t��� ��t��� � � � � ��tn�� �t��� �t��� � � � � �tn�

vytvo�en� pomoc� vztah� v��e uveden�ch je pozitivn� semide�nitn� a symetrick� a op�t

lze aplikovat Kolmogorovovu v�tu� �

Lze dok�zat� e re�ln� n�hodn� proces f�t� t � Tg je gaussovsk� pr�v� tehdy� kdy kad�

line�rn� kombinace Xn

i��
�i �ti���� ti � T� �i � IR�

je jednorozm�rn� gaussovsk� n�hodn� veli	ina�

 � Procesy a nez�visl�mi 	nekorelovan�mi p��r�stky

N�hodn� proces f�t� t � Tg se naz�v� procesem s nez�visl�mi p��r�stky� kdy pro

kadou kone	nou podmnoinu bod� t� � t� � � � � � tn � T jsou n�hodn� veli	iny

n
�ti�� � �ti� i � �� � � � � n� �

o

vz�jemn� nez�visl��

Bude�li existovat Efj�tj�g � &
 pro kad� t � T a budou�li n�hodn� veli	iny

f�ti�� � �ti� i � �� � � � � ng nekorelovan�� tj�

E

n�
�ti�� � �ti � E

n�
�ti�� � �ti

��o �
�tj�� � �tj � E

n�
�tj�� � �tj

�o�o
� �

pro i �� j� hovo��me pak o procesu s nekorelovan�mi p��r�stky�

Kdy Ef�tg � �� pak hovo��me o ortogon�lnosti p��r�stk�� Pro gaussovsk� n�hodn�

procesy pojmy nez�vislosti a nekorelovanosti p��r�stk� spl�vaj��

!� Siln� stacion�rn� procesy

N�hodn� proces f�t� t � Tg se naz�v� siln� stacion�rn�� kdy pro kadou n�tici

t�� t�� � � � � tn � T a kad� takov� h � IR� e

ti & h � T� i � �� �� � � � � n

plat�

P
n
� �

�
i
f�ti��� � 	ig

o
� P

n
� �

�
i
f�ti�h��� � 	ig

o
�invariance v�	i posunut��� Nej	ast�ji se uvauj� p��pady

T � h��
�� T � ��
�&
�� T � ZZ� T � ZZ��

$� Slab� stacion�rn� n�hodn� procesy

N�hodn� proces f�t� t � Tg naz�v�me slab� stacion�rn�m� kdy jeho �� a �� momenty

jsou invariantn� v�	i posunut�� tj�

a� Ef�t�hg � Ef�tg� pro kad� t� t& h � T

��



b� K�t� s� � K�t&h� s&h� pro kad� t� s� t&h� s&h � T �kovarian	n� funkce��

kde

K�t� s� � Ef�t �sg � Ef�tg � Ef�sg�
Pro slab� stacion�rn� proces je tedy Ef�tg � konst� K�t� s� � K��t�s�� Kdy je

proces siln� stacion�rn� a m� kone	n� druh� momenty� pak je i slab� stacion�rn��

Pro gaussovsk� procesy oba pojmy spl�vaj��

'� Markovsk� procesy

N�hodn� proces f�t� t � Tg naz�v�me markovsk�mn�hodn�m procesem� kdy plat�

P �A �Bj�t� � P �Aj�t�P �Bj�t� s� j�

pro kad� A � F�t a B � F�t� kde

F�t � �f�s� s � tg� F�t � �f�s� s � tg

�budoucnost je podm�n�n� nez�visl� za p��tomnosti na minulosti�� Jin�mi slovy lze

podm�nku markovosti vyj�d�it v �e	i kone	n�rozm�rn�ch distribuc�

Pf�t � 	j�s� � �s� � � � � � �sng � Pf�t � 	j�s�g s� j�

kde sn � sn�� � � � � � s� � t � T � O podm�n�n� pravd�podobnosti viz Dodatek ��

Evoluce markovsk�ho procesu je d�na po	�te	n�m rozd�len�m �nap�� p�i T � h��&
�

se jedn� o rozd�len� n�hodn� veli	iny ��� a pravd�podobnostmi p�echodu

fP �s� x� t�,� � Pf�t � ,j�s � xg� s � T� t � T� t � s� x � IR� , � B�g �

��� Z�kladn	 vlastnosti kovarian�n	ch funkc	

Nech� f�t���� t � Tg je obecn� komplexn� n�hodn� proces s kone	n�mi druh�mi momenty�

tj�� existuje
E

n
j�t���j�

o
�

kde �t��� � xt��� & iyt���� Kovarian	n� funkce je obecn� de�nov�na jako

K�s� t� � E

n
�s��� �t���

o
� E f�s���g Ef�t���g�

co p�i nulovosti st�edn� hodnoty d�v�

K�s� t� � E

n
�s��� �t���

o
� �

K�s� t� existuje pro kadou dvojici s� t d�ky nerovnosti

jK�s� t�j � K
�
� �s� s� �K �

� �t� t��

��



Kad� kovarian	n� funkce je pozitivn� semide�nitn� v tom smyslu� e pro libovoln� kom�

plexn� 	�sla �j a tj � T je sou	et

nX
j��

nX
k��

�j �k K�tj� tk� � ��

Odtud t� plyne� e kad� kovarian	n� funkce je hermitovsky sdruen�� tj�

K�s� t� � K�t� s��

Kdy rozlo�me kovarian	n� funkci K��� �� na jej� re�lnou a imagin�rn� 	�st� lze dok�zat�

e jej� re�ln� 	�st je op�t kovarian	n� funkc�� kdeto imagin�rn� 	�st je kovarian	n� funkc�

jedin� tehdy� kdy je identicky nulov��

Naopak lze dok�zat� e kad� obecn� komplexn� funkce K��� �� de�novan� na T � T �

kter� je pozitivn� semide�nitn�� je ji kovarian	n� funkc� n�jak�ho n�hodn�ho procesu �viz
v�ta o konstrukci gaussovsk�ho procesu��

��



� Vlastnosti trajektori� n�hodn	ch proces


Velice 	ast� ot�zka se t�k� ur	en� pravd�podobnosti ur	it�ho n�hodn�ho jevu ohledn�

procesu � � f�t� t � Tg� a to zcela obecn�

Pf� � ���� � Cg�

kde C � IRT � pokud ov�em lze v�bec tuto pravd�podobnost ur	it� Nap�� pod C si lze

p�edstavit podmnoinu v�ech spojit�ch funkc�� nebo v�ech analytick�ch funkc�� resp� mo�

not-nn�ch apod� Nejd�leit�j�� p��pad je ten� kdy takov� pravd�podobnost je dokonce

rovna �� Pokud C � K� pak tato pravd�podobnost je jednozna	n� ur	ena kone	n�rozm�r�

n�mi rozd�len�mi a nez�vis� na ekvivalenci mezi n�hodn�mi procesy� Pokud C �� K� pak

nen� obecn� mono p�edem ��ci� zdali vzor f� � ���� � Cg takov� podmnoiny C pat�� do

��algebry n�hodn�ch jev�� Vznik� tedy ot�zka� zdali

�� p�i zadan�ch kone	n�rozm�rn�ch rozd�len�ch existuje n�hodn� proces maj�c� tato

kone	n�rozm�rn� rozd�len�� pro kter� by bylo mono ��ci� e

Pf���� � Cg � ��

�� k dan�mu n�hodn�mu procesu � existuje n�hodn� proces �� ekvivalentn� s n�hodn�m

procesem �� kter� ale ji spl�uje poadavek� e

Pf����� � Cg � ��

ad �� Odpov�) na tuto ot�zku je vdy kladn�� pokud dan� podmnoina C m� vn�j��

pravd�podobnostn� m�ru �� Plat� toti n�sleduj�c� v�ta�

V�ta �� Nech� C � IRT � nech� . je pravd�podobnostn� m�ra generovan� kone	n�roz�

m�rn�mi rozd�len�mi procesu � � f��t�� t � Tg na �IRT �K�� De�nujeme

.��C� � inff.�A� � A 	 C� A � Kg�

Je�li .��C� � �� pak existuje n�hodn� proces se stejn�mi kone	n�rozm�rn�mi rozd�len�mi

jako proces � a v�echny jeho trajektorie pat�� do podmnoiny C�

�




D�kaz� De�nujme nov� m��iteln� prostor� za element�rn� jevy vezmeme v�echny prvky

z C a ��algebra F bude de�nov�na jako

F � C � K � fC � B � B � Kg�

Nov� n�hodn� proces  � ft� t � Tg de�nujeme pomoc� vztahu t�x���� � x�t�� pro

x��� � C� Pravd�podobnost P de�nujeme na F n�sledovn��

P �C � B� � .�B��

Je nutno dok�zat jednozna	nost� nech� C �B� � C �B�� Bi � K� Pak

C � �B��B�� � �
�B��B� � �B� �B�� � �B� �B��� �� C � IRT � �B��B���

protoe IRT � �B��B�� � K� pak

.�IRT � �B��B��� � � �� .�B��B�� � � �� .�B�� � .�B���

T�m je m�ra P ur	ena jednozna	n�� Protoe

C � IRT � C �� P �C� � P �C � IRT � � .�IRT � � ��

jedn� se o pravd�podobnostn� m�ru� ��aditivita se dok�e snadno pomoc� ��aditivity prav�

d�podobnostn� m�ry .� Shodnost kone	n�rozm�rn�ch rozd�len� plyne ze vztahu

P fx��� � C � ��t��x����� � � � � �tn�x����� � Ag �
� P

n
C � fx��� � IRT � "x�t��� � � � � x�tn�#g � A

o
�

� .
n
x��� � IRT � "x�t��� � � � � x�tn�#g � A

o
�

�

T�m je sice ot�zka existence n�hodn�ho procesu s poadovan�mi vlastnostmi trajek�

tori� popsan�ch podmnoinou C vy�e�ena� kdy .��C� � �� ale tato vlastnost se velice
�patn� ov��uje� Proto je vhodn�j�� �e�it ot�zku �� o existenci ekvivalentn�ho n�hodn�ho

procesu� kter� bude m�t trajektorie s poadovanou vlastnost� ve smyslu skoro jist� a na�

v�c bude d�ky ekvivalenci m�t i stejn� kone	n�rozm�rn� rozd�len�� N�sleduj�c� p��klad

dokumentuje mon� postup p�i konstrukci ekvivalentn�ho procesu s poadovan�mi tra�

jektoriemi�

Nech� f��t�� t � Tg je n�hodn� proces kde T � IR a pro kter� plat�

Pf� � �s��� � �t���g � �

pro kadou dvojici s � t� s� t � T � Pak existuje ekvivalentn� proces f���t�� t � Tg� kter�
m� skoro v�echny trajektorie monot-nn� �neklesaj�c� funkce�� Postup je n�sleduj�c��

� 



Kdy toti t� � t� � � � � � tn� � � � � tn � T� tn � t � T � pak posloupnost f�tng�n��
je skoro v�ude nerostouc� posloupnost zdola ohrani	en� veli	inou �t a tud� existuje

limn�� �tn��� � �t���� � �t���� Pro s dostate	n� bl�zk� k t zprava pak plat�

P f�t���� � �s��� � �t���� & �g �
� P f�t���� � �tn��� � �t���� & �g �

co p�i n
 konverguje k � pro kad� � � �� D�le dok�eme� e a na nejv��e spo	et�

nou podmnoinu v T plat� P f� � �t���� � �t��� � �t����g � �� To znamen�� e mon�ch

skok� je pouze spo	etn� mnoho� Z p�edpoklad� plyne� e funkce Efarctg �t���g je nekle�

saj�c� funkce na T a tud� m� nejv��e spo	etn� mnoho skok�� V bodech jej� spojitosti ze

vztah� �t���� � �t��� � �t���� a E farctg �t����� arctg �t����g � F �t&���F �t��� � �

d�ky spojitosti plyne� e �t���� � �t��� � �t���� skoro jist�� D�le uvaujme v�ude hus�

tou podmnoinu T� v mnoin� T � kter� obsahuje i body� v nich proces f�t� t � Tg nen�

spojit� dle pravd�podobnosti� Protoe T� je spo	etn�� pak z�ejm�

P f� � �s��� � �t��� pro v�echny s � t� s � T�� t � T�g � ��

Nyn� lze zkonstruovat ekvivalentn� proces f/�t� t � Tg n�sledovn�� Prodlou�me skoro

v�echny trajektorie procesu f�t� t � Tg z podmnoiny T� na T�T�� Pro ty body t � T�T��
kter� jsou spojit� zprava de�nujme /�t��� � limn�� �tn���� tn � T�� tn � t� Pokud by

kone	n� limita neexistovala� polo�me /�t��� � �� Kdy t nen� bodem spojitosti zprava� tak

je bodem spojitosti zleva a postupujeme obdobn� pomoc� posloupnosti tn � t� V bodech
mnoiny T� polo�me /�t��� � �t���� Je z�ejm�� e proces f/�t� t � Tg m� skoro v�ude

trajektorie neklesaj�c�� Zb�v� dok�zat� e Pf� � /�t��� � �t���g � � pro kad� t � T �

Kdy T � T�� plat� toto trivi�ln�� kdy t � T � T�� pak uvaujme tut� posloupnost

ftng � T�� kde tn � t pro n
� Pak limn�� �tn � /�t a /�t � �t� 	i �t� a tyto veli	iny

jsou s pravd�podobnost� � rovny p�vodn�m veli	in�m �t�

Pozn�mka� P�edchoz� konstrukce m� jednu slabinu� a to v tom� e jsme automaticky

p�edpokl�dali� e kdy P �A� � �� A � B �� P �B� � �� i kdy B nemus� b�t n�hodn�

jev� Nap��

A � f� � f�tng je nerostouc� pro n
� �tn � �tg�
B � f� � existuje kone	n� limita limn�� �tng�

Pak je A � B� ale B nemus� pat�it do ��algebra A n�hodn�ch jev�� To se d� zachr�nit

z%pln�n�m ��algebry v�	i pravd�podobnosti P � co znamen�� e je�li P �A� � �� pak pro

kadou podmnoinu

B � A �� P �B� � ��

�viz V�ta  ��

�!



V�ta ��� �vlastnosti trajektori� Poissonova procesu�� Nech� f�t � T � h��&
�g je

Poisson�v proces� Pak skoro v�echny jeho trajektorie jsou neklesaj�c� funkce nab�vaj�c�

celo	�seln�ch hodnot� kter� rostou pouze skoky o velikosti ��

D�kaz� Ozna	me

A �

�
� � �t��� je cel� 	�slo pro v�echna t �

k

�n
� k � �� �� �� � � � � n � �� �� �� � � �

	
�

Z�ejm� A je n�hodn� jev a A �
T
t� k

�n
At� kde At � f�t��� je cel� 	�slog�

Protoe P �At� � � pro kad� t� pak i P �A� � ��

D�le ozna	me B � f� � �t���� � �t����� kde t� � t�� ob� typu k
�ng� Op�t ozna	me

Bn �
n
����� � � �

�n
��� � � �

�n
��� � � � � � � k��

�n
��� � � � �

o

�
��
k��

n
� � � k��

�n
��� � � k

�n
���

o
�

Protoe

P
n
� � � k��

�n
��� � � k

�n
���

o
� ��

pak i

� � P �Bn� � P �B��

D�le nech�

CN � f� � pro v�echna cel� i od � do hodnoty �N

existuje t � k
�n
� h�� Ni takov�� e �t � ig�

Op�t je snadno vid�t� e

CN 	
�nN���
k��

n
� � � k��

�n
���� � k

�n
��� � � 	i �

o
�

Odtud ihned

P �CN� �
�nN��Y
k��

P
n
� � � k��

�n
���� � k

�n
��� � � 	i �

o

�
�
e�a�

�n

& a ��n e�a �
�n
��nN

�

Protoe e��&� e�� � ��o��� p�i �  �� pak P �CN � � "��o�a ��n�#N �n� co p�i n

konverguje k �� tedy P �CN � � � pro kad� N �

Kdy nyn� budeme uvaovat n�hodn� jev

A �B �
��

N��

CN �

pak pravd�podobnost tohoto jevu je rovn� � a nav�c p�esn� vystihuje chov�n� trajektori��

kter� jsou po 	�stech konstantn� funkce na h��&
� s mon�mi skoky o velikosti pouze ��

�

�$



Pozn�mka� Na z�klad� p�edchoz� V�ty �� a p��kladu ze strany �
 lze ji snadno uk�zat�

e k Poissonovu procesu existuje ekvivalentn� proces� kter� m� skoro jist� trajektorie

zprava spojit��

V�ta ��� Nech� f�t� t � ha� big je n�hodn� proces na pravd�podobnostn�m prostoru

s �plnou ��algebrou n�hodn�ch jev�� Nech� existuj� konstanty C� �� � � � takov�� e pro

kad� s� t � ha� bi plat�
E

n
j�t � �sj	

o
� Cjt� sj����

Pak existuje ekvivalentn� proces k dan�mu procesu f�t� t � ha� big� kter� m� s� j� trajek�

torie spojit��

D�kaz� Nech� T� je mnoina v�ech racion�ln�ch bod� tvaru k��n� k� n cel� 	�sla v in�
tervalu ha� bi� n � �� Pak pomoc� �eby�evovy nerovnosti lze ps�t

P
n
� �




� k��
�n

���� � k
�n
���




 � qn
o
� C � ��n�n� q�n	�

Zvolme q � �����	 � �� pak

P
n
� �




� k��
�n

���� � k
�n
���




 � qn
o
� C � ��n � rn�

kde r � ����� � �� Odtud plyne n�sleduj�c� nerovnost plat�c� pro libovoln� n � IN

P

�
� � max

a� k
�n


k��
�n �b




� k��
�n

��� � � k
�n
���




 � qn
	

� X
a� k

�n

k��
�n �b

P
n
� �




� k��
�n

���� � k
�n
���




 � qn
o

� �b� a� �n C ��n � rn � C�b� a� � rn�

Protoe
P�

n�� r
n konverguje� pak d�ky Borel�Cantelliovu lemmatu s pravd�podobnost� �

od n�jak�ho n���� jsou pro v�echna n � n����� a � k
�n

� k��
�n
� b� spln�ny nerovnosti




� k��
�n

���� � k
�n
���




 � qn�

Dok�eme� e pro tato � � � jsou funkce �t��� stejnom�rn� spojit� na mnoin� T��

Jestlie s� t jsou libovoln� 	�sla tvaru k
�n takov�� e js � tj � �

�n � s � t� se jmenovateli

nep�evy�uj�c�mi �m� pak

��� j�t���� �s���j � �
mX

i�n��

qi�

kdem � n � n����� Toto lze dok�zat %plnou indukc��Kdy n � m a js�tj � �
�n � pak jedin�

s � t a nerovnost automaticky plat�� Nech� nyn� vztah plat� pro kad�m � m�� a dok�eme

platnost pro m�� Ozna	me s� nejbli�� racion�ln� 	�slo typu k
�n � se jmenovatelem men��m

neli �m� � resp� s� � s & �
�m� � kdy je jmenovatel roven �m� � Analogicky pro t zleva� T�m

�'



m�me dvojici s�� t� takovou� e js� � t�j � js� tj � �
�n

a podobn� p�edpokl�d�me platnost

nerovnosti ��� pro m�� �� pak d�ky nerovnostem j�t����� �t���j � qm�� j�s����� �s���j �
qm�� z�sk�me nerovnost ��� pro m��

Kdy nyn� bude js� tj � �
�n����

� vybereme takov� n � n����� e

�
�n��

� js� tj � �
�n
�

a odtud pak ji

j�t���� �s���j � �
�X

i�n��

qi �
�

�� q
jt� sj��

kde � � � log� q � �� T�m je dok�z�na stejnom�rn� spojitost funkce �t��� na T�� a lze ji

spojit� prodlouit na cel� interval ha� bi� Polo�me ��t ��� � �t��� pro t � T� a jinak jako

limity ve zbyl�ch bodech intervalu ha� bi� Zb�v� dok�zat� e

P
n
��t ��� � �t���

o
� �

pro kad� t � ha� bi� Toto ale snadno plyne z konstrukce procesu f��t ���� t � ha� big� nebo�

��t ��� � lim
s�t
s�T�

�s����

�

P�edchoz� v�ta se d� pou�t ke konstrukci wienerovsk�ho procesu fw�t�� t � �g� co je

gaussovsk� proces s nez�visl�mi p��r�stky w�t��w�s� s rozd�len�m N��� ���t� s�� maj�c�

s� j� spojit� trajektorie� Kdy aplikujeme p�edchoz� v�tu s parametry � � 
� � � � na

Brown�v pohyb� tak t�m prok�eme existenci ekvivalentn�ho stochastick�ho procesu� jeho

trajektorie budou ji skoro jist� spojit�� A to je pr�v� wienerovsk� proces fw�t�� t � �g� Na

druhou stranu p��klad procesu f��t�� t � �g� kde ��t� � expfw��t�g dokazuje� e p�edchoz�
v�ta vyjad�uje pouze posta	uj�c� podm�nku� protoe evidentn� proces f��t�� t � �g m�

s� j� spojit� trajektorie� ale jeho kovarian	n� funkce nespl�uje podm�nky v�ty pro �dnou

dvojici parametr� �� �� protoe Efj��t�� ��s�j	g nen� kone	n� pro �dn� � � ��

��



� Z�klady n�hodn� anal	zy

Jedn� se o studium r�zn�ch typ� spojitost�� diferencovatelnosti a integrovatelnosti re�l�

n�ch 	i komplexn�ch n�hodn�ch proces�� Budeme pojedn�vat o konvergenci dle pravd��

podobnosti� dle kvadratick�ho st�edu a ve smyslu skoro jist�� V�hradn� budeme uvaovat
T � IR�

V n�sleduj�c�m kr�tce se zm�n�me o hlavn�ch typech konvergence posloupnost� n�hod�

n�ch veli	in� Z�kladn�m typem konvergence je konvergence dle pravd�podobnosti� (�k�me�

e posloupnost n�hodn�ch veli	in fXng�n�� konverguje podle pravd�podobnosti k n�hodn�

veli	in� X� kdy pro kad�  � � plat�

lim
n�� Pf� � jXn����X���j � g � ��

Limitn� veli	ina X��� je ur	ena s pravd�podobnost� �� Budeme u�vat ozna	en�

P � limn��Xn � X� O konvergenci dle st�edu� resp� kvadratick�ho st�edu� hovo��me tehdy�

kdy plat�

lim
n�� EfjXn��� �X���jg � ��

resp�

lim
n�� EfjXn����X���j�g � ��

Zde tedy poadujeme� aby existovala EfjXn���g� resp� EfjXn���j�g� pro kad� n � IN �

Pak i existuje EfjX���jg� resp� EfjX���j�g� Konvergence dle kvadratick�ho st�edu impli�

kuje konvergenci dle st�edu a ta implikuje konvergenci dle pravd�podobnosti� Posledn�m

typem konvergence je konvergence posloupnosti odpov�daj�c�ch distribu	n�ch funkc� FXn���
k limitn� distribu	n� funkci FX���� a to platnost vztahu

lim
n�� FXn�	� � FX�	�

ve v�ech bodech spojitosti limitn� funkce FX���� Tato konvergence je naz�v�na konvergenc�

v podstat� 	i slabou konvergenc� distribu	n�ch funkc�� Tato konvergence plat� pr�v� tehdy�

kdy pro kadou spojitou ohrani	enou funkci f��� na IR plat�

lim
n��

Z �

��
f�	� dFXn�	� �

Z �

��
f�	� dFX�	��

Konvergence dle pravd�podobnosti implikuje konvergenci v podstat�� ale neplat� opak�

��



��� Limita a spojitost

V�ta ��� Nech� existuje Efj�tj�g � &
 pro kad� t � T � Nutn� a posta	uj�c� podm�nka

pro existenci limity dle kvadratick�ho st�edu p�i t t�� kde t� je hromadn� bod mnoiny

T � zn�� aby existovala kone	n� limita

lim
s�t�t�

Ef�s�tg�

D�kaz� Nutnost plyne ze spojitosti skal�rn�ho sou	inu� pak toti

lim
s�t�t�

Ef�s�tg � E

n
jt�j�

o
�

z 	eho plyne existence kone	n� limity� kde t� je limita dle kvadratick�ho st�edu od �t p�i

t t�� Posta	itelnost je zaloena na Cauchyov� krit�riu

lim
s�t�t�

Efj�t � �sj�g � lim
s�t�t�

n
Ej�tj� � E�t�s � E�s�t & Ej�sj�

o
� ��

�

V�ta ��� Pro to� aby existovala limita dle pravd�podobnosti

P � lim
t�t�

�t�

�kde t� je hromadn� bod mnoiny T �� je nutn� a sta	�� aby existovala limita dvourozm�r�

n�ho rozd�len� F�s�t� limt�s��t��t�� F�s�t ve smyslu slab� konvergence �konvergence v pod�

stat�� odpov�daj�c�ch distribu	n�ch funkc��

D�kaz� �Nutn� podm�nka�� Kdy �t   pro t  t� dle pravd�podobnosti� pak pro

dvourozm�rn� vektor ��t� �s� plat�� e

P � lim
�t�s���t��t��

��t� �s� � �� �

a konvergence dle pravd�podobnosti implikuje konvergenci distribu	n�ch funkc� v pod�

stat�� tj� v bodech spojitosti limitn� distribu	n� funkce�

�Podm�nka posta	uj�c��� Kdy t t�� s t�� pak sem zapad� i speci�ln� p��pad� kdy

s � t a konvergence se d�je pod�l hlavn� diagon�ly� Protoe rozd�len� n�hodn�ho vektoru

��t� �t� je soust�ed�no na hlavn� diagon�le� pak i jeho limitn� rozd�len�� pokud existuje�

si zachov�v� tuto vlastnost� Nech� f���� je re�ln� nez�porn� funkce� kter� se rovn� nule

v nule a mimo ��okol� je rovna �� Pak dle �eby�evovy nerovnosti

Pfj�t � �sj � �g � Eff���t � �s�g �
Z Z
R�

f��x� y�F�t�s�dx�dy��

��



Lze zvolit f���� jako spojitou� je ohrani	en�� a d�ky slab� konvergenci distribu	n�ch funkc�

plat�� e integr�l na prav� stran� p�i t� s t� konverguje k integr�lu

Z Z
R�

f��x� y�F����dx�dy��

kde F������ �� je limitn� distribu	n� funkce� kter� je soust�ed�na na hlavn� diagon�le� a tud�

integr�l je roven nule� T�m jsme dok�zali� e posloupnost je cauchyovsk� v pravd�podob�

nosti� �

V p��pad� spojitosti zaloen� na konvergenci dle pravd�podobnosti� hovo��me o sto�

chastick� spojitosti� je to nejslab�� rozumn� spojitost n�hodn�ch proces��

De�nice ��� N�hodn� proces f�t� t � Tg se naz�v� stochasticky spojit� v bod� t� � T �

kde t� je hromadn� bod v T � kdy plat�

P � lim
t�t�

�t � �t� �

Pozn�mka� Pojem stochastick� spojitosti je jednozna	n� odvozen od chov�n� dvouroz�

m�rn�ch rozd�len� n�hodn�ho procesu a nikterak nesouvis� s chov�n�m jeho trajektori��

Take nap�� poissonovsk� proces je spojit� dle pravd�podobnosti v kad�m bod�� i kdy
jeho trajektorie jsou skokovit�� nebo� skok m�e nastat v kad�m bod�� ale pouze s nulo�

vou pravd�podobnost��

De�nice ��� N�hodn� proces f�t� t � Tg je spojit� dle kvadratick�ho st�edu v bod�

t� � T � kde t� je hromadn� bod v T � kdy

lim
t�t�

Efj�t � �t� j�g � ��

V�ta ��� Aby n�hodn� proces f�t� t � Tg byl stochasticky spojit� na T � je nutn� a

sta	�� aby rozd�len� F�s�t��� �� bylo slab� spojit� na T � T ve dvojici �s� t��

D�kaz� P��mo plyne z V�ty ��� �

V�ta ��� Aby n�hodn� proces f�t� t � Tg byl spojit� dle kvadratick�ho st�edu na T � je

nutn� a sta	�� aby byla spojit� funkce Ef�s�tg na T � T �

D�kaz� P��mo plyne z V�ty ��� �

��



��� Derivace

Je z�ejm�� e pojem derivace stochastick�ho procesu se bude odvozovat od chov�n� pod�lu

�t�h � �t
h

p�i h � v�	i r�zn�m typ�m konvergence�

Brown�v pohyb nem� derivaci ani v�	i konvergenci dle pravd�podobnosti� nebo� kdyby

tento pod�l m�l p�i h  � limitu dle pravd�podobnosti� pak mus� existovat i limita dle

distribuce� co ale neexistuje� nebo� pod�l

�t�h � �t
h

m� rozd�len� N��� ��h�� co nem� limitu p�i h  �� Naopak poissonovsk� proces je
diferencovateln� podle pravd�podobnosti� ale nen� diferencovateln� podle kvadratick�ho

st�edu� Plat� toti

P

�
�t�h � �t

h
� �

	
�
h��

�

pro kad� � � �� nebo� s pravd�podobnost� � je �t�h � �t � �� ale dle kvadratick�ho

st�edu limita nem� smysl� Protoe kdyby existovala takov�to limita� musela by b�t d�ky

p�edchoz�mu nulov�� take sta	� studovat chov�n�

E

�
�
�
�t�h � �t

h
� �

��
��
� � E

�
�
�
�t�h � �t

h

����
� �

�
�
h�
E

n
��t�h � �t��

o
�

�
h�
E

n
+� �t

o
�

co nem�e konvergovat k nule p�i h �� nebo� Ef+� �tg � ah& �ah�� pro poissonovsk�

proces�

Odtud plyne� e pojem derivace zaloen� na konvergenci dle pravd�podobnosti nem�

�douc� vlastnosti� a proto se zam���me na konvergenci dle kvadratick�ho st�edu� �

V�ta ��� Nutnou a posta	uj�c� podminkou pro existenci derivace ve st�edn� kvadratic�

k�m smyslu v bod� t� � T pro n�hodn� proces f�t� t � Tg s nulovou st�edn� hodnotou je

existence zobecn�n� derivace druh�ho ��du v bod� �t�� t�� jeho kovarian	n� funkce�

Pozn�mka� Zobecn�n� druh� derivace je de�nov�na jako dvojn� limita

lim
h� h���

R�t� & h� t� & h���R�t� & h� t���R�t�� t� & h�� &R�t�� t��
hh�

�

pokud tato existuje�

��



D�kaz� Rozep��eme�li

E

�
�





�t�h � �t

h
� �t�h� � �t

h�







�
��
�

pak z�sk�v�me

R�t& h� t& h�� �R�t& h� t� &R�t� t�
h�

&
R�t & h�� t& h�� � �R�t� t& h�� &R�t� t�

�h���

��
R�t & h� t& h���R�t& h� t��R�t� t& h�� &R�t� t�

hh�
�

Odtud ihned plyne� e existence limity

lim
h�h���

R�t& h� t& h���R�t� t& h��R�t� t& h�� &R�t� t�
hh�

je nutnou a posta	uj�c� podm�nkou pro existenci derivace dle kvadratick�ho st�edu� �

V�ta ��� Pro to� aby n�hodn� proces f�t� t � �a� b�g m�l spojitou derivaci dle kvad�

ratick�ho st�edu� je nutn� a sta	�� aby Ef�t�sg na �a� b� � �a� b� m�la spojitou parci�ln�

derivaci druh�ho ��du v�	i t a s� nebo aby Ef�tg byla spojit� diferencovateln� funkce na

�a� b� a existovala spojit� parci�ln� derivace

��R�s� t�
�s �t

od p��slu�n� kovarian	n� funkce� Odtud t� ihned plyne� e kovarian	n� funkce p��slu�n�

derivace ��t je pr�v� ona parci�ln� derivace kovarian	n� funkce procesu f�t� t � �a� b�g�

D�kaz� Aby proces fxt� t � �a� b�g byl spojit� dle kvadratick�ho st�edu� je nutn� a

sta	�� aby

lim
s�t��t��t��

Ef�s�tg � Ef�t�g�

pro kad� t� � �a� b�� Kdy derivace f��s� s � �a� b�g bude spojit� dle kvadratick�ho st�edu�

pak mus� b�t dle p�edchoz�ho Ef��s��tg � �R�s�t�
st

spojit� na �a� b���a� b�� Naopak kdy bude

existovat �R�s�t�
st

a bude spojit�� pak existuje i zobecn�n� derivace a tedy existuje derivace

dle kvadratick�ho st�edu a d�ky spojitosti t�to derivace je i derivace dle kvadratick�ho

st�edu spojit� na �a� b�� �

Pozn�mka� Kdy existuje ��t v bod� t� pak

Ef��tg �
�

�t
Ef�tg�

�




�� Integr�l

Jak de�novat integr�l od n�hodn�ho procesu0 Kdy je n�hodn� proces f�t� t � ha� big
spojit� dle kvadratick�ho st�edu� pak je p�irozen� de�novat integr�l p�es d�len� intervalu

ha� bi pomoc� integr�ln�ch sum
nX
i��

�si�ti�� � ti��

kde fti � si � ti��g� Jde o to uk�zat� kdy existuje limita dle kvadratick�ho st�edu

lim
k�k��

nX
i��

�si�ti�� � ti��

co lze prov�st jako u klasick�ho Riemannova integr�lu�

V�ta ��� Je�li n�hodn� proces f�t� t � ha� big takov�� e Efx�t�g � � na ha� bi� Efjx�t�j�g
�
 pro kad� t � ha� bi� pak integr�l dle kvadratick�ho st�edu existuje� kdy existuje ve

smyslu Riemannov� integr�l Z b

a

Z b

a
R�s� t� dsdt�

kde R�s� t� � Efx�s�x�t�g�

D�kaz� Ozna	me

Yn �
nX
i��

�si�ti�� � ti�

Ym �
mX
i��

�ui�vi�� � vi��

+n � ftign� � +m � fvjgmj��� D�le

EfjYn � Ymj�g � EfjYmj�g � EfYnYmg& EfjYmj�g � EfYnYmg �

� E

�
�
n��X
i��

n��X
j��

�si �sj�ti�� � ti� �tj�� � tj�

��
��

�E
�
�
n��X
i��

m��X
j��

�si �uj �ti�� � ti� �vj�� � vj�

��
��

�E
�
�
n��X
i��

m��X
j��

�uj �si�ti�� � ti� �vj�� � vj�

��
�&

&E

�
�
m��X
i��

m��X
j��

�ui �uj �vi�� � vi� �vj�� � vj�

��
� �

�
n��X
i��

n��X
j��

R�si� sj� �ti�� � ti� �tj�� � tj��

� 



�
n��X
i��

m��X
j��

R�si� uj� �ti�� � ti� �vj�� � vj��

�
n��X
i��

m��X
j��

R�uj � si� �ti�� � ti� �vj�� � vj� &

&
m��X
i��

m��X
j��

R�ui� uj� �vi�� � vi� �vj�� � vj� �
k�k��

�

tehdy� kdy existuje Z b

a

Z b

a
R�s� t� dsdt

ve smyslu Riemannov�� �

Pozn�mka� V mnoh�ch monogra��ch a u	ebnic�ch je p�edchoz� v�ta vyslovena jako t�

nutn� podm�nka pro existenci integr�lu ve smyslu konvergence dle kvadratick�ho st�edu�

Lze ale uk�zat� e tomu tak nen�� Probl�m je toti v tom� jak jsou de�nov�ny p��slu�n�

integr�ln� sumy vystupuj�c� v de�nici dvourozm�rn�ho Riemannova integr�lu� V p��pad��

kter� je uvaov�n ve v��e uveden�m d�kazu� jde o sumy typu �A�� toti sumy tvaru
X
i

X
j

R�zi� zj�+yi+yj�

kde zi � �yi� yi���� zj � �yj� yj���� kdeto p�i de�nici Riemannova dvourozm�rn�ho inte�

gr�lu jde o sumy typu �B� X
i

X
j

R�zij � z�ij�+yi+yj�

kde �zij� z�ij� � �yi� yi��� � �yj� yj���� Je ihned vid�t� e sumy typu �A� jsou speci�ln�m

p��padem sum typu �B�� jejich konvergence zaru	uje existenci Riemannova integr�lu a

nikoliv konvergence sum typu �A�� Bl�e viz "�#� kde je uk�z�na konstrukce n�hodn�ho
procesu� kter� je integrovateln� dle kvadratick�ho st�edu� ale jeho kovarian	n� funkce nen�

riemannovsky integrovateln��

Nyn� se obr�t�me k Lebesgueov� integr�lu od kovarian	n� funkce a zjist�me� jak se

situace zm�n�� Uvaujme n�hodn� proces X � fXt� t � h�� �ig� kde

Xt � � pro iracion�ln� t

Xt �  pro racion�ln� t�

p�i	em  je n�hodn� veli	ina s rozd�len�m N��� ��� Snadno lze zjistit� e

R�s� t� � � pro s� t racion�ln�

a jinak� R�s� t� � �� Rovn� je ihned vid�t� e Lebesgue�v integr�l
Z �

�

Z �

�
R�s� t� dsdt � ��

�!



ale funkce R�s� t� nespl�uje podm�nku konvergence pro integr�ln� sumy typu �A�� co je

nutn� a posta	uj�c� podm�nka pro existenci integr�lu
R �
� Xt dt ve smyslu st�edn� kvadra�

tick�m� Tedy
R �
� Xt dt v tomto smyslu neexistuje�

P��klad� Nech� T � h�� �i� � n�hodn� veli	ina s rovnom�rn�m rozd�len�m na h�� �i�
De�nujme �t � � pro t � � ���� pro t � � ��� polome

�t��� �
�

t� � ���
�

Dokame� e proces f�t���� t � h�� �ig je spojit� dle pravd�podobnosti� ale integr�lR �
� �t��� dt ve smyslu konvergence dle pravd�podobnosti neexistuje�

Protoe � ��� je rovnom�rn� rozd�lena na h�� �i� pak
P f� � �t��� � �g � P ft � � ���g � �� t

P

�
� � �t��� �

�
t� � ���

	
� P f� ��� � tg � t�

P�i studiu stochastick� spojitosti procesu na h�� �i je nutn� studovat chov�n� rozd�lu

j�t����� �s���j
p�i s t�� Pokud budeme uvaovat s� t�� pak ozna	me As � f� � s � � ���g a lze tedy

ps�t pro libovoln�  � �

P f� � j�s���� �t����j � g �

� P f� � fj�s���� �t����j � g �At�g&
&P

n
� � fj�s���� �t����j � g �Ac

t�

o
�

� P
n
� � fj�s���� �t����j � g �Ac

t�
�As

o
&

&P
n
� � fj�s���� �t����j � g �Ac

t�
�Ac

s

o
� P f� � s � � ��� � tg&

&P

�
� �

�
t� � s

�s� � ���� �t� � � ����
� 
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�Ac
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�
s	t�
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Obdobn� pro s� t��

T�m je dok�z�na stochastick� spojitost procesu� Nyn� k existenci integr�lu vzhledem ke

konvergenci dle pravd�podobnosti� Kdyby integr�l ve smyslu konvergence dle pravd�po�

dobnosti existoval� pak by pro kadou posloupnost d�len� f+ng intervalu h�� �i s k+nk � �

platilo� e

P � lim
n��

X
��� �

Z �

�
�t dt�

Nech� + � �t�� t�� � � � � tn� je d�len� intervalu h�� �i� Nech� S��� �� je odpov�daj�c� integr�ln�

suma� tj�

S��� �� �
n��X
i��

�zi�ti�� � ti�� zi � hti� ti��i�

�$



Z�ejm�

S��� �� �
n��X
i�j

�
zi � � ���

�ti�� � ti��

kdy � ��� � htj� tj��i� Jestlie zvol�me zj jednou v�t�� neli � ��� a podruh� z�j men�� neli

� ���� ale st�le bude z�j � htj � tj��i� pak rozd�l odpov�daj�c�ch integr�ln�ch sum bude pr�v�

�
zj � � ���

�tj�� � tj��

co lze u	init libovoln� velk�m vhodnou volbou bodu zj� i kdy �tj�� � tj�  � pro

k+k � �� Pak tedy integr�ln� sumy nemohou b�t cauchysovsk� podle pravd�podobnosti�

Z toho tedy vypl�v�� e nem� p��li� cenu se zab�vat integr�lem ve smyslu konvergence

dle pravd�podobnosti� protoe jsme uk�zali� e n�hodn� proces spojit� dle pravd�po�

dobnosti na kompaktn�m intervalu zde nen� integrovateln� ve smyslu konvergence dle

pravd�podobnosti� co je nep��jemn� skute	nost� Soust�ed�me se tedy na konvergenci dle

kvadratick�ho st�edu� Je ale d�leit� si uv�domit� e de�nice integr�lu dle kvadratick�ho

st�edu je odvozena od chov�n� kovarian	n� funkce procesu �tedy od jeho kone	n�rozm�r�
n�ch rozd�len�� a nikoliv od vlastnost� jeho trajektori�� kter� de facto ani nemus� b�t

integrovateln�� P�esto se lze pt�t� jak souvis� integr�l dle kvadratick�ho st�edu s integr��

lem pod�l jednotliv�ch trajektori�� pokud tyto budou vhodn� m��iteln� funkce a lze tak

uvaovat bu) Riemann�v 	i Lebesgue�v integr�l� Pokud lze integrovat trajektorie riema�

novsky� pak oba integr�ly spl�vaj� s� j�� tj� integr�l dle kvadratick�ho st�edu a Riemann�v

integr�l pod�l jednotliv�ch trajektori�� Toto vypl�v� z toho� e ob� konvergence maj� spo�

le	nou konvergenci dle pravd�podobnosti a ta m� limitu jednozna	n� ur	enou ve smyslu

s� j� Pokud chceme uvaovat integrovatelnost dle Lebesguea� pak je nutno zav�st pojem

m��iteln�ho procesu� tj� n�hodn� funkce ��t� �� je m��iteln� v�	i kart�zsk� ��algeb�e� ge�

nerovan� ��algebrou A n�hodn�ch jev� a ��algebrou borelovsk�ch mnoin v T � Pak na

z�klad� Fubiniho v�ty plat� za p�edpokladu existence integr�lu

Z b

a
Ef��t ���gdt � &
�

e

existuje
Z b

a
j�t���j� dt s� j�� tedy i

Z b

a
j�t���jdt s� j�

V�ta ��� Nech� existuje pro centrovan� proces f�t� t � ha� big integr�l ve smyslu Rie�

mannov� od jeho kovarian	n� funkce R��� ��
Z b

a

Z b

a
R�s� t� dsdt�

Pak

E

�Z b

a
�t dt

	
�

Z b

a
E f�t dtg

�'



E

�Z b

a
�t dt � �s

	
�

Z b

a
R�t� s� dt

E

�Z b

a
�t dt �

Z b

a
�s ds

	
�

Z b

a

Z b

a
R�s� t� dsdt�

D�kaz� Plyne p��mo z de�nice integr�lu dle kvadratick�ho st�edu� �

��� Stochastick� integr�l od nen�hodn� funkce

Jedn� se o konstrukci integr�lu typu
R b
a f�t� d�t� kde f��� je nen�hodn� funkce pat��c� do

n�jak� t��dy funkc� a f�tg je n�hodn� proces na ha� bi� Pokud by trajektorie od procesu

f�tg byly s� j� diferencovateln� dle kvadratick�ho st�edu� pak by nem�lo smysl uvaovat

tyto integr�ly� protoe v rozumn� teorii stochastick�ho integr�lu by muselo b�t
Z b

a
f�t� d�t �

Z b

a
f�t� ��t dt s� j�

Tud� diferencovatelnost nen� nutn�m poadavkem� dokonce ani kone	n� tot�ln� variace

�t na ha� bi nen� �d�na� protoe by nebylo mon� uvaovat stochastick� integr�l od wie�

nerovsk�ho procesu� kter� na libovoln�m intervalu nem� kone	nou variaci� Je tedy nutn�

zvolit jin� p��stup k de�nov�n� vhodn�ho integr�lu a uk�e se� e p��stup zaloen� na

konvergenci dle kvadratick�ho st�edu je op�t sch�dn��

Nech� tedy f��t�� t � Tg je n�hodn� proces s ortogon�ln�mi p��r�stky� Pak ke kad�mu

takov�mu procesu existuje neklesaj�c� funkce F ��� de�novan� rovn� na T takov�� e

E

n
j��t�� ��s�j�

o
� F �t�� F �s�

pro kadou dvojici s � t� s � T� t � T � Tento vztah budeme t� symbolicky zapisovat
jako

Efjd��t�j�g � dF �t��

Funkce F ��� je jednozna	n� ur	ena a na aditivn� konstantu� Protoe funkce F ��� je mono�

t-nn�� m�e m�t nejv��e spo	etn� mnoho bod� nespojitosti� kde F �s&���F �s� �� � ��

V ostatn�ch bodech mnoiny T je funkce F ��� spojit�� a tud� i proces f��t�� t � Tg
v t�chto bodech mus� b�t spojit� dle kvadratick�ho st�edu� V bodech� kde funkce F ���
m� skok� lze de�novat limity zprava a zleva pro proces f��t�� t � Tg dle kvadratick�ho

st�edu� jak plyne z vlastnost� monotonie funkce F ���� Pak plat�

F �t�� F �t� �� � E

n
j��t� � ��t � ��j�

o
F �t& �� � F �t� � E

n
j��t & ��� ��t�j�

o
F �t& ��� F �t� �� � E

n
j��t & ��� ��t� ��j�

o
�

kde ��t � �� zna	� limitu dle kvadratick�ho st�edu zleva� Analogicky pro ��t & ��� Nen�

�dnou ztr�tou na obecnosti uvaovat mnoinu T za interval� bu) otev�en� 	i uzav�en��

T�m ani nevylu	ujeme p��pad T � IR�

��



Nyn� kr�tce nast�n�me� jak vypad� konstrukce stochastick�ho integr�lu od nen�hodn�

funkce de�novan� na T vzhledem k procesu s ortogon�ln�mi p��r�stky�

Nejd��ve zade�nujeme stochastick� integr�l pro jednoduchou funkci f���� kde

� � pro t � a�

f�t� � cj pro aj�� � t � aj� j � �� �� � � � � n

� � pro t � an�

p�i	em a� � a� � a� � � � � � an jsou libovoln� re�ln� 	�sla�

Pak polo�me

Z ��

��
f�t� d��t� �

nX
j��

cj "��aj � �� � ��aj�� � ��# �

Aby se dal integr�l de�novat i pro sloit�j�� funkce� je vhodn� funkci F ��� uvaovat jako
zleva spojitou� aby generovala m�ru na borelovsk�ch podmnoin�ch v IR� Pak bude i proces

��t� zleva spojit� dle kvadratick�ho st�edu a stochastick� integr�l pak m� jednodu���
vyj�d�en� Z ��

��
f�t� d��t� �

nX
j��

cj "��aj�� ��aj���# �

D�ky ortogonalit� p��r�stk� procesu f��t�� t � ��
�&
�g je ihned vid�t� e jednak je

integr�l de�nov�n pro jednoduch� funkce jednozna	n� jako n�hodn� veli	ina� tj� ve smyslu

skoro jist� a jednak plat� pro dvojici jednoduch�ch funkc�

Z ��

��
jf��t�� f��t�j� dF �t� � E

�




Z ��

��
f��t� d��t��

Z ��

��
f��t� d��t�






�
	
�

Tento d�leit� vztah ud�v� n�vod� jak roz���it stochastick� integr�l pro kadou funkci

f � L��IR�F �� kde funkce F ��� de�nuje jednozna	n� m�ru na borelovsk�ch podmnoin�ch

v IR�

Pojem ortogon�lnosti p��r�stk� n�hodn�ho procesu na IR lze zobecnit na pojem n��

hodn� ortogon�ln� m�ry� kter� m�e b�t de�nov�na v libovoln�m prostoru� a ne pouze

v IR�

Pojem ortogon�ln	 n�hodn� m	ry

Nech� E je nepr�zdn� mnoina� nech�M je syst�m podmnoin v E zat�m bl�e neur	en��

D�le nech� kad�mu + � M je p�i�azena n�hodn� veli	ina z�+� �obecn� s komplexn�mi

hodnotami� a ��+� takov�� e

�� Efz�+�g � �� Efjz�+�j�g � &


�� z�+� �+�� � z�+�� & z�+�� s� j� p�i +� �+� � �� +� �+� � M


�



�� Efz�+�� z�+��g � ��+� �+��� kdy +� �+� � M spolu s +�� +� � M�

kde � je n�jak� mnoinov� funkce na M spl�uj�c� ���� � �� Syst�m n�hodn�ch veli	in

fz�+�� + � Mg se naz�v� element�rn� n�hodn� ortogon�ln� mnoinov� funkce na M�

Ortogon�ln� proto� e p�i +� �+� � � je Efz�+�� z�+��g � ���� � ��

Vlastnosti�

�� ��+� � Efjz�+�j�g� ���� � �

�� ��+� �+�� � Efjz�+� �+��j�g � ��+�� & ��+�� & ���+� �+�� � ��+�� & ��+��

p�i +� �+� � �� � je tedy kone	n� aditivn� na M�

Nejd�leit�j�� p��pad bude� kdy M bude okruh 	i alespo� polookruh a ���� de�novan�

na M takov�m zp�sobem� aby se dala p��padn� roz���it na ��M� do m�ry�

Nech� L�M� je t��da v�ech jednoduch�ch M�m��iteln�ch funkc� de�novan�ch na E�

tj�

L�M� �

�
f��� � f�x� �

nX
k��

ck ��k
�x�

	
� +k � M�

De�nujme stochastick� integr�l pro f � L�M� n�sledovn��

Z
E
f�x� dz�x� �

nX
k��

ck z�+k��

Je nutn� d�le p�edpokl�dat n�co o syst�mu M� aby stochastick� integr�l jako n�hodn�

veli	ina byl ur	en jednozna	n�� nap�� sta	�� aby M byl polookruh� Nech� f� g � L�M��

pak f��� g��� � L�M� op�t a m� smysl uvaovat
Z
E
f�x� g�x� dz�x��

Plat�

E

�Z
E
f�x� dz�x�

Z
E
g�x� dz�x�

�
�

nX
k��

ck dk ��+k�
�
�
Z
E
f�x� g�x� d��x�

�
�

co bychom cht�li� aby platilo i v p��pad�� kdyby bylo mono mnoinovou funkci � pro�

dlouit do m�ry a uvaovat L��E� ��M�� �� � L���� m�sto L�M��

P�edpokl�dejme tedy� eM je alespo� polookruh� co je syst�m uzav�en� v�	i pr�niku
dvou prvk� �podmnoin� takov�� e rozd�l dvou prvk� +�� +�� tedy +��+�� se d� vyj�d�it

jako kone	n� sjednocen� disjunktn�ch prvk� z M� 	ili

+� �+� �
N�
k��

+�
k� +�

k � M� +�
k �+�

j � � pro k �� j�

Nejd�leit�j��m p��padem polookruhu jsou polootev�en� intervaly typu ha� b� na re�ln�

p��mce spolu s pr�zdnou mnoinou�


�



Nech� tedy M je polookruh a na n�m � mnoinov� funkce generovan� element�rn�

ortogon�ln� n�hodnou mnoinovou funkc� z���� Budeme p�edpokl�dat� e � je na M polo	

�	aditivn�� neboli pro kad� + � M takov�� e kdy je + pokryto spo	etn� mnoha prvky

z M� tj�

+ �
��
k��

+k� +k � M�

pak

��+� �
�X
k��

��+k��

Lze toti dok�zat� e tato polo���aditivita je nutnou a posta	uj�c� podm�nkou pro to� aby

se aditivn� nez�porn� funkce � naM� kter� nen� identicky &
� dala roz���it jakoto m�ra

na nejmen�� ��algebru nad polookruhem M�

Pro dal�� budeme de�novat isometrick� zobrazen�

I � L�M� � L����A� P �

a to pomoc� I�f� �
R
E f�x� dz�x�� p�i	em plat�

E

�




Z
E
f dz





�
	
�

nX
i��

jcij� ��+i� �
Z
E
jf�x�j� d��x��

jak plyne z v��e uveden� vlastnosti� Protoe L�M� je v�ude hust� podmnoina v L�����

lze toto isometrick� zobrazen� roz���it z L�M� na cel� prostor L���� a pomoc� n�j de�novat

stochastick� integr�l pro kadou funkci f � L����

I�f� �
Z
E
f�x� dz�x�

jakoto n�hodnou veli	inu pat��c� do L����A� P �� p�esn�ji do uz�v�ru nad n�hodn�mi

veli	inami tvaru I�f� pro f��� jednoduchou funkci z L�M��

Tato konstrukce bude fungovat� kdy bude mono roz���it � ze syst�muM na ��M��
aby zde byla m�rou� tzn� nez�pornou ��aditivn� mnoinovou funkci� Pak lze t� i elemen�

t�rn� ortogon�ln� mnoinovou funkci z��� roz���it na ty podmnoiny + � ��M�� pro n�

je ��+� �
� a to vztahem

z�+� �
Z
E

��x� dz�x��

Hovo��me pak o ortogon�ln� n�hodn� m��e�

V�ta ��� Pro f� g � L���� je

��
R
E��f & �g� �x� dz�x� � �

R
E f�x� dz�x� & �

R
E g�x� dz�x� s� j�

�� Kdy fn  f v L���� �dle kvadratick�ho st�edu�� pak
R
E fn dz � R

E f dz dle

kvadratick�ho st�edu v L����A� P ��


�



D�kaz� Uveden� vlastnosti p��mo plynou z konstrukce stochastick�ho integr�lu a z vlast�

nost� Hilbertov�ch L��prostor�� �

Nejd�le�it�j
� p��pad� T � ha� bi
Proces f�tg je de�nov�n na ha� bi s ortogon�ln�mi p��r�stky� Ef�tg � � pro jednodu�

chost� de�nujme F �t� � Efj�t��aj�g� Ihned vid�t� e F �t� je neklesaj�c�� F �t� � �� F �a� �

�� Kdy f�tg bude spojit� zleva dle kvadratick�ho st�edu� pak i F ��� je spojit� zleva a

de�nuje m�ru na borelovsk�ch podmnoin�ch v ha� bi� D�ky ortogonalit� je

z�hc� d�� � �d � �c

element�rn� ortogon�ln� n�hodn� mnoinov� funkce� kter� se d� roz���it na ortogon�ln�

n�hodnou m�ru na v�echny borelovsk� podmnoiny a lze de�novat
R b
a f�t� d�t s t�m� e

Z b

a
jf�t�j� dF �t� � E

�
�






Z b

a
f�t� d�t







�
��
� �

Kdy budeme uvaovat Wiener�v proces fw�t�� t � h�� T ig� jde o proces s nez�visl�mi

p��r�stky� a lze tedy de�novat stochastick� integr�l typu

Z T

�
f�t� dw�t�

pro kadou funkci f � L�h�� T i� nebo� zde F �t� � ��t�

Pozn�mka� Wiener p�vodn� uvaoval stochatick� integr�l pro funkce maj�c� derivace
integrovateln� s kvadr�tem� tj� f ���� � L��ha� bi�� a pro takov� funkce de�noval integr�l

v�	i dw�t� n�sledovn� pomoc� vztahu per partes

Z b

a
f�t� dw�t� � f�b�w�b�� f�a�w�a��

Z b

a
f ��t�w�t� dt

a uil op�t izometrii a vloen� do L��ha� bi�� protoe funkce s kvadraticky integrovatelnou

derivac� tvo�� v�ude hustou podmnoinu v L��ha� bi��
Nech� funkce g�t� �� pat�� pro kad� t � T do L����� pak m� smysl stochastick� integr�l

Z
E
g�t� x� dz�x� � t�

ftg je tedy nov� proces na T � p�i	em Eftg � �

Eftsg �
Z
E
g�t� x� g�s� x� d��x��

kde � je m�ra odvozen� od ortogon�ln� n�hodn� m�ry dz����


�



� Korela�n� teorie n�hodn	ch proces


Nech� na mnoin� T je d�n stochastick� proces f�t���g s kone	n�mi druh�mi momenty a

nech� pro jednoduchost je centrovan�� tj�

Ef�tg � �� pro kad� t � T�

Kdy lze proces f�t� t � Tg vyj�d�it ve tvaru stochastick�ho integr�lu

�t �
Z
	
f�t� 	� dz�	��

kde �1��� �� je n�jak� m��iteln� prostor s m�rou � takov�� e

Efjdz�	�j�g � d��	�� f�s� �� � L���� pro kad� s � T�

pak kovarian	n� funkce m� tvar

R�s� t� � Ef�s �tg �
Z
	
f�s� 	� f�t� 	� d��	�

Co lze ��ci v opa	n�m sm�ru0

V�ta �� 	Karhunen� Kovarian	n� funkce centrovan�ho stochastick�ho procesu f�t� t �
Tg je vyj�d�iteln� ve tvaru

R�s� t� �
Z
f�s� 	� f�t� 	� d��	�

kde f�s� �� � L��1��� �� pro kad� s � T pr�v� tehdy� kdy existuje ortogon�ln� n�hodn�

m�ra z��� na �1��� takov�� e

�t �
Z
	
f�t� 	� dz�	� s� j�

D�kaz� Kdy f�t� t � Tg je vyj�d�iteln� jako stochastick� integr�l v�	i z���� pak z vlast�

nost� stochastick�ho integr�lu plyne rozklad kovarian	n� funkce�

Naopak� nejd��ve p�edpokl�dejme� e funkce ff�s� ��g tvo�� b�zi v prostoru L��1��� �� �
L����� tj�� kdy ���� � L����� pak existuje posloupnost funkc� tvaru

�n��� �
knX
j��

a
�n�
j f�tnj � 	��







kde �n  � dle kvadratick�ho st�edu v�	i ��

Nech� S � �� ��S� � &
� pak indik�tor mnoiny S 
S��� � L����� a tud� existuje


n�	� �
Pkn

j�� a
n
j f�t

n
j � 	� � 
S�	� p�i n
� polome

zn�S� �� �
knX
j��

anj �tnj ����

Dokame� e fzn�S� ��g je cauchyovsk� dle kvadratick�ho st�edu� Snadno je vid�t� e

E

n
jzn�S� ��� zm�S� ��j�

o
�
Z
	
j
n�	�� 
m�	�j� d��	� �

n�m��
�

a dle %plnosti L��prostor� mus� existovat limita� ozna	me ji z�S�� Vlastnosti z�S� jsou

n�sleduj�c��

a� Efz�S�g � limn�� Efzn�S�g � � d�ky centrovanosti f�tg�

b� S� � S� � �� S�� S� � �� pro kad� Si� i � �� � existuje posloupnost 

�n�
S�

�	� �Pkn
j�� a

�n�
j f�t�n�j � 	�� 
�n�

S�
�	� �

Pqn
m�� b

�n�
m f�t�n�n � 	�� utvo��me fzn�Si�g�n��� i � �� �

E

n
z�S�� z�S��

o
� lim

n�� E
n
zn�S�� zn�S��

o
�

� lim
n��

Z
	


�n�
S�

�	�
S��	� d��	� �
Z
	

S��	�
S��	� d��	� �

dle Lebesgueovy v�ty o dominantn� konverenci

� E

n
z�S�� z�S��

o
� ��S� � S��

c� z�S� � S�� � z�S�� & z�S�� s� j� p�i S� � S� � ��

E

n
jz�S� � S��� z�S��� z�S��j�

o
�
Z

�
S�
S��	�� 
S��	� � 
S��	�� d�����

z 	eho plyne� kdy p�i S� � S� � � je prav� strana rovna nule� pak i lev� strana je

nulov� a z nez�pornosti integr�lu plyne� e mus� b�t

z�S� � S�� � z�S�� & z�S�� s� j�

Nyn� polome t �
R
	 f�t� 	� dz�	� a chceme dok�zat� e �t � t s� j�

Efj�t � tj�g � R�t� t�� Ef�ttg � Ef�t tg&
&Efjtj�g � R�t� t�� Ef�ttg � Ef�ttg&

Z
	
jf�t� 	�j�d��	�

Nyn� sta	� dok�zat� e Ef�ttg � Ef�ttg �
R
	 jf�t� 	�j� d��	�� co plyne ze spojitosti

skal�rn�ho sou	inu a z faktu� e

E

n
�t dz�t�

o
� f�t� 	� d��	��


 



D�kaz byl proveden za p�edpokladu� e ff�t� ��g tvo�� b�zi v L��1��� ��� Kdy netvo���

dopln� se o takov� funkce g�t� ��� t � T � pat��c� do L��1��� ��� e plat�Z
	
f�s� 	� g�t� 	� d��	� � �

pro kad� s � T� t � T �� T � T � � �� polome

k�t� 	� � f�t� 	� pro t � T

� g�t� 	� pro t � T ��

Syst�m fk�t� ��g� t � T � T � tvo�� ji b�zi v L��1��� ��� Nech� nyn� fyt� t � T � T �g je

takov� proces� e yt � t pro t � T a fyt� t � T �g je gaussovsk� centrovan� s kovarian	n�

funkc� tvaru

R�s� t� �
Z
	
g�s� 	� g�t� 	� d��	�

a nez�visl� na ft� t � Tg� Takov� proces lze vdy zkonstruovat� T�m je zkonstruov�na

b�ze z funkc� fk�t� ��g v L���� a lze postupovat� jak ji bylo provedeno d��ve za p�edpo�

kladu� e syst�m funkc� ff�s� ��g tvo�� b�zi v L��1��� ��� �

��� Spektr�ln	 reprezentace slab� stacion�rn	ch n�hodn�ch po�
sloupnost	 a proces�

Budeme p�edpokl�dat� e f�t� t � Tg je slab� stacion�rn� centrovan� n�hodn� proces

s kovarian	n� funkc� R�t�� Budeme se zab�vat dv�ma p��pady� a to T � ZZ a T � IR�
V p��pad� T � ZZ hovo��me o slab� stacion�rn�ch posloupnostech� v p��pad� T � IR

o procesech�

V�ta �� 	Herglotz� Nech� f�n� n � ZZg je slab� stacion�rn� centrovan� n�hodn�

posloupnost� Pak hodnoty jej� kovarian	n� funkce R��� se daj� vyj�d�it ve tvaru

R�n� �
Z �

��
ein� dF �	�� n � ZZ�

kde F ��� je neklesaj�c�� zleva spojit� funkce na h��� �i takov�� e F ���� � �� F ��� je

v tomto smyslu jedin��

D�kaz� R��� je jakoto kovarian	n� funkce pozitivn� semide�nitn�� tud�

NX
j��

NX
k��

cj ck R�tj � tk� � ��

Polome tj � j� tk � k� cj � e�i�j pro �� � 	 � � a ozna	me

�N�	� �
�

��N

NX
j��

NX
k��

R�j � k� e�i��j�k��


!



Jist� �N �	� � � pro kad� 	 � h��� �i a substitutce � � j � k d�v� vyj�d�en�

�N�	� �
�

��N

N��X
���N��

�N � j�j�R��� e�i���

D�le ozna	me

FN�	� �
Z �

��
�N �u� du�

Protoe �N��� � �� pak FN �	� je neklesaj�c� na h��� �i� FN���� � �� Jeliko plat�

R �
�� e

ik�dx � �� pro k � �

� � pro k �� �� k � ZZ�

polome Fn�	� � � pro 	 � ��� Fn�	� �
R �
�� �N �	� d	 � R��� pro 	 � �� T�m je Fn���

de�nov�na jako neklesaj�c� funkce na cel�m IR a dle prvn� Hellyovy v�ty �viz nap��klad

"!#� lze vybrat z posloupnosti fFng podposloupnost� kter� konverguje k neklesaj�c� funkci

�jedn� se o konvergenci v podstat�� tedy v bodech spojitosti limitn� funkce� kterou lze

dode�novat na zleva spojitou v kad�m bod��� Dle �� Hellyovy v�ty plat� o konvergenci

integr�l�� e

lim
k��

Z �

��
eit�dFNk

�	� �
Z �

��
eit�dF �	��

ale Z �

��
eit�dFNk

�	� �
Z �

��
eit��Nk

�	� d	 � R�t�

�
�� jtj

Nk

�
pro jtj � Nk�

pro jtj � Nk je integr�l roven ��

Z�ejm� limk��R�t�
�
� � jtj

Nk

�
� R�t� pro kad� t � IR� Protoe R��� � F ��&��� tedy

limita zprava� lze beze zm�ny integr�lu tento p��padn� skok um�stit do za	�tku do bodu

��� t�m se dos�hne toho� e

R��� � F ����

�

V�ta ��� Kad� slab� stacion�rn� centrovan� n�hodn� posloupnost se d� vyj�d�it ve

spektr�ln�m rozkladu

�n �
Z �

��
ein�dz�	�� s� j�

kde z��� je ortogon�ln� n�hodn� m�ra de�novan� na intervalech v h��� �i a spl�uj�c� vztah

E

n
jdz�	�j�

o
� dF �	��

kde F ��� de�nuje spektr�ln� m�ru p��slu�nou kovarian	n� funkci posloupnosti f�n� n � ZZg�

D�kaz� Zn�n� v�ty ihned plyne z Karhunenovy v�ty� nebo� d�ky p�edchoz� v�t� plat�� e

Ef�n �mg �
Z �

��
ei�n�m��dF �	��

�


$



Pozn�mka� N�hodn� m�ra z���� z�A� �
R �
�� 
A�	� dz�	� se d� roz���it z interval� na

libovolnou borelovskou podmnoinu v h��� �� a ortogonalita znamen�� e
Z
B��B�

dF �	� � Efz�B�� z�B��g�

Kad� neklesaj�c� zleva spojit� funkce de�novan� na h��� �� p�edstavuje spektr�ln�
funkci n�jak� slab� stacion�rn� centrovan� n�hodn� posloupnosti� Pouit�m Lebesgueova

rozkladu �viz Dodatek �� lze ps�t

F �	� � Fa�	� & Fd�	� & Fs�	��

kde Fa��� je absolutn� spojit� sloka� Fd��� je 	ist� skokovit� sloka a Fs��� je spojit�
singul�rn� sloka� kter� roste pouze na podmnoin�ch Lebesgueovy m�ry nula� Pokud

Fd � Fs � �� pak hovo��me o tom� e existuje spektr�ln� hustota a je mono vyj�d�it

rozklad p��slu�n� kovarian	n� funkce ve tvaru

R�n� �
Z �

��
ein�f�	� d	�

kde Fa�	� � f�	�� V tomto p��pad� hodnoty kovarian	n� funkce jsou vlastn� fourierov�

sk�mi koe�cienty od hustoty f����

N�sleduj�c� v�ty uvedeme bez d�kaz�� jeliko se jedn� o zn�m� v�sledky z Fourierovy

anal�zy�

V�ta ��� Kdy kovarian	n� funkce fR�n�� n � ZZg je absolutn� sumabiln�� tj� kdy

��X
n���

jR�n�j � &
�

pak existuje spektr�ln� hustota�

V�ta �� 	Inverzn� vzorec� Existuje�li spektr�ln� hustota f��� kovarian	n� funkce

fR�n�� n � ZZg a m��li kone	nou variaci na h��� �i� pak

f�	� �
�
��

��X
n���

e�in�R�n�

ve v�ech bodech spojitosti funkce f���� co je skoro v�ude v�	i Lebesgueov� m��e na

h��� �i�

D�kaz V�ty �
 lze naj�t ve "
#� d�kaz V�ty �
 v "�#�

Nyn� se budeme v�novat spektr�ln�mu rozkladu n�hodn�ch proces��


'



V�ta �� 	Bochner� Kad� spojit� kovarian	n� funkce slab� stacion�rn�ho n�hodn�ho

procesu se d� vyj�d�it ve tvaru

R�t� �
Z ��

��
eit�dF �	��

kde F ��� je neklesaj�c� zleva spojit� funkce� F ��
� � �� F �&
� � R���� Funkce F ��� je
v tomto smyslu ur	ena jednozna	n��

D�kaz� Kovarian	n� funkce R�t� je pozitivn� semide�nitn� a tud� pro kad� T � � a

x � IR je funkce

fT �x� �
�
T

Z T

�

Z T

�
R�u � v� e�i�u�v� xdudv � ��

nebo� tento Rieman�v integr�l se d� aproximovat integr�ln�mi sou	ty tvaru

X
j�k

R�uj � uk� e
�i�uj�uk�x�uj�� � uj� �uk�� � uk��

Zave)me substituci u � v & t� v � w s jakobi�nem transformace

J �










u
t

u
w

v
t

v
w









 �








� �

� �








 � ��

Pak p�i substituci

�u� v� �t� w� fT �x� �
�
T

Z �T

�T

Z T�t

�t
R�t� e�itxdwdt �

�
Z T

�T
R�t� e�itx

�
�� jtj

T

�
dt �

Z ��

��
RT �x� e�itx dt�

kde
RT �t� � R�t�

�
� � jtj

T

�
pro � T � t � T

RT �t� � � jinde�

M�me tedy

fT �x� �
Z ��

��
e�itxRT �t� dt � ��

Ob� strany vyn�sob�me sou	asn� faktorem �
��

�
�� jxj

X

�
eiux a integrujemepodle x v h�X�Xi�

Lev� strana je pak rovna

�
��

Z X

�X

�
� � jxj

X

�
fT �x� eiux dx�

prav� strana je rovna
�
��

Z ��

��
sin� ���X�t � u�
��
X��t� u��

RT �t� dt�


�



protoe Z �X

�X
e�i�t�u�x

�
� � jxj

X

�
dx �

sin� ���X�t � u�
��
X��t� u��

�

Lev� strana je charakteristickou funkc�� protoe v integrandu je sou	in nez�porn� funkce

s eiux� prav� strana p�i X  
 konverguje k RT �u�� Nyn� vyuijeme vlastnost� cha�

rakteristick�ch funkc�� pokud posloupnost charakteristick�ch funkc� konverguje bodov�

k funkci� kter� je spojit� v nule� pak je sama ji tato limita charakteristickou funkc��

V dal��m kroku vyuijeme t�e vlastnosti p�i T 
� kdy RT �u� R�u�� �

Pozn�mka� Do jak� m�ry je nutn� spojitost kovarian	n� funkce0 Lze dok�zat� e kad�

lebesgueovsky m��iteln� kovarian	n� funkce spl�v� a na mnoinu Lebesgueovy m�ry nula

s n�jakou charakteristickou funkc� a je tud� spojit� skoro v�ude� bl�e viz "!#�

V�ta ��� Nech� f�t� t � ��
�&
�g je slab� stacion�rn� centrovan� n�hodn� proces

spojit� dle kvadratick�ho st�edu� Pak plat�

�t �
Z ��

��
eit�dz�	�� s� j�

kde z��� je ortogon�ln� n�hodn� m�ra spl�uj�c� pro kadou dvojici borelovsk�ch podmnoin

v IR vztah

Efz�B�� z�B��g �
Z
B��B�

dF �	��

kde F ��� je p��slu�n� spektr�ln� m�ra tohoto n�hodn�ho procesu� tj�

R�t� �
Z ��

��
eit�dF �	��

D�kaz� Plyne p��mo z Bochnerovy a Karhunenovy v�ty� protoe proces spojit� dle kva�

dratick�ho st�edu m� spojitou kovarian	n� funkci a naopak� �

Pozn�mka� Jestlie spojit� kovarian	n� funkce R��� slab� stacion�rn�ho procesu je ab�

solutn� integrovateln� na IR� tedy existujeZ �

��
jR�t�jdt�

pak existuje spektr�ln� hustota f���� kter� je spojit� a ohrani	en� na IR� p�i	em

f�	� �
�
��

Z �

��
e�it�R�t� dt�

 �



��� Re�ln� stacion�rn	 procesy a posloupnosti

Re�ln� slab� stacion�rn� posloupnosti 	i procesy maj� n�kter� dal�� zaj�mav� vlastnosti�

Lze dok�zat� e v p��pad� re�ln� posloupnosti 	i procesu jsou samoz�ejm� hodnoty p���

slu�n� kovarian	n� funkce re�ln� a lze je vyj�d�it ve tvaru

R�n� �
�
�

Z �

�
cosn	dW �	�� n � �������� � � �

v p��pad� n�hodn� posloupnosti� kde W ��� je neklesaj�c� funkce na h��� �i� kter� je vyj��

d�iteln� pomoc� hodnot kovarian	n� funkce R��� jako suma

W �	� � R���	 & �
�X
k��

R�k�
k

sin k 	

ve sv�ch bodech spojitosti� Zcela analogick� situace je i v p��pad� spojit�ho 	asu� Zde

kovarian	n� funkce je vyj�d�iteln� jako

R�t� �
�
�

Z �

�
cos t 	dW �	��

p�i	em v bodech spojitosti funkce W ��� lze ps�t

W �	� � R��� & �
Z �

�

R�u�
u

sin u	du�

a W ��� je neklesaj�c� funkce de�novan� na h��&
�� Bl�e viz nap�� "�#� �

V�ta ��� Spektr�ln� hustota n�hodn�ho slab� stacion�rn�ho re�ln�ho procesu je sud�

funkce� neboli

f�	� � f��	�
pro skoro kad� re�ln� 	 ve smyslu Lebesgueovy m�ry na re�ln� p��mce�

D�kaz� Nech� f�t� t � IRg je re�ln� slab� stacion�rn� proces maj�c� spektr�ln� hustotu�

Pak plat�� eR�t� � R��t� pro kad� t pro jeho kovarian	n� funkci� tedy d�ky spektr�ln�mu

rozkladu plat� i Z ��

��
eit�dF �	� �

Z ��

��
e�it�dF �	��

D�ky existenci derivace F ��	� � f�	� a pouit�m substituce m�me� e
Z ��

��
eit�f�	�d	 �

Z ��

��
eit�f��	�d	

neboli funkce f�	��f��	� je ortogon�ln� k %pln�mu syst�mu funkc� feit�g� a pomoc� jed�

nozna	nosti charakteristick� funkce mus� b�t f�	� � f��	� skoro v�ude v�	i Lebesgueov�
m��e v IR� �

Pozn�mka� Zcela analogick� tvrzen� plat� i pro re�ln� slab� stacion�rn� posloupnosti

maj�c� spektr�ln� hustotu�

 �



�� Derivace slab� stacion�rn	ho procesu

Nech� f�t� t � IRg je slab� stacion�rn� n�hodn� proces spojit� dle kvadratick�ho st�edu

a maj�c� rovn� derivaci v kad�m bod� dle kvadratick�ho st�edu� Chceme v�d�t� zdali i

tato derivace je slab� stacion�rn� proces a jak vypad� jeho spektr�ln� m�ra�

V�ta ��� Nech� slab� stacion�rn� n�hodn� proces m� st�edn� hodnotu nula a nech� je

spojit� dle kvadratick�ho st�edu a jeho spektr�ln� m�ra spl�uje poadavekZ ��

��
	�dF �	� �
�

Kdy

�t �
Z ��

��
eit�dz�	��

pak existuje derivace dle kvadratick�ho st�edu maj�c� spektr�ln� rozklad

��t �
Z ��

��
i	eit�dz�	��

Existuje�li nav�c hustota f�	�� pak derivace f��t� t � IRg m� rovn� spektr�ln� hustotu

f��	� vyj�d�itelnou ve tvaru

f��	� � 	� f�	��

D�kaz� Nejd��ve dok�eme� e ve smyslu konvergence dle kvadratick�ho st�edu

lim
k��

�t�k � �t
k

�
Z ��

��
i	 eit�dz�	��

	ili jde o to dok�zat� e

lim
k��

E

�
�





�t�k � �t

k
�
Z ��

��
i	 eit�dz �	�







�
��
� � ��

E

�
�





�t�k � �t

k
�
Z ��

��
i	 eit�dz�	�







�
��
� � E

�
�






Z ��

��

�
ei�t�k�� � eit�

k
� i	eit�

�
dz�	�







�
��
�

�
Z ��

��






e
ik� � �
k

� i	







�

dF �	��

Nyn� najdeme integrabiln� majorantu� Pro kad� re�ln� a � � plat�

jeia � �j �





Z a

�
eiu du





 �
Z a

�
� du � a�

pak 




e
ik� � �
k

� i	






 �





e

ik� � �
k






& j	j � jk	j
jkj & j	j � �j	j�

Tedy 
	� je ona integrabiln� majoranta� kdy tedy p�edpokl�d�me existenciZ ��

��
	�dF �	��

 �



Kovarian	n� funkce derivace f��t� t � IRg se vypo	te n�sledovn��

R�t� � Ef��s�t ��sg � E

�Z ��

��
i	 ei�t�s��dz�	�

Z ��

��
�i	 e�is� dz�	�

�
�
Z ��

��
	� eit� dF �	�

tedy R�t� skute	n� nez�vis� na posunut� s� ��t mus� b�t centrovan� jako p�vodn� proces

f�t� t � IRg� a tedy f��t� t � IRg je op�t slab� stacion�rn�� Pokud existuje spektr�ln�

hustota F ��	� � f�	�� pak vztah

f��	� � 	� f�	�

vypl�v� z jednozna	nosti Fourierovy transformace� �

Pozn�mka� Lze uk�zat� e podm�nka existence
R��
�� 	� dF �	� je t� nutnou podm�nkou

pro existenci derivace dle kvadratick�ho st�edu �bl�e viz "�#��

Pozn�mka� Obdobn� jako v p��pad� integr�lu od n�hodn�ho procesu se lze pt�t� jak
souvis� derivace dle kvadratick�ho st�edu s derivac� podle trajektorie� tj� ve smyslu oby�

	ejn� derivace jakoto limity uvaovan� pro kad� � � � zvl���

lim
h��

��t& h� ��� ��t� ��
h

� ��t����

Snadno se lze p�esv�d	it� e pokud existuje derivace dle kvadratick�ho st�edu v bod� t� a

pokud t� existuje derivace ��t���� pod�l trajektorie ve smyslu konvergence skoro v�ude�

pak ob� derivace ve smyslu skoro v�ude spl�vaj�� protoe konvergence dle pravd�podob�

nosti je implikov�na jak konvergenc� dle kvadratick�ho st�edu� tak i konvergenc� ve smyslu

skoro v�ude a limita konvergence dle pravd�podobnosti je jednozna	n� ur	ena ve smyslu

skoro v�ude�

��� P�	klady slab� stacion�rn	ch posloupnost	

a Diskr�tn� b�l� 
um

Uvaujme posloupnost vz�jemn� nekorelovan�ch n�hodn�ch veli	in fYn� n � ZZg�
EfYng � ��

EfYn Ymg � � pro n �� m� EfjYnj�g � ���

Tedy R�n� � ��

��

R��
�� e

in�d	� neboli R��� � ��� jinak R�n� � �� Z toho plyne� e posloup�

nost m� hustotu

f�	� �
��

��
na h���&�i�

Tomuto typu n�hodn� posloupnosti se ��k� diskr�tn� b�l� �um�

 �



b Klouzav� sou�ty MA�q� Nech� fYng je posloupnost nekorelovan�ch n�hodn�ch

veli	in� EfYng � �� EfjYnj�g � ��� nech� a�� a�� � � � � aq jsou re�ln� 	i komplexn� 	�sla a

uvaujme

Xn �
qX

j��

aj Yn�j � n � ZZ�

Z�ejm� EfXng � � a

R�n� � EfXnX�g � ��
qX

k��

qX
j��

ak aj �n�k�j �

kde �p � � pro p � �� �p � � jinak� Z toho plyne� e R�n� � � pro jnj � q� a tedy pro

� � n � q je R�n� � ��
Pq�n

j�� an�jaj �

Volba ak � �
q��

� k � �� �� � � � � q vede k posloupnosti tzv� klouzav�ch pr�m�r�� od nich

se odvozuje i ozna	en� MA �moving averages�� Nyn� odvod�me hustotu t�to ji na prvn�

pohled slab� stacion�rn� posloupnosti� Hled�me vyj�d�en� pro fXn� n � ZZg ve tvaru

Xn �
Z ��

��
ein�g�	� dZY �	��

spektr�ln� hustota existuje� nebo�
P��

n��� jR�n�j � &
� Protoe Yt �
R��
�� e

it�dZY �	��

kde EfjdZY �	�j�g � ��

��d	� pak d�ky vyj�d�en� Xn �
Pq

j�� aj Yn�j �

Xn �
Z ��

��

qX
j��

aj e
i�n�j��dZY �	� �

�
Z ��

��
ein�

qX
j��

aj e
�ij�dZY �	�

� g�	� �
qX

j��

aj e
�ij��

a tedy

R�n� �
Z ��

��
ein�jg�	�j� �

�

��
d	� f�	� �

��

��
jg�	�j��

c Line�rn� posloupnost �jednostrann��

Nech� fYt� t � ZZg je diskr�tn� b�l� �um� EfjYtjg� � ��� nech�
P�

k�� jckj� � &
�

Uvaujme

Xt �
�X
k��

ck Yt�k�

kde �ada je m�n�na dle kvadratick�ho st�edu �m� smysl d�ky poadavku na koe�cienty
fckg�� Kovarian	n� funkce od fXtg m� tvar

R�t� � ��
�X
j��

ct�j cj � t � �� �� �� � � �

R��t� � R�t� pro t � �� �� �� � � �

a tedy line�rn� posloupnost je slab� stacion�rn��

 




d Zobecn�n� line�rn� posloupnosti �oboustrann��

Nech� fYt� t � ZZg je diskr�tn� b�l� �um� EfjYtj�g � ���
P��

k��� jckj� � &
� Polome

Xn �
��X

k���
ck Yn�k� n � ZZ�

fXn� n � ZZg je slab� stacion�rn�� EfXng � �

R�n� � ��
�X

k���
ck cn�k� pro n � ��

R��n� � R�n� pro n � ��

e Autoregresn� posloupnosti AR�p�

Nech� a�� a�� � � � � ap jsou takov� re�ln� 	�sla� e a� � � a polynom

P �z� �
pX

k��

ak z
p�k � a� z

p & a� z
p�� & � � �& ap

m� v�echny ko�eny uvnit� jednotkov�ho kruhu� Studujme monost existence takov� sta�

cion�rn� posloupnosti fXng� e

a�Xn & a�Xn�� & � � � & apXn�p � Yn�

kde fYn� n � ZZg je op�t diskr�tn� b�l� �um�

Nech� pro jednoduchost ap �� �� Hled�me fXn� n � ZZg ve tvaru

Xn �
�X
k��

ck Yn�k �
�X
k��

jckj� � &


�	ili ve tvaru jednostrann� line�rn� posloupnosti�� Dosazen�m do autoregresn� rovnice z�s�

k�me srovn�v�n�m koe�cient� n�sleduj�c� vztahy

a� c� � �

a� c� & a� c� � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

a� cp & a� cp�� & � � �& ap c� � �

a� cn & a� cn�� & � � �& ap cn�p � �

pro n � p� Polome A�z� �
Pp

k�� ak z
k� C�z� �

P�
k�� ck z

k� Vyn�sob�me p�edchoz� ��dky

postupn� �� z� z�� � � �� se	teme a dostaneme� e

A�z�C�z� � �� C�z� �
�

A�z�
�

  



Dle p�edpokladu o ko�enech polynomu P �z� vypl�v�� e A�z� m� ko�eny vn� jednotkov�ho

kruhu� Nech� jsou v�echny jednoduch� z�� z�� � � � � zp� Pak

�
A�z�

�
pX

k��

Ak

zk � z
�

pro jzj � � plat�
�

zj � z
�

�
zj

�
� � z

zj

�
�
zj

�X
k��

�
z

zj

�k
�

Tedy

C�z� �
pX

j��

�
Aj

zj � z
�

�X
k��

zk
pX

j��

Aj z
�k��
k

� Ck �
pX

j��

Aj z
�k��
j � k � �� �� � � � a c� �

�
a�
�

T�m je dok�z�no� e existuje �e�en� stochastick� diferen	n� rovnice

pX
j��

ajXn�j � Yn�

Protoe fXng je line�rn� posloupnost� pak je i slab� stacion�rn� a poadavky na vlastnost

ko�en� polynomu P �z� jsou vlastn� podm�nkou stacionarity� Hled�me vyj�d�en� pro fXng
ve tvaru

Xn �
Z �

��
ein�g�	� dZY �	��

kde mus� b�t Z �

��
jg�	�j� d	 � &
�

Dosazen�m do diferen	n� rovnice m�meZ �

��
ein�

�
a� & a� e

�i� & � � �& an e
�ip�� g�	� dZY �

Z �

��
ein�dZY

� g�	� �
�Pp

k�� ak e
�ik� �

� f�	� �
��

��
� �

jPp
k�� e

ik�j� 	 � h���&�i�

f ARMA�modelyARMA�p� q� Nech� fYng je diskr�tn� b�l� �um� EfYng � �� EfjYnj�g �

�� � �� Nech� jsou d�na re�ln� 	�sla a�� a�� � � � � ap� b�� b�� � � � � bq takov�� e a�� b� jsou ne�
nulov�� a� � �� ap �� �� bq �� �� Hled�me line�rn� posloupnost fXn� n � ZZg� kter� spl�uje

diferen	n� rovnici
pX

k��

akXn�k �
qX

j��

bj Yn�j �

Uvauje se p��pad p � q� Za p�edpoklad� o chov�n� ko�en� polynom� P �z� �
Pp

k�� akz
p�k�

aby v�echny byly uvnit� jednotkov�ho kruhu a Q�z� �
Pq

k�� bk z
q�k� kter� mus� m�t ko�eny

 !



v absolutn� hodnot� � �� lze uk�zat� e existuje stacion�rn� �e�en� t�to diferen	n� rovnice

se spektr�ln� hustotou

f�	� �
��

��
jb� & b� e

�i� & � � � & bq e
�iq�j�

ja� & a� e�i� & � � �& ap e�ip�j� �

P�i studiu slab� stacion�rn�ch posloupnost� a proces� je velice v�hodn� pou�t vlast�

nost� Hilbertova prostoru� Jestlie X � fXn� n � ZZg je slab� stacion�rn� centrovan� n��

hodn� posloupnost tvo�en� n�hodn�mi veli	inami de�novan�mi na pravd�podobnostn�m

prostoru ����� P �� pak lze na Xn pohl�et jako na prvek Hilbertova prostoru L������ P ��

Ozna	me H�X� podprostor v tomto Hilbertov� prostoru� kter� je generov�n v�emi hod�

notami posloupnosti fXng� neboli

H�X� �

�
kX
i��

�iXni

	
�

kde �i jsou obecn� komplexn� 	�sla a uz�v�r je m�n�n v norm� prostoru L������ P ��

Velice uite	n�m n�strojem pro studium slab� stacion�rn�ch posloupnost� se jev� izo�

mor�smus I � H�X�  L��F �� kde L��F � zna	� Hilbert�v prostor v�ech integrovateln�ch
s kvadr�tem funkc� na h��� �i v�	i spektr�ln� funkci F �

V�ta ��� Nech� X � fXn� n � ZZg je slab� stacion�rn� n�hodn� posloupnost se spekt�

r�ln� funkc� F � Pak existuje izomorifmus I � H�X�  L��F � dan� vztahem

I�Xn� � ein�� n � ZZ� 	 � h��� �i�

D�kaz� Jestlie Xn � Xk s� j� v�	i m��e P v ������ pak ein� � eik� skoro v�ude v�	i

m��e generovan� spektr�ln� funkc� F v h��� �i� protoe

EfXnXng � EfXnXkg �
Z �

��
� dF �	� �

Z �

��
ei�n�k�� dF �	��

Proto je zobrazen� I � Xn  ein� pro v�echny hodnoty posloupnosti X dob�e de�nov�no�

Nyn� je zcela p�irozen� zobrazen� I line�rn� roz���it n�sleduj�c�m zp�sobem

I

�
� NX
k��N

�kXk

�
A �

NX
k��N

�k e
ik�� N � IN

kde �k jsou obecn� komplexn�� Snadno lze vid�t� e skal�rn� sou	in je invariantn� v�	i

zobrazen� I� nebo�

E

�
�

NX
k��N

�kXk �
NX

j��N
�jX j

��
� �

NX
k��N

NX
j��N

�k �j

Z �

��
ei�k�j�� dF �	� �

�
Z �

��

NX
j��N

�ke
ik�

NX
j��N

�j e
�ij� dF �	��

 $



co je hodnota skal�rn�ho sou	inu v L��F �� T�m jsme tedy stanovili izomor�smus� dokonce

izometrii� mezi v�ude hust�mi podmnoinami v H�X� a L��F �� D�ky spojitosti skal�rn�ho

sou	inu lze tuto izometrii roz���it na cel� prostory H�X� a L��F �� �

Nejd�leit�j��md�sledkem existence izometrie I mezi prostory H�X� a L��F � je n�sle�

duj�c� skute	nost� Nech� i� i � �� � jsou libovoln� n�hodn� veli	iny z H�X�� pak existuj�

jednozna	n� ur	en� funkce �i��� � L��F � takov�� e I�i� � �i���� i � �� � a nav�c plat��

e

Ef� �g �
Z �

��
���	����	� dF �	��

Pozn�mka� Zcela analogick� situace nast�v� v p��pad� spojit�ho 	asu t � IR� kdy

existuje izometriemezi Hilbertov�mi prostory H�X� a L��F � de�novan� vztahem I�Xt� �

eit�� t � IR� 	 � IR�

��� Absolutn� spojit� spektr�ln	 funkce a line�rn	 posloupnosti

Jestlie F ��� je absolutn� spojit� spektr�ln� funkce slab� stacion�rn� centrovan� n�hodn�

posloupnosti X � fXn� n � ZZg se spektr�ln�m rozkladem

Xn �
Z �

��
ein� dz�	��

kde Efjdz�	�j�g � dF �	�� Efdz�	�g � �� pak lze pro derivaci f�	� � F ��	� ps�t

��� j��	�j� � f�	��

kde ���� je libovoln� borelovsky m��iteln� funkce na h��� �i� kter� spl�uje vztah ���� Lze

uk�zat� e pro kadou takovou funkci ���� existuje n�hodn� proces y��� s ortogon�ln�mi

p��r�stky na h��� �i takov�� e

Xn �
Z �

��
ein� ��	� dy�	��

p�i	em Efjdy�	�j�g � d	� Efdy�	�g � ��

Skute	n�� kdy f�	� � � skoro v�ude v h��� �i v�	i Lebesgueov� m��e� pak lze tento

proces vyj�d�it pomoc� stochastick�ho integr�lu

y�	� �
Z �

��
�

��u�
dz�u��

Toto ale t� znamen�� e hodnoty n�hodn�ho procesu fy�	�� 	 � h��� �ig pat�� do pro�

storu generovan�ho hodnotami n�hodn� ortogon�ln� m�ry z���� a tedy i do prostoru H�X�

generovan�ho hodnotami posloupnosti X� Jestlie ale derivace f�	� je n�kde nulov� na

mnoin� kladn� m�ry v h��� �i� je nutno si pomoci p�i konstrukci procesu y��� roz���en�m
mnoiny element�rn�ch jev� �� na nich je posloupnost X � fXn� n � ZZg de�nov�na�

Nech� fy��	�� 	 � h��� �ig je n�jak�� celkem libovoln� n�hodn� proces� spl�uj�c�

Efjdy��	�j�g � d	

 '



E

n
�y������ y��	����y������ y��	���

o
� �

pro libovolnou 	tve�ici 	� � �� � 	� � �� v h��� �i� Tento proces m�e b�t de�nov�n

na zcela jin�m pravd�podobnostn�m prostoru neli p�vodn� n�hodn� posloupnost X �
fXn� n � ZZg� Lze dokonce poadovat� aby posloupnost X � fXn� n � ZZg a proces

fy��	�� 	 � h��� �ig byly stochasticky nez�visl�� Nech� nyn� .�	� je takov� funkce na

h��� �i� e .�	� � �� kde f�	� � � a .�	� � � jinde� V p��pad�� e f�	� � �� polome

��f�	� � � rovn�� Uvaujme n�hodn� proces fy�	�� 	 � h��� �ig� kter� je de�nov�n

n�sledovn�

y�	� �
Z �

��
�

��u�
dz�u� &

Z �

��
.�u� dy��u��

Takto lze tedy zkonstruovat proces fy�	�� 	 � h��� �ig� kter� d�v� spektr�ln� rozklad

p�vodn� posloupnosti X � fXn� n � ZZg ve tvaru

Xn �
Z �

��
ein���	� dy�	��

Zde je nutno ale zd�raznit� e v p��pad�� e f�	� � � na n�jak� mnoin� kladn� Lebesgu�
eovy m�ry� pak hodnoty procesu fy�	�� 	 � h��� �ig ji obecn� nemus� pat�it do prostoru

H�X�� nebo� jsme si museli pomoci roz���en�m p�vodn�ho pravd�podobnostn�ho prostoru�

Po t�to konstrukci lze dok�zat n�sleduj�c� v�tu�

V�ta ��� Slab� stacion�rn� centrovan� n�hodn� posloupnost fXn� n � ZZg se d� vyj��

d�it jako oboustrann� line�rn� posloupnost pr�v� tehdy� kdy m� spektr�ln� hustotu� tj�

jej� spektr�ln� funkce je absolutn� spojit��

D�kaz� Jestlie X � fXn� n � ZZg je posloupnost� kter� se d� vyj�d�it jako

Xn �
��X

j���
cj �n�j �

kde f�n� n � ZZg je diskr�tn� b�l� �um� p�i	em poadujeme� aby

��X
j���

jcjj� � &
�

pak �ada

c�	� �
��X

j���
cj e

ij�

konverguje na h��� �i dle kvadratick�ho st�edu v�	i spektr�ln� m��e� D�ky Parsevalov�

rovnosti m�me� e

E
n
Xn�k Xk

o
� R�n� �

��X
j���

cj�n cj �
�
��

Z �

��
jc�	�j� ein�d	�

a tud� spektr�ln� m�ra je absolutn� spojit� s t�m� e jej� derivace je p��mo rovna �
�� jc�	�j��

 �



Naopak� kdy spektr�ln� funkce posloupnosti X je absolutn� spojit�� pak lze d�ky

p�edchoz� konstrukci procesu fy�	�� 	 � h��� �ig s ortogon�ln�mi p��r�stky ps�t� e

��� Xn �
Z �

��
��	� ein� dy�	��

p�i	em j��	�j� � F ��	� a funkci ���� lze rozloit do fourierovsk� �ady

��	� �
��X

j���
�j e

i�j� 	 � h��� �i�

pak lze snadno uk�zat dosazen�m do vztahu ���� e

Xn �
��X

j���
�j �n�j �

kde

�k �
Z �

��
eik� dy�	��

co je diskr�tn� b�l� �um� jak snadno plyne z vlastnost� stochastick�ho integr�lu� Je nutno

ale upozornit� e hodnoty b�l�ho �umu f�k� k � ZZg nemus� obecn� pat�it do prostoru

H�X�� jak ji bylo zd�razn�no v��e� �

V�ta ��� Spektr�ln� funkce F ��� centrovan� slab� stacion�rn� n�hodn� posloupnosti

X � fXn� n � ZZg je absolutn� spojit� a kladn� skoro v�ude v�	i Lebesgueov� m��e na

h��� �i pr�v� tehdy� kdy posloupnost lze vyj�d�it jako oboustrann� line�rn� posloupnost

generovanou posloupnost� vz�jemn� nekorelovan�ch n�hodn�ch veli	in� kter� pat�� do

H�X��

D�kaz� Nech� d	 zna	� Lebesgueovu m�ru na h��� �i� nech� F �	� je spektr�ln� funkce

posloupnosti fXn� n � ZZg� Nejd��ve p�edpokl�dejme� e F �	� je absolutn� spojit�� m�

hustotu f�	�� kter� je kladn� s� j� v h��� �i dle Lebesgueovy m�ry� tj�

f�	� � � "Leb�#�

Pak lze ps�t

f�	� � j��	�j�� ��	� �� � "Leb�#

a polome

�n�	� �
�p
��

ein�

��	�
� n � ZZ�

Tato posloupnost je ortonorm�ln�� nebo� plat�

h�n�	�� �m�	�i �
Z �

��
�n�	��m�	� f�	� d	 �

�

�
p
����

Z �

��
ei�n�m�� d	 � �nm�

d�le f�n�	�g je dokonce b�ze v L��F �� nebo� ortogonalita

h�n���� ��	�i � � pro kad� n � ZZ

!�



vede na ��	� � � "F #� nebo�

� �
Z �

��
��	��n�	� f�	� d	 �

Z �

��
��	� e�in���	� d	� tedy

Fourierovy koe�cienty funkce ��	� ��	� jsou nulov� a sou	in ��	� ��	� � L��d	�� tud� p�i

p�edpokladu ��	� �� � "Leb�# m�me� e ��	� � � "Leb�#� a tedy i ��	� � � "F#�

Je jasn�� e funkce identick� � na h��� �i pat�� do L��F � a uvaujme jej� rozklad v�	i

ortonorm�ln� b�zi f�n���g
� �

��X
k���

ak �k�	��

Protoe

ein��k�	� � �n�k�	��

pak

�
� ein� �
��X

k���
ak �n�k�	��

Nyn� pro kadou funkci �n�	� � L��F � existuje n�hodn� veli	ina Vn� kde

Vn �
Z �

��
�n�	� dz�	��

tedy Vn � H�X� a kde z��� je ortogon�ln� n�hodn� m�ra generovan� v�choz� posloupnost�

fXng� protoe

EfVn Vmg �
�
��

Z �

��
ei�n�m�� �

��	�
� �

��	�
f�	� d	

�
�
��

Z �

��
ei�n�m�� d	 � �nm�

pak fVn� n � ZZg je diskr�tn� b�l� �um� Vztah �
� lze pak p��mo p�epsat do �e	i n�hodn�ch

veli	in jako

Xn �
��X

k���
ak Vn�k �

Naopak p�edpokl�dejme� e rozklad na zobecn�nou line�rn� posloupnost je mon�� tj�

Xn �
��X

k���
ak Vn�k �

p�i	em Vn � H�X� pro kad� n � ZZ� Mus�me dok�zat� e F �	� je absolutn� spojit� v�	i

Lebesgueov� m��e na h��� �i a F ��	� � � "Leb�#� Pomoc� b�l�ho �umu fVng de�nujeme

funkce v L��F � op�t vyuit�m izomor�smu

�n�	� � Vn�

kter� vych�z� ze zobrazen� ein� � Xn� kde

Xn �
Z �

��
ein�dz�	��

!�



tedy

Vn �
Z �

��
�n�	� dz�	��

protoe fVng jsou navz�jem ortogon�ln�� pak odpov�daj�c� f�n�	�g jsou t� ortogon�ln�
v L��F �� a to dokonce ortonorm�ln�� Jeliko fVn� n � ZZg tvo�� b�zi v H�X�� pak

f�n���� n � ZZg mus� tvo�i b�zi v L��F ��

De�nujme novou m�ru dF���� na h��� �i vztahem
dF��	� � j���	�j� dF �	��

p�i	em

�nm �
Z �

��
�n�	��m�	� dF �	� �

Z �

��
ei�n�m�����	�j� d	 �

Z �

��
ei�n�m��dF��	��

nebo� lze uk�zat� e Vn �
R �
�� e

in����	� dz�	� d�ky oper�toru posunut� U ve smysluXn�� �

U Xn�

Pak ale d�ky Herglotzov� lemmatu mus� b�t m�ra dF��	� toton� s d	� Abychom

dok�zali absolutn� spojitost dF �	� � d	� p�edpokl�dejme� e 	�M� � � pro n�jakou

borelovskou podmnoinu M � h��� �i� Pak m�me

� �
Z
M
ei�n�m��d	 �

Z �

��

M �	� ei�n�m�� d	 �

�
Z �

��

M�	� ei�n�m� � j���	�j� dF �	� �

�
Z �

��

M�	��n�	��m�	� dF �	��

d�ky ortogonalit� b�zov�ch funkc� f�m���g v L��F �� e 
M�	��n�	� � � "F #� Pak

� �
Z �

��

M�	��n�	� dF �	� �

Z �

��

M�	��n�	� dF �	�

� 
M�	� � � "F #

z t�ho d�vodu� a tud�
R
M dF �	� � �� T�m je dok�z�na absolutn� spojitost� Zb�v� uk�zat�

e F ��	� � � "Leb�#� Protoe d	 � �
�� j���	�j� dF �	�� pak Lebesgueova m�ra je absolutn�

spojit� v�	i F �	�� tedy jsou navz�jem ob� m�ry absolutn� spojit�� co d�v� F ��	� � �

"Leb�#� �

V�ta ��� Uvaujme reprezentaci slab� stacion�rn� n�hodn� posloupnosti fXn� n � ZZg
ve tvaru oboustrann� line�rn� posloupnosti

Xn �
��X

k���
ak Vk�n�

kde Vj � H�X�� j � ZZ tvo�� diskr�tn� b�l� �um� Plat�� a� � a� � a� � � � � � an � � � � � �
pro v�echna p�irozen� n pr�v� tehdy� kdy odpov�daj�c� spektr�ln� hustota f�	� se d�

vyj�d�it ve tvaru

f�	� � jh�	�j�� kde

h�	� �
�X
j��

cj e
ij��

�X
j��

jcjj� � &
�

!�



D�kaz� P�edpokl�dejme� e f�	� � jh�	�j�� kde h�	� �
P�

j�� cj e
ij�� Pak polome

��	� � h�	� z d�kazu p�edchoz� v�ty a mus�me uk�zat� e an � � pro kad� n � ��

Ale pro n � � plat�

an �
Z �

��
�n�	� f�	� d	 �

�p
��

Z �

��
e�in�

h�	�
f�	� d	 �

�
�p
��

Z �

��
e�in�h�	� d	 � ��

protoe koe�cienty cn od funkce h�	� pro n � � jsou nulov��

Nech� naopak an � � pro n � � v line�rn� reprezentaci n�hodn� posloupnosti� tedy

Xn �
�X

k���
ak Vk�n�

kde Vj � H�X�� j � ZZ� Z p�edchoz� v�ty v�me� e pak existuje spektr�ln� hustota f�	��

kter� je kladn� skoro v�ude na h��� �i v�	i Lebesgueov� m��e� tj� f�	� � � skoro v�ude
v h��� �i �

De�nujme ortonorm�ln� b�zi v L��f� pomoc� vztahu

Vn �
Z �

��

n�	� dz�	��

nebo� Vn � H�X�� kde dz�	� je ortogon�ln� n�hodn� m�ra vystupuj�c� ve spektr�ln�m

rozkladu posloupnosti fXn� n � ZZg� Je snadn� dok�zat d�ky izomor�smu� e


n�	� � ein�
��	��

De�nujme novou m�ru m� na borelovsk�ch podmnoin�ch v h��� �i pomoc� vyj�d�en�

m��E� � ��
Z
E
j
��	�j� f�	� d	�

Protoe

�nk �
Z �

��

k�	�
n�	� f�	� d	 �

�
Z �

��
ei�n�k��j
��	�j� f�	� d	�

a na druhou stranu

�nk �
�
��

Z �

��
ei�n�k��d	�

z 	eho na z�klad� Herglotzovy v�ty plyne� em���� je vlastn� Lebesgueova m�ra v h��� �i�
Protoe m��E� � 	�E�� pak

	�E� � ��
Z
E
j
��	�j�f�	� d	

a f�	� � � skoro v�ude v�	i Lebesgueov� m��e� pak Lebesgueova m�ra 	��� a m�ra gene�

rovan� hustotou f�	� jsou navz�jem absolutn� spojit�� a tud�

j
��	�j� � � skoro v�ude v h��� �i "Leb�#�

!�



Lze tedy uvaovat

h�	� �
�


��	�
� �p

��

a tud�

jh�	�j� � �
��j
��	�j� � f�	��

Funkce h�	� m� fourierovsk� rozvoj ve tvaru

h�	� �
��X
��

ck e
ik��

nebo� Z ��

��
jh�	�j� d	 �

Z ��

��
f�	� d	 �
�

Protoe a� � a� � � � � � an � � � � � �� pak

EfX� V kg � � pro kad� k � �

a tedy mus� b�t i Z �

��

k�	� f�	� d	 � ��

Ale Z �

��

k�	� f�	� d	 �

Z �

��
e�ik�
��	� f�	� d	 �

�p
��

Z �

��
e�ik�h�	� d	

a tedy i

� �
�
��

Z �

��
eik�h�	� d	 � c�k�

T�m je dok�z�no� e

h�	� �
�X
k��

ck e
ik��

�

Je tedy d�leit� zd�raznit� e pouh� existence spektr�ln� hustoty nezaru	uje obecn�

monost reprezentace pomoc� jednostrann� line�rn� posloupnosti�

V�ta ��� Slab� stacion�rn� centrovan� posloupnost fXn� n � ZZg se d� vyj�d�it ve
tvaru line�rn� jednostrann� posloupnosti Xn �

P�
j�� ajVn�j s Vk � H�X�� k � ZZ tvo��c�

b�l� �um pr�v� tehdy� kdy jej� spektr�ln� hustota existuje a m� tvar f�	� � jg�ei��j�� kde
g�z� �

P�
j�� bj z

j pro jzj � � s
P�

j�� jbjj� � &
�

D�kaz� Nech� posloupnost fXn� n � ZZg se d� vyj�d�it ve form� jednostrann� line�rn�

posloupnosti� tj�

Xn �
�X
k��

ak Vn�k � Vn�k � H�X��
�X
k��

jakj� �
�

!




kde fVng��n��� je diskr�tn� b�l� �um s jednotkov�m rozptylem� De�nujme

g�ei�� �
�p
��

�X
j��

aj e
ij��

pak d�ky vlastnostem b�l�ho �umu lze vyj�d�it kovarian	n� funkci od fXn� n � ZZg

R�t� �
�X
j��

aj�taj �
Z �

��
eit�jg�ei��j�d	�

a tedy existuje spektr�ln� hustota f�	� � jg�ei��j�� kde

g�ei�� �
�X
j��

bj e
ij�� bj �

ajp
��

�

a tud� i �X
j��

jbjj� � &
�

Naopak� nech�R�t� �
R �
�� e

it�f�	� d	� p�i	em f�	� � jg�ei��j� s v��e uveden�m rozvojem�
De�nujme v h��� �i na borelovsk�ch podmnoin�ch ortogon�ln� n�hodnou m�ru

v�A� �
Z
A

�p
�� g�ei��

dz�	��

kde z��� je spektr�ln� n�hodn� m�ra pro posloupnost fXng� Snadno vid�me� e

Efv�A� v�B�g �
Z �

��

A�	�
B�	�

�
��jg�ei��j� f�	�d	 �

�
��

Z
A�B

d	�

Ihned m�me

Xt �
Z �

��
eit� dz�	� �

Z �

��
eit�

p
�� g�ei�� dv�	� �

�
�X
n��

p
�� bn

Z �

��
ei�t�n�� dv�	� �

�X
n��

an Vt�n�

kde an �
p
�� bn� Vn �

R �
�� e

in� dv�	�� EfVn Vmg � �nm�

T�m jsme dok�zali� e posloupnost fXn� n � ZZg se d� vyj�d�it jako jednostrann�

line�rn� posloupnost generovan� b�l�m �umem s jednotkov�m rozptylem a hodnotami

v H�X�� �

V�ta ��� Slab� stacion�rn� centrovanou posloupnost X � fXn� n � ZZg lze vyj�d�it ve

tvaru jednostrann� line�rn� posloupnostiXn �
P�

k�� ak Yn�k� kde Yj � H�X�� fYj� j � ZZg
�diskr�tn� b�l� �um� pr�v� tehdy� kdy m� spektr�ln� hustotu f�	� spl�uj�c� nerovnost

Z �

��
ln f�	� d	 � �
�

! 



D�kaz� �ten�� m�e naj�t d�kaz t�to d�leit� v�ty nap�� v monogra�i "�#� Obsah d��

kazu je nad r�mec skript� protoe je zaloen na vlastnostech funkc� komplexn� prom�nn�

z Hardyho t��dy H�� �

Pozn�mka� Ze dvou posledn�ch v�t bezprost�edn� plyne� e spektr�ln� hustota f�	�

spl�uje podm�nku
R �
�� ln f�	� d	 � �
 �co je vlastn� podm�nka� e

R �
�� lnf�	� d	 je ko�

ne	n�� nebo� d�ky nerovnosti x� � � lnx na ���&
� nem�e b�t
R �
�� ln f�	� d	 � &
�

pr�v� tehdy� kdy f�	� � jg�ei��j�� kde g�z� �
P�

j�� bjz
j s

P�
j�� jbjj� � &
� Tento

d�leit� vztah m�e b�t dok�z�n samoz�ejm� i bez pouit� apar�tu slab� stacion�rn�ch

posloupnost�� Spektr�ln� hustoty� kter� lze vyj�d�it jako f�	� � jg�ei��j� se naz�vaj� fak�

torizovateln��

��� P�	klady slab� stacion�rn	ch proces�

a Element�rn� n�hodn� proces�

Nech� g�t� je obecn� komplexn� funkce re�ln� prom�nn� t� g�t� �� �� nech� � je libovoln�

n�hodn� veli	ina se Ef�g � �� Df�g � ��� Uvaujme n�hodn� proces �t � g�t� �� t � IR�

Ihned je vid�t� e dan� proces bude slab� stacion�rn�� kdy

g�t� � r ei��t��

kde ���� je n�jak� kone	n� re�ln� funkce� co p�i p�edpokladu� e ���� m� derivaci� vede

na p��pad ��t� � �t& �� kde �� � jsou re�ln� konstanty�

b Proces s kovarian�n� funkc� tvaru C e��jtj�

Zde tedy C � �� � � �� d�ky spektr�ln�mu rozkladu kovarian	n� funkce lze z�skat tvar

spektr�ln� hustoty� toti

f�	� �
C�

��
�

�� & 	�
�

Pozor* Tento proces nem� derivaci dle kvadratick�ho st�edu�

c Proces s kovarian�n� funkc� tvaru C e��jtj cos � t� ��� �� C � ��

Tento proces m� spektr�ln� hustotu typu

f�	� �
C�

��
	� & �� & ��

�	� & �� & ���� � 
	���
�

Je z�ejm�� e f�	� � � pro kad� 	 � h��� �i�

d Procesy se spektr�ln� hustotou racion�ln�ho typu

Uvaujme line�rn� diferenci�ln� oper�tor

P

�
d
dt

�
�

nX
k��

ak
dk

dtk

!!



a aplikujme ho na slab� stacion�rn� n�hodn� proces �t� kter� m� derivace dle kvadratic�

k�ho st�edu a do n�t�ho stupn� v	etn�� Pak v�sledn� proces t�

t � P

�
d
dt

�
�t

je op�t slab� stacion�rn� proces� protoe diferenci�ln� oper�tor m� konstantn� koe�cienty�

Evidentn� plat�� e

Eftg � P

�
d
dt

�
Ef�tg � a� Ef�tg�

R���t� s� � P

�
d
dt

�
P

�
d
ds

�
R���t� s��

kde P ��� je polynom komplexn� sdruen� k P ���� tj�

P �z� � a� z
� & a� z

� & � � �& an z
n�

V r�mci t�to transformace mezi procesy f�tg a ftg vznik� ihned n�sleduj�c� probl�m�

nech� f�t� t � Tg je dan� n�hodn� proces a pt�me se� za jak�ch podm�nek existuje slab�

stacion�rn� proces ft� t � Tg tak� aby platilo

P

�
d
dt

�
t � �t s� j�

pro kad� t � T �tedy opa	n� %loha�� Samoz�ejm� m�me na mysli T � �a� b��

Jestlie n�hodn� proces f��t�� t � Tg je slab� stacion�rn� se st�edn� hodnotou nula a

se spektr�ln� m�rou F ���� pak �e�en� p�edchoz� diferenci�ln� rovnice je ve tvaru

t �
Z ��

��
"P �i	�#�� ei�t dZ�	��

kde
�t �

Z ��

��
ei�t dZ�	� a pokud

Z ��

��
jP �i	�j�� dF �	�

existuje�

V��e uveden� p��klad vede k d�leit� t��d� tzv� slab� stacion�rn�ch proces� se spekt�

r�ln� hustotou racion�ln�ho typu� kde p��slu�nou spektr�ln� hustotu lze vyj�d�it ve tvaru

f�	� � C

Q�
� �	� wj�Q	
��	 � zj�

� 	 � IR

kde C� wj� zj jsou obecn� komplexn� 	�sla� Tato t��da slab� stacion�rn�ch n�hodn�ch pro�

ces� je nejd�leit�j��m p��padem proces� s absolutn� spojitou spektr�ln� m�rou� tj� kter�

maj� spektr�ln� hustotu� neboli takov� proces m� spektr�ln� rozklad

X�t� �
Z ��

��
eit� dz�	��

!$



kde Efjdz�	�j�g � f�	� d	 s f�	� v��e uveden�ho typu�

V�nujme se tedy spektr�ln� hustot� racion�ln�ho typu� Lze p�edpokl�dat� e 	itatelQ
j�	 � wj� a jmenovatel

Q
j�	 � zj� nemaj� spole	n� ko�eny� nebo� jinak by bylo mono

je vz�jemn� pokr�tit� Protoe spektr�ln� hustota je re�ln�� pak mus� b�t

C

Q�
� �	 � wj�Q	
� �	� zj�

� C

Q�
� �	� wj�Q	
� �	� zj�

�

a tedy zj a wj se rozd�l� na dvojice vz�jemn� komplexn� sdruen�ch 	�sel� D�le� funkce

f�	� je integrovateln�� a tedy �dn� z ko�en� zj nem�e b�t 	ist� re�ln�� Protoe f�	� � ��

pak kad� re�ln� ko�en 	itatele mus� m�t sudou n�sobnost� d�le stupe� 	itatele mus� b�t
men�� neli stupe� jmenovatele a C � C � �� D�ky rovnosti j	� �j � j	� �j lze hustotu

f�	� vyj�d�it ve tvaru

f�	� � C




Q�
j���	� wj�




�


Q	
j���	� zj�




� �








P�

j��Aj 	
jP	

j��Bj 	j








�

� kde � � �

a kde A�A�B�B	 �� �� Protoe ko�eny wj� zj lze vybrat libovoln� vdy ze dvojice kom�

plexn�ch sdruen�ch 	�sel� je vhodn� volit vdy kladn� imagin�rn� 	�sti t�chto ko�en�� Pak

toti koe�cienty Aj� Bj jsou ur	eny jednozna	n�� Je�li nav�c sledovan� proces re�ln�� a

tedy jeho odpov�daj�c� spektr�ln� hustota sud� funkce� pak ji lze vyj�d�it ve tvaru

f�	� �








P�

j��A
�
j�i	�

jP	
j��B

�
j�i	�j








�

�

kde Aj � A�
j i

j� Bj � B�
j i

j a koe�cienty A�
j� B

�
j jsou re�ln�� Pak takov� proces m�

spektr�ln� rozklad

X�t� �
Z ��

��
eit�

P�
j��Aj	

jP	
j��Bj	j

dZ�	��

kde EfjdZ�	�j�g � d	�

Nejd�leit�j�� p��pad je� kdy � � � a A� � �� neboli

f�	� �
�


P	

j��Bj	j



�

s � � �� B�B	 �� �� Ihned plyne� e
R��
�� 	��	���f�	� d	 � &
� a tud� a do ��du �����

v	etn� existuje derivace dle kvadratick�ho st�edu vyj�d�iteln� jako

X�k��t� �
Z ��

��
�i	�k ei�tP	
j��Bj 	j

dZ�	��

kde EfjdZ�	�j�g � d	� Pak lze form�ln� ps�t

B�X�t� &
B�

i
X����t� & � � �& B	��

i	��
X�	����t� &

B	

i	
X�	��t� �

Z ��

��
eit� dZ�	��

!'



kde v prav� stran� se vyskytuje form�ln� vyj�d�en� n�hodn� proces� kter� naz�v�me

b�l�m �umem se spektr�ln� hustotou rovnou � a s nekone	n�m rozptylem� Z tohoto for�

m�ln�ho vyj�d�en� vypl�v�� pro	 se proces�m s t�mto typem racion�ln�ch spektr�ln�ch

hustot ��k� t� autoregresn� procesy� Korektn� konstrukce b�l�ho �umu je ov�em mon� a

v r�mci tzv� zobecn�n�ch n�hodn�ch proces�� p�i pouit� teorie Schwartzov�ch distribuc��

Nicm�n� volba ko�en� ve tvaru spektr�ln� hustoty s kladn�mi imagin�rn�mi 	�stmi zde m�
sv� zd�vodn�n�� e toti pak �e�en� on� form�ln� diferenci�ln� rovnice spl�uje rozumnou

podm�nku ortogon�lnosti

E

n
��t�x�s�

o
� �

pro s � t� kde ��t� �
R��
�� eit� dZ�	�� Bl�e viz nap�� "�#�

K pojmu b�l�ho �umu lze t� doj�t n�sledovn�m p��stupem� Nech� z�	� je ortogon�ln�
n�hodn� m�ra na ��
�&
� spl�uj�c� Efdz�	�g � �� Efjdz�	�j�g � �

��
d	 a uvaujme

jej� Fourier�v obraz� co je op�t ortogon�ln� n�hodn� m�ra de�novan� vztahem

z��+� �� �
Z ��

��
ei�t� � ei�t�

i	
dz�	� ���

kdy + � ht�� t�i� Obdobn� lze dok�zat� e plat� i opa	n� vztah

z�+� �� �
�
��

Z ��

��
�ei�t� � e�i�t�

�i	 dz��	� ���

nebo� Z ��

��

ht��t�i�s� e

i�s ds �
ei�t� � ei�t�

i	
�

kde 
ht��t�i�s� � � pro t� � s � t� a nula jinak� Obecn� lze uk�zat� e pro kadou

dvojici f� f� funkc� integrovateln�ch s kvadr�tem na ��
�
� sv�zan�ch Fourierovou

transformac�
f�t� �

Z ��

��
eit� f��	� d	

plat� Z ��

��
f�	� dz�	� �

Z ��

��
f��	� dz��	��

N�hodnou ortogon�ln� m�ru dz��	� vyj�d��me pomoc� procesu s ortogon�ln�mi p��r�stky�

tj�

z��t��� z��t�� �
Z ��

��
eit�� � eit��

i	
dz�	��

snadno je vid�t� e form�ln� derivace dz��t�
dt m� pak form�ln� spektr�ln� rozklad

dz��t�
dt

�
Z ��

��
eit� dz�	��

co je pr�v� b�l� �um� B�l� �um tedy nem�e b�t slab� stacion�rn� n�hodn� proces� nebo�

jeho kovarian	n� funkce je Diracova funkce� co d�v� nekone	n� rozptyl�

!�



��� Absolutn� spojit� spektr�ln	 funkce a klouzav� sou�ty

Nech� X � fX�t�� t � IRg je centrovan� slab� stacion�rn� n�hodn� proces a nech� jeho

spektr�ln� funkce F ��� je absolutn� spojit�� Pak proces X lze spektr�ln� rozloit do tvaru

X�t� �
Z ��

��
eit� dz�	��

kde Efjdz�	�j�g � F ��	� d	 "Leb�#� Efdz�	�g � �� Nech� ���� je libovoln� borelovsk�

funkce na IR takov�� e

j��	�j� � F ��	� "Leb�#�

Zcela analogicky jako v p��pad� diskr�tn�ho 	asu lze uk�zat� e existuje proces

fy�	�� 	 � IRg centrovan� s ortogon�ln�mi p��r�stky takov�� e

Efjdy�	�j�g � d	

p�i	em

X�t� �
Z ��

��
eit���	� dy�	��

Nyn� vymez�me velice d�leitou t��du slab� stacion�rn�ch proces��

Slab� stacion�rn� proces X � fX�t�� t � IRg je vytvo�en pomoc� klouzav�ch sou	t��

kdy

X�t� �
Z ��

��
a�s� t� dz�s��

kde
R��
�� ja�s�j� ds � &
� Efjdz�s�j�g � ds� Efdz�s�g � ��

Ihned je vid�t� e

R�t� � EfX�s& t�X�s�g �
Z ��

��
a��� t� a��� d� �

�
Z ��

��
ja����j� ei�t d��

kde a��	� je Fourier�v vzor funkce a���� T�m p�dem lze ps�t

R�t� �
Z ��

��
eit�ja����j� d��

	ili spektr�ln� m�ra takov�hoto slab� stacion�rn�ho procesu je absolutn� spojit�� a m�

hustotu vyj�d�itelnou jako ja����j�� Lze dok�zat i opak� e slab� stacion�rn� proces maj�c�

spektr�ln� hustotu se d� vyj�d�it ve tvaru klouzav�ch sou	t�� Je nutn� ale zd�raznit� e

Hilbert�v prostor H�X� m�e b�t obecn� men�� neli Hilbert�v prostor generovan� orto�

gon�ln� n�hodnou m�rou z���� Situace je zcela analogick� se situac� u slab� stacion�rn�ch

posloupnost��

V�ta ��� Slab� stacion�rn� n�hodn� proces lze vyj�d�it ve tvaru klouzav�ch sou	t�� tj�

ve tvaru n�sleduj�c�ho stochastick�ho integr�lu

X�t� �
Z ��

��
a�	� t� dz�	� �

Z ��

��
a��� dz�t& ���

kde Efjdz�	�j�g � d	�
R��
�� ja�	�j� d	 � &
� pr�v� tehdy� kdy m� spektr�ln� hustotu�

$�



D�kaz� V��e jsme ji uk�zali� e proces vyj�d�iteln� ve form� klouzav�ch sou	t� mus�

m�t spektr�ln� hustotu� Nyn� naopak� nech� proces fX�t�� t � IRg m� spektr�ln� hus�

totu f���� Pak zcela analogicky� jako v p��pad� diskr�tn�ho 	asu� lze zkonstruovat proces

s ortogon�ln�mi p��r�stky fy�t�� t � IRg� e

� � X�t� �
Z ��

��
eit���	� dy�	��

kde j��	�j� � f�	� a Efjdy�	�j�g � d	�

Obecn� hodnoty procesu fy�t�� t � IRg nemus� pat�it do prostoru H�X� generova�

n�ho hodnotami procesu fX�t�� t � IRg� Pokud by ov�em spektr�ln� hustota f�	� byla
kladn� skoro v�ude v�	i Lebesgueqov� m��e na IR� pak lze proces fy�t�� t � IRg de�novat

explicitn� analogicky jako u diskr�tn�ho 	asu

y�	�� y��� �
Z �

�

�
��	�

dz�	��

kde z��� je ortogon�ln� n�hodn� m�ra ze spektr�ln� reprezentace procesu fX�t�� t � IRg�
Vyjd�me ze vztahu � �� a protoe

R��
�� j��	�j� d	 �

R��
�� f�	� d	 � 
� lze ���� vyj�d�it

pomoc� Fourierovy transformace

��	� �
�p
��

Z ��

��
eis����s� ds�

D�le zade�nujme Fourierovu transformaci n�hodn�ho procesu fy�t�� t � IRg pomoc�

vztah�

y�	�� y��� �
�p
��

Z ��

��
ei�s � ei�s

is
dy��s�

y��t�� y��s� �
�p
��

Z ��

��
e�it� � e�is�

�i	 dy�	��

co je op�t proces s ortogon�ln�m� p��r�stky� a proto oba v��e uveden� integr�ly maj�

smysl� Pouit�m Parsevalovy rovnosti dojdeme k vyj�d�en�

X�t� �
Z ��

��
eit���	� dy�	� �

Z ��

��
����� dy��t& �� �

�
Z ��

��
����� t� dy�����

t�m jsme uk�zali� e proces s absolutn� spojitou spektr�ln� funkc� je vyj�d�iteln� pomoc�

klouzav�ch sou	t�� �

V�ta ��� Aby centrovan� slab� stacion�rn� proces f��t�� t � IRg se dal vyj�d�it ve tvaru
jednostrann�ch klouzav�ch sou	t�� tj�

��t� �
Z �

�
a�	� dz�t� 	��

$�



kde Z �

�
ja�t�j� dt � &
� Efdz�	�g � �� Efjdz�	�j�g � d	�

s t�m� e H��� � H�z�� je nutn� a sta	�� aby jeho spektr�ln� hustota f��� byla faktorizo�

vateln�� 	ili vyj�d�iteln� ve tvaru

f�	� � jh�i	�j��

kde

h�i	� �
Z �

�
b�s� e�i�s ds�

Z �

�
jb�s�j� ds � &
�

D�kaz� �Nutnost� Kdy proces f��t�� t � IRg se d� vyj�d�it pomoc� jednostrann�ch

klouzav�ch sou	t� od ortogon�ln� n�hodn� m�ry dz���� pak polome

h�i	� �
�p
��

Z �

�
a�s� e�i�s ds�

D�ky Parsevalov� rovnosti plat�� e

R�t� � Ef��s & t� ��s�g �
Z ��

��
a�s& t� u� a�s� u� du �

�
Z �

�
a�t& u� a�u� du �

Z ��

��
ei�tjh�i��j� d��

nebo� lze poloit a�t� � � pro t � �� a tud� existuje spektr�ln� hustota f�	� � jh�i	�j� a

je faktorizovateln��

�Posta	itelnost� Nech� proces f��t�� t � IRg m� spektr�ln� rozklad s faktorizovatelnou

spektr�ln� hustotou

��t� �
Z ��

��
eit�dz�	��

a uvaujme n�hodnou mnoinovou funkci

.�A� �
Z ��

��

A���
h�i��

dz����

kde 
A��� je indik�tor borelovsk� podmnoiny A � IR� Jestlie F je spektr�ln� m�ra

procesu f��t�� t � IRg� tj�
Efjdz�	�j�g � dF �	��

pak samoz�ejm�

F �A� �
Z
A
jh�i��j� d��

Snadno lze dok�zat� e . je ortogon�ln� n�hodn� m�ra na borelovsk�ch podmnoin�ch
v IR� protoe

Ef.�A�.�B�g �
Z ��

��

A�B��� d� � 	�A �B��

$�



kde 	 zna	� Lebesgueovu m�ru v IR� Nyn� de�nujme dal�� n�hodnou m�ru ur	enou proce�

sem s ortogon�ln�mi p��r�stky

v�t��� v�t�� �
�p
��

Z ��

��
eit�� � eit��

i�
d.����

p�i	em sou	asn� lze ps�t

��t� �
Z ��

��
eit�h�i	� d.�	�� d.�	� �

�
h�i	�

dz�	��

jak plyne ihned z de�nice n�hodn� m�ry .�

Pro kadou funkci h� kter� je ur	ena vztahem

h�i�� �
�p
��

Z ��

��
a�� � e�i�� d��

kde Z ��

��
ja�� �j� d� �


plat� vztah Z ��

��
h�i�� d.��� � �

Z ��

��
a�� � dv�� ��

Tento vztah je zaloen na izomor�smu prvk� z prostor� L��.� a L��v� s Hilbertov�m

prostorem L��	� na IR a na tom faktu� e Fourierova transformace zachov�v� skal�rn�

sou	in v L��	�� Sta	� tedy tento vztah dok�zat pro jednoduch� funkce a�t� �
P

k ck 
�k
�t��

kde +k jsou disjunktn� intervaly �ak� bk�� Pak toti

Z ��

��
a�� � dv�� � �

X
k

ck v�+k� �

�
Z ��

��

X
k

ck
e�i�bk � e�i�ak

�p�� i�
d.��� �

� �
Z ��

��
h�i�� d.����

Nyn� chceme vyj�d�it pomoc� funkce a��� integr�l tvaru
Z ��

��
eit�h�i�� d.����

co je t� vyj�d�en� p�vodn�ho procesu f��t�� t � IRg pomoc� jin� ortogon�ln� n�hodn�

m�ry .�

Snadno je vid�t� e

eit�h�i�� �
�p
��

ei�t�b�� � ei�t�a��

�i�
v nejjednodu���m p��pad� funkce a���� kdy

a�� � � 
��� �� + � �a� b� �indik�tor mnoiny +��

$�



Odtud ihned plyne� e v tomto p��pad� je

Z ��

��
eit�h�i�� d.��� � v�t� a�� v�t� b� �

�
Z t�a

t�b
dv��� �

Z ��

��

��u� dv�t� u� �

�
Z ��

��
a�� � dv�t� � ��

D�ky spojitosti skal�rn�ho sou	inu a izomor�smu prostor� L��.� a L��v� s L��	� na re�ln�

p��mce pak z�sk�v�me� e

��t� �
Z ��

��
a�� � dv�t� � ��

Protoe p�edpokl�d�me� e

h�i�� �
Z �

�
b�� � e�i�� d��

pak nutn� p�i volb� a��� � b��� m�me� e

��t� �
Z �

�
b�� � dv�t� � ��

kde Z �

�
jb�� �j� d� � &
�

�

Pozn�mka� P�edchoz� v�ta pln� charakterizuje t��du slab� stacion�rn�ch n�hodn�ch

proces�� vyj�d�iteln�ch ve tvaru ��t� �
R�
� a�	� dz�t�	�� kde Efdz�	�g � �� Efjdz�	�j�g �

d	� Odpov�daj�c� spektr�ln� hustoty� kter� v t�chto p��padech existuj�� jsou tzv� faktorizo�

vateln� hustoty� Jinak se t� o t�chto procesech ��k�� e je lze fyzik�ln� realizovat �ltrac�

b�l�ho �umu� nebo� hodnoty ��t� a dz�t& s� pro s � � jsou ortogon�ln� a tedy proces ��t�

je vytvo�en pouze na z�klad� p��r�stk� ortogon�ln� n�hodn� m�ry dz�	�� 	 � t�

N�sleduj�c� v�ta pln� charakterizuje t��du faktorizovateln�ch spektr�ln�ch hustot�

V�ta ��� Pro to� aby nez�porn� integrovateln� funkce f��� de�novan� na ��
�&
�

byla faktorizovateln�� je nutn� a sta	�� aby

Z ��

��
ln f�	�
� & 	�

d	 � �
�

D�kaz� Matematick� apar�t pouit� v d�kazu t�to v�ty zasahuje nad r�mec t�chto

skript� protoe siln� vyu�v� vlastnost� funkc� ze t��dy H�
� a zn�m� Paley�Wienerovy

v�ty� �ten�� m�e naj�t d�kaz nap�� v monogra�i "�# nebo "'#� �

$




 Ergodick� v�ty a z�kon velk	ch ��sel

Nech� f��t�� t � ��
�&
�� resp� t � ZZg je slab� stacion�rn� proces 	i posloupnost se

spektr�ln�m rozkladem symbolicky vyj�d�en�m jako

��t� �
Z
eit� dz�	��

Budeme studovat asymptotick� chov�n� pr�m�r� posloupnosti� tj�

Sn �
�
n

n��X
i��

��i�� resp� ST �
�
T

Z T

�
��t� dt u proces��

Aby byla zaru	ena existence v��e uvaovan�ho integr�lu� p�edpokl�dejme spojitost p���

slu�n� kovarian	n� funkce� Pomoc� spektr�ln�ho rozkladu ihned z�sk�v�me

Sn �
Z �

��
�� ein�

n�� � ei��
dz�	��

analogicky

ST �
Z ��

��
ei�T � �
i	T

dz�	��

Studujme chov�n� p�i T 


E

�
�





 �T
Z T

�
��t� dt � z�f�g�







�
��
� �

Z
� ���






e
i�T � �
i	T







�

dF �	� �

�
Z
����


 sin� �T
�

	� T �
dF �	� �

Z
�
j�j��


 sin� �T
�

	� T �
&
Z
j�j��


 sin� �T
�

	� T �
�

Protoe Z
j�j��


 sin� �T
�

	� T �
dF �	� � konst�

��T � �
T��

��

a rovn� Z
�
j�j��


 sin� �T
�

	�T �
dF �	� �

Z
�
j�j��

konst� dF �	� �
���

��

protoe � je vylou	ena z oboru integrace �skok funkce F ��� v nule� pokud existuje� odpov�d�

toti rozptylu Efjz�f�g�j�g�� Zcela analogicky postupujeme v p��pad� diskr�tn�ho 	asu�
T�m jsme dok�zali n�sleduj�c� v�tu�

$ 



V�ta ��� Pro aritmetick� pr�m�ry Sn� resp� ST � jak v p��pad� diskr�tn�ho tak spojit�ho

	asu plat�� e

Sn �
n��

z�f�g�� resp� ST �
T��

z�f�g�

dle kvadratick�ho st�edu p�i n
� resp� T 
�

De�nice ��� Slab� stacion�rn� posloupnost 	i proces naz�v�me ergodickou 	i ergodic�
k�m dle kvadratick�ho st�edu� kdy

�
n

nX
i��

��t� Ef��g� resp�
�
T

Z T

�
��u� du Ef��g

dle kvadratick�ho st�edu p�i n
� resp� T 
�

Protoe kad� slab� stacion�rn� posloupnost 	i proces se daj� vyj�d�it jako sou	et

��t� � Ef�tg& ��t�� Ef�tg�

kde Ef��t�g � m� pak f��t�g bude ergodick� dle kvadratick�ho st�edu pr�v� tehdy� kdy

bude platit
�
n

nX
j��

���j��m� ��

resp�
�
T

Z T

�
���u��m� du  ��

Sta	� se tedy zab�vat pouze procesy 	i posloupnostmi� kter� jsou centrovan�� Protoe jsme

pro n� ji uk�zali� e
�
n

nX
j��

��j�  z�f�g�

resp�
�
T

Z T

�
��u� du  z�f�g�

dle kvadratick�ho st�edu� tak tyto budou ergodick� dle kvadratick�ho st�edu pr�v� tehdy�

kdy z�f�g� � � skoro jist�� co lze vyj�d�it pomoc� chov�n� spektr�ln� funkce F ��� v nule�

protoe Efjz�f�g�j�g � F ��&�� F ����

Dok�zali jsme tedy n�sleduj�c� v�tu�

V�ta ��� Slab� stacion�rn� posloupnost 	i proces jsou ergodick� dle kvadratick�ho
st�edu pr�v� tehdy� kdy jejich spektr�ln� funkce je spojit� v ��

O tom� zdali jsou slab� stacion�rn� posloupnost 	i proces ergodick�� se lze t� p�esv�d	it

z chov�n� odpov�daj�c� kovarian	n� funkce�

$!



V�ta ��� Slab� stacion�rn� centrovan� n�hodn� posloupnost 	i proces jsou ergodick�

dle kvadratick�ho st�edu pr�v� tehdy� kdy

lim
n�m��

�
n�m& �

nX
j�m

R�j� � �

resp�

lim
t�s��

�
t� s

Z t

s
R�u� du � ��

kdy kovarian	n� funkce R��� je spojit� funkce�

D�kaz� Plyne p��mo ze spektr�ln�ho vyj�d�en� sumy �
n�m��

Pn
j�mR�j�� resp� �

t�s
R t
s R�u� du

pomoc� odpov�daj�c� spektr�ln� funkce� �

Protoe konvergence dle kvadratick�ho st�edu implikuje konvergenci dle pravd�po�

dobnosti� ihned je vid�t platnost z�kona velk�ch 	�sel� a to slab�ho� nebo� plat� pro slab�

stacion�rn� posloupnosti 	i procesy

PfjST �mj � �g �
T��

��

pokud spl�uj� podm�nku ergodi	nosti�

V�tu o asymptotick�m chov�n� aritmetick�ch pr�m�r� ze slab� stacion�rn� posloup�

nosti 	i procesu lze zobecnit n�sleduj�c�m zp�sobem� kter� se dokazuje zcela analogicky

jako V�ta ���

Kdy f��t�� t � Tg je slab� stacion�rn� posloupnost 	i proces� pak veli	iny

f�t�� t � Tg� kde
�t� � ei��t��t�� t � T

tvo�� rovn� slab� stacion�rn� posloupnost 	i proces a plat�� e dle kvadratick�ho st�edu

lim
n��

�
n

nX
�

�j� � z�f	�g��

resp�

lim
t��

�
t

Z t

�
�u� du � z�f	�g��

kdy v p��pad� spojit�ho 	asu je odpov�daj�c� kovarian	n� funkce spojit��

Nech� nyn� + � �	�� 	�� je takov� interval� kde z�f	�g� � z�f	�g� � � s� j� a de�nujme

� � 	� � 	 � 	�

���	� �
�
�

	 � 	�� 	 � 	��

� � jinde�

$$



V p��pad� diskr�tn�ho 	asu �T � ZZ� samoz�ejm� m�me na mysli� e �� � 	� � 	� � ��

Kdy funkci ����� rozlo�me do Fourierovy �ady� pak lze ps�t

���	� �
�
��

�	� � 	�� &
�
��

X
k ���

e�i��k � e�i��k

�ik ei�k�

kter� konverguje dle kvadratick�ho st�edu vzhledem k m��e generovan� p��slu�nou spekt�

r�ln� funkc� F ��� od f��t�� t � ZZg na h��� �i� Z tohoto snadno plyne� e

z�+� �
Z �

��
���	� dz�	� �

� lim
K��

�
� �
��

�	� � 	�� ���� &
�
��

X
�
jkj�K

e�i��k � e�i��k

�ik ��j�

��
� �

kde limita se op�t m�n� dle kvadratick�ho st�edu� Zcela obdobn� je mono dok�zat i

v p��pad� spojit�ho 	asu� tj� pro t � IR� e

z�+� � lim
T��

�
��

Z T

�T
e�i��u � e�i��u

�iu ��u� du

pro kad� interval + � �	�� 	�� takov�� e z�f	�g� � z�f	�g� � � s� j� T�m je dok�z�no�

e s pomoc� hodnot procesu f��t�� t � Tg lze z�skat hodnoty odpov�daj�c� ortogon�ln�

n�hodn� m�ry vystupuj�c� v jeho spektr�ln�m rozkladu�

Nech� f��t�� t � ��
�&
�g je slab� stacion�rn� centrovan� proces maj�c� ohrani	en�
spektrum� neboli

��t� �
Z �

��
eit� dz�	��

kde � � &
� Kad� takov� n�hodn� proces lze vyj�d�it ve tvaru nekone	n� �ady

��t� �
��X

k���

�
�

sin�
�
t� �

�
k
�

t� �
�
k

�

�
�

�
k

�
�

kde �ada konverguje dle kvadratick�ho st�edu� Tato formulace vypl�v� z rozkladu funkce

ei�t na intervalu ������� plat� toti

ei�t �
��X

k���

�
�

sin�
�
t� �

�
k
�

t� �
�
k

ei
�
�
k��

$'



� Predikce slab� stacion�rn�ch posloupnost� a pro�

ces


P�edpokl�dejme� e slab� stacion�rn� proces 	i posloupnost jsou pozorov�ny a do 	asu

t� tj� jsou zn�ma pozorov�n� ��s�� s � t a chceme na z�klad� jejich znalosti co nejl�pe

odhadnout p���t� hodnotu ��t & � �� kde � � �� Jedn� se tedy o to� zkonstruovat takovou

n�hodnou veli	inu 2��t� � �� kter� pat�� do podprostoru H��t�� kter� je generov�n n�hodn�mi

veli	inami ��s�� s � t tak� aby co nejl�pe odhadovala hodnotu ��t & � �� M�ra chyby je
m��ena pomoc� st�edn� kvadratick� odchylky� tedy

���� � � E

n
j��t& � �� 2��t� � �j�

o
�

chceme� aby tato chyba byla minim�ln�� co lze dos�hnout ortogon�ln� projekc� veli	iny

��t & � � do H��t�� Optim�ln� chyba predikce je pak d�na v�razem

���� � � min
k�H��t�

Efj��t& � �� kj�g�

D�ky stacionarit� v�choz�ho procesu 	i posloupnosti lze tvrdit� e sama optim�ln� predikce

f2��t� � �� t � IR 	i ZZg je rovn� slab� stacion�rn� proces 	i posloupnost v parametru t a

jsou z�sk�ny line�rn�mi operacemi nad p�vodn�m procesem ��t�� a tedy existuje spektr�ln�

charakteristika optim�ln� predikce ve tvaru

2��t� � � �
Z
eit� 2��	� � � dz�	��

Jedn�m z probl�m� predikce je naj�t tuto spektr�ln� charakteristiku�

��� Regul�rn	 a singul�rn	 slab� stacion�rn	 posloupnosti

Zave)me n�sleduj�c� ozna	en�� H� nech� je Hilbert�v prostor generovan� v�emi hodnotami

posloupnosti 	i procesu� tj� uz�v�r nad line�rn�mi kombinacemi tvaru

 �
nX
i��

	i xti�

kde 	i jsou obecn� komplexn�� ti � T� i � �� �� � � � � n� D�le ozna	me H��t� podprostor

generovan� veli	inami �s� s � t� Z�ejm� H� je pak uz�v�r nad
S
t�T H��t�� D�le ozna	me

H���
� �
T
t�T H��t�� Budeme uvaovat v�hradn� p��pady T � ZZ� T � IR�

$�



De�nice ��� N�hodn� posloupnost se naz�v� �line�rn�� singul�rn�� kdy

H���
� � H��

Jestlie H���
� � f�g �nulov� prostor�� pak n�hodn� posloupnost se naz�v� �line�rn��
regul�rn��

V�ta ��� N�hodn� posloupnost je line�rn� singul�rn� pr�v� tehdy� kdy jej� line�rn�

predikce je bezchybn�� tj� st�edn� kvadratick� chyba predikce je nulov��

D�kaz� Je�li f�t� t � ZZg line�rn� singul�rn�� pak H��t� � H��t & s� pro kad� t� s a

tedy ���� � � �� Opa	n�� kdy ���� � � �� mus� ��t & � � pat�it do H��t� a tedy

H��t� � H��

�

De�nice ��� Jestlie ������ tedy st�edn� kvadratick� chyba predikce na jeden krok

vp�ed v p��pad� slab� stacion�rn� posloupnosti je kladn�� ��k�me� e tato n�hodn� po�

sloupnost nen� deterministick��

V�ta ��� Kad� slab� stacion�rn� posloupnost se d� rozloit do sou	tu dvou vz�jemn�

nekorelovan�ch n�hodn�ch posloupnost�

��t� � �s�t� & �t��

kde �s�t� je singul�rn� sloka a �t� je regul�rn�� Tento rozklad je jednozna	n��

D�kaz� Nech� U je oper�tor posunut� U ��t� � ��t&�� v prostoru H�� D�ky stacionarit��

U je unit�rn� oper�tor a evidentn�

U  � 

pro kad�  � H���
�� neboli U H���
� � H���
�� Ozna	me HR
� � H� �H���
��

Rovn� plat�� e U HR
� � HR

� � Nech� �s��� je projekce ���� do H���
�� obdobn� ���

projekce ���� do HR
� � De�nujme �s�t� � U t �s���� �t� � U t ��� pro t � ZZ� D�ky ortogo�

nalit� podprostor� HR
� a H���
� jsou ob� posloupnosti nekorelovan� mezi sebou a d�ky

vlastnostem oper�toru U jsou stacion�rn�� Z�ejm� rovn�

��t� � �s�t� & �t��

kde �s�t� � H���
�� �t� � HR
� pro kad� t� Pak plat� H��t� � H���
� � H�s�t� �

H���
� � H�s��
�� Naopak� protoe �s�t� � H���
� � H�s�t� � H���
�� T�m

m�me� e pro kad� t H�s�t� � H���
� � H�s��
��

'�



Tedy posloupnost f�s�t�g je singul�rn�� Protoe �t� � ��t�� �s�t�� pak �t� � H��t� a

tedy H���
�
T
tH��t� � H���
�� Naopak dle konstrukce posloupnosti f�t�g � H��t��

tedy tedy
T
tH��t� � T

tH��t� � H���
�� Z druh� strany je ale H��t��H���
�� a tud�

H���
� � f�g� T�m jsme dok�zali� e f�t�g je regul�rn�� Jednozna	nost rozkladu plyne

z toho� e projekce �t� do H���
� je � a �s�t� je projekce ��t� do H���
�� �

V�ta ��� Kad� �line�rn�� regul�rn� slab� stacion�rn� posloupnost s nulovou st�edn�

hodnotou m�e b�t vyj�d�ena ve form� jednostrann� line�rn� posloupnosti

��t� �
�X
j��

a�j� z�t� j�� t � ZZ

kde fz�t�� t � ZZg je diskr�tn� b�l� �um� Hz�t� � H��t�� pro kad� t � ZZ�
P�

j�� ja�j�j� �
&
�

Pozn�mka� Tomuto rozkladu regul�rn� posloupnosti se ��k� Wold�v rozklad� Posloup�

nost fz�n�� n � ZZg se naz�v� t� inova	n� posloupnost�

D�kaz� Ozna	me H��t� � H��t� ���G�t�� tento podprostor je jednorozm�rn�� kdyby

H��t� � H��t � ��� pak by f��t�g nemohla b�t regul�rn�� Vybereme v G��� jednotkov�

vektor z��� a de�nujme pro kad� t � ZZ

z�t� � U t z����

kde U je posunut�� Je jasn�� eH��t� � Hz�t� a tedy fz�t�g je rovn� regul�rn� posloupnost
a je ortogon�ln�� tedy diskr�tn� b�l� �um� Posloupnost fz�t�g tvo�� b�zi v H�� a kdy

rozlo�me ���� v t�to b�zi� m�me

���� �
�X
j��

a�j� z��j��

p�i	em
�X
j��

ja�j�j� � Efj����j�g �
�

Aplikac� oper�toru U t na ���� z�sk�v�me ihned rozklad

��t� �
�X
j��

a�j� z�t� j��

�

V�ta ��� Pro to� aby n�hodn� slab� stacion�rn� posloupnost nebyla singul�rn�� je nutn�

a sta	�� aby

�!�
Z �

��
ln f�	� d	 � �
�

kde f�	� je absolutn� spojit� 	�st spektr�ln� m�ry F �	��

'�



D�kaz� P�i dokazov�n� toto v�ty se lze odk�zat na v�tu � � kde je vyslovena stejn�

podm�nka pro faktorizaci spektr�ln� hustoty� co je nutn� a posta	uj�c� podm�nka pro

vyj�d�en� posloupnosti ve form� jednostrann� line�rn� posloupnosti� kter� je samoz�ejm�

posloupnost� regul�rn� a naopak� �

D�sledek� N�hodn� slab� stacion�rn� posloupnost je regul�rn� pr�v� tehdy� kdy m�

skoro v�ude v�	i Lebesgueov� m��e kladnou spektr�ln� hustotu f���� kter� spl�uje �!��

Nyn� se ji obr�t�me k problematice predikce slab� stacion�rn� n�hodn� posloupnosti�
D�ky rozkladu na regul�rn� a singul�rn� 	�st je z�ejm�� e sta	� ur	it predikci regul�rn�

	�sti� protoe singul�rn� se predikuje bezchybn� a je s regul�rn� 	�st� ortogon�ln�� M�jme

tedy slab� stacion�rn� �adu f��t�� t � ZZg rozloenou na ob� 	�sti

��t� � �t� & �s�t�� kde

�t� �
�X
j��

a�j� z�t� j��

Protoe H��t� � Hz�t� dle V�ty 

� pak ortogon�ln� projekce �t& � � na H��t� je tat�

jako na Hz�t� a d�ky Woldovu rozkladu m�me� e

2�t� � � �
�X
j��

a�j� z�t& � � j��

p�i	em st�edn� kvadratick� chyba predikce

���� � � E

n
j�t& � �� 2�t� � �j�

o
�

���X
j��

ja�j�j��

Nyn� vyj�d��me optim�ln� predikci 2�t� � � pomoc� spektr�ln�ho rozkladu pro f�t�g� Je
z�ejm�� e z��� je prvkem z prostoru H�� a tedy z��� lze vyj�d�it line�rn� operac� nad

f�t�g� tj�
z��� �

Z �

��
��	� dv�	��

kde v�	� je ortogon�ln� n�hodn� m�ra na h��� �i takov�� e

Efdv�	�g � �� Efjdv�	�j�g � jg�ei��j� d	�

kde g�ei�� � �p
��

P�
n�� a�n� e

in�� nebo� f�t�g je regul�rn� posloupnost� Pak

z�t� � U t z��� �
Z �

��
eit���	� dv�	��

D�le v�me� e

�t� �
�X
j��

a�j� z�t� j� �
Z �

��
eit���	�

�X
j��

a�j� e�ij� dv�	��

'�



Protoe

�t� �
Z �

��
eit� dv�	��

srovn�n�m obou stran m�me� e

��	� �

�
� �X
j��

a�j� e�ij�
�
A
��

�
�q

�� g�ei��
���

�

Pak tedy

2�t� � � �
Z �

��

�X
j��

a�j� e�ij� ��	� eit� dv�	� �
Z �

��
eit�

�
�� g� �ei��

g�ei��

�
dv�	��

kde

g� �ei�� �
�p
��

���X
j��

a�j� eij��

Lze dok�zat� e pro jzj � � je g�z� �� ��

V�ta ��� Nech� slab� stacion�rn� posloupnost f��t�g je vyj�d�ena jako sou	et sv� regu�

l�rn� a singul�rn� 	�sti� tj�

��t� � �t� & �s�t��

Nech� F �	�� FR�	�� FS�	� jsou spektr�ln� funkce od ��t�� �t� a �s�t�� Pak plat�� e

F �	� � FR�	� & FS�	�

je rozloen� spektr�ln� funkce F ��� na absolutn� spojitou 	�st FR�	� a singul�rn� 	�st

FS�	� v�	i Lebesgueov� m��e na h��� �i�

D�kaz� Nech� fz�t�g je inova	n� posloupnost odvozen� od regul�rn� 	�sti f�t�g� Z�ejm�

z�t� �
Z �

��
eit� du�	��

kde fu�	�g je ortogon�ln� n�hodn� m�ra se spektr�ln� hustotou �
�� de�novanou na h��� �i�

Pak tedy
�t� �

Z �

��
eit�

q
�� g�ei�� du�	�

d�ly Woldov� rozkladu�

Nech� singul�rn� 	�st m� spektr�ln� rozklad

�s�t� �
Z �

��
eit� dvs�	��

Pak

��t� �
Z �

��
eit�

�q
�� g�ei�� du�	� & dvs�	�

�
�

'�



Tud� pro jakoukoliv funkci f�	� � L��F �� kde F je spektr�ln� m�ra posloupnosti f��t�g�
plat�� e Z �

��
f�	� dw�	� �

Z �

��
f�	�

�q
�� g�ei�� du�	� & dvs�	�

�
�

kde w�	� je ortogon�ln� n�hodn� m�ra na h��� �i ur	uj�c� posloupnost f��t�g� tj�

��t� �
Z �

��
eit� dw�	��

Na druhou stranu ale v�me� e �s��� � H�� tud�

�s��� �
Z �

��
�s�	� dw�	�

a tedy

�s�t� �
Z �

��
eit��s�	� dw�	��

Pak tedy dohromady lze vyj�d�it

�s�t� �
Z �

��
eit��s�	�

�q
�� g�ei�� du�	� & dvs�	�

�
�

co se spektr�ln�m vyj�d�en�m singul�rn� 	�sti f�s�t�g d�v�
Z �

��
eit���� �s�	�� dvs�	� �

Z �

��
eit�

q
�� g�ei�� du�	��

Protoe f�s�t�g a f�t�g jsou navz�jem ortogon�ln�� pak mohou sou	asn� pat�it do obou

podprostor� jedin� tehdy� kdy jsou ob� strany nulov�mi prvky� tedy

�s�	� � � �s� v�� FS����
�s�	�

q
�� g�ei�� � � �s� v�� "Leb�#��

kde FS��� je spektr�ln� m�ra singul�rn� 	�sti� Protoe g�ei�� �� � v�	i Lebesgueov� m��e�

pak mus� b�t

�s�	� � � �s� v�� "Leb�#�

Ozna	me S � h��� �i takovou podmnoinu� e na n� �s�	� � �� Pak m�me� e Lebesgu�

eova m�ra mnoiny S je � a spektr�ln� m�ru FS��� lze vyj�d�it jako

FS�A� �
Z
A
j�s�	�j� dF �	� � F �A� S�

FR�A� �
Z
A
��jg�ei��j� dF �	��

T�m je v�ta dok�z�na� �

'




V�ta ��� Nech� f��t�g je slab� stacion�rn� n�hodn� posloupnost kter� nen� singul�rn��

nech� f�	� je absolutn� spojit� komponenta jej� spektr�ln� m�ry� Pak st�edn� kvadratick�

chyba predikce p�i po	tu � krok� vp�ed je rovna v�razu

���� � � �� e
�
��

R �
��

lnf���d�
���X
n��

jcnj��

kde koe�cienty fcng jsou de�nov�ny pomoc� rozvoje

exp

�
�
��

�X
n��

zn
Z �

��
ein� ln f�	� d	

	
�

�X
n��

cn z
n�

speci�ln� pro � � �

����� � �� e
�
��

R �
��

lnf���d�
�

D�kaz� D�kaz v�ty op�t vyaduje matematick� apar�t� kter� je nad r�mec t�chto

skript� a proto odkazujeme 	ten��e nap�� na monogra�i "�#� �

��� �e
en	 ot�zky predikce pro slab� stacion�rn	 posloupnosti

Nech� X � fX�j�� j � ZZg je slab� stacion�rn� centrovan� n�hodn� posloupnost� Nech�

t je n�jak� 	asov� okamik� t � ZZ a chceme co nejl�pe odhadnout hodnotu posloupnosti

X�t & m�� m � � na z�klad� znalosti minulosti X�t � ��� X�t � ��� � � � �X�t � n�� kde

teoreticky n m�e b�t i &
�

Nejd��ve probereme p��pad� e minulost je kone	n�� tj� zn�me hodnoty veli	in X�t�
��� X�t � ��� � � � �X�t � n� a nejlep�� odhad hodnoty X�t & m� hled�me mezi line�rn�mi

kombinacemi
nX
i��

aiX�t� i��

za p�edpokladu� e zn�me kovarian	n� funkci fR�j�� j � ZZg sledovan� slab� stacion�rn�

posloupnosti X� Jedn� se tedy o to naj�t obecn� komplexn� 	�sla a�� a�� � � � � an �kdy

posloupnost X je komplexn�� tak� aby

E

�
�





X�t&m��

nX
i��

aiX�t� i�







�
��
� � min �

Tato vzd�lenost bude minim�ln�� kdy line�rn� kombinace
Pn

i�� aiX�t � i� bude ortogo�
n�ln� projekc� veli	inyX�t&m� do podprostoru generovan�ho veli	inamiX�t���� X�t�
��� � � � �X�t� n�� Toto vede k rovnic�m

E

��
X�t&m��

nX
i��

aiX�t� i�

�
X�t� k�

	
� �

pro kad� k � �� �� � � � � n� Tyto podm�nky lze vyj�d�it v �e	i kovarian	n� funkce R���� a to
jako syst�m line�rn�ch rovnic pro nezn�m� a�� a�� � � � � an

�$� R�m& k� �
nX
i��

aiR�k � i�� k � �� �� � � � � n�

' 



(e�en� t�to soustavy rovnic nemus� b�t jedin�� protoe veli	inyX�t���� X�t���� � � � �X�t�
n� mohou b�t line�rn� z�visl�� ale v kad�m p��pad� je zaru	ena minimalizace chyby pre�

dikce

EfjX�t&m�� /X�t&m�j�g � ��m�n

kde /X�t&m� �
Pn

i�� /aiX�t�i� je jedna z optim�ln�ch predikc� z�skan�ch �e�en�m soustavy

�$�� Pomoc� rovnic �$� lze dok�zat� e

��m�n � R��� �
nX

k��

nX
���

/ak�/ae�R�k � ���

kde /ak� k � �� �� � � � � n jsou koe�cienty optim�ln� line�rn� kombinace veli	inX�t���� X�t�
��� � � � �X�t� n��

Nyn� p�edpokl�dejme� e posloupnost X m� spektr�ln� hustotu f���� P�edchoz� vztahy
lze pak p�ev�st do jin� �e	i pomoc� spektr�ln� reprezentace posloupnosti X� Soustavu �$�

lze p�epsat do tvaru

Z �

��

�
ei�m�k�� �

nX
���

ak e
i�k���

�
f�	� d	 � �

pro k � �� �� � � � � n� Toto lze t� napsat jakoZ �

��
eik�

�
eim� � .m�n�	�

�
f�	� d	� k � �� �� � � � � n

kde .m�n�	� �
Pn

��� a� e
�i�� je tzv� spektr�ln� charakteristika line�rn� predikce�

Nen� probl�m dok�zat� e

��m�n � R��� �
Z �

��
j.m�n�	�j� f�	� d	 �

�
Z �

��
jeim� �.m�n�	�j� f�	� d	�

Teoreticky lze uvaovat i ten p��pad� kdybychom znali celou minulost fX�t � n�� n �
�� �� �� � � �g pozorovan� stacion�rn� posloupnosti a nejlep�� predikci hodnoty veli	inyX�t&

m� hledali ve tvaru

/X�t�m� �
�X
j��

ajX�t � j��

kde nekone	n� �ada je m�n�na dle kvadratick�ho st�edu� Spektr�ln� charakteristika nejlep��

predikce .m���	� � .m�	� je pak vyj�d�iteln� ve tvaru

.m�	� �
�X
j��

aj e
�ij��

kter� konverguje dle kvadratick�ho st�edu v�	i spektr�ln� hustot� f���� Podm�nky opti�

m�ln� predikce jsou pak d�ny nekone	n�m syst�mem rovnic typuZ �

��
eik�

�
eim� � .m�	�

�
f�	� d	 � �

'!



pro k � �� �� �� � � �

Chyba optim�ln� predikce

��m �
Z �

��




eim� � .m�	�



� f�	� d	

se d� analogicky jako p�i kone	n� minulosti vyj�d�it jako

��m � R��� �
Z �

��
j.m�	�j� f�	� d	�

3loha tedy zn�� e hled�me takovou funkci .m�	� �
P�

j�� aj e
�ij�� aby pro funkci 
m�	� �

"eim��.m�	�# f�	� platilo� e je ortogon�ln� k feik�g�k��� Pokud by funkce 
m��� p�ipou��
t�la Fourier�v rozklad do �ady


m�	� �
��X

n���
cn e

in��

pak lze snadno d�ky v��e zm�n�n� ortogonalit� dok�zat� e cj � � pro j � ������ � � ��

tedy by bylo mono ps�t


m�	� �
�X
n��

cn e
in��

Nejd�leit�j�� p��pad z praxe je ten� kdy spektr�ln� hustota f��� je racion�ln� funkc�

v prom�nn� ei�� tj�
f�	� � f ����ei���

kde f ������ je racion�ln� funkce� Zave)me funkce

.���
m �z� �

�X
j��

aj z
�j a 
����z� � "zm � .����z�# f ����z��

Je jasn�� e .m�ei�� � .���
m �ei�� a rovn�


m�e
i�� � 
���

m �ei���

tj� tyto dvojice funkc� se shoduj� na jednotkov� krunici v komplexn� rovin�� D�ky poa�

davk�m na konvergenci �ady

.m�ei�� �
�X
j��

ak e
�ij�

mus� tedy mocninn� �ada .m�z� konvergovat pro kad� jzj � �� tedy b�t analytick� vn� a

na hranici jednotkov�ho kruhu v komplexn� rovin�� Lze tedy o	ek�vat� e %loha nalezen�

optim�ln� line�rn� predikce bude vy�e�ena� kdy nalezneme takovou dvojici funkc� .���
m ���

a 
���
m ���� kde

a� .���
m ��� bude analytick� vn� a na hranici jednotkov�ho kruhu v komplexn� rovin�

b� .���
m �
� � �

'$



c� 
���
m �z� � �zm � .���

m �z�� f ����z� bude analytick� uvnit� a na hranici jednotkov�ho

kruhu v komplexn� rovin��

Koe�cienty optim�ln� line�rn� kombinace v �ad� /X�t�m� �
P�

j�� ajX�t � j� se pak z�s�
kaj� Fourierov�m rozvojem funkce .���

m ���� Lze dok�zat �bl�e viz nap�� "�#�� e podm�nky

a�� b�� c� jsou posta	uj�c�mi podm�nkami pro nalezen� optim�ln� line�rn� predikce�

Na p��kladech si uk�eme� jak lze pomoc� dvojice funkc� .���
m ���� 
���

m ��� naj�t relativn�
snadno tvar optim�ln� line�rn� predikce�

P��klad �� Nech� kovarian	n� funkce m� tvar R�k� � c ajkj� k � ZZ� kde c � �� jaj � ��

Pak odpov�daj�c� spektr�ln� hustota je

f�	� �
c

��
�� a�

�ei� � a� �e�i� � a�
�

tedy

f ����z� �
c

��
� � a�

�z � a� �z�� � a�
�

�
c

��
z�� � a��

�z � a�� ��� az�
�

� c�
z

�z � a� �� � az�
�

Tud�


���
m �z� �

zm � .���
m �z�

�z � a� ��� az�
� z�

kter� m� v bod� z � a singularitu� kter� mus� b�t odstran�na vhodnou volbou funkce

.���
m ���� aby 
���

m ��� byla analytick� uvnit� kruhu� tud� mus� rovn� b�t

am �.���
m �a� � ��

Z toho usuzujeme� e funkce .���
m �z� mus� b�t tvaru

.���
m �z� �

Am�z�
z

�

kde Am��� je analytick� v cel� rovin�� Aby .���
m �
� � �� tak dojdeme ke tvaru .���

m �z� �
am��

z
� a tedy

/X�t�m� � am��X�t� ���

protoe .m�	� � am�� e�i��

P��klad �� Nech� spektr�ln� hustota m� tvar

f�	� �
c�

jei�� � a�j� jei� � a�j� �

''



a� �� �� a� �� �� ja�j � �� ja�j � �� a� �� a�� Pak z�ejm�

f ����z� �
c�

jz � a�j� jz � a�j� �

a tedy


���
m �z� �

�zm �.���
m �z�� z�

�z � a�� �� � a�z� �z � a�� �� � a�z�
�

D�ky poadavku na analyti	nost funkce 
���
m ��� uvnit� a na jednotkov�m kruhu mus� b�t

ami �.���
m �ai� � �� i � �� �

a je zcela p�irozen� zkusit funkci .���
m �z� ve tvaru

.���
m �z� �

Am�z�
z�

�

kde mus� tedy b�t Am�ai� � am��
i � i � �� ��

Aby bylo spln�no limz�� .���
m �z� � �� pak je vhodn� volit Am�z� � �mz & �m� kde

koe�cienty �� � se ur	� z poadavku

am��
� � �a� & �

am��
� � �a� & ��

Odtud p�i a� �� a� z�sk�v�me� e

�m �
am��
� � am��

�

a� � a�
�m � am��

� � a� � �m � am��
� � a��m�

Funkce .m�z� m� tedy tvar .m�z� � �m
z

& 	m
z
� a tud� optim�ln� line�rn� predikce se

vyj�d�� jako
/X�t�m� � �mX�t� �� & �mX�t� ���

Pak pro m � �� co je predikce na � krok vp�ed� z�sk�v�me optim�ln� line�rn� predikci ve

form�
/X�t� �� � �a� & a��X�t � ��� a�a�X�t� ���

P��klad �� Nech� spektr�ln� hustota m� tvar

f�	� �
�

jPn
k�� ak e

i�n�k��j� �

kde polynom
Pn

k�� ak z
n�k s re�ln�mi koe�cienty a�� a�� � � � � an m� v�echny sv� ko�eny

uvnit� jednotkov�ho kruhu� Bez %jmy na obecnosti lze poadovat� aby a� � �� an �� ��

Bude n�s zaj�mat pouze p��pad predikce na jeden krok vp�ed� tedy m � ��

'�



Z tvaru spektr�ln� hustoty ihned plyne� e odpov�daj�c� funkce f ����z� je tvaru

f ����z� �
�

�
Pn

k�� ak z
n�k� �

Pn
k�� ak z

k�n�
�

�
zn

�a�zn & an��� & � � �& an� �a� & a�z & � � � & anzn�
�

Odtud z�sk�v�me tvar funkce 
���
� �z��



���
� �z� �

"�� .���
� �z�# zn�Pn

j�� aj z
n�j
� �Pn

j�� aj z
j
� �

kter� mus� b�t analytick� uvnit� jednotkov�ho kruhu� Op�t zvolme

.���
� �z� �

A��z�
zn

a hledejme A��z� ve tvaru polynomu �n� ���ho stupn�

A��z� � b� z
n�� & b� z

n�� & � � �& bn�

Koe�cienty bk� k � �� �� � � � � n je nutno volit tak� aby jejich volba eliminovala mon�

ko�eny polynomu P �z� �
Pn

j�� aj z
n�j � kter� se vyskytuje ve jmenovateli funkce 
���

� ���
a o jeho ko�enech p�edpokl�d�me� e jsou v�echny uvnit� jednotkov�ho kruhu� Druh�

polynom Q�z� �
Pn

j�� aj z
j n�m nevad�� protoe ten pak mus� m�t v�echny sv� ko�eny vn�

jednotkov�ho kruhu�

Zkusme zvolit bj � �aj
a�
� tedy

A��z� � �a�
a�

zn�� � a�
a�

zn�� � � � � � an
a�
�

Pak

"�� .���
� �z�# zn � zn

�
�� A��z�

zn

�
�

� z�n
�
zn &

a�
a�

zn�� &
a�
a�

zn�� & � � �& an
a�

�
�

�
z�n

a�
P �z��

co pr�v� d�v� �dan� analytick� tvar funkce 
���
� �z�� nebo� pak



���
� �z� �

z�n

a�Q�z�
�

Z tohoto ihned plyne tvar pro funkci .��	�� toti

.��	� � � �
a�

�
a� e

�i� & a� e
�i�� & � � � & an e

�in�� �

��



a tedy
/X�t� �� � � �

a�
�a�X�t� �� & a�X�t� �� & � � �& anX�t� n�� �

co nen� �dn� p�ekvapen�� nebo� v�choz� spektr�ln� hustota f��� je hustotou pro autore�

gresn� stacion�rn� posloupnost� kter� spl�uje diferen	n� rovnici

a�X�k� & a�X�k � �� & � � �& anX�k � n� � Yk�

kde fYkgk�ZZ je diskr�tn� b�l� �um s DfYkg � �� EfYkg � �� neboli p�i a� � �

X�k� � �
nX
j��

aj
a�

X�k � j� &
Yk
a�

a

EfX�k � j�Y kg � � pro j � �� �� �� � � �

a EfY �
k
g

a�
je tak p��mo chyba predikce�

�� Predikce slab� stacion�rn	ch proces�

Nech� f��t�� t � ��
�&
�g je slab� stacion�rn� centrovan� n�hodn� proces se spektr�l�
n�m rozkladem

��t� �
Z ��

��
eit� dz�	�

a kovarian	n� funkc�

R�t� �
Z ��

��
eit� dF �	��

Nech�H� je Hilbert�v prostor nad v�emi veli	inami ��t�� t � ��
�&
�� NaH� de�nujme

grupu unit�rn�ch oper�tor� posunut�

U t ��s� � ��t & s��

kde U� � I je identita na H�� Z�sk�n� nejlep�� predikce hodnoty ��t&� �� � � � na z�klad�

znalost� ��s�� s � t je d�no nalezen�m nejlep�� projekce� tedy ortogon�ln� projekce do
podprostoru H��t� generovan�ho pr�v� v�emi ��s�� s � t� Ozna	me op�t chybu predikce

���� � � E

n
j��t& � �� 2��t� � �j�

o
�

kde 2��t� � � je projekce ��t & � � na podprostor H��t�� Je jasn�� e � � ���� � � ��� kde

�� � Efj��t& � �j�g�

De�nice ��� Kdy lim��� ���� � � ��� pak proces nazveme �line�rn�� regul�rn�m� kdy

������ � � pro n�jak� �� � �� nazveme proces �line�rn�� singul�rn�m�

Lze snadno dok�zat� e singularita vlastn� znamen� ���� � � � pro kad� � � ��

��



V�ta ��� Kad� slab� stacion�rn� proces lze jednozna	n� rozloit do dvou komponent�

a to na jeho regul�rn� a singul�rn� 	�st

��t� � �s�t� & �t��

kter� jsou mezi sebou nekorelovan�� Kad� regul�rn� 	�st se d� vyj�d�it pomoc� klouzav�ch

sou	t� ve tvaru stochastick�ho integr�lu typu

�t� �
Z t

��
a�t� s� du�s��

kde fu���g je ortogon�ln� n�hodn� m�ra� Efdu�s�g � �� Efjdu�s�j�g � ds� H��t� � Hu�t�

pro kad� t � ��
�&
� a Z ��

�
ja�t�j� dt � &
�

D�kaz� D�kaz je veden zcela analogicky jako v p��pad� diskr�tn�ho 	asu� �

V�ta ��� Pro to� aby slab� stacion�rn� n�hodn� proces f��t�� t � ��
�&
�g nebyl

singul�rn�� je nutn� a sta	�� aby absolutn� spojit� 	�st f�	� jeho spektr�ln� funkce F �	�

spl�ovala podm�nku Z ��

��
ln f�	�
� & 	�

d	 � �
�

D�kaz� P�i d�kazu t�to v�ty se lze odvolat na v�tu �'� kde je stejn� podm�nka spojena

s monou faktorizac� p��slu�n� spektr�ln� hustoty� co je nutn� a posta	uj�c� podm�nka

pro vyj�d�en� procesu ve form� jednostrann�ch klouzav�ch sou	t�� co je jist� regul�rn�

proces a naopak� �

Optim�ln� predikce 2��t� � � je pak vyj�d�iteln� jako sou	et optim�ln� predikce jeho

regul�rn� 	�sti a singul�rn� sloky v 	ase t& � � tj�

2��t� � � �
Z �

�
a�s� du�� � s� & �s�t& � ��

p�i	em

���� � �
Z �

�
ja�s�j� ds�

Jin� vyj�d�en� optim�ln� predikce 2��t� � � je d�no pomoc� frekven	n�ch charakteristik� a to

2��t� � � �
Z ��

��
eit�

�
� � h��i	�

h�i	�

�
dz�	��

kde z�	� je ortogon�ln� n�hodn� m�ra procesu f��t�g� p�i	em

h�i	� �
�p
��

Z �

�
a�s� e�i�s ds

h��i	� �
�p
��

Z �

�
a�s� e�i�s ds�

��



Funkce h�i	� je odvozena od spektr�ln� hustoty� resp� od jej� absolutn� spojit� 	�sti f�	�

vztahem

f�	� � jh�i	�j��
kde poadujeme� aby h��� � � a h�z� �� � pro �Re z � ��� aby funkce h��� byla ur	ena

jednozna	n��

��



� Siln� stacion�rn� posloupnosti a procesy

��� Oper�tory posunut	

Pokud v t�to 	�sti budeme hovo�it o n�hodn� posloupnosti� pak T � ZZ� v p��pad� n�hod�

n�ho procesu T � IR� Jak ji v�me� n�hodn� posloupnost 	i proces jsou siln� stacion�rn��
kdy jejich kone	n�rozm�rn� rozd�len� jsou invariantn� v�	i posunut� v ZZ� resp� v IR�

Nejjednodu���m p��kladem siln� stacion�rn� posloupnosti je posloupnost vz�jemn� nez��

visl�ch stejn� rozd�len�ch n�hodn�ch veli	in�

Nech� je tedy d�n siln� stacion�rn� n�hodn� proces f��t�� t � Tg a nech�A� je nejmen��

��algebra v mnoin� element�rn�ch jev� �� v�	i n� jsou m��iteln� v�echny n�hodn� veli�

	iny ��t�� t � T � Tato ��algebra je generov�na podmnoinami tvaru

A � f� � � � ��t�� �� � B�� � � � � ��tn� �� � Bng �

kde t�� t�� � � � � tn je libovoln� kone	n� podmnoina v T a Bi� i � �� �� � � � � n jsou libovoln�

borelovsk� podmnoiny v IR� (�k�me� e ��algebra A� je generov�na n�hodn�m procesem

f��t�� t � Tg�
Nyn� obr�t�me pozornost k trajektori�m procesu f��t�� t � Tg� Jak ji v�me� pro kad�

� � � je ���� �� vlastn� funkce na mnoin� T � tedy prvek z IRT � Ozna	me . � fx��� �
IRT � x��� � ���� ��� � � �g� neboli slovy . je podmnoina v�ech trajektori� procesu

f��t�� t � Tg v IRT � V podmnoin� . lze de�novat n�sleduj�c�m zp�sobem ��algebru A
�

kter� je nejmen�� ��algebrou nad podmnoinami tvaru

M � fx��� � . � x�t�� � B�� x�t�� � B�� � � � � x�tn� � Bng

kde t�� t�� � � � � tn je libovoln� kone	n� podmnoina v T a B�� B�� � � � � Bn jsou libovoln�

borelovsk� podmnoiny v IR�

Ozna	me1 � 1 .� tj� zobrazen� �  ���� ��� kter� kad�mu element�rn�muv�sledku

� � � p�i�azuje pr�v� trajektorii ���� �� procesu f��t�� t � Tg�
Lze snadno dok�zat� e podmnoiny v � tvaru

A � f� � � � 1� �Mg� M � A
�

tvo�� pr�v� ��algebru A� generovanou procesem f��t�� t � Tg�

�




Pomoc� zobrazen� 1 lze p�en�st pravd�podobnostn� m�ru P ze ��algebry A� na ��

algebru A
� a to pomoc� vztahu

P
�M� � P �1��M�� M � A
�

Op�t lze snadno dok�zat� e mnoinov� funkce P
 je skute	n� pravd�podobnost� na A
�

V�echny tyto pojmy byly zavedeny kv�li tomu� e na mnoin� v�ech trajektori� . lze

snadno de�novat operaci posunut�� kter� hraje kl�	ovou roli p�i studiu siln� stacion�rn�ch

proces�� De�nujme v mnoin� trajektori� . oper�tor posunut� S�

 vztahem

S�

 x��� � x��& � �� x��� � .�

kde � � ZZ v p��pad� n�hodn� posloupnosti� � � IR pro n�hodn� proces� Ihned je vid�t�
e operace posunut� je vz�jemn� jednozna	n� pro kad� � a rovn� plat�

S�

 fx��� � . � x�ti� � Bi� i � �� �� � � � � ng �

� fx��� � . � x�ti & � � � Bi� i � �� �� � � � � ng �

Odtud tedy plyne� e S�

M � A
� kdy M � A
�

Operace posunut� S�

 lze velice jednodu�e skl�dat dohromady podle grupov� relace

S��

 S��


 � S��

 S��


 � S�����

 �

Pomoc� operace posunut� na mnoin� . lze zp�tn� de�novat operaci posunut� mezi ele�

ment�rn�mi v�sledky v z�kladn�m pravd�podobnostn�m prostoru ����� P �� na n�m je

proces f��t�� t � Tg de�nov�n� P�eneseme operaci posunut� do � vztahem

S� �A� � 1���S�

M��

kdy M � 1A� A � A�� M � A
�

Lemma �� Operace posunut� S� zachov�v� pravd�podobnost P � tj�

P �S�A� � P �A�

pro kad� A � A��

D�kaz� D�ky tomu� jak je zobrazen� S� de�nov�no pomoc� S�

� pak sta	� dok�zat� e

plat�

P
�S�

M� � P
�M�� M � A
�

D�ky siln� stacionarit� procesu f��t�� t � Tg p�edchoz� vztah plat� pro podmnoiny M

tvaru �cylindrick� podmnoiny�

M � fx��� � . � x�ti� � Bi� i � �� �� � � � � ng�

� 



kde ti � T� Bi � B�� i � �� �� � � � � n� V obecn�m p��pad�� pro M � A
 plat�� e

P
�M� � inf

� �X
i��

P
�Mi�

	
�

kde in�mum je uvaov�no p�es v�echna mon� nejv��e spo	etn� pokryt� podmnoiny M

cylindrick�mi podmnoinami ze ��algebry A
� neboli

M �
��
i��

Mi�

Z vlastnost� m�ry ihned plyne� e mus� platit nerovnost

P
�S�

M� � inf

� �X
i��

P
�S�

Mi�

	
� P
�M��

protoe jednak rovn� S�

M � S�


 �
S�
i��Mi� a d�le P
�S�


Mi� � P
�Mi�� protoe Mi jsou

cylindrick� a proces f��t�� t � Tg je siln� stacion�rn�� Naopak� kdy budeme aplikovat

zobrazen� S��
 na mnoinu S�

M � pak

P

�
S��
 �S�


M�
�
� P
�M� � P
 �S�


M� �

jak plyne p��mo z p�edchoz� nerovnosti� T�m jsme dok�zali� e

P
 �S�

M� � P
�M��

a tedy i
P �S�A� � P �A�

pro kad� A � A�� �

Lemma �� Operace posunut� S� na A� je de�nov�na jednozna	n� a na mnoiny s prav�

d�podobnost� P nulovou� tj� kdy

A� � S�A� A� � S�A� pro A � A��

pak

P �A�+A�� � ��

D�kaz� Kdy A�� A� nejsou toton�� pak to znamen�� e existuj� r�zn� podmnoiny

M�� M� v A
 takov�� e jejich vzor je podmnoina A v A�� tj�

A � 1��M�� A � 1��M��

a tedy

A� � 1���S�

M��� A� � 1���S�


M���

�!



Ale z p�edchoz�ho ihned plyne� e jednak

A � 1���M� �M���

a tedy

S�A � 1�� �S�

�M� �M��� � 1�� �S�


M� � S�

M��

� 1���S�

M�� � 1���S�


M�� � A� � A��

Protoe zobrazen� S� zachov�v� pravd�podobnost P � pak

P �S�A� � P �A� � P �A�� � P �A�� � P �A� �A��

a tud� mus� b�t
P �A�+A�� � P �A� �A�� & P �A� �A�� � ��

�

Snadno lze uk�zat� e operace posunut� S� v A� spl�uje�

S�

� ��
i��

Ai

�
�

��
i��

S� �Ai�

S�

� ��
i��

Ai

�
�

��
i��

S� �Ai�

kdy A� � A�� pak S�A� � S�A��

Rovn�� jako operace posunut� fS�

g� posunut� fS�g spl�uj� grupovou relaci

S��S�� � S��S�� � S����� �

Pomoc� operace posunut� S� lze zade�novat i posunut� mezi n�hodn�mi veli	inami� kter�

jsou A��m��iteln�� Jestlie A � A�� nech� �A��� ozna	uje indik�tor mnoiny A� neboli

�A��� � � pro � � A

�A��� � � pro � � ��A�

Polome

�'� U� �A��� � �S��A����

kde �S��A��� je indik�tor mnoiny S��A� Jestlie ��� �
PN

k�� ck�Ak���� kde Ak � A�

jsou navz�jem disjunktn�� pak

U� �
NX
k��

ck U� �Ak����

�$



D�ky vztahu je ihned vid�t� e pro jakoukoliv jednoduchou A��m��itelnou funkci  plat�

f� � U���� � Bg � S�f� �  � Bg�
kde B � B�� Nech� nyn� fkg�k�� je jak�koliv posloupnost jednoduch�ch funkc� A��

m��iteln�ch� kter� konverguj� dle pravd�podobnosti P � Pak d�ky invariantnosti pravd�po�

dobnosti P v�	i zobrazen� S� plat�� e

P f� � jk���� ����j � �g � P f� � jU�k���� U�����j � �g
a tud� i posloupnost fU�kg�k�� je konvergentn� dle pravd�podobnosti P � Protoe kad�

n�hodn� veli	ina � kter� je A��m��iteln�� se d� aproximovat posloupnost� jednoduch�ch

A��m��iteln�ch funkc�� pak lze de�novat

U� � P � lim
k��

U�k�

kdy

 � P � lim
k��

k�

U� je dob�e de�novan� n�hodn� veli	ina� kter� nez�vis� na v�b�ru aproximuj�c� posloup�

nosti fkg�k���
Lze snadno dok�zat� e zobrazen� U� de�novan� na v�ech A��m��iteln�ch n�hodn�ch

veli	in�ch� op�t nab�v� sv�ch hodnot meziA��m��iteln�mi n�hodn�mi veli	inami a nav�c

plat��

U� �c�� & c��� � c�U � & c�U ��

U� �� �� � U� ���U� ���

U� � U��

D�le zobrazen� fU�g spl�uj� grupovou relaci

U��U�� � U��U�� � U����� �

Nech�  je libovoln� A��m��iteln� n�hodn� veli	ina� Pak n�hodn� proces f�t�� t � Tg�
kde

�t� � Ut� t � T

je siln� stacion�rn� n�hodn� proces obsahuj�c� pouze A��m��iteln� n�hodn� veli	iny�

��� Ergodick� v�ty pro siln� stacion�rn	 posloupnosti a procesy

Obdobn� jako u slab� stacion�rn�ch proces�� ergodick� teorie se t�k� asymptotick�ho

chov�n� aritmetick�ch pr�m�r�

�
n

nX
j��

�j � resp�
�
t

Z t

�
�t dt�

podle toho� zdali uvaujeme siln� stacion�rn� posloupnost 	i proces� P�i vy�et�ov�n� cho�

v�n� t�chto veli	in p�i n  
� resp� t  
� se podstatn� vyu�v� pr�v� vlastnost�

zobrazen� S� a U� �

�'



De�nice ��� Mnoina A � A� se naz�v� invariantn� v�	i posunut�m fS�g� kdy pro

kad� � plat�

P �S�A+A� � ��

Jin�mi slovy �e	eno to znamen�� e A a S�A se li�� pro kad� �� � � ZZ� resp� � � IR a

na podmnoinu� kter� m� nulovou pravd�podobnost P �

De�nice ��� N�hodn� veli	ina � kter� je A��m��iteln�� se naz�v� invariantn� v�	i

posunut�m fU�g� kdy pro kad� �� � � ZZ� resp� � � IR plat�

Pf� � ��� � U����g � ��

Je z�ejm�� e v�echny invariantn� podmnoiny tvo�� pod���algebru v A� a n�hodn� ve�

li	ina  je invariantn� pr�v� tehdy� kdy je m��iteln� v�	i t�to ��algeb�e invariantn�ch

podmnoin� kterou ozna	�me J��

V�ta ��� Nech�  je libovoln� A��m��iteln� n�hodn� veli	ina� pro n� existuje st�edn�

hodnota v�	i pravd�podobnosti P � Polome t � Ut�

Pak plat�

lim
n��

�
n

nX
j��

j � E�jJ�� s� j��

resp�

lim
t��

�
t

Z t

�
t dt � E�jJ�� s� j��

kde E��jJ�� je podm�n�n� st�edn� hodnota vzhledem k ��algeb�e J� invariantn�ch n�hod�

n�ch jev��

D�kaz� Nejd��ve dok�eme v�tu pro p��pad� e T � ZZ� Dok�eme� e s pravd�podob�

nost� � existuje

lim
n��

�
n

nX
j��

j����

D�kaz provedeme sporem� Nech� �dn� takov� limita s pravd�podobnost� � neexistuje�

Pak ale najdeme dv� re�ln� 	�sla � � � takov�� e pravd�podobnost sou	asn�ho v�skytu

n�hodn�ch jev�

A� �

�
�� � lim inf

n��
�
n

nX
j��

j��� � �

��
�

B	 �

�
�� � lim sup

n��
�
n

nX
j��

j��� � ��

��
� �

je kladn�� neboli P �A� �B	� � �� Ozna	me A�	 � A� �B	� kde �� � prob�haj� v�echna

racion�ln� 	�sla na p��mce� Pak n�hodn� jev A vyjad�uj�c� neexistenci limn�� �
n

Pn
j�� j���

��



se d� pokr�t spo	etn�m sjednocen�m n�hodn�ch jev� A�	� Pak ale

� � P �A� �X
��	

P �A�	��

a tedy mus� b�t P �A�	� � � alespo� pro jednu dvojici racion�ln�ch 	�sel �� �� Dokame�

e P �A�	� � � vede ke sporu�

Ozna	me As
�	 n�hodn� jev� kter� je pr�nikem jevu A�	 s existenc� takov�ho t� � s� e

t�X
�

j��� � t���

Z�ejm�

lim
s��As

�	 � A�	�

a tud� i

lim
s��P

�
As
�	

�
� P �A�	� �

Protoe p�edpokl�d�me� e P �A�	� � �� pak pro dostate	n� velk� s � IN mus� b�t i

P �As
�	� � �� Kdy nastane jev As

�	 znamen� to� e takov� prvn� okamik s � � � � � mus�

existovat� pro n�j je
��X
�

j��� � � ���

ale sou	asn� pro kad� t� t � � � � � � � plat�

tX
�

j��� � t��

Nech� � je libovoln� 	asov� okamik � � � � � � � s� Kdyby pro takov�to � platily

n�sleduj�c� nerovnosti

��X
���

j��� � ��� �� � �

tX
���

j��� � ��t� � ��

pro n�jak� t� � � t � � �� pak by d�ky vztahu �nap�� pro t � ��

��X
���

j �
�X

���

j &
��X
�

j

platilo� e
P��

� j � �� �� co by znamenalo� e jev As
�	 nenastal� Pokud tedy takov� 	asov�

okamik � mezi � a � � � s existuje� p�i	em bude platit

��X
���

j��� � ��� �� � �

tX
���

j��� � ��t� � ��

���



pro kad� t� � � t � � �� pak nastane jev As
�	� nebo� pak ji

��X
�

j��� � �� ��

T�mto zp�sobem se n�hodn� jev As
�	 st�v� sjednocen�m navz�jem disjunktn�ch jev�

Bpq � A�	 � f� � �p� � � � �p& qg�
q � �� �� � � � � s� p � �� �� � � � � q � �� tedy

As
�	 �

�
p�q

Bpq�

Evidentn�� d�ky siln� stacionarit�

Up

�p�qX
j��p��

j��� �
qX

j��

j���

a rovn� z t�ho d�vodu

Sp�Bpq� � B�q�

Uit�m t�chto vztah� lze ps�tZ
As
��

 dP �
X
p�q

Z
Bpq

 dP �
X
p�q

Z
B�q

�p� dP �

�
X
q

Z
B�q

qX
�

j dP �
X
q

q � P �B�q� �

�
X
p�q

P �Bpq�� � P �As
�	���

protoe v p��pad� v�skytu n�hodn�ho jevu B�q plat�

qX
�

j��� � q ��

Kdy nyn� provedeme limitn� p�echod pro s
� z�sk�v�me d�leitou nerovnostZ
A��

 dP � P �A�	���

Zcela obdobn�m zp�sobem lze dok�zat i nerovnost opa	nouZ
A��

 dP � P �A�	���

co ale za p�edpokladu� e P �A�	� � �� nem�e b�t spln�no� a tud� mus� jedin� b�t� e

P �A�	� � ��

T�m jsme dok�zali� e existuje s pravd�podobnost� � limita

lim
n��

�
n

nX
j��

j����

���



Nech� nyn� parametr t nab�v� spojit�ch hodnot� tj� t � IR� Je z�ejm�� e

lim sup
t��

�
t

Z t

�
�u� du � lim sup

n��
�
n

nX
j��

Z j��

j
�u� du

a obdobn�

lim inf
t��

�
t

Z t

�
�u� du � lim inf

n��
�
n

nX
j��

Z j��

j
�u� du�

Kdy si nyn� uv�dom�me� e veli	iny

j �
Z j��

j
�u� du� j � ZZ

tvo�� siln� stacion�rn� posloupnost� je jasn�� e d�ky d��ve dok�zan� existenci limity

lim
n��

�
n

nX
j��

j

mus� t� existovat

lim
t��

�
n

Z t

�
�u� du

s pravd�podobnost� ��

Je z�ejm�� e

lim
n��

�
n

nX
j��

j�

resp�

lim
t��

�
n

Z t

�
�u� du

jsou invariantn� n�hodn� veli	iny� nebo� pro kad� s� s � ZZ� resp� s � IR�

Us lim
t��

�
t

Z t

�
�u� du � lim

t��
�
t

Z t�s

s
�u� du �

� lim
t��

�
t

Z t

�
�u� du�

Nyn� zb�v� dok�zat� e

lim
t��

�
t

Z t

�
�u� du � EfjJ�g�

kde J� je ��algebra invariantn�ch n�hodn�ch jev� generovan� siln� stacion�rn�m procesem

f��t�� t � Tg� Nejd��ve p�edpokl�dejme� e jj � K �
� Pak i







�
n

nX
j��

j







 � K� resp�




�t
Z t

�
�u� du





 � K

a tedy pro libovolnou podmnoinu A � J� plat�� e

lim
t��

Z
A

��
t

Z t

�
�u� du

�
dP �

Z
A

�
lim
t��

�
t

Z t

�
�u� du

�
dP�

���



Z druh� strany

Z
A

��
t

Z t

�
�u� du

�
dP �

�
t

Z t

�

�Z
A
�u� dP

�
du �

�
�
t

Z t

�

�Z
A
��� dP

�
du �

Z
A
 dP�

Protoe tento vztah plat� pro kad� A � J�� pak �viz Dodatek ��� ona limita mus� skoro

jist� spl�vat s podm�n�nou st�edn� hodnotou EfjJ�g� Kdy n�hodn� veli	ina  nen�

ohrani	en�� pak za poadovan�ho p�edpokladu� e existuje Efjjg� lze k libovoln�mu � � �

naj�t takovou ohrani	enou veli	inu �� rovn� A��m��itelnou� e

Efj � �jg � ��

Pro siln� stacion�rn� proces f��t�� t � Tg ji v�ta byla dok�z�na a vyuit�m nerovnosti

E

�
�







�
n

nX
j��

j � �
n

nX
j��

�j








��
� � Efj � �jg � ��

resp�

E

�



�t
Z t

�
�u� du� �

t

Z t

�
��u� du






�
� Efj � �jg � ��

lze snadno dok�zat� e v�ta plat� i pro neohrani	en� n�hodn� veli	iny� �

De�nice ��� Siln� stacion�rn� n�hodn� posloupnost 	i proces f��t�� t � Tg se naz�v�

metricky tranzitivn� �t� ergodick� 	i ergodick��� kdy kad� podmnoina A � J� spl�uje

P �A� � � 	i P �A� � ��

Jin�mi slovy �e	eno� metrick� tranzitivnost znamen�� e kad� invariantn� n�hodn� veli�
	ina� tj� J��m��iteln�� je skoro jist� konstantn� v�	i pravd�podobnosti P �

Je�li proces f��t�� t � Tg metricky tranzitivn�� pak pro kadou n�hodnou veli	inu �

kter� je A��m��iteln� s Efjjg �
 plat�� e

lim
t��

�
t

Z t

�
�u� du � Efg s� j��

resp�

lim
n��

�
n

nX
j��

j � Efg s� j��

Lze rovn� dok�zat i opak� e pokud je EfjJ�g � Efg skoro jist� pro kadou n�hodnou

veli	inu � kter� je A��m��iteln� maj�c� kone	nou st�edn� hodnotu� pak proces f��t�� t �
Tg je metricky tranzitivn��

Tuto kapitolu uzav�eme v�tami� kter� jednozna	n� charakterizuj� metrickou tranzitiv�

nost u stacion�rn�ch gaussovsk�ch proces��

���



V�ta ��� Stacion�rn� gaussovsk� posloupnost 	i proces se spojitou kovarian	n� funkc�

je metricky tranzitivn� pr�v� tehdy� kdy odpov�daj�c� spektr�ln� funkce nem� skoky �tj�

je spojit���

D�kaz� Nech� f��t�� t � Tg je stacion�rn� gaussovsk� proces 	i posloupnost� kter� jsou

metricky tranzitivn�� To znamen�� e kad� invariantn� n�hodn� veli	ina je skoro jist�

konstantn�� Protoe gaussovsk� proces 	i posloupnost jsou t� p�i siln� stacionarit� slab�

stacion�rn�� pak existuje limita dle kvadratick�ho st�edu

lim
n��

�
n

nX
j��

�j � z�f�g�

resp�

lim
t��

�
t

Z t

�
��u� du � z�f�g��

Protoe pro gaussovsk� veli	iny konvergence dle kvadratick�ho st�edu implikuje konver�

genci s� j�� pak

lim
n��

�
n

nX
j��

�j � z�f�g� s� j��

resp�

lim
t��

�
t

Z t

�
��u� du � z�f�g� s� j�

Pak ale mus� b�t veli	ina z�f�g� konstantn�� nebo� mus� b�tJ��m��iteln�� co implikuje� e

odpov�daj�c� spektr�ln� funkce F ��� od procesu f��t�� t � Tg je spojit� v nule� Kdyby 	� ��
� byl bod nespojitosti spektr�ln� funkce F ���� pak ze vztahu mezi ortogon�ln� n�hodnou

m�rou a funkc� F ��� by plynulo� e

Efjz�	� & ��� z�	��j�g � F �	� & ��� F �	���

Protoe .�	�� � z�	�&��� z�	�� je limita od aritmetick�ch pr�m�r� siln� stacion�rn�ho

procesu �t� � ei��t��t�� tj�

�
n

nX
j��

j �
n��

.�	�� s� j�

resp�
�
t

Z t

�
�u� du � .�	�� s� j��

pak p�i metrick� tranzitivit� procesu f��t�� t � Tg mus� b�t .�	�� konstanta� a tud�

F �	� & �� � F �	�� a spektr�ln� funkce F ��� mus� b�t spojit� v bod� 	��

Naopak p�edpokl�dejme� e f��t�� t � Tg m� spektr�ln� funkci F ��� ze sv�ho spek�

tr�ln�ho rozkladu spojitou v kad�m bod�� Abychom dok�zali metrickou tranzitivnost

procesu f��t�� t � Tg� mus�me dok�zat� e pro kadou A��m��itelnou n�hodnou veli	inu

 se Efjjg �
 plat�

�
n

nX
j��

U j �
n��

Efg s� j��

��




resp�

�
t

Z t

�
Us  ds �

n��

Efg s� j��

Sta	� to dok�zat pro dostate	n� �irokou t��du n�hodn�ch veli	in� kter� tvo�� v�ude hus�

tou podmnoinu mezi v�emi A��m��iteln�mi n�hodn�mi veli	inami s kone	nou st�edn�

hodnotou� Takov�mi veli	inami jsou nap�� veli	iny tvaru

 �
X

u��u������un

c�u�� u�� � � � � un� exp

�
�i

nX
j��

uj ��tj�

��
� �

kde c�u�� u�� � � � � un� jsou obecn� komplexn� 	�sla� Protoe 	�sla c�u�� u�� � � � � un� nehraj�

roli p�i sledov�n� aritmetick�ch pr�m�r�

�
n

nX
j��

j� resp�
�
t

Z t

�
�u� du�

�dnou roli� posta	uje studovat veli	iny nejjednodu���ho tvaru� a to

 � exp

�
�i

nX
j��

uj ��tj�

��
� �

Budeme pot�ebovat vy	�slit Efg � m� Lze spo	�tat� e

m � exp

�
���

�

nX
j��

nX
k��

R�tj � tk�uj uk

��
� �

kde R��� je kovarian	n� funkce procesu f��t�� t � Tg� Polome

� �  �m� �t� � Ut� ��t� � Ut �

a nech� R��t� � Ef��t� �g � Ef�t� g �m�� Kovarian	n� funkce R���� je zajist� spojit�

v p��pad� spojit�ho 	asu� a tud� dle Bochnerovy v�ty 	i Herglotzovy v�ty

R��t� �
Z
eit� dF��	��

Kdy dok�eme� e F���� je spojit� v �� pak bude

lim
n��

�
n

nX
j��

j � Efg � m�

co je konstanta� a t�m bude dok�z�na metrick� tranzitivnost procesu f��t�� t � Tg�
Kovarian	n� funkci procesu f�t�� t � Tg lze vyj�d�it pomoc� � � ����

Ef�t� g � E

�
�exp

�
�i

nX
j��

���tj & t�� ��tj��uj

��
�
��
� �

� exp

�
���

�

nX
j��

nX
k��

uj uk��R�tj � tk��R�t& tj � tk��R�t& tk � tj��

��
� �

�� 



Z�ejm�

R�tj � tk� �
Z
ei��tj�tk� dF �	��

a obdobn� lze vyj�d�it

R�t & tj � tk� &R�t & tk � tj� � �
Z
ei�t cos	�tj � tk� dF �	��

T�m dos�hneme toho� e

Ef�t� g � exp

�
��

nX
j��

nX
k��

uj uk R�tj � tk�

��
�

� exp

�
��
�

nX
j��

nX
k��

�
�
Z
ei�t cos�	�tj � tk�� dF �	�

���
�

�
n
�Efg��

o
exp

�
�
Z nX

j��

nX
k��

eit�ujuk cos�	�tj � tk�� dF �	�

��
�

� m� exp

�
�
Z
ei�t

�
� nX
j��

nX
k��

ujuk cos�	�tj � tk�� dF �	�

�
A
��
� �

kde F ��� je spektr�ln� funkce procesu f��t�� t � Tg�
Ozna	me dG�	� �

Pn
j��

Pn
k�� ujuk cos�	�tj � tk�� dF �	�� Protoe funkce cos�	t� je

pozitivn� de�nitn�� pak G��� je nov� spektr�ln� funkce� kter� je spojit� pr�v� tehdy� kdy

F ��� je spojit�� T�m jsme dosp�li k vyj�d�en�

R��t� � m�
�
e
R
eit� dG��� � �

�

� m�
�X
j��

�R
eit� dG�	�

�j
j*

�

Funkce
R
eit� dG�	� je charakteristickou funkc� a jej� mocniny lze op�t vyj�d�it jako cha�

rakteristick� funkce� tj� �Z
eit� dG�	�

�j
�
Z
eit� dGj�	��

kde funkce Gj��� lze z�skat postupn�m v�po	tem

Gj�	� � G�	� �Gj���	��

p�i	em G��	� � G�	� a � ozna	uje konvoluci mezi dv�ma funkcemi� neboli

Gj�	� �
Z
G�	 � u� dGj���u��

T�m p�dem dovedeme vyj�d�it kovaria	n� funkci R���� ve tvaru

R��t� � m�
�X
j��

R
eit� dGj�	�

j*

�
Z
ei�t dF��	��

��!



kde

dF��	� � m�
�X
j��

dGj�	�
j*

�

Kdy je spektr�ln� m�ra F ��� procesu f��t�� t � Tg spojit�� pak i v�echny Gj��� mus� b�t
spojit�� a t�m i F���� je spojit�� t�m sp��e v �� Toto zji�t�n� sta	� k tvrzen�� e proces

f��t�� t � Tg pak mus� b�t metricky tranzitivn�� �

O tom� zdali je odpov�daj�c� spektr�ln� funkce F ��� spojit�� se lze snadno p�esv�d	it

z chov�n� kovarian	n� funkce� Plat� n�sleduj�c� v�ta�

V�ta ��� Nech� fR�j�gj�ZZ je kovarian	n� funkce libovoln� slab� stacion�rn� posloup�

nosti� Pak

lim
n��

�
n& �

nX
j��

jR�j�j� �X
k

"F �	k & ��� F �	k�#��

kde f	kg jsou v�echny body nespojitosti spektr�ln� funkce F ����

D�kaz� D�ky Herglotzov� v�t�

R�j� �
Z �

��
eij� dF �	��

a tud�

�
n& �

nX
j��

jR�j�j� �
�

n& �

Z �

��

Z �

��

nX
j��

ei����� j dF �	� dF ��� �

�
�

n& �

Z �

��

Z �

��
�� ei�n��� �����

"�� ei�����#
dF �	� dF ����

Pro n  
 je funkce pod dvojn�m integr�lem st�le ohrani	en� a konverguje k funkci

��	� ��� kter� je rovna nule mimo hlavn� diagon�lu a ��	� 	� � �� Lze tedy p�ehodit

operace lim a integrov�n� a plat�

lim
n��

�
n& �

nX
j��

jR�j�j� �
Z �

��

Z �

��
��	� �� dF �	� dF ��� �

�
Z �

��
"F �	& �� � F �	�# dF �	� �

X
k

"F �	k & �� � F �	k�#��

�

T�m vlastn� jsme t� dok�zali nutnou a posta	uj�c� podm�nku pro to� aby stacion�rn�

gaussovsk� posloupnost byla metricky tranzitivn�� a to toti� jej� kovarian	n� funkce mus�

spl�ovat

lim
n��

�
n& �

nX
j��

jR�j�j� � ��

��$



Zcela analogick� tvrzen� lze vyslovit v p��pad� spojit�ho 	asu� kdy plat�� e

lim
T��

�
�T

Z T

�T
jR�t�j� dt �X

k

"F �	k & ��� F �	k�#
��

Odtud snadno ji je vid�t� e pro gaussovsk� stacion�rn� proces se spojitou kovarian	n�

funkc� je nutn� a posta	uj�c� podm�nka pro jeho metrickou tranzitivnost

lim
T��

�
�T

Z T

�T
jR�t�j� dt � ��

��'



� Dodatek �

��� Absolutn	 spojitost m�r

Nech� � je libovoln� nepr�zdn� mnoina tvo�en� prvky �� Nech� C je n�jak� syst�m

podmnoin v �� Nech� na C je de�nov�na mnoinov� funkce ��C�� kde ��C� m�e nab�vat

libovoln� re�ln� hodnoty� &
 i �
� Funkce ���� se naz�v� aditivn� na C� kdy pro kad�

kone	n� syst�m fEi� Ei � Cg takov�� e
S
Ei � C� Ei jsou p�rov� disjunktn�� plat�

�

�
n�
i��

Ei

�
�

nX
i��

��Ei��

Zde je nutn� p�ipustit pouze jednu hodnotu &
 	i �
� protoe sou	et �
 &
 nem�

smysl� Pokud plat� siln�j�� poadavek� e pro kad� spo	etn� syst�m fEi� Ei � Cg takov��

e
S
Ei � C� Ei navz�jem p�rov� disjunktn�� plat�

�

���
�

Ei

�
�

�X
i��

��Ei��

hovo��me o ��aditivit� funkce � na C� Je�li � ��aditivn� na C a j� �
S�
i��Ei�j � &
� pak

�ada
P�

i�� ��Ei� konverguje absolutn�� D�le plat�� e je�li ��A� kone	n� 	�slo� pak pro

kad� B � A� B � C je ��B� rovn� kone	n� 	�slo�

Je�li � � � a ��aditivn� na C� hovo��me o m��e na C� pokud � nab�v� i z�porn�ch

hodnot a je ��aditivn�� hovo��me o znam�nkov� m��e 	i n�boji �n�kdy t� zobecn�n�

m�ra��

Jordan�Hahn�v rozklad� Kad� znam�nkov� m�ra � de�novan� na ��algeb�e � se

d� rozloit na dv� m�ry ��� ��� tj�

��A� � ���A�� ���A��

kde

���A� � sup
B��
B�A

��B�� ���A� � � inf
B��
B�A

��B��

��� �� se naz�vaj� horn�� resp� doln� variac� funkce �� jejich sou	et se naz�v� %plnou
�tot�ln�� variac� funkce ��

���



Nech� d�le ����� je m��iteln� prostor a na n�m n�jak� m�ra �� Pak kad� lebesgue�

ovsky integrovateln� funkce f��� na � de�nuje znam�nkovou m�ru ���� na � vztahem

��A� �
Z
A
f d��

kde A � �� Z vlastnost� integr�lu ihned plyne� e skute	n� ���� je ��aditivn� na �� Lze

i p�ipustit nekone	nou hodnotu� nap�� &
� tzn� integr�l p�es mnoinu A � � existuje
pouze tehdy� kdy Z

A
f� d� je kone	n��

Z
A
f� d� existuje�

co znamen�� e m�e b�t i &
�

Je�li f integrovateln�� pak je kone	n� skoro v�ude "�#� a tedy mnoinov� funkce ���� je
vdy kone	n�� Je�li � ��kone	n�� pak i ���� je ��kone	n� znam�nkov�m�ra� Z�kladn� vlast�

nost�� kter� charakterizuje funkci ����� je absolutn� spojitost� kter� ��k�� e kdy ��A� � ��

pak i ��A� � �� nebo� integr�l p�es mnoinu m�ry nula pro libovolnou integrovatelnou

funkci je nulov��

De�nice ��� Mnoinov� funkce �s��� de�novan� na � se naz�v� singul�rn� v�	i m��e

� de�novan� rovn� na �� kdy existuje takov� podmnoina N � �� pro ni plat�

��N� � �� ale �s�A �N c� � �

pro kad� A � ��

De�nice ��� Znam�nkov� m�ra � de�novan� na ����� se naz�v� absolutn� spojitou

v�	i m��e � ��� ��� kdy ��A� � � implikuje� e ��A� � � rovn��

V�ta 	o Lebesgueov� rozkladu

Nech� na m��iteln�m prostoru ����� jsou d�ny ��kone	n� m�ra � a znam�nkov� m�ra

�� Pak existuje pr�v� jedin� rozloen� znam�nkov� m�ry � na dv� 	�sti

��A� � �a�A� & �s�A��

kde �a��� je absolutn� spojit� v�	i �� ale �s��� je singul�rn� 	�st v�	i �� P�itom �a��� je

integr�lem od kone	n� ��m��iteln� funkce de�novan� na �� kter� je ur	ena jednozna	n�

a na ekvivalenci v�	i m��e ��

V�ta 	Radon�Nikodym

Nech� na m��iteln�m prostoru ����� je d�na znam�nkov� m�ra � a m�ra �� ob� ��

kone	n�� Nech� � � �� Pak existuje co do ekvivalence v�	i � jednozna	n� ur	en� ��

m��iteln� funkce f na �� e

��A� �
Z
A
f d��

kterou zna	�me d�
d� � f a naz�v�me Radon�Nikodymovou derivac��

���



D�sledek� Nech� �� 	 jsou dv� m�ry� kdy �� 	 a � je ��kone	n�� pak

Z
�
f d� �

Z
�
f
d�
d	

d	�

pokud m� integr�l vlevo smysl�

Pozn�mka� Integr�l od ne nutn� kone	n� funkce je sice ��aditivn� a ��spojit�� ale ne�

mus� b�t ��kone	n�� P�esto Radon�Nikodymova v�ta i bez p�edpokladu ��kone	nosti pro

� plat��

Pozn�mka� Kdy f��� je integrovateln� funkce ve smyslu Lebesgueov� na �a� b� � IR�

pak jej� neur	it� integr�l existuje a je absolutn� spojit� v�	i Lebesgueov� m��e a jeho

derivace je vlastn� p��mo funkce f���� Je�li funkce F ��� de�novan� na �a� b� absolutn�

spojit�� pak je absolutn� spojit� vlastn� v�	i Lebesgueov� m��e a m� derivaci skoro v�ude�

kter� je Radon�Nikodymovou derivac� v�	i Lebesgueov� m��e�

���



�� Dodatek �

���� Podm	n�n� pravd�podobnost a podm	n�n� st�edn	 hod�
nota

M�jme d�n pravd�podobnostn� prostor ����� P �� Nech� A� B jsou dva n�hodn� jevy ta�

kov�� e P �B� � �� Pak 	�slo P �A � B��P �B� naz�v�me podm�n�nou pravd�podobnost�

jevu A za podm�nky B� P�i P �B� � � nelze P �AjB�� co je zna	en� podm�n�n� pravd��

podobnosti� zade�novat� Jestlie budeme pohl�et na P �AjB� jako na mnoinovou funkci

v A p�i �xn�m B pro A � �� z�sk�me vlastn� novou pravd�podobnost na ������ kte�
rou nazveme podm�n�nou pravd�podobnost� p�i podm�nce B a lze tedy uvaovat nov�

pravd�podobnostn� prostor ����� PB�� kde

PB�A� � P �AjB��

Lze tedy uvaovat i st�edn� hodnotu v�	i podm�n�n� pravd�podobnosti PB a zna	�me

tedy

EBfXg �
Z
�
X dPB�

kde X je n�hodn� veli	ina na ������ Snadno je vid�t� e plat�

P �B�EBfXg �
Z
B
X dP�

pro X � 
A speci�ln� m�me
P �AjB� � EBf
Ag�

Nyn� se d�vejme na EBfXg jako na funkci v �� kter� pro � � B m� hodnotu EBfXg� tedy
je na B rovna konstant�� Analogicky pro Bc de�nujme EBcfXg jako funkci konstantn�

pro � � Bc� T�m tedy dost�v�me dvouhodnotovou funkci na �� a to pro � � B je
rovna EBfXg� pro � � Bc je rovna EBcfXg� Nyn� je d�leit� si uv�domit� e 	tve�ice

f�� B�Bc��g tvo�� ��algebru nad B a na v��e zade�novanou funkci v � se lze d�vat

glob�ln� jako na podm�n�nou st�edn� hodnotu n�hodn� veli	iny X v�	i ��algeb�e D �

f�� B�Bc��g� zna	en� jako

EfXjDg�
kter� je

�� D�m��iteln�
�� pro kad� U � D plat�

R
U EfXjDgdPD �

R
U X dP �

���



jak se lze snadno p�esv�d	it� D�le budeme zna	it PD z%en� m�ry P ze ��algebry na pod��

algebru D� Pro lep�� ilustraci si nyn� vezmeme p��pad� kdy ��algebra D je generov�na

spo	etn�m rozkladem prostoru �� tj�

� �
��
k��

Bk� Bk � B� � �� k �� �� Bk � � pro kad� k � �� �� �� � � �

Pak pro kadou n�hodnou veli	inuX s EfXg kone	nou lze uvaovat podm�n�nou st�edn�

hodnotu v�	i D jakoto jednoduchou funkci na rozkladu fBkg

EfXjDg �
X
k

�
�

P �Bk�

Z
Bk

X dP

�
�Bk

�

p�i	em p�i P �B�� � � nen� na B� EfXjDg de�nov�na� Z toho plyne� e EfXjDg je ur	ena

jednozna	n� a co do ekvivalence v�	i m��e PD�

De�nice ��� Podm�n�n� st�edn� hodnota EfXjDg p�i dan� pod��algeb�e D � � je ta�

kov� D�m��iteln� n�hodn� veli	ina de�novan� co do PD�ekvivalence jednozna	n� spl�uj�c�
vztah

����
Z
B
EfXjDgdPD �

Z
B
X dP

pro kad� B � D�

De�nice m� smysl� protoe ��B� �
R
BX dP je ��aditivn� a P �absolutn� spojit� mno�

inov� funkce a jej� z%en� na pod��algebru D je pak t� absolutn� spojit� v�	i z%en� PD
p�vodn� pravd�podobnosti P na D� Pak dle Radon�Nikodymovy v�ty existuje derivace
d�D
dPD

� kter� je zajist� D�m��iteln�� ur	en� jednozna	n� co do PD�ekvivalence a spl�uj�c�

vztah �����
V p��pad�� e X � IA� kde IA je indik�tor podmnoiny A � �� hovo��me jako o pod�

m�n�n� pravd�podobnosti jevu A za podm�nky ��algebry D a p��eme

EfIAjDg � P �AjD��

Nech� Y je n�jak� n�hodn� veli	ina na ������ nech� X je n�hodn� veli	ina maj�c�

kone	nou st�edn� hodnotu� pak de�nujeme

EfXjY g � EfXjDY g�

kde DY je pod��algebra generovan� n�hodn�mi jevy tvaru

B � f� � a � Y ��� � bg � Y ���a� b��

Plat�� e EfXjY g je funkc� od n�hodn� veli	iny Y � nebo� je DY m��iteln��

���



���� Vlastnosti podm	n�n� st�edn	 hodnoty

�� Je�li X � c na ������ pak

EfXjDg � c s� j�

�� X�� X� n�hodn� veli	iny na ����� s kone	n�mi st�edn�mi hodnotami� pak

EfaX� & bX�jDg � aEfX�jDg & bEfX�jDg s� j�

�� Kdy Xn �
n��

X dle st�edu 	i kvadratick�ho st�edu� pak EfXnjDg �
n��

EfXjDg
dle st�edu� resp� dle kvadratick�ho st�edu�


� Kdy Xn � X s� j�� pak EfXnjDg � EfXjDg�
Speci�ln� P fS�k��AkjDg �

P�
k�� PfAkjDg s� j� pro disjunktn� jevy Ak � ��

 � EfEfXjDgg � EfXg s� j�

!� Jsou�li X a Y nez�visl�� pak

EfXjY g � EfXg s� j��

je�li n�hodn� veli	ina Z D�m��iteln�� pak

EfXZjDg � Z EfXjDg s� j�

Pozor* Podm�n�n� pravd�podobnost P ��jD� spl�uje sice vlastnosti nez�pornosti a ��

aditivity na �� ale je ur	ena jednozna	n� co do PD�ekvivalence� co znamen�� e obecn�

nemus� existovat takov� verze podm�n�n� pravd�podobnosti� aby byla skute	n� m�rou na

�� Tomu jest rozum�ti takto� i kdy plat� pro disjunktn� jevy fAkg� e

P

��
k

AkjD
	
�
X
k

PfAkjDg s� j��

ale pro jinou skupinu n�hodn�ch jev� to sice plat� takt�� ale ono s� j� se m�e t�kat jin�

nulov� podmnoiny� 	ili nemus� existovat takov� verze mezi ekvivalentn�mi Pf�jDg� kter�
by mohla zastoupit v�echny takov�to p��pady� To znamen�� e obecn� nelze v�	i Pf�jDg
integrovat tak� aby platilo

EfXjDg �
Z
X dPf�jDg s� j�

Kdy takov� verze podm�n�n� pravd�podobnosti existuje� hovo��me o regul�rn� podm�n�n�

pravd�podobnosti� Pak v�	i n� lze ji integrovat a plat� v��e uveden� vztah�

Nyn� uvaujme speci�ln� p��pad podm�n�n� pravd�podobnosti� a to PfAjY g� kde Y
je n�jak� n�hodn� veli	ina�

��




Zvolme A � f� � X��� � xg� pak podm�n�nou pravd�podobnost lze ch�pat jako

funkci dvou prom�nn�ch a to x a Y a hovo��me o podm�n�n� distribu	n� funkci

F �xjY � � PfX��� � xjY g�

Podm�n�n� distribu	n� funkce m� op�t v�echny vlastnosti jako nepodm�n�n� distribu	n�

funkce a podm�n�n� st�edn� hodnota EfXjY g se d� vyj�d�it jako integr�l

EfXjY g �
Z ��

��
xdF �xjY ��

��� Podm	n�n� st�edn	 hodnota jako oper�tor projekce

Nech� ����� P � je z�kladn� pravd�podobnostn� prostor� nech� D je pod��algebra v ��

Nech� L��D�� resp� L��D� jsou p��slu�n� prostory L�� resp� L��integrovateln�ch funkc�
m��iteln�ch v�	i ��algeb�e D� Nejd��ve p�ipomeneme� e L��D� je podprostorem v L�����

obdobn� pro L��D� a L����� Toto ihned plyne z toho� e kad� D�m��iteln� funkce je

automaticky i ��m��iteln��

De�nice ��� Nech� IE��jD� zna	� oper�tor ortogon�ln� projekce z L������ P � do pod�

prostoru L����D� PD�� kde PD je z%en� P na D� Pro X � L������ P � nazveme pak

projekci

IE�XjD�

podm�n�nou st�edn� hodnotou veli	iny X za podm�nky D�

D�ky zn�m�m vlastnostem oper�tor� ortogon�ln� projekce plat�

�� IE�XjD� � L����D� PD��

�� kIE�XjD�kL� � kXkL��

�� IE��IE�XjD�� � IE�X � EfXg� kde IE� je ortogon�ln� projekce na podprostor

generovan� nejjednodu��� ��algebrou f���g�


� Pro Y ohrani	enou a D�m��itelnou plat�

IEfY XjDg � Y IEfXjDg�

Protoe v L��prostorech pracujeme vlastn� se t��dami ekvivalentn�ch funkc�� pak i IE�XjD�

je ur	ena jednozna	n� co do PD�ekvivalence�

 � Pro X � � s� j� "P # je IE�XjD� � � s� j� "PD#�

Nyn� lze uk�zat� e oper�tor IE��jD� m� spojit� roz���en� z L������ P � na L������ P �

s hodnotami v L����D� PD�� Toto roz���en� EfXjDg m� n�sleduj�c� vlastnosti�

�� 



�� pro X � L����D� PD� je EfXjDg � X s� j� "PD#�

�� kEfXjDgkL� � kXkL��

�� EfEfXjDgg � EX s� j�


� pro Y ohrani	en� a D�m��iteln� plat�

EfY XjDg � Y EfXjDg s� j� "PD#�

Toto roz���en� se provede n�sledovn�� Oper�tor projekce IE��jD� na L����D� PD� je ohra�

ni	en� oper�tor� kdy v L������ P �� kter� je vno�en hust� do L������ P � uvaujeme

spojitost v�	i L��norm�� Protoe L����D� PD� je %pln� a d�ky v��e uveden� hustot�� lze

tedy IE��jD� jednozna	n� roz���it na cel� prostor L������ P � s hodnotami v L����D� PD��
Protoe IE�XjD� � X pro X � L����D� PD�� pak spojitost tuto vlastnost zachov��

��!



�� Dodatek �

���� Stieltjes�v a Lebesgue�Stieltjes�v integr�l

Stieltjes�v integr�l je zobecn�n�m Riemannova integr�lu v tom smyslu� e funkce� v�	i

n� se integruje je obecn� jak�koliv funkce g��� de�novan� na uzav�en�m intervalu ha� bi�
�
 � a � b � &
� nam�sto funkce g�x� � x� kter� vystupuje v de�nici Riemannova

integr�lu� Stieltjes�v integr�l je de�nov�n jako limita integr�ln�ch sum typu

S�+� �
nX
i��

f��i� "g�xi�� g�xi���#�

kde + � fx�� x�� � � � � xng je d�len� intervalu ha� bi� tj�

a � x� � x� � � � � � xn�� � xn � b�

xi�� � �i � xi� � � �� �� � � � � n

p�i

k+k � max
��i�n

�xi � xi��� ��

pokud tato limita existuje a je stejn� pro v�echny mon� volby bod� �i� i � �� � � � � n� Na

rozd�l od Riemannova integr�lu je mon�� e p��r�stky funkce g��� mohou b�t i z�porn��

Pokud funkce f��� je spojit� na ha� bi a g��� m� na ha� bi kone	nou variaci� pak existuje

Stieltjes�v integr�l zna	en� jako Z b

a
f�x� dg�x��

Existence
R b
a f�x� dg�x� znamen�� e ke kad�mu � � � existuje � � �� e pro v�echna d�len�

f+g intervalu ha� bi� pro n� je k+k � � a pro v�echnymon� volby bod� �i� i � �� �� � � � � n

plat� 





Z b

a
f�x� dg�x�� S�+�






 � ��

Hodnota
R b
a f�x� dg�x� je tak jednozna	n� ur	ena�

Vlastnosti Stieltjesova integr�lu�

�� Je�li g�x� � konst na ha� bi� pak
Z b

a
f�x� dg�x� � ��

��$



�� Je�li c libovoln� re�ln� 	�slo� pak
Z b

a
cdg�x� � c�g�b�� g�a���

�� Pro libovoln� �� � re�ln� je

Z b

a
�f�x� d��g�x�� � ��

Z b

a
f�x� dg�x��

kdy jeden z integr�l� existuje�


�
Z b

a
"f��x� & f��x�# dg�x� �

Z b

a
f��x� dg�x� &

Z b

a
f��x� dg�x�Z b

a
f�x� d"g��x� & g��x�# �

Z b

a
f�x� dg��x� &

Z b

a
f�x� dg��x��

kdy prav� strana m� smysl�

 � Je�li a � c � b� pak

Z b

a
f�x� dg�x� �

Z c

a
f�x� dg�x� &

Z b

c
f�x� dg�x��

kdy integr�l na lev� stran� existuje�

!� Integrace per partes

Z b

a
f�x� dg�x� &

Z b

a
g�x� df�x� � f�b� g�b�� f�a� g�a��

kdy alespo� jeden z integr�l� existuje�

$� Kdy funkce g��� je na ha� bi absolutn� spojit� a tedy m� skoro v�ude v�	i Lebes�

gueov� m��e na ha� bi derivaci g����� pak
Z b

a
f�x� dg�x� �

Z b

a
f�x� g��x� dx�

kde integr�l napravo je m�n�n ve smyslu Lebesgueov��

'� Kdy funkce g��� je na ha� bi pouze skokovit�� to znamen�� e existuje nejv��e spo�

	etn� mnoho bod� fcng�n�� kde

g�cn & ��� g�cn � �� �� �

a jinde je funkce g��� konstantn�� pak

Z b

a
f�x� dg�x� �

�X
n��

f�cn� "g�cn & ��� g�cn � ��#�

pokud �ada napravo konverguje�

��'



Pojem Stiltjesova integr�lu se d� zobecnit na p��pad a � �
� b � &
� tj�

Z ��

��
f�x� dg�x��

kde tento integr�l je ch�p�n jako limita

lim
a���
b���

Z b

a
f�x� dg�x��

Kdy f��� bude spojit� a ohrani	en� na ��
�&
� a funkce g��� m� na IR ohrani	enou

tot�ln� varianci� pak existuje Z ��

��
f�x� dg�x��

P�edpokl�dejme tedy existenci
R b
a f�x� dg�x� a pod�vejme se� jak�m zp�sobem se li�� hod�

noty Stieltjesova integr�lu� kdy integrujeme p�es �a� b�� ha� b�� �a� bi 	i ha� bi� tj� z�le� na
tom� zdali krajn� body intervalu �a� b� jsou zahrnuty do integrace 	i nikoliv� Ozna	me tedy

�ve smyslu v��e uveden� de�nice�

Z b

a
f�x� dg�x� integr�l p�es ha� biZ b

a��
f�x� dg�x� integr�l p�es �a� bi

Z b��

a��
f�x� dg�x� integr�l p�es �a� b�

Z b��

a
f�x� dg�x� integr�l p�es ha� b��

Z de�nice integr�lu p�es ha� bi plyne� e
Z b

a
f�x� dg�x� � lim

n��

nX
i��

f��i� "g�xi�� g�xi���# �

� lim
n��

nX
i��

f��i� "g�xi�� g�xi���# & lim
x��a

f��i� "g�x��� g�a�# �

�
Z b

a��
f�x� dg�x� & f�a� "g�a& ��� g�a�#�

kdy druh� limita m� smysl� Pokud tedy f�a� �� � a funkce g��� m� zprava v bod� a skok�

pak integrace p�es ha� bi a �a� bi se mohou v�razn� li�it�

Obdobn� situace nast�v� i v prav�m krajn�m bod� b� kde je snadno vid�t� e

Z b

a
f�x� dg�x� �

Z b��

a
f�x� dg�x� & f�b� "g�b�� g�b� ��#

kdy existuje limx�b�� g�x� � g�b� ���

Protoe kad� funkce g��� s kone	nou variac� se d� napsat jako rozd�l

g�x� � g��x�� g��x�

���



dvou neklesaj�c�ch funkc�� je vid�t� e p�i studiu Stieltjesova integr�lu by bylo mon� se

omezit pouze na neklesaj�c� funkce�

Kad� neklesaj�c� funkce na ��
�&
� m� pouze nejv��e spo	etn� mnoho skok�� a

v nich ji lze p�ede�novat tak� aby byla v�ude zleva spojit�� T�m ke kad� funkci g����
kter� je neklesaj�c�� p�i�ad�me jednozna	n� ur	enou funkci g����� kter� je na cel�m IR

zleva spojit� a rovn� neklesaj�c�� Takov�to funkce g���� je vlastn� zobecn�n�m distribu	n�

funkce n�jak� n�hodn� veli	iny� Z teorie m�ry je zn�mo �viz nap�� " #�� e kad� takov�

funkce g���� generuje na borelovsk�ch podmnoin�ch p��mky m�ru �g� � a m� tedy smysl

uvaovat integr�l ve smyslu Lebesgueov�

Z b

a
f�x� d�g��x�

v�	i t�to m��e� Jak souvis� potom tento integr�l se Stieltjesov�m integr�lem

Z b

a
f�x� dg�x�0

Integr�l ch�pan� v�	i m��e �g� je naz�v�n Lebesgue�Stieltjesov�m integr�lem a plat�� e
pro kadou spojitou funkci f��� de�novanou na ha� bi je

Z b

a
f�x� dg�x� �

Z b

a
f�x� dg��x� & f�b� "g�b�� g�b� ��# �

�
Z b

a
f�x� d�g��x��

Teorie Stieltjesova integr�lu m� �irok� uplatn�n� v teorii pravd�podobnosti� nebo�

distribu	n� funkce
F �x� � Pf� � ���� � xg

je neklesaj�c� zleva spojit� funkce s ohrani	enou variac� na IR a m� tedy smysl uvaovat

v�	i n� Lebesgue�Stieltjes�v integr�l� p�i	em plat�� e

Z b

a
dF �x� � F �b�� F �a� � Pf� � a � ���� � bg�

protoe pro funkci zleva spojitou je

Z b��

a
f�x� dF �x� �

Z b

a
f�x� dF �x��

���
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