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Predmluva

Tato skripta vznikla na zakladé obsahu prednasky “Nahodné procesy”, ktera je urcéena pro
posluchace 4. roéniku zaméreni Matematické modelovani v oboru Matematické inZenyrstvi
na Fakulté jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT. Napsani skript bylo hlavné motivovano
snahou poskytnout studentum cesky psany text tykajici se zakladi teorie nahodnych
procesu. Vzhledem k naplni studia na FJFI jsem se ve skriptech zaméril predevsim na
problematiku slabé stacionarnich posloupnosti a procest. Skripta jsou doplnéna formou
dodatkl o pasaze z obecné teorie miry a integralu, Stieltjesova a Lebesgue—Stieltjesova
integralu a pasaze tykajici se pojmu podminéné stredni hodnoty, které obvykle nejsou

zahrnuty to zakladnich prednasek z matematiky a teorie pravdépodobnosti.

Chteél bych podékovat RNDr. Petru Lachoutovi, CSc. z KPMS MFF, ktery velice
peclivé skripta zrecenzoval a jeho rady a pripominky tak pomohly k odstranéni chyb a
nedostatku v textu. Dale bych velice rad podékoval pani Ivé Maresové, kterd ochotné a

precizné prepsala rukopis skript.

V Praze, ijen 1999

RNDr. Jiri Michéalek, CSc.



1 Nahodné jevy a pravdépodobnost

1.1 Systém nahodnych jevi

Jednim ze zakladnich pojmi teorie pravdépodobnosti, a tedy i1 teorie nahodnych procest,
je pojem nahodného jevu, ktery je zaloZen na jednodussim pojmu elementarniho vysledku.
Teorie pravdépodobnosti se zabyva studiem hromadnych pozorovani at jiz pfirozené i
uméle probihajicich jevii v prirodé. Oba tyto pfipady byva zvykem zahrnout pod jeden
nazev, a sice nahodny pokus. Vysledky nasich pozorovani, tj. vysledky nahodnych pokusu
se nazyvajl elementarnimi (prvotnimi) vysledky. Elementarni vysledky maji tii dualezité

vlastnosti.

a) jsou navzajem neslucitelné, tj. nemohou nastat dva soucasné, nebot vysledek pokusu

musi byt jednoznac¢ny;
b) jsou vycerpavajici, tj. neni mozné, aby nenastal zadny vysledek pokusu;

c) jsou dale nerozlozitelné, tj. nelze je dale délit na jemnéjsi vysledky, a proto je nazy-

vame prvotnimi.

Vybér elementarnich vysledki v konkrétni situaci nezavisi pouze na tom, co pozorujeme,
ale téZ na podminkach, za nichz pozorovani provadime a jak jemné vysledky pokusu jsme
schopni rozlisit.

Nékolik elementarnich vysledku dohromady tvori jev, pficemz jevum obsahujicim je-
diny prvotni vysledek rikame elementéarni (prvotni) jevy. Nékteré jevy, které kromé toho,
ze splnuji urcité rozumné pozadavky, jsou vyznamné pro nami resené problémy, nazy-
vame nahodné jevy. Nyni uvedeme pozadavky, které chceme, aby nahodné jevy splnovaly.
Abychom mohli pozadavky kladené na nahodné jevy vhodné popsat, pouZijeme aparat
teorie mnozin, nebot nahodné jevy lze chapat jako mnoziny s vhodnymi vlastnostmi ob-
sahujicimi elementarni vysledky pokusu.

Elementarni vysledky pokusu budeme standardné oznacovat pismenem w, pficemz
Q znaci mnozinu vSech moznych elementarnich vysledku naseho sledovaného pokusu. Je

zcela prirozené pozadovat, aby platily nasledujici axiomy.



Axiom 1. Q #0.

Pro dalsi oznacme O jako systém nahodnych jevi, tj. podmnozin v €, které musi

splnovat nasledujici pozadavky.
Axiom 2. Q€0.
Axiom 3. Kdyz A, B€O0,paki A— B€O.

Axiom 4. Kdyz A; € 0 pro kazdé 1 = 1,2,3,.. .,
pak i U2, A; € O (spocetné sjednocenti).

Pti tom pouzivame nasledujici terminologie:

w elementarni vysledek
{w} elementarni jev

0 nemozny jev

Q jisty jev

AeOo nahodny jev

A(CQ) jev

g systém nahodnych jevu

Definice 1. Systém O splhujici Axiomy 1 -4 se nazyva o-algebra.

Formalné 1ze ze zakladnich vlastnosti o-algebry odvodit dalsi vlastnosti pro ndhodné
jevy: nemoZny jev () je ndhodny jev, opacny jev k ndhodnému jevu je opét ndhodny,
spocetny prunik ndhodnych jevi je ndhodny jev apod.

S pojmem nahodny jev je pfimo spojen i pojem pravdépodobnosti ndhodného jevu,
ktera “vyjadiuje vahu jeho vyskytu”. My se zde budeme dusledné drzet axiomatického pri-
stupu k definovani pravdépodobnosti nahodného jevu, jak byl prezentovan Kolmogorovem
na zacatku 30. let dvacatého stoleti. Axiomaticky pristup predpoklada, ze pravdépodob-
nost nahodného jevu je néjaké ¢islo mezi 0 a 1, pricemz neni nikterak feceno, jak je toto
¢islo urceno. Divame se tedy na pravdépodobnost jakoZto na realnou funkei definovanou

néjakym zpusobem na o-algebfe nahodnych jevi, ktera splnuje nasledujici 3 vlastnosti.
A. Pro kazdy nahodny jev A € 0 je P(A) > 0.

B. P(Q) = 1.



C. Pro kazdou posloupnost nesluc¢itelnych jeva {A;}52,, tj. A;NA; = 0 pro kazdé i, j,
plati

P (U Ai) _ Y P(ay
(vlastnost tzv. o-aditivity).

7. pohledu teorie miry lze chapat pravdépodobnost jakoZzto o-aditivni normovanou, tj.

P(Q) =1, mnozinovou nezapornou funkei, které se kratce fika mira.

Definice 2. MnozZinova funkce s vlastnostmi A, B, C se nazyva pravdépodobnostni mira,

kratce pravdépodobnost na systému 0 nahodnych jevu.

Definice 3. Dvojice (2, 0) se nazyva méfitelny prostor. Trojice (2,0, P) se pak nazyva

pravdépodobnostni prostor.

7. vlastnosti pravdépodobnosti budeme predevsim potiebovat nasledujici vlastnost

o spojitosti v prazdné mnoziné.

Véta 1. Necht A,y C A, pro kazdé n = 1,2,3,..., necht A, € O pro kazdé n =
1,2,3,... a dale necht N°2, A, = (. Pak

lim P(A,)=0.

n—0oo

Dukaz. Pro kazdén =1,2,3,... lze psat

A, =

i

(B BJ-I-I ﬂ U B BJ-I—I

j:
Ale jevy B; = A; — Aj41 jsou nesluditelné, tedy dle pozadavku C lze psat P(A;) =
Z?; P(A] - AJ’-I—I)-

Odtud ale plyne diky konvergenci fady, ze

Jim >0 P(Aj = Ajur) = 0.
7=n

Snadno lze vidét, ze P(A,) = 352, P(A; — Aj41), z ¢ehoz plyne bezprostiedné tvrzeni
véty. O

Dalsi uziteénou vlastnosti pravdépodobnosti je nasledujici nerovnost.

Véta 2. Pro libovolnou posloupnost nahodnych jeva Ay, Ay, As, ... plati nerovnost

-



Dukaz. Jelikoz . .
U Ai= U(AZ mEi)v
=1

=1 =
kde By = 0, By, = U;‘:1 A;, a protoze {A; N B;} jsou navzéajem nesluéitelné, pak dle

vlastnosti C pravdépodobnosti mame, ze

P (QA) :ij(AmR).

i=1
Soucasné pro kazdé 1 = 1,2, ... plati evidentné, ze
A D AN B,
a tudiz diky nezapornosti pravdépodobnosti je
P(A;) > P(A; N By),

z ¢ehoZ ihned plyne dokazovana nerovnost. a

7 obecné teorie miry (viz napt. [5]) budeme pottebovat nasledujici véty.

Véta 3. Necht £ je libovolny systém podmnozin mnoziny ). Pak existuje nejmensi

o-algebra obsahujici systém &, oznacena jako o(€).

Duikaz. Exp() obsahujici vSechny podmnoziny v {2 je nejvétsi o-algebra obsazena v 2,
tudiz ExpQ D &, prunik vsech o-algeber nad &€ je pravé ona nejmensi o-algebra a je
jedina. a
Poznamka. Nejdilezitéjsi pripad je ten, kdyZz & je sama mnozZinova algebra, coZ je mno-
zinovy systém obsahujici 2 a uzavieny vucéi rozdilu dvou mnozin a kone¢nému sjednoceni

mnozin.

Definice 4. Mnozinova funkce p definovand na néjakém mmnozinovém systému D se
nazyva o-kone¢na, kdyz kazda podmnozina £ € D se da pokryt nejvyse spocetné mnoha

podmnozinami {F;}, E; € D, i =1,2,... takovymi, Ze u(F;) < oo pro kazdé 1 =1,2,. ..

Poznamka. Je-li D o-algebra, pak u je o-koneéné pravé tehdy, kdyz tato vlastnost
“byti spocetné pokryt” plati pro £ = ().
1.2 Pojem zuZeni a rozsireni mnozinové funkce

Méjme dva mnozinové systémy D, D; v £ a na nich mnozinové funkce ., 1. Je-1i D C Dy

a kdyz pro kazdou podmnozinu £ € D plati
P(E) = p1(E),
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pak @ je zZeni @y na D, resp. @y je rozsiteni p na D;. Ziuzeni obvykle potize necini, nebot
to existuje vzdy a jednoznacné, pokud neklademe na né dalsi pozadavky, naproti tomu

otazka rozsiteni je velice slozita a ne fesitelna obecné jednoznacné.

dépodobnostni miry z algebry na nejmensi g-algebru nad touto algebrou. Necht tedy
v 2 je dan mnozinovy systém C, ktery je algebrou, a necht u je obecné mirou (ne nutné
pravdépodobnostni) definovanou na C. To znamena, Ze u je nezapornad mnozinova funkce
definovana pro kazdou podmnozinu C' € C, u(C') > 0, pficemZ u je na C o-aditivni v tom
smyslu, ze kdyz C; € C, ¢ = 1,2,... jsou navzajem nesluditelné (disjunktni) a jejich

spocetné sjednoceni patti do C rovnéz, pak musi platit

Nyni se ptame, za jakych podminek lze miru p rozsifit z algebry C na nejmensi o-algebru

a(C).

Véta 4 (rozsifeni miry). Mira p definovana na algebfe C muzZe byt rozsifena na o(C).

Je-li p o-koneéné na C, pak rozsiteni je rovnéz o-konecné na o(C) a je jediné.

Dukaz. Pouze zékladni myslenky zde uvedeme (detailné viz napt. [5],[10]) bez detaila
Caratheodoryovy konstrukce vnéjsi miry pg v €2, coz je mnozinova funkce spliujici nasle-

dujici
po(A) < po(B) pro AC B, po(0) =0,
w (U7, 4) < f;u(fm
(o je definovana pro kazdé £ C ).
Podmnozina A C ) je po-métitelna, kdyz pro kazdé D C € plati
po(D) = po(AN D) + po(A°N D)

(diky polo-o-aditivité pg) plati automaticky obracena nerovnost, ¢ili A je po-méfitelna,
kdyz

po(D) = po(AN D) + po(A°N D),
pro kazdé D C .

Vyjdéme z i na algebte C a definujme
po(A) = inf {37 n(A)}

kde inf se bere pres vSechna spocetna pokryti mnoziny A mnozinamiz C, tj. A C U2, A;.

Lze dokazat, ze pio(-) je vnéjsi mira a je to rozSifeni u na vsechny podmnoziny v € (tj.



to(A) = p(A) na C). Lze dokézat, Ze viechny po-méfitelné podmnoziny tvori o-algebru
a [ip Je mira na této o-algebfe. Dale lze snadno dokazat, ze kazdd mnozina z puvodni
algebry C je po-métitelna, tedy jedna se skutecné o rozsireni, nebot musi toto rozsiteni
obsahovat nejmensi o-algebru nad C. Pfi o-konecnosti vyplyva i jednoznacnost rozsifeni,

obecné toto nemusi platit. a

Véta 5 (zGplnéni miry). Kazdd mira ¢ definovana na o-algebte A se dé jednoznaéné
rozsirit na vétsi o-algebru A, ktera ma tu vlastnost, ze kazda podmnozina mnoziny A € A

miry u(A) =0 patii do A, a ma miru nula.

Dikaz. Konstrukce o-algebry A,: pro kazdé A € A a kazdé N C Ny, kde Ny € A
s i(No) = 0 definujme

(AU N) = ().
Mnoziny {AU N, N C Ny, A, Ny € A, u(No) = 0} tvoii o-algebru A, O A. Tomuto
rozsiteni p,, se fika ziplnéni miry p (Lebesgueovo rozsiteni). o-algebra A, je téZ nazyvana

zuplnénim o-algebry A vzhledem k p. O

Priiklad. A necht jsou borelovské podmnoziny v IR, pak A, jsou lebesgueovské pod-

mnoziny v IR pri Lebesgueové mite na borelovskych mnozinach.

Definice 5 (borelovské mnoziny v obecném metrickém prostoru). Necht (M, p)
je metricky prostor. Pak minimalni o-algebra nad systémem vsech otevfenych mnozin se

nazyva borelovska o-algebra. Borelovské podmnoziny v IR budeme znacit 5.

Poznamka. V IR existuji i neborelovské (resp. nelebesgueovské) podmnoziny, jejich

konstrukce je ale zaloZena na axiomu vybéru. (Viz [5],[7].)

Definice 6 (kolmogorovska o-algebra). Necht 7' # () je libovolna mnoZina, necht X
je n&jaka podmnozina viech funkci nad 7', tj. X C IRT, (tj. X nemusi obecné obsahovat

vechny funkce). Minimalni o-algebra nad systémem mnozin
{Ae={2()e X 2(t) <}, teT, ce IR}

se nazyva kolmogorovska o-algebra v X'.

Lemma 1. Je-li T konec¢nd, pak kolmogorovska a borelovska c-algebra v IRT splyvaji.



Ditkaz. Bez 4jmy na obecnosti lze klast 7' = {1,2,..., N}, tedy polozme X = IRN.
Zvolme pevné t € {1,2,..., N} a ¢ € IR. Dokazeme, ze kazda mnozina A, = {x(-) € A’ :

x(t) < ¢} je oteviena. Snadno vidét, Ze

A ={(x1, 29, ... an) s 2(t) < ¢}

nebot x(-) € X je jednozna¢né urcena svymi hodnotami (1, 22,...,TN).
Necht zg = (29, 29,...,2%) € Ay ¢li pak @ = ¢ — 29 > 0. Uvazujme kouli S(2°, a) =
{(zy,...;2n) i ||lo — 2°|| < a}
N 1/2
|z —2°|| = (Zizl(aji—x?)z) <a=|r;— )| <a=

0

— xt—a<:1;t<a—|—:1;$:c:>xt<c,

tudiZ otevienost pak plyne jiz pfimo z otevienosti podmnoziny v IR". Miniméalni o-algebra
nad otevrenymi mnoZinami musi pak byt obsaZena v minimalni o-algebfe nad {A;.}, tedy
By D K.

Naopak je znamo, e kazda oteviend mnozina v IRV je vyjadiitelnd jako spocetné
sjednoceni N-rozmérnych otevienych kvadra typu {(z1,...,2n) @ a; < x4 < bi}, které

evidentné patti do K. Tim je dokéazana opacna inkluze. O

Poznamka. V prostorech nekoneénych dimenzi se obecné kolmogorovska o-algebra a

o-algebra borelovskych mnozin nemusi shodovat.
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2 Pojem nahodné veli¢iny a nahodného procesu

2.1 Nahodny proces

Necht na pravdépodobnostnim prostoru (€, 4, P) je dana realnd funkce X () : Q@ — IR
takova, Ze pro kazdé ¢ € IR je

XN —o0,0)={we: X(w) <c} €A

Pak X(-) se nazyva A-méfitelna. Méfitelné funkce se v teorii pravdépodobnosti nazyvaji

nahodné velic¢iny.

Definice 7. Necht T je libovolna neprazdna mnoZina. Pak systém nahodnych velic¢in

{X:(+), t € T} nazyvame nahodnym procesem na 7.

Néhodny proces je vlastné funkce dvou proménnych (w,t), w € Q, t € T takova, Ze
pro kazdé t € T je X(w,t) A-méfitelna ndhodna veli¢ina. Pfi pevném w jakoZto funkce
v t hovorime o trajektorii nahodného procesu. Proces lze téZz chapat jakozto zobrazeni

Q — IRT, které kazdému w € Q pfitazuje trajektorii X (w, ).

Lemma 2. Necht K je kolmogorovska o-algebra v IRT. Je-li X = {X,(-), t € T} libo-
volny nahodny proces na T' definovany na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P), pak
pro kazdé K € K je

{w: X(w) € K} € A,
(¢ili umime uréit

P{w: X(w) € K}).

Diikaz. Uvazujme viechny podmnoziny v IRT, pro které ma smysl pravdépodobnost
P{w: X € C}, C C IRT, tj. vzor X~'( patii do o-algebry A. Tento systém podmnozin
je o-algebra a obsahuje téZ viechny podmnoziny tvaru A x IRT=1 nebot {w : X €
Ax RT-1) = {w: X, (w) € A} € A, kde A € By. To ale znamena, 7e tato o-algebra
obsahuje 1 nejmensi o-algebru nad takovymito podmnozinami, a to je pravé o-algebra K.

Tim jsme dokazali, Ze téZ vSechny podmnozZiny tvaru {w: X e C} € A, proC € K. O
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Pravdépodobnostni mira P na zakladnim prostoru (€, A, P) uréuje jednoznacné sdru-
zené rozdéleni nahodného procesu X = {X(¢), t € T'} v tom smyslu, Ze pro kazdé K € K
urcuje

P{X € K}.
Je-li K = K200, pak P{X € K} neni nic jiného nezli sdruzena distribuéni funkce

nahodnych veli¢in X(t1), X(t2),..., X(t,).
Priklad netrivialnich mnozin, které patti do kolmogorovské o-algebry:
L. je-li T spocetna, pak {z(:) : sup,era(t) <1} € K
2. je-li T'= IN, pak {x(-) : limiseo 2(t) =0} € K,

nebot {x(+) : limyeo (1) = 0} = NF2; Uiy N0y, {:1;() cx(n) < %}

Dilezity priklad konstrukce nahodného procesu

Necht T # 0 né&jakd mnozina, necht = {w(:) : w(-) € IRT} (obecné to nemusi byt
vechny funkce). Necht v  je definovana néjaka o-algebra (napft. kolmogorovska) a na ni

pravdépodobnostni mira P. Pak lze definovat stochasticky proces
X ={X(t,w):teT}

jako X(f,w) = w(t) (pfimo jako elementarni jevy jsou vybrany funkce z Q). Zde je tedy

vysledek pokusu totozny s trajektorii procesu.

2.2 Statistiky a indukované pravdépodobnosti

Necht (X, A), (T,D) jsou dva méfitelné prostory, T': X — T necht je zobrazeni defino-

vané na X s hodnotami v 7.

Definice 8. Rikame, %e zobrazeni T je D-A-méfitelné, kdyz pro kazdou podmnozinu
D eDje
T='(D) € A.

V teorii pravdépodobnosti ¢i matematické statistice se méritelnym zobrazenim fika obecné
statistiky (napf. realna, vektorova). Je-1i T statistika a P pravdépodobnost na (X', A), pak

tato statistika indukuje pravdépodobnostni miru na D pfenosem pomoci vztahu (ozna¢me
i)
Q(D) = P{T™Y(D)}; kratce Q= PT™".

Kazda statistika indukuje pod-o-algebru o-algebry A, a to

Ar ={T"Y(D): D € D} (obecné Ay C A).

12



Necht ¢(-) je D-méfitelna realnéd funkce na 7. Pak pro kazdé realné ¢islo A plati
{z:g(T(x)) <A} =T"Ht:g(t) < A}
Protoze ¢g(-) je D-méfitelnd, pak {t: g(t) < A\} € D = {x: g(T(x)) < A} € Ar.
Plati nasledujici dulezita vlastnost, kterou uvedeme bez dikazu.

Lemma 3. Jeli f(x) Ar-méfitelna realna funkce, pak existuje takova D-méfitelna re-

alné funkce g(-) na T, Ze

pro kazdé x € X.

Véta 6 (o prenosu integrace). Necht T je statistika na (€2, A4, P) s hodnotami v (7, D)
a necht g(-) je D-méfitelna funkce na 7. Necht

Q=PT'.

Pak
Jor@)ar) = [ gwda.

pokud jeden z integralu existuje.

Dukaz. Necht nejdiive g(t) = ¢p(t) (indikator mnoziny D C T, D € D). Pak

[ a0 @)dPe) = [ gdQt) = [ dQ(t) = Q(D) = P{I7 (D).

V dalsim kroku se platnost vztahu dokazZe pro kazdou jednoduchou funkci g(¢) na 7 a dale
se vyuzije moznosti aproximovat kazdou nezapornou méfitelnou funkci na 7 posloupnosti

jednoduchych funkci. V poslednim kroku dikazu se vyuzije rozklad

g=g"—g".

a

7 tohoto pohledu lze chapat pravdépodobnostni proces X = {X(¢),t € T} jako
statistiku definovanou na zakladnim pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P) s hodnotami
v prostoru (IRT, K), kde IRT je prostor viech funkci na T, K je piisluina kolmogorovska

o-algebra a pomoci X se indukuje mira () na K nasledovné
Q{l‘() : x(tl) < )‘17- s 7x(tn) < )‘n} = P{w : X(tlvw) < )‘17- < 7X(tn7w) < )‘n}v

neboli Q = P X~1. Z tohoto vyplyvaji podminky, které indukované vicerozmérné distri-
bucni funkee Fx, ..x,, (A1,...,An) = P{w : 2, X(ti,w) < A} musi spliovat:
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1. podminka symetrie:

Fy, ox, (A, M) = Ix, .x (Ao Ady)

tin
pro jakoukoliv permutaci (i1 ---4,) z ¢isel (1,2,...,n).

2. podminka konzistence
Pro libovolna Ay, Ao, ... A, a ty,te, ... t,, t,0q € T plati

Fth...th()\l, )\2 tee )\n, OO) = Fth...th ()\1 tee )\n)

Otazka: Je-1i dan systém distribu¢nich funkci nad 7' # (), ktery spliuje podminky 1. a
2., zda-li existuje ndhodny proces, ktery indukuje pravé tento systém konecnérozmérnych
distribuénich funkci. Odpovéd je kladna. Systém distribuc¢nich funkei splnujici podminky

1. a 2. se nazyva konzistentni systém distribu¢nich funkeci.

Véta 7 (Kolmogorov). Necht T' je neprdzdna mnoZina. Necht X = IRT, necht K je
kolmogorovska o-algebra na X'. Pro kazdé n € IN a kazdou n-tici ¢y,19,...,1, prvka z T

necht je dan systém distribu¢nich funkei Fi, 4.0, (-, -, ..., -), ktery je konzistentni.

Pro libovolné « € X polozme Xi(x) = x(?). Pak existuje na K pravdépodobnostni

mira P takova, ze plati

Ple() € RT : Xy (z(:) < Aiy i=1,2,....n} = Fyy o (A, An).

Dukaz. Systém distribu¢nich funkci, ktery je konzistentni, definuje jednoznacné neza-

pornou mnozinou funkci na systému vsech borelovskych cylindra v K, coz jsou mnoziny

typu
Byt =H2(-) € X i (a(t1),...,2(tn)) € Bn, B, je borelovska podmnoZina v IR"}.

Specialné pravouhly obdélnik je takovy, kdyz B, = [1; B;, B; € By (borelovské pod-
mnoziny v IR).
Neni problém dokazat, ze vSsechny borelovské cylindry v K tvori algebru, na niz diky

konzistenci je jednozna¢né urcena mnozinové funkce P(-), a to pomoci vztahu

P(By,,. ) ://B dFy e, (Ao X)),

Snadno se dokaze, ze P(-) na algebie B (borelovskych cylindri) je kone¢né aditivni. Aby
bylo mozno ji rozsitit na K = o(B), musi byt na B o-aditivni. Toto se dokazuje sporem
nasledovné.

Necht { A;}52, je klesajici posloupnost cylindrickych podmnozin z B. Necht lim,,—,.. P(A4,) =
L > 0. Je nutno pak dokazat, ze

ﬂZOZI An % @
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Necht A,, = B, x IRT—{titztn} (B,, ... zakladna cylindru A,). Diky vlastnostem borelov-
skych podmnozin v euklidovském prostoru pro kazdé B, existuje uzavrena a ohranic¢ena
podmnozina U, takova, ze

€
kde P, je ztizeni P na IR", tedy rovnéz

€
kde V, = U, x IRT~{ttzwtnd Necht W, = (., Vi. Pak mame, ze P(A, —W,) < ¢, a
protoze

pak
PW,)>P(A,)—e>L —e.

7 toho plyne, ze P(W,)) >0 a W, # 0.

7 kazdé podmnoziny W, vybereme bod z(™); je zfejmé, ze pro kazdé p = 0,1,...je
2"tP) e V.. Protoze V,, = U, x IRT-{tvtztnd o [/ jsou uzaviené a ohranicené, lze
diagonalni metodou vybrat podposloupnost {z(")}2  tak, Ze odpovidajici soutadnice
{zt]} tvoii konvergentni posloupnost konvergujici k x; pti ¢« — oo pro kazdé k. Necht

x € X je takovy bod, Ze ma souradnice

Ty, = Tp, =0 prot#£ty, k=1,2,....

Diky uzavienosti V,, kazdy hromadny bod patti do U, a tudiz x € A=\, A, #0. O

Poznamka. Kolmogorovova véta fika, Ze pro libovolny systém konzistentnich konec-
nérozmérnych rozdéleni existuje pravdépodobnostni prostor a na ném nahodny proces,
ktery ma tataz konecnérozmérna rozdéleni. Tento vysledek ale nerika nic dalstho o moz-
nych vlastnostech procesu, napr. jako jsou vlastnosti jeho trajektorii. Podivejme se, do
jaké miry je konzistentnost postacujici podminkou pro zadefinovani nahodného procesu
s predem danymi vlastnostmi. Mame tedy konzistentni systém P konec¢nérozmérnych roz-
déleni aplikovany na t¥idu funkei {Xi(w), w € Q, ¢ € T'}. Ozna¢me A vSechny mnoZiny
v ), které jsou tvaru

A=H{w:(Xy(w),..., X, (w)) € B,}

kdet; € T, 1 =1,2,...,n a B, je n-rozmérna borelovska podmnozina v IR". Je mozné
snadno ukazat, Ze A je algebra a uvazujme o(A). Na A lze pomoci systému P definovat

mnozinovou funkei P pomoci vztahu

P(A) :/ B /dPtl,...,tn($17---,$n).
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Tato mnozinova funkce P(-) na A je aditivni, ale nemusi byt o-aditivni, a tim padem
nemusi byt rozsifitelna na o(A). Problém je v tom, Ze neuvazujeme vSechny mozné funkce
na ), ale pouze nékteré. Ukazme si to na nasledujicim prikladé.

Necht 7' = (0,1), © = C(0,1) a X;(w) necht jsou soufadnicové funkce, tj. Xi(w) =
w(t), kde w = {w(t),t € (0,1), w(-) € C(0,1)}. Necht systém P konecnérozmérnych

rozdéleni je dan predpisem
n l,]
Pt =1 [ ot
=177

g(+) je vzhledem k nule libovolna symetricka hustota pravdépodobnosti, napt. z rozdéleni

N(0,1). Je snadno vidét, Ze systém P je konzistentni. Dale je vidét, Ze

Plw: X (w) < —¢, Xj(w) > e} = (/:O g(u) dlu)2

pro kazdé e > 0. Uvazujme mnoziny tvaru
A, = {w t X(w) >, X a1(w) < —5}.

Protoze ) obsahuje pouze spojité funkce, které nemohou mit zadny skok, pak A, N\, 0,
pricemz ale

lim P(A4,) = (/Oo g(w) du)2 > 0.

n— 0o
7 toho ihned plyne, Ze P(-) neni mira na odpovidajici algebte A, a tedy nelze ji rozsifit
na o(A). Tento fakt je jiz i intuitivné zfejmy, protoZze systém P vyjadiuje nezavislost
jakychkoliv dvou nahodnych veli¢in X;(-), X;(+), coZ se pfi blizkosti bodu s, ¢ neslucuje

se spojitosti trajektorii.

Poznamka. Jak vidno z dikazu Kolmogorovovy véty, tento je silné zaloZen na topolo-
gickych vlastnostech eukleidovskych prostort, a to kompaktnosti. Jinymi slovy, Ze z kazdé
ohranicené posloupnosti bodu lze vybrat konvergujici podposloupnost. 7 toho je tedy vi-
dét ihned, kdybychom uvazovali hodnoty nahodného procesu v obecnéjsich prostorech
nez jsou realna (¢éi komplexni) ¢isla, pak analogie Kolmogorovovy véty nemusi viibec pla-
tit, 1 kdyZ bychom vhodné modifikovali pojem kone¢nérozmérnych rozdéleni nahodného

procesu.

2.3 Ekvivalence nahodnych procesi

Definice 9. Necht na (2, A4, P) jsou dany dvé nahodné veli¢iny &, n. Rikdme, Ze jsou
ekvivalentni (s pravdépodobnosti 1), kdyz

P{w:fw) =n(w)} =1, kidtce P{{=n}=1,
(lisi se pouze na mnoZziné pravdépodobnosti 0).
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Definice 10. Dva nahodné procesy na témze (2, A, P) nazyvame ekvivalentni, kdyz
pro kazdé t € T
je P{&=m} =1, oznaeni {&} ~ {m}.

To znamena, Ze pro kazdé t € T' existuje ndhodny jev N; s P(N;) = 0 takovy, ze
£i(w) = m(w) na Q— N,

Lemma 4. Kdyz {{} ~ {n:}, t € T, pak konecnérozmérna rozdéleni obou procest jsou

tataz.
Dukaz. IThned vidét. O

Poznamka. KdyZdvanahodné procesy majitataz konecnérozmérna rozdéleni, pak jesté
nemusi byt navzajem ekvivalentni, nebot mohou byt urc¢eny na riaznych pravdépodobnost-

nich prostorech (ale i kdyz by byly, opak obecné neplati).

Poznamka. Dva ekvivalentni nahodné procesy mohou mit ruzné trajektorie (tato li-
bovtle je vlastné vyhodou pro konstrukei ekvivalentniho procesu s pozadovanymi vlast-

nostmi trajektorif).

Piiklad. 7 = (0,1), 7 ndhodna veli¢inas 0 < 7 < 1 s pravdépodobnosti 1 a se spojitym

rozdélenim. Definujme
=0, m=1 prot=7, =0 kdyzt#r.

Pak prot € (0,1)
P{&#ny = Pli=1} =0,

nebot rozdéleni veliciny 7 nema skoky, ale 7, ma skoky v bodech 7, kdezto & je identicka
nula. Oba procesy jsou ekvivalentni, ale maji zcela rizné trajektorie.
2.4 Priklady nahodnych procesi

1. Nahodné kmity: necht A, n, ¢ jsou ndhodné veli¢iny, A >0, n > 0 s.j. a ¢ je od

nich nezavisla rovnomérné rozdélena na (0, 27). Uvazujme
£ = Acos(nt +¢), tE€IR.

Lze snadno dokazat, Ze koneénérozmérna rozdéleni tohoto procesu jsou nezavisla na
posunuti, tj.

Ft1+k,...,tn+k()\17 ey )\n) = Ftl,tg,...,tn()\17 ceey )\n)
pro kazdé k € IR.
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2. Poissonuv proces (A > 0 parametr intenzity)

(a) T = {0, 400), & =0

(b) pro kazdou n-tici 0 <tp <ty < --- <, jsou

5751 - 57507 5752 - 57517 . '757571 - ftn—l

navzajem nezavislé.
(c¢) & — &5, 0 < s <t ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A(t — s), tj.

e—/\(t—s)

P{& —& =5} =Mt —s)]

S =00

Poznamka. Necht 7, = min{t > 0 : & = n}, muZe byt i 7, = 400, kdyz takové ¢
neexistuje. Plati, ze {m, 72 — 7, 73 — T2, ..., T — Tu—1} jsou vzajemné nezavislé ndhodné
veli¢iny s exponencialnim rozdélenim s parametrem .

3. Brownav pohyb {b(t), t > 0}

(a) b(0)=0
(b) pro kazdou n-tici boda 0 <ty < ty--- <1, jsou veli¢iny {b(t1) — b(to), b(t2) —

b(t1),...,b(t,) — b(t,—1)} vzajemné nezavislé

(c) b(t) — b(s), t > s ma normalni rozdéleni N(0,0%(t — s)), v pfipadé o = 1

hovorime o standardnim Brownovu pohybu.

Poznamka. Existuje s nim ekvivalentni proces, ktery ma s.]j. trajektorie spojité. Ten

je pak nazyvan wienerovskym procesem.

Lemma 5 (o chovani kvadratické variace brownovského procesu).

im Z?ZI(A b(t)) =T-o?

lI5]]—=0

ve smyslu konvergence dle kvadratického stredu, kde § = (to,t1,...,1,) je déleni (0,7,
Ab{t:) = b{tis) — b(t), 13] = masogigni (fis — ).

Ditkaz. E{S,(Ab())} = S, E{(AB(1))2) = T'o?

D{>(Ab(t:)*} =3 D{(Ab(t:))*} =23ty — 1) — 0.

lI5]]—=0

Ziejmé E{ LAD(E))? — T0'2)2} = D{>X" ,(Ab(¢;))*}, a tudiz konvergence dle kvad-

ratického stredu plati a limita je pravé T'o?. a
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Lemma 6. Pro kazdé A > 0

P IAb() > A} —

|I5II—>0

7. toho plyne, Ze trajektorie brownovského procesu maji na kazdém koneéném intervalu

nekonec¢nou variaci, tedy nemaji derivaci v Zadném bodé (a to dokonce ani jednostrannou).

Ditkaz. Vypoéte se stiedni hodnota a rozptyl souctu v zavorce a aplikuje se Cebyse-
vova nerovnost. Vypoctem zjistime, ze E{>", |[Ab(t;)|} = \/722 (g — t)Y?, cox pii
|| = 0 jde nade viechny meze. Dale opét z vlastnosti normalniho rozdéleni a nezavislosti
séitancii plyne, ze D {(Z1, |Ab(t:)))} = (1 — 2) (b—a). KdyZ bude A < E{S, |Ab(%:)|},
pak

n

P {w : Zn: |Ab(t;, w)| < A} <
: Z: |Ab(t;,w)| — Zj: E{|Ab(t;,w)|}

P {w
D {31, |Ab(t)]}
T (E{S 1At w)]} - A)°

IA

> e{ S 1alf - af <

=1

0 pii [|6]] = 0.

Poznamka (k ekvivalenci ndhodnych procest). Budeme-li uvazovat dva ekvivalentni
procesy {&}, {m:}, pak se miZe stat, Ze existuje ndhodny jev, ktery ma riznou pravdépo-
dobnost podle toho, kterého procesu se tyka. Uvazujme znamy jiz pripad, kde & = 0 pro
kazdé ¢t € [0,1], 5, = 0 pro t # 7, kde 7 je spojita ndhodné veli¢ina, 0 < 7 < lan =1

pro t = 7. Oba procesy jsou ekvivalentni, ale zfejmé

1 1
P {SUPogtg £ < 5} =1, P {SUP0§t§1 ny < 5} =0,

coZ znamena, ze mnoZina vech funkci s horni hranici maximélné rovnou 1/2 nemuze
pattit do kolmogorovské o-algebry, protoze jinak by u dvou ekvivalentnich procesu musel
mit tento jev stejnou pravdépodobnost (dle véty o rozsiteni miry). Muze se navic i stat,
Ze jev typu {sup & < ¢} vibec nemusi byt nahodnym jevem, a tudiZ mu nelze ani obecné

prisoudit urc¢itou pravdépodobnost.

4. Gaussovské nahodné procesy

Néhodny proces {&,t € T} se nazyva gaussovsky, kdyZ jeho vSechna koneénéroz-
mérna rozdéleni, tj.

Plw: & (w) < A,1=1,2,...,n}

jsou gaussovska.

Nasledujici véta ukazuje, jak se definuje libovolny gaussovsky proces.
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Véta 8. Necht T je libovolna neprazdna mnozina, necht p(-) je libovolné funkce defino-

vana na T a r(-,-) je funkce obecné komplexni definovana na 7' x T, které splije

a) r(s,t) =r(t,s)

.
7,7=1

b) kdyz t1,ts,...,t, je libovolnd koneéna podmnozina v T', pak matice {r(¢;,¢;)}

je pozitivné semidefinitni.
Pak vZdy existuje obecné komplexni gaussovsky nahodny proces { X (), t € T'} takovy, ze

E(X(1)} = (1)

E{X(s) X(1)} — u(s) ult) = r(s,1).

KdyZ pu(-) a r(-, ) jsou realné, lze proces {X(t), t € T'} zkonstruovat téz realny.

Dukaz. Dikaz provedeme nejdiive pro redlny pripad. Kdyz {¢1,1s,...,t,} je libovolna

konecna podmnozina v T', pak existuje sdruzené gaussovské rozdéleni n-rozmeérné se stred-

n

nimi hodnotami p(t1), u(t2), ..., u(t,) a s kovariancni matici {r(t;,¢;)}"._;. Takové roz-

déleni se jednoznacné definuje svoji charakteristickou funkci

e—% :;1 ;l=1 r(tists) Nidy 4 ijl Ayu(ty)

Je-li matice {r(¢;,t;)}7;_, regularni, lze pfimo napsat hustotu sdruzeného n-rozmérného
gaussovského rozdéleni ve tvaru
1/2 n ean
[Det An['2 _i52 S o (wimn(t) (e -n(t,)
(27T)n/2 ’

n

e , : N . o
kde A, = {a;;}};—; je inverzni matice ke kovarianéni matici {r(;,2;)}7,_;.

Snadno lze ukazat, ze tento systém konecnérozmérnych sdruzenych rozdéleni je kon-
zistentni, a tudiz lze aplikovat Kolmogorovovu vétu. V pfipadé, ze funkce p(-) a r(-,-)
jsou obecné komplexni, se zkonstruuji dva realné procesy {£(t),t € T} a {n(t),t € T}

takové, ze

E{{()} = Repu(t)
E{n(t)} = Imgu(?)

E{E(s)€(1)) — EE(s)} EE()} = 5 Rer(s,1) =
= E{n(s)n(t)} — E{n(s)} E{n()},
E{E(s)n(0)) — E(€(s)} EQn(1)} = —5 Tmr(s, ).

Pak lze snadno dokézat, Ze proces x(t) = £(t) 4+ in(t) je komplexni gaussovsky proces

s pozadovanymi vlastnostmi. Konstrukce procest {£(¢)} a {n(t)} je zalozena na tom faktu,
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Zze kovarian¢ni matice tvaru 2n x 2n od veli¢in £(¢1),£(t2), ..., E(tn), n(t1),n(t2), ..., n(t,)
vytvorena pomoci vztaht vyse uvedenych je pozitivné semidefinitni a symetricka a opét

lze aplikovat Kolmogorovovu vétu. O

Lze dokéazat, Ze redlny ndhodny proces {&;, t € T'} je gaussovsky pravé tehdy, kdyz kazda

linearni kombinace
dSojaib(w), LEeT aekR,

je jednorozmérna gaussovska nahodna velicina.

5. Procesy a nezavislymi (nekorelovanymi) prirastky
Néhodny proces {&, t € T'} se nazyvé procesem s nezavislymi pfirustky, kdyz pro

kazdou konecnou podmnozinu bodu to < t; <--- <t, € T jsou ndhodné veli¢iny

{fti+1 _ftm t = 07"'7n_ 1}
vzajemné nezavislé.

Bude-li existovat E{|&]*} < +oo pro kazdé ¢ € T a budou-li ndhodné veli¢iny

{& — &, 1 =0,...,n} nekorelované, tj.

E{ (6 — &~ E{ (60— )} (Eor — &, — E{ (0 —8)})} =0

pro ¢ # j, hovorime pak o procesu s nekorelovanymi prirustky.

Kdyz E{&} = 0, pak hovorime o ortogonalnosti prirustki. Pro gaussovské nahodné

procesy pojmy nezavislosti a nekorelovanosti prirtstka splyvaji.

6. Silné stacionarni procesy

Néhodny proces {&, t € T} se nazyva silné stacionarni, kdyZ pro kaZdou n-tici
ty, ta, ..., t, € T a kazdé takové h € IR, ze

ti—I-hET, i:1,2,...,n

plati
Plo: A& w) <A} = Plo: N {&m(w) <M}

(invariance vuci posunuti). Nejcastéji se uvazuji pripady
T=(0,00), T=(—00,+00), T=%Z, T=Z".

7. Slabé stacionarni ndhodné procesy

Néhodny proces {&;, t € T'} nazyvame slabé stacionarnim, kdyz jeho 1. a 2. momenty

jsou invariantni vuci posunuti, tj.

a) E{&yn} = E{&}, pro kazdét, t+h e T
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b) K(t,s)= K(t+h,s+h)prokazdat, s,t+h, s+h €T (kovarian¢ni funkce),
kde
I((tVS) = E{gt Es} - E{ft} ) E{Es}

Pro slabé stacionarni proces je tedy E{&} = konst, K(t,s) = Ki(t—s). KdyzZ je
proces silné stacionarni a ma koneéné druhé momenty, pak je i slabé stacionarni.

Pro gaussovské procesy oba pojmy splyvaji.

8. Markovské procesy

Néhodny proces {&;, t € T'} nazyvame markovskym nahodnym procesem, kdyZ plati
P(ANB|&) = P(A[&) P(BI&G)  s. ).
pro kazdé A € F<y a B € F>y, kde
Far=0{lss <t}y,  For=0{lss 21}

(budoucnost je podminéné nezavisla za pritomnosti na minulosti). Jinymi slovy lze

podminku markovosti vyjadrit v feci kone¢nérozmérnych distribuci

P{ft<)‘|§517§527"'7§5n}:P{§t<)‘|§51} SJ
kde s, < 8,1 <--- < sy <teT. O podminéné pravdépodobnosti viz Dodatek 2.

Evoluce markovského procesu je dana pocatecnim rozdélenim (napt. pii T = (0, +00)

se jedné o rozdéleni ndhodné veli¢iny &) a pravdépodobnostmi piechodu

{P(s,zx,t,)=P{& el =}, seT, teTl, t>s, € R, ' € By}

2.5 Zakladni vlastnosti kovarian¢nich funkei

Necht {&;(w), t € T'} je obecné komplexni ndhodny proces s kone¢nymi druhymi momenty,
tj., existuje

E{l& ()},
kde &(w) = 24(w) + 1y4(w). Kovarianéni funkce je obecné definovana jako

K(s,1) = E{&(w) & (w)} — E{&(w)} E{E (w)},

coz pii nulovosti stfedni hodnoty dava

K(s.1) = E{&(w) & (w)} ..

K(s,t) existuje pro kazdou dvojici s, t diky nerovnosti

o=

K (s,0)| < K7 (s,8)- KZ(L,1).
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Kazda kovariancéni funkce je pozitivné semidefinitni v tom smyslu, Ze pro libovolna kom-

plexni ¢isla o; a t; € T je soucet

KdyZ rozlozime kovarianéni funkci K(-,-) na jeji redlnou a imaginarni ¢ast, lze dokézat,
ze jeji realna cast je opét kovariancni funkei, kdezto imaginarni cast je kovarianéni funkei
jediné tehdy, kdyzZ je identicky nulova.

Naopak lze dokazat, Ze kazda obecné komplexni funkce K(-,-) definovana na T x T,
ktera je pozitivné semidefinitni, je jiz kovarian¢ni funkci néjakého nahodného procesu (viz

véta o konstrukei gaussovského procesu).
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3 Vlastnosti trajektorii nahodnych procesu

Velice casta otazka se tyka urceni pravdépodobnosti urcitého nahodného jevu ohledné

procesu £ = {&, t € T}, a to zcela obecné
Plo: €w) € 0),

kde C' C IRT, pokud ovem lze vibec tuto pravdépodobnost uréit. Napt. pod C' si lze

predstavit podmnozinu vsech spojitych funkci, nebo vsech analytickych funkci, resp. mo-

vvvvvv

rovna 1. Pokud C' € K, pak tato pravdépodobnost je jednoznacné urcena konec¢nérozmeér-
nymi rozdélenimi a nezavisi na ekvivalenci mezi ndhodnymi procesy. Pokud C ¢ K, pak
neni obecné mozno predem fici, zdali vzor {w : {(w) € C'} takové podmnoziny C' patii do

o-algebry nahodnych jevu. Vznika tedy otazka, zdali

1. pri zadanych kone¢nérozmérnych rozdélenich existuje nahodny proces majici tato

kone¢nérozmérna rozdéleni, pro ktery by bylo mozno fici, Ze
PiE() e O =1,

2. k danému nahodnému procesu ¢ existuje nahodny proces & ekvivalentnis nahodnym

procesem &, ktery ale jiz spliuje pozadavek, Ze

Pla() e C)=1.

ad 1) Odpovéd na tuto otazku je vzdy kladné, pokud dand podmnoZina C' ma vnéjsi

pravdépodobnostni miru 1. Plati totiz nasledujici véta.

Véta 9. Necht C C IRT, nechf ® je pravdépodobnostni mira generované koneénéroz-

mérnymi rozdélenimi procesu ¢ = {£(¢), t € T} na (IRT,K). Definujeme
O (C)=inf{®(A): ADC, Ae K}

Je-li @*(C') = 1, pak existuje ndhodny proces se stejnymi koneénérozmérnymi rozdélenimi

jako proces £ a vsechny jeho trajektorie patii do podmnoziny C'.
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Dikaz. Definujme novy méfitelny prostor; za elementarni jevy vezmeme vSechny prvky

z C a o-algebra F bude definovana jako
F=CnK={CnB:BeK}.

Novy nahodny proces n = {n;, t € T} definujeme pomoci vztahu n;(x(-)) = x(¢), pro
z(-) € C. Pravdépodobnost P definujeme na F nasledovné:

P(CN B)=®(B).
Je nutno dokazat jednoznacnost: necht C N By = C N B,, B; € K. Pak

CN(BIABy) =10
(BIABy = (Bi — By) U (By — B1)) = C C R" — (BIABy),
protoze IRT — (BiABy) € K, pak
O(R' — (BIABy)) = 1 = O(BIABy) = 0 — &(By) = (B,).

Tim je mira P urcena jednoznacné. Protoze
CNIR" =C = P(C)=P(CNIR")=d(R") =1

jedna se o pravdépodobnostni miru, o-aditivita se dokaze snadno pomoci o-aditivity prav-

dépodobnostni miry ®. Shodnost konecnérozmérnych rozdéleni plyne ze vztahu

Pla() € C: (& (2()s - Gala(1))) € A} =
= P{Cn{a() € R" : [a(tr).....2(t,)]} € A} =

= o{a() € R" :[a(ty),....x(t,)]} € A}.

a

Tim je sice otazka existence nahodného procesu s pozadovanymi vlastnostmi trajek-
toril popsanych podmnoZinou C vytesena, kdyz ®*(C') = 1, ale tato vlastnost se velice
Spatné ovéruje. Proto je vhodnéjsi fesit otazku 2) o existenci ekvivalentniho ndhodného
procesu, ktery bude mit trajektorie s pozadovanou vlastnosti ve smyslu skoro jisté a na-
vic bude diky ekvivalenci mit i stejna konecnérozmérna rozdéleni. Nasledujici priklad
dokumentuje mozny postup pii konstrukci ekvivalentniho procesu s pozadovanymi tra-

jektoriemi.

Necht {£(t), t € T'} je nahodny proces kde T' C IR a pro ktery plati

Plo: &(w) < &w)} =1

pro kazdou dvojici s <1, s, t € T. Pak existuje ekvivalentni proces {£(t), t € T'}, ktery

ma skoro viechny trajektorie monoténni (neklesajici funkce). Postup je nasledujici:
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Kdyz totiz ¢4 >t > -+ > tp,..., t, € T, t, L t € T, pak posloupnost {&, }°2,
je skoro vsude nerostouci posloupnost zdola ohranicena veli¢inou & a tudiz existuje

limy o0 &, (W) = &4 (w) > E(w). Pro s dostatecné blizka k ¢ zprava pak plati

P&t (w) < &(w) < &p(w) et >
> P{y(w) <& (w) <&y (w) + ¢,

coz pti n — oo konverguje k 1 pro kazdé ¢ > 0. Dale dokazeme, Ze az na nejvyse spocet-
nou podmnozinu v T plati P{w : &_(w) = &(w) = &4 (w)} = 1. To znamené, ze moZznych
skoku je pouze spocetné mnoho. 7 predpokladu plyne, ze funkce E{arctg & (w)} je nekle-
sajici funkce na T' a tudiz ma nejvyse spocetné mnoho skoku. V bodech jeji spojitosti ze
vatahit € (w) < &) < up () a E farctés () — arctgé (@)} = F(1+0)— F(1—0) = 0
diky spojitosti plyne, Ze &4 (w) = &(w) = &-—(w) skoro jisté. Dale uvazujme vsude hus-
tou podmnozinu Ty v mnoziné T, ktera obsahuje i body, v nichZ proces {&, t € T'} neni

spojity dle pravdépodobnosti. Protoze T je spocetna, pak ziejmé
P{w: &(w) < &(w) pro viechny s <t, s € Ty, t € Ty} = 1.

Nyni lze zkonstruovat ekvivalentni proces {éﬁ,t € T} nasledovné. Prodlouzime skoro
viechny trajektorie procesu {&;, t € T'} z podmnoZiny To na T'—Tg. Pro ty body t € T'—1Tg,
které jsou spojité zprava definujme é(w) = limy—eo &, (W), t, € To, t, Ny t. Pokud by
konecna limita neexistovala, polozime é(w) = 0. Kdyz t neni bodem spojitosti zprava, tak
je bodem spojitosti zleva a postupujeme obdobné pomoci posloupnosti ¢, /¢. V bodech
mnoziny Ty polozime é(w) = &(w). Je ziejmé, Ze proces {&,1 € T} ma skoro viude
trajektorie neklesajici. Zbyva dokéazat, ze P{w : é(w) = &(w)} = 1 pro kazdé t € T.
Kdyz T € Ty, plati toto trivialné, kdyz t € T — Ty, pak uvazujme tutéz posloupnost
{t,} C To, kde t, — t pro n — oo. Pak lim, . &, = é a é =&y G & a tyto veliciny

jsou s pravdépodobnosti 1 rovny puvodnim veli¢inam &;.

Poznamka. Predchozi konstrukce méa jednu slabinu, a to v tom, Ze jsme automaticky
predpokladali, Zze kdyz P(A) =1, A C B= P(B) =1, i kdyZ B nemusi byt nahodny
jev. Napr.

A = {w:{&,} je nerostouci pro n — oo, &, > &},

B = {w: existuje konetna limita lim, ., &, }.

Pak je A C B, ale B nemusi patfit do o-algebra 4 nahodnych jevii. To se da zachranit
ziplnénim o-algebry viéi pravdépodobnosti P, coz znamena, Ze je-li P(A) = 0, pak pro
kazdou podmnozinu

BcCA— P(B)=0,
(viz Véta b).
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Véta 10. (vlastnosti trajektorii Poissonova procesu). Necht {& : T = (0,400)} je
Poissontv proces. Pak skoro vsechny jeho trajektorie jsou neklesajici funkce nabyvajici

celoc¢iselnych hodnot, které rostou pouze skoky o velikosti 1.

Duikaz. Oznacme
k
A= {w : &(w) je celé Cislo pro vSechna t = o E=0,1,2,..., n= 1,2,3,...}.

Ziejmé A je nahodny jev a A =), _2% Ap, kde Ay = {&(w) je celé éislo}.
Protoze P(A;) =1 pro kazdé t, pak i P(A) = 1.

Déle oznacme B = {w : &, (w) < &, (w), kde t; <15, obé typu 2%} Opét oznaéme
B, = {fo (@) <z (@) <o <lan(w) <0
e {w : f%(w) > s (W)}
k=0

Protoze
Plo: b (@) 2 €@} =1,
pak i

Déle necht

Cy = {w: pro viechna celd i od 0 do hodnoty &y
existuje t = 2% € (0, N) takové, ze & = i}.

Opét je snadno vidét, ze
2n N—1

Cn D ﬂ {w §k+1 w) — f%(w):()éil}.

2

Odtud ihned
2" N—1

P(Cy) > kU Plw:ben(w) =€ () =08 1}

_ _o—n _ _5—n\2"N
— (6 a2 _I_a2 ne a2 ) ]

Protoze e +ae™® = 1 —o(a) pti a — 0, pak P(Cy) > [1 —o(a27)]V?", coZ piin — oo
konverguje k 1, tedy P(Cy) =1 pro kazdé N.
KdyZ nyni budeme uvazovat ndhodny jev
AN BN ﬁ Cn,
N=1
pak pravdépodobnost tohoto jevu je rovnéz 1 a navic presné vystihuje chovani trajektorii,

které jsou po c¢astech konstantni funkce na (0, +oc) s moznymi skoky o velikosti pouze 1.
O
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Poznamka. Na zakladé predchozi Véty 10 a piikladu ze strany 24 lze jiz snadno ukazat,
7ze k Poissonovu procesu existuje ekvivalentni proces, ktery ma skoro jisté trajektorie

zprava spojité.

Véta 11. Necht {&,t € (a,b)} je ndhodny proces na pravdépodobnostnim prostoru
s tplnou o-algebrou nahodnych jevii. Necht existuji konstanty C, e, 3 > 0 takové, Ze pro
kazdé s, t € (a,b) plati

E{l& - &I} < CJt — s|'*.

Pak existuje ekvivalentni proces k danému procesu {&, ¢t € (a,b)}, ktery ma s.j. trajek-

torie spojité.

Dukaz. Necht T je mnozina viech racionalnich bodu tvaru k/2", k, n celd ¢isla v in-

tervalu (a,b), n > 0. Pak pomoci Cebysevovy nerovnosti lze psét

Plw:

Eu (W) — 2 (w)] 2 "} S C o7 g,

271 2

Zvolme ¢ = 27°/%% < 1, pak

P{w:

Eri(w) = Ex (W) 2 g} <O 2,

271 2

kde r = 275/2 < 1. Odtud plyne nésledujici nerovnost platici pro libovolné n € IV

< Z _ P{w_:

< (b—a)2"C27" " =C(b—a)-

~—
=3
3

Protoze >0 ,r™ konverguje, pak diky Borel-Cantelliovu lemmatu s pravdépodobnosti 1
k1
277,

od néjakého ng(w) jsou pro vsechna n > ng(w), a < 2% < < b, splnény nerovnosti

Cn (w) — £ (w)] < 0"
Dokazeme, Ze pro tato w € € jsou funkce &(w) stejnomérné spojité na mnoziné Ty.

1

Jestlize s, ¢ jsou libovolna ¢isla tvaru 2% takova, ze [s —t| < 55, s < t, se jmenovateli

neprevysujicimi 2™, pak

(1) Glw) — 6w <2 3 4

i=n+1

L
2mn )

s = t anerovnost automaticky plati. Necht nyni vztah plati pro kazdé m < myg, a dokdaZzeme

kde m > n > ng(w). Toto lze dokazat tiplnou indukei. KdyZz n = m a |s—t| < 55, pak jediné

2%, se jmenovatelem mensim

kdyz je jmenovatel roven 2™°. Analogicky pro t zleva. Tim

platnost pro mg. Oznaéme s’ nejblizsi racionalni ¢islo typu

1

>3 mo !
nezli 2™, resp. s’ = s + oy,
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1
277,
nerovnosti (1) pro mg — 1, pak diky nerovnostem [&y(w) — &(w)] < ¢, [€s(w) — &s(w)| <

mame dvojici s, ¢’ takovou, ze |s' —t'| < |s —t| < == a podobné predpokladame platnost

g™, ziskame nerovnost (1) pro mg.

S

Kdyz nyni bude |s —t| < 5%y, vybereme takova n > ng(w), ze

1
2n+1

1
S b _'t|E; 9
2n

a odtud pak jiz
6 6@l <2 Y o < ="
i=nt1 q
kde oo = —log, g > 0. Tim je dokdzana stejnomérna spojitost funkce &;(w) na To, a lze ji
spojité prodlouzit na cely interval (a,b). Polozime £} (w) = &(w) pro t € Ty a jinak jako
limity ve zbylych bodech intervalu (a,b). Zbyva dokazat, Ze

P{gl(w) =&w)} =1

pro kazdé t € {(a,b). Toto ale snadno plyne z konstrukce procesu {& (w), t € {(a,b)}, nebot

& (w) = lim &(w).

s€Tp

a

Predchozi véta se d& pouzit ke konstrukei wienerovského procesu {w(t), t > 0}, coZ je
gaussovsky proces s nezavislymi pfirtistky w(t) —w(s) s rozdélenim N(0,o*(t — s)) majici
s.j. spojité trajektorie. Kdyz aplikujeme predchozi vétu s parametry § = 4, ¢ = 1 na
Brownuv pohyb, tak tim prokazeme existenci ekvivalentniho stochastického procesu, jehoz
trajektorie budou jiz skoro jisté spojité. A to je pravé wienerovsky proces {w(t), ¢ > 0}. Na
druhou stranu piiklad procesu {£(¢), ¢ > 0}, kde £(¢) = exp{w?*(¢)} dokazuje, Ze predchozi
véta vyjadiuje pouze postacujici podminku, protoze evidentné proces {£(¢), ¢ > 0} ma
s.]. spojité trajektorie, ale jeho kovarianc¢ni funkce nesplhuje podminky véty pro zadnou

dvojici parametrii 3, ¢, protoze E{|£(t) — £(s)|°} neni koneénd pro zadné 3 > 0.
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4 Zaklady nahodné analyzy

Jedna se o studium ruznych typu spojitosti, diferencovatelnosti a integrovatelnosti real-
nych ¢i komplexnich nahodnych procesu. Budeme pojednavat o konvergenci dle pravdé-

podobnosti, dle kvadratického stfedu a ve smyslu skoro jisté. Vyhradné budeme uvazovat

T CIR.

V nasledujicim kratce se zminime o hlavnich typech konvergence posloupnosti nahod-
nych veli¢in. Zakladnim typem konvergence je konvergence dle pravdépodobnosti. Rikame,
Ze posloupnost ndhodnych veli¢in { X, }°° , konverguje podle pravdépodobnosti k ndhodné

veli¢iné X, kdyz pro kazdé n > 0 plati
Jim Plw | X, (w) — X(w)| >n}=0.

Limitni veli¢ina X(-) je uréena s pravdépodobnosti 1. Budeme uZivat oznaceni
P-lim,, ., X,, = X. O konvergenci dle stredu, resp. kvadratického stfedu, hovorime tehdy,
kdyz plati

lim E{|X,(w) — X(w)|} =0,

n— 0o
resp.

Tim B4 ¥, (@) — X(w)P} = 0.
Zde tedy pozadujeme, aby existovala E{| X, (w)}, resp. E{| X, (w)|*}, pro kazdé n € IN.
Pak i existuje E{| X (w)|}, resp. E{|X(w)|*}. Konvergence dle kvadratického stfedu impli-
kuje konvergenci dle stredu a ta implikuje konvergenci dle pravdépodobnosti. Poslednim
typem konvergence je konvergence posloupnosti odpovidajicich distribuénich funkei Fy, (+)
k limitni distribuéni funkei Fix(+), a to platnost vztahu

n—0oo

ve v8ech bodech spojitosti limitni funkce Fx (). Tato konvergence je nazyvana konvergenci
v podstaté ¢i slabou konvergenci distribu¢nich funkei. Tato konvergence plati pravé tehdy,
kdy?Z pro kazdou spojitou ohrani¢enou funkei f(-) na IR plati

lim [ F)dFx, () = [ FO)dEx ().

n—0oo —00 —00

Konvergence dle pravdépodobnosti implikuje konvergenci v podstaté, ale neplati opak.
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4.1 Limita a spojitost

Véta 12. Necht existuje E{|&|*} < 400 pro kazdé ¢ € T'. Nutnd a postacujici podminka
pro existenci limity dle kvadratického stredu pfi ¢ — t¢, kde ¢g je hromadny bod mnoziny

T', zni, aby existovala kone¢na limita

lim E{6E,).

s,t—to

Dikaz. Nutnost plyne ze spojitosti skalarniho soucinu, pak totiz

lim E{&& ) = E{|77t0|2}7

s,t—to

z cehoz plyne existence konecné limity, kde 1, je limita dle kvadratického stredu od & pti

t — to. Postacitelnost je zalozena na Cauchyové kritériu

S}tigo E{|& — &P = S}tigo {E|ft|2 — E&E, — EEE, + E|§5|2} — 0.

Véta 13. Pro to, aby existovala limita dle pravdépodobnosti

P-1im &,

t—to

(kde g je hromadny bod mnoZiny T'), je nutné a staci, aby existovala limita dvourozmér-
ného rozdéleni Fp,, limy (4 Fe.e, ve smyslu slabé konvergence (konvergence v pod-

staté) odpovidajicich distribuénich funkei.

Dukaz. (Nutna podminka.) KdyZ & — n pro t — to dle pravdépodobnosti, pak pro

dvourozmérny vektor (&, &) plati, Ze

P-  lim  (&,&) = (n,1)

(t,s)—)(to,to)

a konvergence dle pravdépodobnosti implikuje konvergenci distribuc¢nich funkei v pod-

staté, tj. v bodech spojitosti limitni distribuéni funkce.

(Podminka postacujici.) KdyZzt — tg, s — to, pak sem zapada i specialni pfipad, kdy
s =t a konvergence se déje podél hlavni diagonaly. Protoze rozdéleni nahodného vektoru
(&, &) je soustiedéno na hlavni diagonale, pak i jeho limitni rozdéleni, pokud existuje,
si zachovava tuto vlastnost. Necht f.(-) je redlnd nezaporna funkce, kterd se rovna nule

v nule a mimo e-okoli je rovna 1. Pak dle CebySevovy nerovnosti

P& =6l > e} SELE— €)= [ [ Jele =) e (dr,dy)
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Lze zvolit f.(-) jako spojitou, je ohranicena, a diky slabé konvergenci distribuénich funkei

plati, Ze integral na pravé strané pfi ¢, s — tg konverguje k integralu

/R j fola —y) By (de, dy),

kde F, (-, ) je limitni distribu¢ni funkce, ktera je soustfedéna na hlavni diagonale, a tudiz
integral je roven nule. Tim jsme dokazali, ze posloupnost je cauchyovska v pravdépodob-

nosti. O

V pripadé spojitosti zaloZzené na konvergenci dle pravdépodobnosti, hovofime o sto-

chastické spojitosti, je to nejslabsi rozumna spojitost nahodnych procesi.

Definice 11. Nahodny proces {&;, t € T'} se nazyva stochasticky spojity v bodé ¢ € T,
kde tg je hromadny bod v T, kdyz plati

P-lim & = &, .

t—1o

Poznamka. Pojem stochastické spojitosti je jednoznacné odvozen od chovani dvouroz-
mérnych rozdéleni ndhodného procesu a nikterak nesouvisi s chovanim jeho trajektorii.
TakZe napt. poissonovsky proces je spojity dle pravdépodobnosti v kazdém bodé, 1 kdy?z
jeho trajektorie jsou skokovité, nebot skok mize nastat v kazdém bodé, ale pouze s nulo-

vou pravdépodobnosti.

Definice 12. Nahodny proces {&, t € T} je spojity dle kvadratického stfedu v bodé
to € T, kde ty je hromadny bod v T, kdyz

}g{é E{|& — & [} = 0.

Véta 14. Aby néhodny proces {&, t € T} byl stochasticky spojity na 7', je nutné a
staci, aby rozdéleni F ¢, (-,-) bylo slabé spojité na T x T' ve dvojici (s, 1).

Duikaz. Primo plyne z Véty 13. O

Véta 15. Aby ndhodny proces {&;, t € T'} byl spojity dle kvadratického stredu na T', je
nutné a staci, aby byla spojitd funkce E{£,€,} na T x T,

Duikaz. Primo plyne z Véty 12. O
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4.2 Derivace

Je zfejmé, Ze pojem derivace stochastického procesu se bude odvozovat od chovani podilu

Eevn — &
h

pfi h — 0 vuci ruznym typum konvergence.
Browntv pohyb nema derivaci ani vii¢i konvergenci dle pravdépodobnosti, nebot kdyby

tento podil mél pfi A — 0 limitu dle pravdépodobnosti, pak musi existovat 1 limita dle

distribuce, coz ale neexistuje, nebot podil

Eevn — &
h

ma rozdéleni N(0, 1/h), coz nemé limitu pfi h — 0. Naopak poissonovsky proces je

diferencovatelny podle pravdépodobnosti, ale neni diferencovatelny podle kvadratického
stredu. Plati totiz
P {M < 5} 1
h h—0

pro kazdé ¢ > 0, nebot s pravdépodobnosti 1 je &y, — & = 0, ale dle kvadratického
stfedu limita nema smysl. Protoze kdyby existovala takovato limita, musela by byt diky

predchozimu nulova, takze staci studovat chovani

S R AN B RN AN
h h
1 2 1 2
= ﬁE{(ftJrh — &) }: ﬁE{A ft}a
coz nemiize konvergovat k nule pti i — 0, nebot E{A?* £} = ah + (ah)? pro poissonovsky

proces.

Odtud plyne, Ze pojem derivace zalozeny na konvergenci dle pravdépodobnosti nema

zadouci vlastnosti, a proto se zamérime na konvergenci dle kvadratického stredu. a

Véta 16. Nutnou a postacujici podminkou pro existenci derivace ve stfedné kvadratic-
kém smyslu v bodé tg € T' pro nahodny proces {&;, t € T'} s nulovou stfedni hodnotou je

existence zobecnéné derivace druhého tadu v bodé (tg,to) jeho kovarianéni funkce.

Poznamka. Zobecnéna druha derivace je definovana jako dvojna limita

. R(to+h, to+h') — R(to + h, to) — R(to, to + h') + R(to, to)
im ,
h, ' =0 hh

pokud tato existuje.
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Duikaz. Rozepiseme-li

§en — & Gw — &
h h

2
R(t+h,t+h)—=2R(t+h,t)+ R(t,t) R+~ t+1")—-2R(t,t+1)+ R(t, 1)
h2 + (h/)Q

R(t+h,t+h)— R(t+h,t)— R(t,t+ 1)+ R(t,1)
hh'

pak ziskavame

—2

Odtud ihned plyne, Ze existence limity
R(t+h,t+1")—R(t.t+h)— R(t,t+1')+ R(t,1)

I
hh1 50 R
je nutnou a postacujici podminkou pro existenci derivace dle kvadratického stredu. O

Véta 17. Pro to, aby ndhodny proces {&, ¢ € (a,b)} mél spojitou derivaci dle kvad-
ratického stiedu, je nutné a staci, aby E{&E,} na (a,b) x (a,b) méla spojitou parcidlni
derivaci druhého fadu vici ¢ a s, nebo aby E{{;} byla spojité diferencovatelnd funkce na

(a,b) a existovala spojita parcialni derivace

0?R(s,1)
ds ot
od prislusné kovarianc¢ni funkce. Odtud téz ihned plyne, Ze kovarian¢ni funkce prislusné

derivace & je pravé ona parcialni derivace kovarianéni funkce procesu {&, t € (a,b)}.

Dukaz. Aby proces {x:, t € (a,b)} byl spojity dle kvadratického stfedu, je nutné a
staci, aby

lim )E{fsgt} = E{fto}z

S,t—)(to,to
pro kazdé ty € (a,b). Kdyz derivace {£, s € (a,b)} bude spojita dle kvadratického stredu,
pak musi bz’/t dle predchoziho E{f;a} = 82811(85;75) spojita na (a, b) X (a,b). Naopak kdyZ bude
2 aRs(asj) a bude spojita, pak existuje i zobecnéna derivace a tedy existuje derivace

dle kvadratického stredu a diky spojitosti této derivace je i derivace dle kvadratického

existovat

stredu spojita na (a,b). O

Poznamka. Kdyz existuje £ v bodé ¢, pak

Elel) = o EI6)
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4.3 Integral

Jak definovat integral od ndhodného procesu? KdyZ je ndhodny proces {&, t € (a,b)}
spojity dle kvadratického stredu, pak je prirozené definovat integral pres déleni intervalu

(a,b) pomoci integralnich sum
Z fsz‘(ti-l-l - ti)v
=1

kde {t; < s; <t;11}. Jde o to ukdzat, kdy existuje limita dle kvadratického stiedu

lim Z fsz‘(ti-l-l - ti)v

lall—=0;23

coz lze provést jako u klasického Riemannova integralu.

Véta 18. Je-li ndhodny proces {&;, t € {(a,b)} takovy, ze E{x(¢)} = 0 na (a,b), E{|z(¢)|*}
< oo pro kazdé t € (a,b), pak integral dle kvadratického stiedu existuje, kdyZ existuje ve

b rb
/ / R(s, 1) dsdt,

smyslu Riemannové integral

kde R(s,t) = E{x(s)z(1)}.
Dikaz. Oznac¢me
Vo = égs,‘(ti+l — 1)
Y = i}ﬁui(vm — vi),
A, = {60 Ay = {v;}7,. Dale

E{| Y, — Yul*} = E{|Vul®} — E{D D} + E{| Y0} — E{D Y0} =
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3
[
-
3
[
-

-, R(si,uj) (tigr — ) (vjp1 — vj) —

=1 j7=1
n—1m-—1
- R(uj,si) (i — 1) (0501 — v;) +
=1 j7=1
m—1m-—1
+ R(uiyu;) (vigr — vi) (0j41 —v5) — 0
i=1 j=1 llA[|—0
tehdy, kdyz existuje
b b
/ / R(s, 1) dsdt
ve smyslu Riemannové. O

Poznamka. V mnohych monografiich a uc¢ebnicich je predchozi véta vyslovena jako téz
nutna podminka pro existenci integralu ve smyslu konvergence dle kvadratického stredu.
Lze ale ukézat, Ze tomu tak neni. Problém je totiz v tom, jak jsou definovany prislusné
integralni sumy vystupujici v definici dvourozmérného Riemannova integralu. V pripadé,
ktery je uvazovan ve vyse uvedeném dikazu, jde o sumy typu (A), totiz sumy tvaru
> Rz, 2;) Ay Ay,
v
kde z; € (yi,Yiv1)s 25 € (Yj, yj+1), kdeZto pii definici Riemannova dvourozmérného inte-

gralu jde o sumy typu (B)
> Rlzij.zi;) Ayi Ay,
v
kde (zij, %) € (4o Yix1) X (¥j,Yj+1). Je ihned vidét, Ze sumy typu (A) jsou specialnim
pripadem sum typu (B), jejichZ konvergence zarucuje existenci Riemannova integralu a
nikoliv konvergence sum typu (A). BliZze viz [9], kde je ukazana konstrukce ndhodného

procesu, ktery je integrovatelny dle kvadratického stredu, ale jeho kovarian¢ni funkce neni

riemannovsky integrovatelna.

Nyni se obratime k Lebesgueové integralu od kovarian¢ni funkce a zjistime, jak se

situace zméni. Uvazujme nahodny proces X = {Xy, t € (0,1)}, kde

Xy =0  proiracionalni ¢

Xy =mn  pro racionalni ¢,
pricemz n je nahodna veli¢ina s rozdélenim N (0, 1). Snadno lze zjistit, Ze
R(s,t) =1 pro s, t racionalni

a jinak, R(s,t) = 0. RovnéZ je ihned vidét, ze Lebesguetv integral

11
/ / R(s,t)dsdt =0,
o Jo
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ale funkce R(s,t) nesplnuje podminku konvergence pro integralni sumy typu (A), coZ je
nutna a postacujici podminka pro existenci integralu [ X, d¢ ve smyslu stfedné kvadra-

tickém. Tedy f5 X, di v tomto smyslu neexistuje.

Piiklad. Necht 7' = (0,1), 7 ndhodné veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim na (0, 1).
Definujme & = 0 pro t < 7(w), pro t > 7(w) poloZme

1

)

Dokazme, Ze proces {&(w),t € (0,1)} je spojity dle pravdépodobnosti, ale integral

[ &(w) dt ve smyslu konvergence dle pravdépodobnosti neexistuje.

ProtoZe 7(-) je rovnomérné rozdélena na (0, 1), pak
Plw:&w)=0}=P{t<7(w)}=1—-1
P{w:ft(w): ! }:P{T(w)<t}:t.

t—7(w)

P1i studiu stochastické spojitosti procesu na (0, 1) je nutné studovat chovani rozdilu

1o (w) = ()]

pii s — tg. Pokud budeme uvazovat s  to, pak oznacme A; = {w: s < 7(w)} a lze tedy
psat pro libovolné n > 0

P{w: |&(w) = &y (w) > n} =
P{w: {J&(w) = Go(w)] > 1} 0 Ay} +

+P{w: {|€u(w) — & (w)| > n} 0 A5} =
Plw:{[6(w) = & (@) > n} N AL N AL+

+P{w {l&(w) = & (@) >} N A; N A} < Plws < 7(w) <t} +

o {“’ ‘ {<s e ”} " 0 Ai} o

Obdobné pro s \ to.

Tim je dokazana stochasticka spojitost procesu. Nyni k existenci integralu vzhledem ke
konvergenci dle pravdépodobnosti. Kdyby integral ve smyslu konvergence dle pravdépo-
dobnosti existoval, pak by pro kazdou posloupnost déleni {A,, } intervalu (0, 1) s ||A,] N\, 0
platilo, ze

1
P- 1im 3°() = /0 £ di.
Necht A = (to,t1,...,t,) je déleni intervalu (0, 1). Necht S(w, £) je odpovidajicl integralni

suma, tj.

n—1
= Z le‘(ti-l—l - t2)7 Zs - <ti,ti+1>.
=1
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/iejme

n—1 1
S(w,f) = Z>: m(h{—l - ti)v

kdyz 7(w) € (t;,t;41). Jestlize zvolime z; jednou vétsi nezli 7(w) a podruhé 2! mensi nezli
7(w), ale stale bude 2% € (¢;,7;41), pak rozdil odpovidajicich integralnich sum bude préavé

—— (1)
z — T(u)) J+1 a7
coZ 1ze uéinit libovolné velkym vhodnou volbou bodu z;, i kdyz (¢t;41 — t;) — 0 pro

IIA]| N\ 0. Pak tedy integralni sumy nemohou byt cauchysovské podle pravdépodobnosti.

7 toho tedy vyplyva, ze nema prilis cenu se zabyvat integralem ve smyslu konvergence
dle pravdépodobnosti, protoze jsme ukazali, Ze nahodny proces spojity dle pravdépo-
dobnosti na kompaktnim intervalu zde neni integrovatelny ve smyslu konvergence dle
pravdépodobnosti, coz je neptijemna skutecnost. Soustredime se tedy na konvergenci dle
kvadratického stredu. Je ale dulezité si uvédomit, ze definice integralu dle kvadratického
sttedu je odvozena od chovéani kovarianéni funkce procesu (tedy od jeho koneénérozmér-
nych rozdéleni) a nikoliv od vlastnosti jeho trajektorii, které de facto ani nemusi byt
integrovatelné. Presto se lze ptat, jak souvisi integral dle kvadratického stredu s integra-
lem podél jednotlivych trajektorii, pokud tyto budou vhodné méritelné funkce a lze tak
uvazovat bud Riemanntv ¢i Lebesguetv integral. Pokud lze integrovat trajektorie riema-
novsky, pak oba integraly splyvaji s.j., tj. integral dle kvadratického stfedu a Riemannuv
integral podél jednotlivych trajektorii. Toto vyplyva z toho, ze obé konvergence maji spo-
lecnou konvergenci dle pravdépodobnosti a ta ma limitu jednozna¢né urcenou ve smyslu
s.j. Pokud chceme uvazovat integrovatelnost dle Lebesguea, pak je nutno zavést pojem
méfitelného procesu, tj. nahodna funkce £(¢,w) je méfitelna vici kartézské o-algebre, ge-
nerované o-algebrou A nahodnych jevu a o-algebrou borelovskych mnozin v T'. Pak na

zakladé Fubiniho véty plati za predpokladu existence integralu

[ B @} i < oo,

b b
existuje/ |&x(w) P dt s.j., tedyi/ |E(w)| dt s.].

Véta 19. Necht existuje pro centrovany proces {&, t € (a,b)} integral ve smyslu Rie-

mannové od jeho kovarianéni funkce R(-,-)

/ab/ab]%(s,t)dsdt.
E{/abftdt} _ /abE{ftdt}
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E{/abftdt-g} — /abR(t,s)dt
E{/abftdt-/abgds} — /ab/ab]%(s,t)dsdt.

Duikaz. Plyne primo z definice integralu dle kvadratického stredu. a

4.4 Stochasticky integral od nenahodné funkce

Jedné se o konstrukei integralu typu [ f(t)dé&, kde f(-) je nendhodné funkce patiici do
néjaké tiidy funkei a {&} je ndhodny proces na (a,b). Pokud by trajektorie od procesu
{&} byly s.j. diferencovatelné dle kvadratického st¥edu, pak by nemélo smysl uvazovat

tyto integraly, protoze v rozumné teorii stochastického integralu by muselo byt

[ rwag = [ wear i

Tudiz diferencovatelnost neni nutnym pozadavkem, dokonce ani kone¢na totalni variace
£ na (a,b) neni zadana, protoZze by nebylo mozné uvazovat stochasticky integral od wie-
nerovského procesu, ktery na libovolném intervalu neméa konec¢nou variaci. Je tedy nutné
zvolit jiny pristup k definovani vhodného integralu a ukaze se, Ze pristup zalozeny na
konvergenci dle kvadratického stfedu je opét schudny.

Necht tedy {&(¢), t € T'} je nahodny proces s ortogonalnimi pfirustky. Pak ke kazdému

takovému procesu existuje neklesajici funkce F'(-) definovana rovnéz na T' takova, ze

E{I€t) — &)} = (1) — F(s)

pro kazdou dvojici s < ¢, s € T, t € T. Tento vztah budeme téz symbolicky zapisovat
jako
E{dE®)1*} = dF(2).

Funkce F(-) je jednoznac¢né uréena aZ na aditivni konstantu. ProtoZe funkce F'(-) je mono-
ténni, miZze mit nejvyse spocetné mnoho bodu nespojitosti, kde F(s40)— F(s—0) > 0.
V ostatnich bodech mnozZiny T je funkce F(-) spojitd, a tudiZ i proces {£(t),t € T}
v téchto bodech musi byt spojity dle kvadratického stfedu. V bodech, kde funkce F'(-)
ma skok, 1ze definovat limity zprava a zleva pro proces {£(t), t € T'} dle kvadratického

sttedu, jak plyne z vlastnosti monotonie funkce F(-). Pak plati

P(t)y—FPt—0) = E{[¢(t) =&t —0)*}
P(t+0)— F(t) = E{|&(t+0)— &)}
F(t+0)—F(t—0) = E{Jg(t+0)—&(t—0)*},
kde £(t — 0) znadi limitu dle kvadratického stiedu zleva. Analogicky pro (¢ + 0). Nenf

zadnou ztratou na obecnosti uvazovat mnozinu 7' za interval, bud otevfeny ¢ uzavieny.

Tim ani nevylucujeme pripad T' = IR.
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Nyni kratce nastinime, jak vypada konstrukce stochastického integralu od nendhodné

funkce definované na T' vzhledem k procesu s ortogonalnimi prirtustky.

Nejdiive zadefinujeme stochasticky integral pro jednoduchou funkci f(-), kde
= 0 pro t<a
ft) = ¢ pro aj1<t<aj, j=2,3,...,n
= 0 pro t>a,,

pricemz a; < ay < as < --- < a, jsou libovolna realna cisla.
Pak polozime
n

[ a6 = 3 s~ 0) — €lars — 0]

J=1

vvvvvv

zleva spojitou, aby generovala miru na borelovskych podmnozinach v IR. Pak bude i proces
£(t) zleva spojity dle kvadratického stfedu a stochasticky integral pak ma jednodussi

vyjadreni
n

[ e = X e letar) — i)l

— 00 =1

Diky ortogonalité prirtstku procesu {£(t), ¢ € (—oo,400)} je ihned vidét, Ze jednak je

integral definovan pro jednoduché funkce jednoznac¢né jako nahodna veli¢ina, tj. ve smyslu

)

Tento dulezity vztah udava navod, jak rozsitit stochasticky integral pro kazdou funkci

skoro jisté a jednak plati pro dvojici jednoduchych funkci

/_T: () = Fa(t)2dF() = E {‘/j: Fu(t) dE(t) — /T: (1) de()

f € La(IR, F'), kde funkce F'(-) definuje jednozna¢né miru na borelovskych podmnoZinach
v IR.

Pojem ortogonalnosti prirustkia nahodného procesu na IR lze zobecnit na pojem na-

hodné ortogonalni miry, ktera muze byt definovana v libovolném prostoru, a ne pouze
v IR.
Pojem ortogonalni nahodné miry

Necht F je neprazdna mnozina, necht M je systém podmnozin v E zatim blize neurceny.
Déle necht kazdému A € M je pfifazena nahodna veli¢ina z(A) (obecné s komplexnimi

hodnotami) a p(A) takové, ze
L E{(A)) = 0, E{J=(A)} < oo
2. Z(Al U Ag) == Z(Al) + Z(Ag) SJ pfl Al N AQ = @, Al U AQ € M
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3. E{2(A1) z(A2)} = p(A1 N Ay), kdyz Ay N Ay € M spolu s Ay, Ay € M,

kde u je néjaka mnoZinova funkce na M spliwjici p(@) = 0. Systém ndhodnych veli¢in
{z(A), A € M} se nazyva elementarni ndhodna ortogonalni mnoZinovéa funkce na M.

Ortogonalni proto, ze pii Ay N Ay = 0 je E{z(Ay) 2(As)} = p(0) = 0.

Vlastnosti:

p(A) = E{[z(A)}, w(®) =0

2. (AU Ag) = E{]2(A1 U A) P} = pu(Ag) + pu(Az) + 20(A1 0 Az) = p(Ar) + p(As)
pfi Ay N Ay =0, uje tedy koneéné aditivni na M.

vvvvvv

na M takovym zpusobem, aby se dala pfipadné rozsitit na o(M) do miry.
Necht L(M) je ttida vsech jednoduchych M-méfitelnych funkei definovanych na F,
t].

L(M) = {f(-)  f(2) = éck XAk(x)}, Ap e M.

Definujme stochasticky integral pro f € L(M) nasledovné:

/Ef(:z;) d=(x) = kz_j cr 2(Ap).

Je nutné dale predpokladat néco o systému M, aby stochasticky integral jako nahodna
veli¢ina byl urcen jednoznacné, napt. staci, aby M byl polookruh. Necht f, g € L(M),
pak f(-)g(-) € L(M) opét a méa smysl uvazovat

[ J@) (@) de(a).

Plati

[ ) axte [Lote) dx(o)} = S enden(d0) (= [ 1030 dute)),

coz bychom chtéli, aby platilo 1 v pfipadé, kdyby bylo mozno mnozinovou funkei p pro-
dlouzit do miry a uvazovat La(FE, o(M), u) = La(u) misto L(M).

Predpokladejme tedy, ze M je alespon polookruh, coz je systém uzavieny vuci pruniku
dvou prvki (podmnozin) takovy, Ze rozdil dvou prvka Ay, As, tedy A;—As, se d& vyjadrit

jako konecné sjednoceni disjunktnich prvkua z M, ¢ili

N
=1

vvvvvv

pfimce spolu s prazdnou mnozinou.
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Necht tedy M je polookruh a na ném g mnozinova funkce generovana elementarni
ortogonalni ndhodnou mnozinovou funkei z(-). Budeme pfedpokladat, Ze u je na M polo-
o-aditivni, neboli pro kazdé A € M takové, ze kdyz je A pokryto spocetné mnoha prvky
7z M, tj.

AC |JAr ApeM,

k=1

pak
H(A) < 3 (),

Lze totiz dokazat, Ze tato polo-o-aditivita je nutnou a postacujici podminkou pro to, aby
se aditivni nezaporna funkce p na M, ktera neni identicky +oo, dala rozsirit jakozto mira

na nejmensi o-algebru nad polookruhem M.

Pro dalsi budeme definovat isometrické zobrazeni
I:L(M)— Ly(Q, A, P)

a to pomoci I(f) = [; f(x) dz(x), pricemZ plati

E{‘/Efdz

jak plyne z vyse uvedené vlastnosti. Protoze L(M) je vSude hustd podmnozina v Ls(p),

b= Sl utan = [Pt

1ze toto isometrické zobrazeni rozsitit z L(M) na cely prostor Lz(u) a pomoci néj definovat

stochasticky integral pro kazdou funkci f € La(u)

1(f) = [ fla) ds(a)

jakoZto ndhodnou veli¢inu pattici do L1(€, A, P), presnéji do uzavéru nad nahodnymi
veli¢inami tvaru I(f) pro f(-) jednoduchou funkei z L(M).

Tato konstrukce bude fungovat, kdyz bude mozno rozsitit p ze systému M na o(M),
aby zde byla mirou, tzn. nezapornou o-aditivni mnozinovou funkei. Pak lze téz i elemen-
tarni ortogonalni mnozinovou funkci z(+) rozsitit na ty podmnoziny A € o(M), pro néz

je t(A) < 0o, a to vztahem
A(A) = /E%(x) dz=(2).

Hovorime pak o ortogonalni nahodné mirte.

Véta 20. Pro f, g € La(u) je

L fp(af + B9) (2) d=(a) = a fy flz) d=(e) + 6 [ g(a) d=(a) s.].

2. Kdyz f, — f v La(u) (dle kvadratického stiedu), pak (g f,dz — [p fdz dle
kvadratického st¥edu v Lo(€2, A, P).
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Dukaz. Uvedené vlastnosti pfimo plynou z konstrukce stochastického integralu a z vlast-

nosti Hilbertovych Ly-prostort. a

vvvvv

Proces {&:} je definovan na (a,b) s ortogonalnimi pfirustky, E{¢;} = 0 pro jednodu-
chost, definujme F'(¢) = E{|§, —£,|*}. Thned vidét, Ze F(t) je neklesajici, F'(¢t) > 0, F(a) =
0. Kdyz {&} bude spojity zleva dle kvadratického stiedu, pak i F(-) je spojita zleva a

definuje miru na borelovskych podmnozZinach v (a,b). Diky ortogonalité je

(e, d) = & = &

elementarni ortogonalni nahodna mnozinova funkce, ktera se da rozsifit na ortogonalni

nahodnou miru na vsechny borelovské podmnoziny a lze definovat ff f(t)dé& s tim, ze

)

KdyZ budeme uvazovat Wieneruv proces {w(t), t € (0,7}, jde o proces s nezavislymi

Aﬂﬂwﬁwwsz{[fﬂw%t

prirtstky, a lze tedy definovat stochasticky integral typu

[0 det)

pro kazdou funkci f € L3(0,T), nebot zde F(t) = o?t.

Poznamka. Wiener puvodné uvazoval stochaticky integral pro funkce majici derivace
integrovatelné s kvadratem, tj. f'(-) € Ly({a,b)), a pro takové funkce definoval integral

vadi dw(t) nasledovné pomoci vztahu per partes

[ Fau(t) = £0)w(e) — flaywia) — [ @) d

a uzil opét izometrii a vlozeni do Ls({a, b)), protoze funkce s kvadraticky integrovatelnou

derivaci tvoii vSude hustou podmnozinu v Ls({a,b)).

Necht funkce g(¢, -) patii pro kazdé t € T' do Lo(p), pak ma smysl stochasticky integral

/Eg(t,x) dz(z) = .

{n:} je tedy novy proces na T, pficemz E{n;} = 0

E(i} = [ glt.a)gls ) dpfa).

kde p je mira odvozené od ortogonalni nahodné miry dz(-).
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5 Korelacni teorie nahodnych procesa

Necht na mnoZiné T' je dan stochasticky proces {&(-)} s koneénymi druhymi momenty a

necht pro jednoduchost je centrovany, t;j.
E{&} =0, prokazdéteT.
Kdy?z lze proces {&, t € T'} vyjadrit ve tvaru stochastického integralu
&= [ 10z,
kde (A, T, p1) je néjaky méfitelny prostor s mirou u takovy, Ze
E{|dz(M)]*} = du(N),  f(s,) € La(p) pro kazdé s € T,
pak kovarian¢ni funkce méa tvar
R(s,t) = E{6E} = [ S(s. ) TN dpu()

Co lze Tici v opacném sméru?

Véta 21 (Karhunen). Kovarianéni funkce centrovaného stochastického procesu {&;, t €

T} je vyjadfitelna ve tvaru

Ris.t) = [ (s, 0) 70N dpu())

kde f(s,-) € L2(A, 0, ) pro kazdé s € T pravé tehdy, kdyZz existuje ortogonalni nahodna

mira z(-) na (A, 0) takova, Ze

&:/Af(t,)\)dz()\) 5.j.

Dukaz. Kdyz {&, t € T} je vyjadfitelny jako stochasticky integral vadci z(+), pak z vlast-
nosti stochastického integralu plyne rozklad kovarian¢ni funkce.

Naopak, nejdiive predpokladejme, Ze funkce { f(s, -) } tvori bazi v prostoru Ls(A, 0, p) =
La(p), tj., kdyZ o(+) € La(p), pak existuje posloupnost funkei tvaru

kn

onl) =l F(15,3),

i=1
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kde ¢, — ¢ dle kvadratického stredu vuci p.
Necht S € 0, u(S) < +oo, pak indikator mnoziny S s(-) € La(u), a tudiz existuje
Ya(X) = ] 2yal f(t7,A) — s(A) pfi n — oo; polozme

n
w) = Z_: ay ftf (w)

Dokazme, Ze {z,(5,-)} je cauchyovska dle kvadratického stiedu. Snadno je vidét, Ze

E{ln(S) = 2n(S.) T} = [ 16a) = eV du(d) — 0

n,Mm—+00

a dle Gplnosti Ly-prostort musi existovat limita, oznac¢me ji z(.5). Vlastnosti z(.5) jsou

nasledujici:
a) E{z(9)} = limy—e E{2,(5)} = 0 diky centrovanosti {&}.

b) 51N Sy =0, Sl, Sy € O, pro kazde SZ, i = 1,2 existuje posloupnost @/)gz)()\) =
Sizray” £ 0, 05 (0) = Thoa o) £, 0), utvorime {z,(S7)}L, i = 1,2

E{:(5) (%)} = lim E{zn 1) za(S2) } =
= lim [ )BT = [ 95 (N) s, (V) du(d) =

dle Lebesgueovy véty o dominantni konverenci

= E{ Sl SQ)} = M(Sl N SQ)
C) Z(Sl U 52) = Z(Sl) + Z(Sg) SJ pfl Sl N 52 = @

E {12510 82) = 2(51) = 2(52) '} = [ (s () = $s,() = s, (A) ),

z CehoZ plyne, kdyZ pti S; N Sy = 0 je prava strana rovna nule, pak i leva strana je

nulova a z nezapornosti integralu plyne, ze musi byt
Z(SlUSQ) :Z(Sl)+2(52) SJ
Nyni polozme n; = [, f(t,A)dz(A) a chceme dokazat, Ze & = n; s.].

E6 —nl*) = R(t.1)— E{6T) — E{Gn)} +
FE{ml?} = R(t.1) — E{&TR) — EEm) + [ 17t )Pdu())

Nyni stac¢i dokazat, ze E{&m} = E{&mit = [o |f (£, N)]*du()), coz plyne ze spojitosti

skalarniho souc¢inu a z faktu, ze

E{&d=()} = f(t,3) du(N).
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Dikaz byl proveden za predpokladu, ze {f(¢,-)} tvori bazi v Ls(A, 0, ). KdyZ netvori,
doplni se o takové funkce g(t,-), t € T" patiici do Lo(A, T, p), Ze plati

SN gEN du() = 0
pro kaidé s € T, t € T', T N'T" = (); poloime
k(t,\) = f(t,A) proteT
= g(t,\) proteT"

Systém {k(t,-)}, t € T UT' tvori jiz bazi v La(A, 0, u). Necht nyni {y:, t € TUT'} je
takovy proces, Ze y; = n; prot € T a {y;, t € T'} je gaussovsky centrovany s kovarianéni

funkci tvaru
R(s,t) = [ g(s. ) (2] dp()

a nezavisly na {n,, t € T'}. Takovy proces lze vidy zkonstruovat. Tim je zkonstruovana
baze z funkei {k(¢,-)} v L2(p) a lze postupovat, jak jiz bylo provedeno dfive za predpo-
kladu, ze systém funkei {f(s, )} tvoii bazi v La(A, 0, u). O

5.1 Spektralni reprezentace slabé stacionarnich nahodnych po-
sloupnosti a procesi

Budeme predpokladat, ze {&,t € T} je slabé staciondrni centrovany nahodny proces
s kovarian¢ni funkel R(?). Budeme se zabyvat dvéma piipady, a to T'= Z a T = IR.
V pripadé T' = Z hovorime o slabé stacionarnich posloupnostech, v pripadé T = IR

o procesech.

Véta 22 (Herglotz). Necht {{,, n € Z} je slabé stacionarni centrovana nahodna

posloupnost. Pak hodnoty jeji kovarianéni funkce R(-) se daji vyjadfit ve tvaru
R(n) = / ¢ dF()), ne Z,

kde F(-) je neklesajici, zleva spojita funkce na (—m, ) takova, ze F(—m) = 0. F(-) je

v tomto smyslu jedina.

Dukaz. R(-) je jakoZto kovarian¢ni funkce pozitivné semidefinitni, tudiz

N N
ZZC ¢, R(t; —tg) > 0.

7=1 k=1

Polozme t; = j, tp, =k, ¢; = ¢=*™ pro —m < XA < 7 a oznaéme
1

PN - 2m N

N N
ZZRJ . —2/\(] k)

7=1 k=1

46



Jisté on(A) > 0 pro kazdé A € (—m,m) a substitutce k = j — k dava vyjadieni

1 N-1 )
N = N - ik,
=y X (V= i)

Déle oznadme N

Fn(\) = / o (1) du.

—T

Protoze ¢n(-) > 0, pak Fy(A) je neklesajici na (—m,m), Fn(—m) = 0. Jelikoz plati
[T e*dx = 27 prok =0
=0 prok#0, ke Z,

polozme F,(A) = 0 pro A < —m, F,(A) = [T on(A)dX = R(0) pro A > 7. Tim je F,(+)
definovana jako neklesajici funkce na celém IR a dle prvni Hellyovy véty (viz napiiklad
[6]) 1ze vybrat z posloupnosti { F,,} podposloupnost, kterd konverguje k neklesajici funkci
(jedna se o konvergenci v podstaté, tedy v bodech spojitosti limitni funkce, kterou lze
dodefinovat na zleva spojitou v kazdém bodé). Dle 2. Hellyovy véty plati o konvergenci
integralu, ze
Jim _7; G Fy, (X) = /_ 7; FPAF (),
ale
/7; eMdFNk()\) = /7; eitAc,oNk()\) d) = R(t) ll — %1 pro [t| < Ng,

pro [t| > Nj je integral roven 0.

Ziejmé limg_0 R(1) (1 — %) = R(t) pro kazdé t € IR. Protoze R(0) = F(m +0), tedy
limita zprava, lze beze zmény integralu tento pripadny skok umistit do zacatku do bodu

—m, tim se dosahne toho, Ze

Véta 23. Kazda slabé stacionarni centrovana nahodnda posloupnost se da vyjadrit ve

spektralnim rozkladu

¢ = /7r e dz(N), s.j.

—T

kde z(-) je ortogonalni ndhodna mira definovana na intervalech v (—m, 7) a spliujici vztah
E{|d=(\)*} = dF()),

kde F () definuje spektralni miru prislusnou kovarianéni funkei posloupnosti {£,,, n € Z }.

Dikaz. Znéni véty ihned plyne z Karhunenovy véty, nebot diky predchozi vété plati, ze

E{¢0E) = [ TR,
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Poznamka. Nahodna mira z(-), z(A) = [7_¥a(A)dz(A) se d& rozsifit z intervalt na

libovolnou borelovskou podmnozinu v (—m,7) a ortogonalita znamena, Ze
/ dF()\) = E{2(B,) Z(Ba)}.
Bi1NBsy

Kazda neklesajici zleva spojita funkce definovana na (—m, ) predstavuje spektralni
funkci néjaké slabé stacionarni centrované nahodné posloupnosti. Pouzitim Lebesgueova
rozkladu (viz Dodatek 1) lze psat

F(A) = Fa(A) + Fa(A) + Fo(A),

kde F,(-) je absolutné spojita slozka, Fy(-) je Cisté skokovita slozka a Fs(-) je spojita
singularni slozka, ktera roste pouze na podmnozinach Lebesgueovy miry nula. Pokud
F; = F; = 0, pak hovofime o tom, Ze existuje spektralni hustota a je mozno vyjadrit

rozklad prislusné kovarianc¢ni funkce ve tvaru

Ry = [ €M) dy,

—T

kde F,(A) = f(A). V tomto ptipadé hodnoty kovarianéni funkce jsou vlastné fourierov-
skymi koeficienty od hustoty f(-).

Nasledujici véty uvedeme bez dukazu, jelikoz se jednd o znamé vysledky z Fourierovy

analyzy.

Véta 24. Kdyz kovarianéni funkce {R(n), n € Z} je absolutné sumabilni, tj. kdyz
+oo
> |R(n)| < +oo,

n=—0oo

pak existuje spektralni hustota.

Véta 25 (Inverzni vzorec). Existuje-li spektralni hustota f(-) kovariancéni funkce
{R(n), n € Z} a ma-li kone¢nou variaci na (—m, ), pak

=L 3 R
=5 e n

n=—0oo

ve vsech bodech spojitosti funkce f(-), coz je skoro viude vudi Lebesgueové mite na

(—m, ).

Dikaz Véty 24 lze najit ve [4], dikaz Véty 24 v [1].

Nyni se budeme vénovat spektralnimu rozkladu nahodnych procest.
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Véta 26 (Bochner). Kazda spojita kovarianéni funkce slabé staciondrniho nahodného

procesu se da vyjadrit ve tvaru

Ry = [ T g,

o0

kde F'(-) je neklesajici zleva spojita funkce, F'(—o0) = 0, F/(+00) = R(0). Funkce F(-) je

v tomto smyslu urcena jednoznacné.

Dukaz. Kovarianéni funkce R(t) je pozitivné semidefinitni a tudiZ pro kazdé T' > 0 a

x € IR je funkce
1 (T (T ,
fr(x) = —/ / R(u —v) e~ 2 qyde > 0,
T Jo Jo

nebot tento Riemanuv integral se da aproximovat integralnimi sou¢ty tvaru
> Ry —up) e T (g — ) (g — ).
ok

Zavedme substituci u = v +¢, v = w s jakobianem transformace

oo | |10
v v * 1
ot dw
Pak pri substituci
1 4T T—t ,
(u,v) — (£, ) fr(z) = = / / R(t) e dwdt =
TJ-1 J-t
B /T R(t)e™™ (1 - M ar= [T g () e dt
=T T —o0 T ’
kde
Ry(t) = R(t) (1=} pro —T <t <7
Rr(t)=0 jinde.
Mame tedy

Fr(z) = /+°o e Ry(t) dt > 0.

— 00

Obé strany vynasobime soucasné faktorem % (1 — |§—|) ¢"? a integrujeme podle z v (— X, X).

1 X x :
i [ (- 5) e

1/+°°sin21/2X(t—u)
21 Jooo  1/AXZ(t —u)?

Levéa strana je pak rovna

prava strana je rovna

RT(t) dtv
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protoze

/+X€—i(t—u)x 1_@ dx:sinzl/ZX(t—u)'
-X X 1/4X2(t — u)?

Leva strana je charakteristickou funkci, protoze v integrandu je soucin nezaporné funkce
s e pravd strana pii X — oo konverguje k Rr(u). Nyni vyuzijeme vlastnosti cha-
rakteristickych funkei: pokud posloupnost charakteristickych funkei konverguje bodové
k funkci, ktera je spojita v nule, pak je sama jiz tato limita charakteristickou funkeci.

V dal$im kroku vyuzijeme téZze vlastnosti pii T'— oo, kdy Rr(u) — R(u). O

Poznamka. Do jaké miry je nutna spojitost kovarianc¢ni funkce? Lze dokazat, ze kazda
lebesgueovsky méritelna kovarianc¢ni funkce splyva az na mnozinu Lebesgueovy miry nula

s néjakou charakteristickou funkei a je tudiz spojita skoro vsude, bliZe viz [6].

Véta 27. Necht {&, 1 € (—oo0,+00)} je slabé stacionarni centrovany nahodny proces
spojity dle kvadratického stredu. Pak plati

Foo |
ft:/ e dz(N), s

kde z(-) je ortogonalni ndhodna mira splijici pro kazdou dvojici borelovskych podmnozin
v IR vztah
E{z(B1)2(B2)} = dF'(A),

Bi1NBsy

kde F'(-) je pfislusna spektralni mira tohoto nahodného procesu, tj.

Ry = [ TR,

o0

Dikaz. Plyne piimo z Bochnerovy a Karhunenovy véty, protoZze proces spojity dle kva-

dratického stfedu ma spojitou kovariancéni funkci a naopak. a

Poznamka. JestliZe spojita kovarian¢ni funkce R(-) slabé stacionarniho procesu je ab-

solutné integrovatelna na IR, tedy existuje

| IR@)a,

pak existuje spektralni hustota f(-), ktera je spojita a ohrani¢end na IR, pficemz

FO) = % /_ 0; eI R(1) dt.
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5.2 Realné stacionarni procesy a posloupnosti

Realné slabé stacionarni posloupnosti ¢i procesy maji nékteré dalsi zajimavé vlastnosti.
Lze dokézat, ze v pripadé realné posloupnosti ¢i procesu jsou samoziejmé hodnoty pri-
slusné kovariancni funkce realné a lze je vyjadrit ve tvaru

1 ™
R(n) = —/ cosnAdW(X), n=0,+1,42,...
0

T
v pfipadé ndhodné posloupnosti, kde W (-) je neklesajici funkce na (—m, ), kterd je vyja-
dfitelnd pomoci hodnot kovarianéni funkce R(-) jako suma

R(k)

’ sin k A

W\ = RO)A+23

ve svych bodech spojitosti. Zcela analogicka situace je 1 v pripadé spojitého casu. Zde

kovarianc¢ni funkce je vyjadfitelna jako
1 %]
R(t) = —/ cost AW (X),
7 Jo

pticemz v bodech spojitosti funkce W (-) lze psat

W(X) = R(0) + 2/00 Ul sin u A du,
0o u
a W(-) je neklesajici funkce definovana na (0, +o00). Blize viz napf. [2]. O

Véta 28. Spektralni hustota nahodného slabé stacionarniho realného procesu je suda
funkce, neboli

JF) = J(=X)

pro skoro kazdé realné A ve smyslu Lebesgueovy miry na realné primce.

Dukaz. Necht {{;, t € IR} je redlny slabé stacionarni proces majici spektralni hustotu.
Pak plati, Ze R(t) = R(—t) pro kazdé t pro jeho kovarian¢ni funkei, tedy diky spektralnimu
rozkladu plati i

Foo | +oo .
/ emdF(A):/ eI AF(N).

o0

Diky existenci derivace F'(A) = f(A) a pouzitim substituce mame, Ze
+oo . +oo .
/ P FA)dA = / P F(—A)dA

neboli funkce f(A) — f(—A) je ortogonalni k tiplnému systému funkei {e**}, a pomoci jed-
nozna¢nosti charakteristické funkce musi byt f(A) = f(—\) skoro vsude viic¢i Lebesgueové

mite v IR. O

Poznamka. Zcela analogické tvrzeni plati i pro realné slabé stacionarni posloupnosti

majici spektralni hustotu.
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5.3 Derivace slabé stacionarniho procesu

Necht {&;, t € IR} je slabé stacionarni nahodny proces spojity dle kvadratického stredu
a majici rovnéz derivaci v kazdém bodé dle kvadratického stfedu. Chceme védét, zdali i

tato derivace je slabé stacionarni proces a jak vypada jeho spektralni mira.

Véta 29. Necht slabé stacionarni nahodny proces ma stfedni hodnotu nula a necht je

spojity dle kvadratického stredu a jeho spektralni mira splhuje pozadavek

+oo
/ A2F()) < oo.

Kdyz
Foo |
& = / edz(),

pak existuje derivace dle kvadratického stredu majici spektralni rozklad

+oo .
¢ = / INedz(N).

o0

Existuje-li navic hustota f(A), pak derivace {¢], ¢ € IR} mé rovnéz spektralni hustotu

f1(A) vyjadfitelnou ve tvaru

Duikaz. Nejdriive dokazeme, Ze ve smyslu konvergence dle kvadratického stredu

_ +oo .
hmM:/ iXedz(0),

k=0 k —o

} o
Il (= o

¢ili jde o to dokazat, ze

IimE {
k—0

E{ e =& /+Ooi)\emdz

k —co
[}

kA
Nyni najdeme integrabilni majorantu. Pro kazdé realné a > 0 plati

+oo .
&*’“k & / iINetdz ()

— 00

| )

—iA| dF(N).

k

e — 1| = /aemdu g/aldu = a,
0 0
pak
RN kA _ Y
—A < Al < Al < 2|A
- < | < <
Tedy 4)\? je ona integrabilni majoranta, kdyZ tedy pifedpokladdme existenci
+ oo
/ A2dF()).
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Kovarianéni funkce derivace {&], ¢ € IR} se vypocte nasledovné:

+oo . - +oo .
_ixemiNg ()\)} = [T aemarpy

o0

R() = (€, 2 = E{ [T ine a0 |

— 00

tedy R(t) skuteéné nezavisi na posunuti s, & musi byt centrovana jako puvodni proces
{&,1 € IR}, a tedy {&,1 € IR} je opét slabé stacionarni. Pokud existuje spektralni
hustota F'(X) = f(A), pak vztah

fi(A) = A f(N)
vyplyva z jednoznacnosti Fourierovy transformace. a

Pozndmka. ILze ukazat, Ze podminka existence [T°° A2 dF()) je téZ nutnou podminkou

pro existenci derivace dle kvadratického stiedu (blize viz [2]).

Poznamka. Obdobné jako v pfipadé integralu od ndhodného procesu se lze ptat, jak
souvisi derivace dle kvadratického stfedu s derivaci podle trajektorie, tj. ve smyslu oby-

¢ejné derivace jakoZto limity uvaZzované pro kazdé w € € zvlast

lim f(t + hvw) — f(t,w)

h—0 h

= &i(w).

Snadno se lze presvédcit, ze pokud existuje derivace dle kvadratického stredu v bodé ¢, a
pokud téz existuje derivace & (w) podél trajektorie ve smyslu konvergence skoro vsude,
pak obé derivace ve smyslu skoro vsude splyvaji, protoze konvergence dle pravdépodob-
nosti je implikovana jak konvergenci dle kvadratického stredu, tak i konvergenci ve smyslu
skoro vsude a limita konvergence dle pravdépodobnosti je jednoznacné urcena ve smyslu

skoro vsude.

5.4 Priklady slabé stacionarnich posloupnosti

a) Diskrétni bily Sum
Uvazujme posloupnost vzajemné nekorelovanych ndhodnych veli¢in {Y,,, n € Z},
E{Y.} =0,
E{Y,Y,} =0 pron#m, E{|Y,]*}=c"
Tedy R(n) = %fj’; ¢"*d\, neboli R(0) = o2, jinak R(n) = 0. Z toho plyne, ze posloup-
nost ma hustotu

f(A)=— na(—m, +m).

s
Tomuto typu ndhodné posloupnosti se rika diskrétni bily Sum.
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b) Klouzavé souéty MA(q) Necht {Y,} je posloupnost nekorelovanych nahodnych
veli¢in, E{Y,,} = 0, E{|Y,|?} = o2, necht ag, ay,...,a, jsou redlnd & komplexni ¢isla a

uvazujme

q
Xn:Za]‘Yn_]‘, nez.

Zieimé E{X,} =0 a
o 9 g
R(n) = E{X, X} = 0’ Z Zak @5 Okt j,
k=0 j=0
kde 6, = 1 pro p = 0, §, = 0 jinak. Z toho plyne, Ze R(n) = 0 pro |n| > ¢, a tedy pro
0<n<gqjeR(n ) = 02 Y120 g T
Volba a;, = —|—1’

se odvozuje i oznaceni MA (moving averages). Nyni odvodime hustotu této jiz na prvni

k=0,1,...,q vede k posloupnosti tzv. klouzavych praméru, od nichz

pohled slabé stacionarni posloupnosti. Hleddme vyjadieni pro {X,,, n € Z} ve tvaru
+m

X, = e g(\) dZy (N),

—T

spektralni hustota eX1stuJe nebot 7> |R(n)| < +oo. Protoze Y; = [T e dZy()),

n=—0oo

kde E{|dZy (M)} = & 2 d\, pak diky vyjadfen{ X, =3 0a; Yn_j,

+r 4
X, = / Za] =D Zy () =

+r ..
= / emA Z a]‘ G_ZJAdZY()\)

o =
q .
= g(A) = aje,
7=0

a tedy
2

Rim) = [Pl T dh = 1) = 2o

c) Linearni posloupnost (jednostrann)
Necht {Y;, t € Z} je diskrétni bily sum, E{|Y;|}* = o2, necht 3322, |ex]? < +o0.

Uvazujme
o0
Xt = Z Ck 1/7,‘—167
k=0

kde tada je minéna dle kvadratického stfedu (ma smysl diky poZadavku na koeficienty

{et}). Kovarianéni funkce od {X;} ma tvar

R(t) == 022Ct+]‘6]‘, t:0,1,2,...

R(—t) = R(t) prot=1,2,3,...

a tedy linearni posloupnost je slabé stacionarni.
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d) Zobecnéni linearni posloupnosti (oboustranna)

Necht {Y;, t € Z} je diskrétni bily sum, E{|Y;|*} = 0%, 72° _ |er]? < +o0. Polozme

k=—c0

+ oo
Xn = Z CL Yn_k, n € Z.

k=—c0

{X,, n € Z} je slabé stacionarni, E{X,} =0

R(n) = o > Ccugn, pron >0,

k=—c0

R(—n) = R(n) pron > 0.

e) Autoregresni posloupnosti AR(p)

Necht ag, aq, ..., a, jsou takova realna c¢isla, Zze ag > 0 a polynom
; 41, ; Up ] ) poly
. k
- ~1
P(z) =Y arz' " =ag +a; 2"+t q,
k=0

ma vSechny kofeny uvnitt jednotkového kruhu. Studujme moznost existence takové sta-
cionarni posloupnosti {X,}, Ze

aOXn + aan—l +--F aan—p = Yn7
kde {Y,,, n € Z} je opét diskrétni bily Sum.

Necht pro jednoduchost a, # 0. Hledame {X,,, n € Z} ve tvaru

0o 0o
Xn = Z Ck Yn—k7 Z |ck|2 < +0o0
k=0

k=0

(¢ili ve tvaru jednostranné linearni posloupnosti). Dosazenim do autoregresni rovnice zis-

kame srovnavanim koeficientu néasledujici vztahy
Qg Cog = 1

Cl001—|—6l100:0

aOCn—I'alcn—l—l'""l’apcn—p =0

pro n > p. Polozme A(z) = S0_gax 2%, C(2) = 352, ¢ 2. Vynéasobime piedchozi fadky
postupné 1, z, 2%, ..., se¢teme a dostaneme, Ze
AR () =1 0 =
2)C(z) = z) = :
A(z)
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Dle predpokladu o kotenech polynomu P(z) vyplyva, ze A(z) méa koteny vné jednotkového

kruhu. Necht jsou vSechny jednoduché zq, z;,..., 2,. Pak
I Zp: Ap
Alz) = — 2

pro |z| < 1 plati

2; — % Zjl—z 2j t=o \ %
Tedy
- AJ‘ - k a k—1
CORED pip S S P

j:l Z] < k=0 j:l

P 1
= Ck:ZAjzj_k_l, k=0,1,... a ¢=—.

— ag
71=1

Tim je dokazano, ze existuje feseni stochastické diferencéni rovnice
P
Z a; Xn_]‘ = Yn
=0

Protoze { X, } je linedrni posloupnost, pak je i slabé stacionarni a pozadavky na vlastnost
kofent polynomu P(z) jsou vlastné podminkou stacionarity. Hledame vyjadteni pro { X, }

ve tvaru
i

X, = e g(\) dZy (N),

kde musi byt
/ (N2 dA < +oo.

-7
Dosazenim do diferenéni rovnice mame
T i N pA T i
/ e (ao +ae"+--+a, e ? ) g(N)dZy = / e d Jy
-7 -7
1

= g\) = —— =
g( ) izo ak e_ZkA

o? 1

— e ——— X E (-7, +7).
o e emp ST

= JN) =

f) ARMA-modely ARMA(p,q) Necht{Y,} jediskrétni bily sum, E{Y,,} = 0, E{|Y,|*} =
0? > 0. Necht jsou dana redlna &isla ag, ay, ..., a,, bo,by,..., b, takova, Ze ag, by jsou ne-
nulova, ag > 0, a, # 0, b, # 0. Hledame linearni posloupnost {X,,, n € Z}, kterd splnuje

diferen¢ni rovnici

P q
Z ap. Xn—k = Z b]‘ Yn_]‘.
k=0 7=0

Uvazuje se ptipad p > ¢. Za predpokladii o chovani kotenii polynomii P(z) = S°0_ apzP",
aby viechny byly uvniti jednotkového kruhu a Q(2) = Y29_, by 277%, ktery musi mit koteny
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v absolutni hodnoté < 1, lze ukazat, Ze existuje stacionarni feseni této diferenc¢ni rovnice

se spektralni hustotou

27 Jag 4+ ay emN 4 ay, e A2

J)

Pri studiu slabé stacionarnich posloupnosti a procest je velice vyhodné pouzit vlast-
nosti Hilbertova prostoru. Jestlize X = {X,,, n € Z} je slabé stacionarni centrovana na-
hodné posloupnost tvorena nahodnymi veli¢cinami definovanymi na pravdépodobnostnim
prostoru (2,0, P), pak 1ze na X,, pohliZzet jako na prvek Hilbertova prostoru Ly(Q2, 0, P).
Ozna¢me H(X) podprostor v tomto Hilbertové prostoru, ktery je generovan vsemi hod-

notami posloupnosti {X, }, neboli

kde «; jsou obecné komplexni ¢isla a uzavér je minén v normé prostoru Lz(Q, 0, P).

Velice uzite¢nym nastrojem pro studium slabé stacionarnich posloupnosti se jevi izo-
morfismus [ : H(X) — La(F'), kde Ly(F') znadi Hilbertuv prostor vech integrovatelnych

s kvadratem funkei na (—m,7) vuéi spektralni funkei F.

Véta 30. Necht X = {X,, n € Z} je slabé stacionarni ndhodnd posloupnost se spekt-
ralni funkel F. Pak existuje izomorifmus [ : H(X) — Ly(F') dany vztahem

I(X,)=¢e™, neZ, \e(—m,m).

Ditkaz. Jestlize X,, = Xj s.j. vi¢i mite P v (,0), pak ¢ = ¢** skoro viude viici

mite generované spektralni funkei F' v (—m, ), protoze

E{X, X} = E{X, %) = [ 1dF(\) = / =RIA g (),

—T

Proto je zobrazeni I : X,, — €™ pro viechny hodnoty posloupnosti X dobfe definovano.

Nyni je zcela prirozené zobrazeni I linearné rozsifit nasledujicim zpusobem

N N
I Z (043 Xk = Z (043 eik/\, N € N
k=—N k=—N

kde «j jsou obecné komplexni. Snadno lze vidét, Ze skalarni soucin je invariantni vuci

zobrazeni I, nebot
N N

N N s
E{ Z ap X, - Z 3],7]} = Z Z akgj ez(k—y)AdF()\):
k=—N j==N —7

k=—N j=—N

. / ST ape™ S0 B e AR,
T j=—N j=—N
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coZ je hodnota skalarntho sou¢inu v La(F'). Tim jsme tedy stanovili izomorfismus, dokonce
izometrii, mezi vSude hustymi podmnozinami v H(X) a Ls(F'). Diky spojitosti skalarniho

soucinu lze tuto izometrii rozsitit na celé prostory H(X) a La(F'). O

dujici skuteénost. Necht n;, ¢ = 1,2 jsou libovolné ndhodné veli¢iny z H(X), pak existuji
jednozna¢né uréené funkce p;(-) € Lo(F') takové, ze I(n;) = ¢i(+), 1 = 1,2 a navic plati,
ze

B} = [ e mdr().
Poznamka. Zcela analogicka situace nastava v piipadé spojitého casu ¢ € IR, kdy

existuje izometrie mezi Hilbertovymi prostory H(X) a Ly(F') definovana vztahem I(X;) =
e, te R, X e IR

5.5 Absolutné spojita spektralni funkce a linearni posloupnosti

Jestlize F'(-) je absolutné spojita spektralni funkce slabé stacionarni centrované nahodné
posloupnosti X = {X,,, n € Z} se spektralnim rozkladem
X, = e dz(N),

kde E{|dz(A)]*} = dF()), E{dz(\)} = 0, pak lze pro derivaci f(A) = F'()) psat
(2) [e(MIF = f(N),

kde ¢(+) je libovolné borelovsky méfitelna funkce na (—m, ), ktera spliuje vztah (2). Lze
ukazat, ze pro kazdou takovou funkei ¢(-) existuje ndhodny proces y(-) s ortogonalnimi
prirastky na (—m,m) takovy, Ze
Xo= [ e™e(N)dy(N),
pficemz E{|dy(\)|*} = dA, E{dy(A\)} = 0.
Skute¢né, kdyz f(A) > 0 skoro v§ude v (—m, 7) vaci Lebesgueové mite, pak lze tento
proces vyjadrit pomoci stochastického integralu
W= [ —as
y(A) = / z(u).
— o(u)
Toto ale téZ znamené, Ze hodnoty ndhodného procesu {y(A), A € (—m,7)} patii do pro-

storu generovaného hodnotami ndhodné ortogonalni miry z(+), a tedy i do prostoru H(X)
generovaného hodnotami posloupnosti X. Jestlize ale derivace f(A) je nékde nulova na
mnoziné kladné miry v (—m, ), je nutno si pomoci pti konstrukei procesu y(-) rozsitenim
mnoziny elementarnich jeva €2, na nichz je posloupnost X = {X,,, n € Z} definovéna.

Necht {y1(A), A € (=7, )} je néjaky, celkem libovolny nahodny proces, spliujici
E{ldys (M)} = dA
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E {(1 (1) = 31(\)) i (r2) —sn O]} = 0

pro libovolnou ¢tvefici Ay < gy < Ay < py v (—m,m). Tento proces miZe byt definovan
na zcela jiném pravdépodobnostnim prostoru nezli pavodni ndhodna posloupnost X =
{X,,n € Z}. Lze dokonce pozadovat, aby posloupnost X = {X,, n € Z} a proces
{y1(A), A € (—m,m)} byly stochasticky nezavislé. Necht nyni ®(\) je takova funkce na
(—m,m), ze ®(A) =1, kde f(A) =0 a ®(A) = 0 jinde. V piipadé, Ze f(A) = 0, polozme
1/f(A) = 0 rovnéz. Uvazujme ndhodny proces {y(A), A € (—m,m)}, ktery je definovan

nasledovné

y() = /_A @;u) d=(u) + _1 ®(u) dya (w).

Takto 1ze tedy zkonstruovat proces {y(A), A € (—m,m)}, ktery dava spektralni rozklad
puvodni posloupnosti X = {X,, n € Z} ve tvaru

Xo= [ e™e(N)dy(A).
Zde je nutno ale zduraznit, Ze v pripadé, Ze f(A) = 0 na néjaké mnoziné kladné Lebesgu-
eovy miry, pak hodnoty procesu {y(A), A € (—m, )} jiz obecné nemusi pattit do prostoru
H(X), nebot jsme si museli pomoci rozsifenim puvodniho pravdépodobnostniho prostoru.

Po této konstrukei lze dokéazat nasledujici vétu.

Véta 31. Slabé stacionarni centrovana nahodné posloupnost {X,,, n € Z} se da vyja-
dfit jako oboustranna linearni posloupnost pravé tehdy, kdyz ma spektralni hustotu, tj.

jeji spektralni funkce je absolutné spojita.
Dukaz. Jestlize X = {X,, n € Z} je posloupnost, kterad se da vyjadrit jako

+ oo
Xn = Z Gy §n+]7

j=—o0
kde {&,, n € Z} je diskrétni bily sum, pficemz pozadujeme, aby

+ oo
> el < oo,

-
pak rada
+(>O ..
N = > ¢ '
-
konverguje na (—m, ) dle kvadratického stfedu viéi spektralni mite. Diky Parsevalové

rovnosti mame, ze

- +oo 1 - '
E {Xn-l—k Xk} = R(n) = Z Cji—n E] = % /_7r |C()\)|2 ezn/\d)\7
j=—00

a tud{Z spektraln{ mira je absolutné spojita s tim, ze jeji derivace je pfimo rovna 2=|c(A)[?.
s
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Naopak, kdyz spektralni funkce posloupnosti X je absolutné spojita, pak lze diky
predchozi konstrukei procesu {y(A), A € (—m,m)} s ortogonalnimi piirustky psat, ze
o X, = [ e dyn,

pficemz |p(A)|? = F'()A) a funkci (+) lze rozlozit do fourierovské fady

99()‘) = Z Vi 62/\]7 A€ <_7T77T>7

j=—c0

pak lze snadno ukézat dosazenim do vztahu (3), Ze

+oo
X, = Z Yi fn-l-jv

J=—00
kde _
b= [ ey,

coz je diskrétni bily sum, jak snadno plyne z vlastnosti stochastického integralu. Je nutno
ale upozornit, Ze hodnoty bilého Sumu {£, k € Z} nemusi obecné patfit do prostoru

H(X), jak jiz bylo zdiraznéno vyse. O

Véta 32. Spektralni funkce F(-) centrované slabé stacionarni nahodné posloupnosti
X ={X,,n € Z} je absolutné spojita a kladna skoro viude vici Lebesgueové mife na
(—m,m) pravé tehdy, kdyZ posloupnost 1ze vyjadfit jako oboustranné linearni posloupnost

generovanou posloupnosti vzajemné nekorelovanych nahodnych veli¢in, které patii do

H(X).

Dukaz. Necht dA znadi Lebesgueovu miru na (—m, 7), necht F'(XA) je spektralni funkce
posloupnosti {X,,, n € Z}. Nejdiive predpokladejme, Ze F'(X) je absolutné spojita, ma
hustotu f(A), kterd je kladné s.j. v (—m, 7) dle Lebesgueovy miry, tj.

F(A) >0 [Leb..

Pak lze psat
F) =1p(NF, p(A) #0 [Leb

a polozme '
M= ez
on(A) = ———, n :
V2r p(A)
Tato posloupnost je ortonormalni, nebot plati
s 1 T .
SO, o (A :/ Nz () F(A d)\:i/ i=m) N\ = §,
(en(A), pm(A) = | 0a(X) () F() Var)E €

déle {p, ()} je dokonce béaze v Ly(F'), nebot ortogonalita

(pn(+), ©(A)) =0 pro kazdén € Z
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vede na ¢(A) = 0[F], nebot
0= [ e JN A = [ o) e p(A)dA, tedy
Fourierovy koeficienty funkce ¢(A) p(A) jsou nulové a soucin ¢(A) p(A) € La(dA), tudiz pfi
predpokladu p(A) # 0 [Leb.] mame, ze p(A) = 0 [Leb.], a tedy i ©(A) =0 [F].
Je jasné, Ze funkce identicka 1 na (—m, 7) patii do Ly(F') a uvazujme jeji rozklad vici

ortonormalni bazi {¢,(-)}
+oo

1 = Z ag pr(A).
k=—c0
Protoze
" or(A) = @rrn(N),
pak
+oo
) = 3w
k=—c0

Nyni pro kazdou funkci ¢, (A) € L2(F) existuje ndhodna veli¢ina V;,, kde

Vo= [ eahden),

tedy V,, € H(X) a kde z(-) je ortogonalni ndhodné mira generovana vychozi posloupnosti
{X,.}; protoze

G A CR S S
eV = o ) AR
1

_ /7r ei(n—m)/\ d) = 5nm7

o Jor
pak {V,, n € Z} je diskrétni bily sum. Vztah (4) lze pak pifimo prepsat do fe¢i nahodnych
velic¢in jako
+oo
Xn = Z ap. Vn-l—k-

k=—c0

Naopak predpokladejme, Ze rozklad na zobecnénou linearni posloupnost je mozny, tj.

+ oo
Xn: Z ag Vn—l—k7

k=—c0

pticemz V,, € H(X) pro kazdé n € Z. Musime dokazat, Ze F()) je absolutné spojita vuéi
Lebesgueové mite na (—m,m) a F'(A) > 0 [Leb.]. Pomoci bilého sumu {V,,} definujeme

funkce v Ly(F') opét vyuzitim izomorfismu
on(A) & Vo,
ktery vychézi ze zobrazeni e < X, kde

X, = i e dz(N),

—T
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tedy

Vo= [ ouah)dz(),
protoze {V,,} jsou navzajem ortogonalni, pak odpovidajici {¢,(A)} jsou téZ ortogonalni
v Ly(F), a to dokonce ortonormalni. Jelikoz {V,, n € Z} tvori bazi v H(X), pak
{©n(+), n € Z} musi tvori bazi v Ly(F).

Definujme novou miru dfy(-) na (—m, ) vztahem

dFo(A) = [po(A)]* dF(X),

pricemz

b = [ puN) puN AP = [ g dr = [C R,
nebot lze ukazat, ze V,, = [T e""po(A) dz(A) diky operatoru posunuti U ve smyslu X, 11 =
U X,.

Pak ale diky Herglotzové lemmatu musi byt mira dFy(A) totozna s dA. Abychom
dokazali absolutni spojitost dF'(X) < dA, predpokladejme, Ze A(M) = 0 pro néjakou

borelovskou podmnoZzinu M C (—m, 7). Pak mame

0 = / ei(n—m)/\d)\: ¢M( ) i(n— m)/\d)\:
M
= [ ) T [P () =

= | tuN)ea(A) (V) dF() =
diky ortogonalité bazovych funkei {p.,(-)} v Lo F), Ze ;/)M( )c,on()\) =0 [F]. Pak

= [ ou e dPO) = [ BN wa(A) dF ()
= Ya(A) =0 [F]
z téhoZ divodu, a tudiz [, dF'(A) = 0. Tim je dokdzana absolutni spojitost. Zbyva ukazat,
ze I'(X) > 0 [Leb.]. Protoze d\ = 5=|¢o(A)|> dF(X), pak Lebesgueova mira je absolutné
spojita vuci F(A), tedy jsou navzajem obé miry absolutné spojité, coz dava F'(A) > 0
[Leb.]. 0

Véta 33. Uvazujme reprezentaci slabé stacionarni ndhodné posloupnosti {X,, n € Z}

ve tvaru oboustranné linearni posloupnosti

+ oo
Xn = Z ag ‘/k—l—na
k=—co
kde V; € H(X), j € Z tvori diskrétni bily sum. Plati: ¢y = ay = a3 =---=a, =--- =

pro vechna pfirozena n pravé tehdy, kdyz odpovidajici spektralni hustota f(X) se da

vyjadrit ve tvaru

FO) = IOP, Kde
hA) = Doeie’ Do’ < 4oo.
7=0

i=0

62



Diikaz. Predpokladejme, ze f(X) = |[h(A)]?, kde h(A) = Y2 ¢je e, Pak polozme
p(A) = h(A) z dikazu predchozi véty a musime ukazat, Ze a, = 0 pro kazdé n > 1.
Ale pro n > 1 plati

Weink

an = /_Wson—mfu)dwm oy =

e h(A)dA =0
V2T /—w ’

protoze koeficienty ¢, od funkce h()\) pro n > 0 jsou nulové.
Necht naopak a, = 0 pro n > 1 v linearni reprezentaci nahodné posloupnosti, tedy

0

Xn = Z ag ‘/k—l—na

k=—c0

kde V; € H(X), j € Z. 7 pfedchozi véty vime, Ze pak existuje spektralni hustota f()),
ktera je kladna skoro vSude na (—m,7) vuéi Lebesgueové mite, tj. f(A) > 0 skoro viude
v (—m,m) .

Definujme ortonormalni bazi v Ly(f) pomoci vztahu
V, = Y (A)dz(N),

nebot V,, € H(X), kde dz()) je ortogonalni nahodnd mira vystupujici ve spektralnim
rozkladu posloupnosti {X,,, n € Z}. Je snadné dokazat diky izomorfismu, Ze

Vn(A) = e Mho(N).

Definujme novou miru mg na borelovskych podmnozinach v (—m, m) pomoci vyjadieni

B) =27 [ JilWF F(2)dA

Protoze
¢k f()\) dA =
6’” D po(A)P F(A) dA

a na druhou stranu

I
5nk — _/ ez(n—k)/\d)\7
2 -7

z ¢ehoz na zakladé Herglotzovy véty plyne, ze mq(+) je vlastné Lebesgueova mira v (—m, ).

Protoze mo(F) = A(E), pak

AE) =27 [ Ja(EF() dx

a f(A) > 0 skoro vSude viuéi Lebesgueové mite, pak Lebesgueova mira A(-) a mira gene-

rovand hustotou f(A) jsou navzajem absolutné spojité, a tudiz

[o(M)|? >0 skoro viude v (—m,7) [Leb.].
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Lze tedy uvazovat

1 1
"W=5m =
a tudiz |
[h(N)[? == f(N).

2 [eo(N)]

Funkce h(A) ma fourierovsky rozvoj ve tvaru

+0oo )
h(A) = e ek,

nebot
+oo +oo
/ (A2 d) = / FOV A < oo,

Protoze ay = a3 =---=a, =--- =0, pak
E{XoV;} =0 prokazdé k> 1

a tedy musi byt i
[ By ) =o.
Ale

[ smar= [ R a = o= [ i

a tedy 1
1o
0 / EFR(A) AN = ey

T 2r s

Tim je dokazano, ze

h(X) = Z cp €.
k=0

a

Je tedy dulezité zduraznit, ze pouha existence spektralni hustoty nezarucuje obecné

moznost reprezentace pomoci jednostranné linearni posloupnosti.

Véta 34. Slabé stacionarni centrovand posloupnost {X,, n € Z} se da vyjadfit ve

tvaru linearni jednostranné posloupnosti X, = 32 a;V,_; s Vi € H(X), k € Z tvotici

bily sum pravée tehdy, kdyz jeji spektralni hustota existuje a ma tvar f(A) = |g(e™)]?, kde

g(z) = 220 b; 2 pro |z| < 1s 250 1b;]* < +o0.

Dukaz. Necht posloupnost {X,,, n € Z} se da vyjadrit ve formé jednostranné linearni

posloupnosti, tj.

X, = Z ar Vi, Vi € H(X), Z |ak|2 < 00,
k=0

k=0
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kde {V, } 122 __ je diskrétni bily sum s jednotkovym rozptylem. Definujme

—_ 2]/\

gle \/ﬁETE: ,

pak diky vlastnostem bilého sumu lze vyjadfit kovarianéni funkei od {X,,, n € Z}
Rt =Y apis = [ Plgle)Par,
=0 -

a tedy existuje spektralni hustota f(A) = |g(e*)|?, kde

© .. a
=3 b b= —=,
]Z:;) J J /_27_[_

a tudiz i
o0

Z |b]‘|2 < 4o00.

7=0
Naopak, necht R(t) = [7_e™ f(X) d\, piicemz f(A) = |g(e™)|* s vyse uvedenym rozvojem.

Definujme v (—m, ) na borelovskych podmnozinach ortogonalni ndhodnou miru

1
0=, o g O

kde z(-) je spektralni nahodna mira pro posloupnost {X, }. Snadno vidime, ze

E(u(4)o(BY} = [ walh) ¥s()) %MST)IQ FdA = % A
Ihned mame

5w [ = [ -

—T

N I LI SR
n=0 - n=0

kde a, = 2w b,, V, = [T_e™ dv(\), E{V, V. } = dpm.
Tim jsme dokazali, Ze posloupnost {X,, n € Z} se da vyjadiit jako jednostranna
linearni posloupnost generovana bilym Sumem s jednotkovym rozptylem a hodnotami

v H(X). O

Véta 35. Slabé stacionarni centrovanou posloupnost X = {X,,, n € Z} lze vyjadiit ve
tvaru jednostranné linearni posloupnosti X,, = 372 ax Y-k, kde Y; € H(X),{Y;, j € Z}
(diskrétni bily sum) pravé tehdy, kdyZz ma spektralni hustotu f(A) spliwjici nerovnost

/W In f(A)dA > —oo.

—T
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Ditkaz. Ctenaf miize najit dikaz této diilezité véty napt. v monografii [3]. Obsah di-
kazu je nad ramec skript, protoze je zaloZen na vlastnostech funkci komplexni proménné
z Hardyho tridy H,. a

Poznamka. Ze dvou poslednich vét bezprosttedné plyne, ze spektralni hustota f(A)
spliiuje podminku [T In f(A)dX > —oo (coZ je vlastné podminka, ze [T In f(A) dA je ko-
necny, nebot diky nerovnosti @ — 1 > Inx na (0,400) nemuze byt [ In f(A)dA = +0o0)
pravé tehdy, kdyz f(A) = |g(e?)]?, kde g(z) = 2520 bzl s 2520 |b5]* < 4o0. Tento
dulezity vztah muZze byt dokdzan samozrejmé i bez pouziti aparatu slabé stacionarnich
posloupnosti. Spektralni hustoty, které lze vyjadiit jako f(A) = |g(c™)|* se nazyvaji fak-

torizovatelné.

5.6 Priklady slabé stacionarnich procesi

a) Elementarni ndhodny proces:
Necht ¢(t) je obecné komplexni funkce redlné proménné ¢, g(t) # 0, necht ¢ je libovolna
nahodna veli¢ina se E{¢} =0, D{{} = o?. Uvazujme ndhodny proces & = g(¢)¢, t € IR.

Ihned je vidét, Ze dany proces bude slabé stacionarni, kdyz

kde ¢(-) je néjaka konecéna realné funkce, coz pti pfedpokladu, ze () ma derivaci, vede
na pripad ¢(t) = at + w, kde a,w jsou realné konstanty.
b) Proces s kovarianéni funkei tvaru C el

Zde tedy C' > 0, a > 0; diky spektralnimu rozkladu kovarianéni funkce lze ziskat tvar

spektralni hustoty, totiz

Ca 1
A)= — ——.
FA) 2 a? 4+ )2

Pozor! Tento proces nema derivaci dle kvadratického stiedu.

c) Proces s kovarianéni funkei tvaru C el cos 81, (a, 3, C > 0)
Tento proces ma spektralni hustotu typu

Ca A2 4 a? 4 32

21 (N2 4 a? + 3?2)2 — 4N2p%

Je ziejmé, Ze f(A) > 0 pro kazdé A € (—m, ).

) =

d) Procesy se spektralni hustotou racionalniho typu
Uvazujme linearni diferencialni operator
d " d*
Pl— )= —
(dt) ,;Ja’“ 1
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a aplikujme ho na slabé stacionarni nahodny proces &, ktery ma derivace dle kvadratic-

kého stredu az do n-tého stupné vcéetné. Pak vysledny proces n;,

d
Ut:P(E) &t

je opét slabé stacionarni proces, protoze diferencialni operator ma konstantni koeficienty.

Evidentné plati, zZe

tn) = P () Bl = ke

Ry(t—s) = P (%) F(j—s) Ree(t — s),

kde P(-) je polynom komplexné sdruzeny k P(-), tj.

F(Z) =ao+agt 4+ +a, 2"

V réamci této transformace mezi procesy {£;} a {n;} vznika ihned nésledujici problém:
necht {&, t € T'} je dany nahodny proces a ptame se, za jakych podminek existuje slabé
stacionarni proces {n;, t € T'} tak, aby platilo

d .
P (a) ==& s

pro kazdé t € T' (tedy opacna tloha). Samozrejmé mame na mysli T' = (a, b).
JestliZze nahodny proces {£(t), t € T'} je slabé stacionarni se stfedni hodnotou nula a

se spektralni mirou F'(+), pak feseni predchozi diferencidlni rovnice je ve tvaru

wo= [ IPET N az),

— 00

kde
+oo teo
gt:/ ¢MdZ(A) a pokud / PN |2 AR

o0

existuje.

Vyse uvedeny priklad vede k dilezité tiidé tzv. slabé stacionarnich procesu se spekt-

ralni hustotou racionalniho typu, kde pfislusnou spektralni hustotu lze vyjadrit ve tvaru
[T (A — w))
(A = =)

kde C, wj, z; jsou obecné komplexni ¢isla. Tato t¥ida slabé stacionarnich nahodnych pro-

vvvvvv

f)=c¢ . AER

maji spektralni hustotu, neboli takovy proces ma spektralni rozklad
+oo

X(t) = / ™ dz (M),

— 00
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kde E{|dz(A)]*} = f(A)dX s f(A) vyse uvedeného typu.

Vénujme se tedy spektralni hustoté racionalniho typu. Lze predpokladat, ze citatel
[T;(A — w;) a jmenovatel [T;(A — z;) nemaji spole¢né kofeny, nebot jinak by bylo mozno
je vzajemné pokratit. ProtoZze spektralni hustota je realna, pak musi byt

o [T (A —wy) C [17 (A — ;)
— N
IT/(A = ) [1/(A =)

a tedy z; a w; se rozdéli na dvojice vzajemné komplexné sdruzenych ¢isel. Dale, funkce

f(A) je integrovatelna, a tedy Zadny z kofent z; nemuze byt ¢isté realny. Protoze f(A) > 0,
pak kazdy realny kofen citatele musi mit sudou nasobnost, dale stupen citatele musi byt
mensi nezli stupeil jmenovatele a C' = C > 0. Diky rovnosti |A — £| = |\ — £] lze hustotu

f(A) vyjadrit ve tvaru

2

, kdea<p

oy = o M= wj)[ - ‘
‘H]@:I()‘ - Z])‘

a kde Ay A, By Bg # 0. Protoze kofeny wj, z; lze vybrat libovolné vzdy ze dvojice kom-

Z?:o AJ N

plexnich sdruzenych ¢isel, je vhodné volit vzdy kladné imaginarni casti téchto kofenu. Pak
totiz koeficienty A;, B; jsou urceny jednoznac¢né. Je-li navic sledovany proces realny, a

tedy jeho odpovidajici spektralni hustota suda funkce, pak ji 1ze vyjadsit ve tvaru

2
>ioo AL(IA)
o Bi(iA)i

Y

-

kde A; = A’ i, B; = B; 7 a koeficienty A%, B jsou realné. Pak takovy proces ma
spektralni rozklad

oo o AN
X(t) :/ em% dZ(N),
e Zj:o B])\]

kde E{|dZ(\)[2} = d).

vvvvvv

) 1 :

s3>0, By Bs # 0. Ihned plyne, e [T X2(0=1 f(X) d\ < 400, a tudiz az do Ffadu (5 —1)
véetné existuje derivace dle kvadratického stiedu vyjadfitelna jako

oo ({)\\k it
X0 = | %MW
—00 . . J
7=1+"+"7

kde E{|dZ(\)|?*} = dA. Pak lze forméalné psat

B Bs_
BoX(t) + = XD (t) 4 oo 4 =L=L

7 P

B +oo |
XD (1) + 22 x0)g) :/ ™ dZ(N),
2

— 00
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kde v pravé strané se vyskytuje formalné vyjadieny nahodny proces, ktery nazyvame
bilym Sumem se spektralni hustotou rovnou 1 a s nekoneénym rozptylem. 7 tohoto for-
malniho vyjadreni vyplyva, pro¢ se procesum s timto typem racionalnich spektralnich
hustot fika téz autoregresni procesy. Korektni konstrukce bilého Sumu je ovsem mozna az
v ramci tzv. zobecnénych nahodnych procesti, pfi pouziti teorie Schwartzovych distribuci.
Nicméné volba kotenu ve tvaru spektralni hustoty s kladnymi imaginarnimi ¢astmi zde ma
své zduvodnéni, Ze totiz pak feseni oné formalni diferencialni rovnice spliuje rozumnou

podminku ortogonalnosti
E{et)a(s)} =0
pro s < t, kde £(t) = [T ™ dZ()). Blize viz napt. [2].

K pojmu bilého Sumu lze téz dojit nasledovnym pfistupem. Necht z(A) je ortogonalni
néhodnd mira na (—oo,+o0) splinjici E{dz(A)} = 0, E{|dz())]’} = ;=dA a uvaZujme
jeji Fourieruv obraz, coz je opét ortogonalni nahodna mira definovana vztahem
/-I—OO eiAtQ _ eiAtl

SAW =] T

dz(A\w),

kdyZ A = (t1,t3). Obdobné lze dokazat, Ze plati i opacny vztah

1 +oo iAtQ _ —iAtl
Z(Ayw) = %/—oo ‘ —i)\e dz" (A w),
nebot N N
+oo . etz ptAtl
» Pty (s) €M ds = —

kde ¢, y(s) = 1 pro t; < s < 13 a nula jinak. Obecné lze ukazat, ze pro kazdou
dvojici f, f* funkel integrovatelnych s kvadratem na (—oo,00) svazanych Fourierovou

transformaci .

F(t) = / ¢ () dA
plati

+oo +oo * *
[ roa = [ ey,

Néhodnou ortogonalni miru dz*(\) vyjadiime pomoci procesu s ortogonalnimi pfirtstky,
t].
/-I—OO eitQA _ eitlA

F() =)= | o d=();
dz*(¢)

dt

* Foo |
dZdt(t) = [ e,

snadno je vidét, ze formalni derivace ma pak formalni spektralni rozklad

coz je prave bily sum. Bily sum tedy nemuze byt slabé stacionarni nahodny proces, nebot

jeho kovarianéni funkce je Diracova funkce, coz dava nekonecny rozptyl.
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5.7 Absolutné spojita spektralni funkce a klouzavé soucty

Necht X = {X(¢), t € IR} je centrovany slabé stacionarni ndhodny proces a necht jeho
spektralni funkce F'(+) je absolutné spojita. Pak proces X lze spektralné rozlozit do tvaru

XY@):L/+meﬁAddA%

kde E{|dz(M\)|?*} = F'(A)dX [Leb.], E{dz(A\)} = 0. Necht ¢(-) je libovolna borelovska
funkce na IR takova, ze
oV = F'(A) [Leb].
Zcela analogicky jako v pripadé diskrétniho casu lze ukazat, ze existuje proces
{y(X), A € IR} centrovany s ortogonalnimi pfirustky takovy, Ze
E{ldy(M)[*} = dA
pricemz

X = [ e ) dy(y).

o0

Nyni vymezime velice dulezitou tridu slabé stacionarnich procest.

Slabé stacionarni proces X = {X(¢), t € IR} je vytvoren pomoci klouzavych souctu,
kdyz
+oo
xa):/’ als — 1) dz(s),

kde [T ]a(s)|?ds < +oo, E{|dz(s)[*} = ds, E{dz(s)} = 0.
Ihned je vidét, ze

R() = BG4 0T = [ a0l dp =

+oo .
o

— 00

kde a*()) je Fourieruv vzor funkce a(-). Tim padem lze psat

Foo |
R = [ et dp,

¢ili spektralni mira takovéhoto slabé stacionarniho procesu je absolutné spojita, a ma
hustotu vyjadfitelnou jako |a*(-)|*. Lze dokazat i opak, Ze slabé stacionarni proces majici
spektralni hustotu se da vyjadrit ve tvaru klouzavych souctu. Je nutné ale zduraznit, ze
Hilbertav prostor H(X) muZe byt obecné mensi nezli Hilberttv prostor generovany orto-
gonalni ndhodnou mirou z(-). Situace je zcela analogicka se situaci u slabé stacionarnich

posloupnosti.

Véta 36. Slabé stacionarni ndhodny proces lze vyjadrit ve tvaru klouzavych souctu, tj.

ve tvaru nasledujiciho stochastického integralu
+ oo + oo

Xty = [ e —nde) = [ a(nda(t+p),

— 00 — 00

kde E{|dz(MN)]*} = dX, [T ]a(N)|?dX < +oo, pravé tehdy, kdyz ma spektralni hustotu.
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Duikaz. Vyse jsme jiz ukazali, Ze proces vyjadritelny ve formé klouzavych souctu musi
mit spektralni hustotu. Nyni naopak, necht proces {X(¢),t € IR} méa spektralni hus-
totu f(-). Pak zcela analogicky, jako v pripadé diskrétniho ¢asu, lze zkonstruovat proces
s ortogonalnimi piirustky {y(t), t € IR}, ze

+oo

(5) X0 = [ ePe()dy(n).

kde @A) = f(A) a E{|dy(A)]*} = dA.

Obecné hodnoty procesu {y(t),t € IR} nemusi patfit do prostoru H(X) generova-
ného hodnotami procesu {X(¢), t € IR}. Pokud by ovsem spektralni hustota f(A) byla
kladné skoro viude vidi Lebesgueqové mife na IR, pak 1ze proces {y(?), t € IR} definovat

explicitné analogicky jako u diskrétniho ¢asu
)~ o) = [ o de()
y(N) —ylp) = | —=dz(A),
w p(A)

kde z(-) je ortogonalni nahodna mira ze spektralni reprezentace procesu {X(t), t € IR}.
Vyjdéme ze vztahu (5), a protoze [T [o(M)[2dX = [T F(A)dX < oo, lze o(+) vyjadiit

pomoci Fourierovy transformace

) = = [ (o) e

Déle zadefinujme Fourierovu transformaci ndhodného procesu {y(t),t € IR} pomoci

vztahu

1 +oo ei/\s o eius §
v =l = = [ )

6—25/\

- = o= [T,

coz je opét proces s ortogonalnimi prirtustky, a proto oba vyse uvedené integraly maji

smysl. Pouzitim Parsevalovy rovnosti dojdeme k vyjadreni

X(t) = /+OO eo(X) dy(A) = /+Oo @ () dy™(t + ) =

— 00 — 00

= [T e ndri.

— 00

tim jsme ukazali, Ze proces s absolutné spojitou spektralni funkei je vyjadiitelny pomoci

klouzavych souctu. a

Véta 37. Aby centrovany slabé stacionarni proces {£(1), t € IR} se dal vyjadfit ve tvaru

jednostrannych klouzavych souctu, tj.
) = [ dae— ),
0
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kde
/OOO la(t)]?dt < +oo, E{dz(N)} =0, E{|dz(N)|*} =d),

s tim, ze H(§) = H(z), je nutné a staci, aby jeho spektralni hustota f(-) byla faktorizo-

vatelna, cili vyjadritelna ve tvaru

kde

h(i)\):/oob(s)e‘mds, /Oo|b(s)|2ds < +co.
0 0

Dukaz. (Nutnost) Kdyz proces {£(1),t € IR} se da vyjadfit pomoci jednostrannych

klouzavych sou¢tt od ortogonalni nahodné miry dz(-), pak polozme

h(iX) = \/% /OOO a(s) ™ ds.

Diky Parsevalové rovnosti plati, ze

R(t) = E{{(s+1)&(s)}

o0 +oo
= / a(t +u)a(u)du :/ ¢“!|h(iw)]? dw,
0 —00

/_—:Oa(s—l—t—u)mdu =

nebot lze polozit a(t) = 0 pro ¢t < 0, a tudiz existuje spektralni hustota f(A) = |h(z)\)|* a

je faktorizovatelna.

(Postacitelnost) Necht proces {&(¢), t € IR} ma spektralni rozklad s faktorizovatelnou

spektralni hustotou
+oo |
= [ emax),

a uvazujme nahodnou mnozinovou funkci

o4) = [ T: ﬁf(‘;j)) d(w),

kde ©4(w) je indikdtor borelovské podmnoziny A C IR. JestliZze F' je spektralni mira
procesu {&(t), t € IR}, tj.
E{d=(M)[*} = dF(A),

pak samoziejmé
F(A):/ (i) |? dw.
A

Snadno lze dokazat, ze ® je ortogonalni nahodna mira na borelovskych podmnozinach

v IR, protoze

E(O(A) BB} = [ panp(w)do = A(AN B),

72



kde A znaci Lebesgueovu miru v [R. Nyni definujme dal$i ndhodnou miru urc¢enou proce-

sem s ortogonalnimi prirastky

+oo eitgw o eitlw

olta) = olty) = ——= [ (),

pricemz soucasné lze psat

f(t):/_;memh(i)\)dCI)()\), d(N) = —— dz(A),

jak plyne ihned z definice nahodné miry ®.

Pro kazdou funkei h, kterd je urcena vztahem

h(iw) =

1 +oo ) —izm'd
— a(t)e T
N2 /—oo 7
kde

+oo
/ la(T)]?dr < o0

— 00

plati vztah

/;OO h(iw) dd(w) = — /+°° a(r) dv(r).

Tento vztah je zaloZen na izomorfismu prvku z prostort Ls(®) a Ly(v) s Hilbertovym
prostorem Lg(A) na IR a na tom faktu, Ze Fourierova transformace zachovava skalarni
soucin v Ly(A). Staci tedy tento vztah dokéazat pro jednoduché funkce a(t) = 3" ¢ ¥a, (1),
kde Ay jsou disjunktni intervaly (ag,bx). Pak totiz

/_—:Oa(r)dv(r) = chv (Ay) =
- [ Xaf e

27w

:—/ h(iw) d®(w).

Nyni chceme vyjadiit pomoci funkce a(-) integral tvaru

/ T it (i) dB(w),

coZ je téz vyjadieni puvodniho procesu {£(1), t € IR} pomoci jiné ortogonalni nahodné
miry ®.

Snadno je vidét, ze
1 ei(t—b)w o ei(t—a)w

\ 2T —w

v nejjednodussim pripadé funkce a(-), kdyz

eitwh(iw) =

a(t) =va(r), A ={(a,b) (indikdtor mnoziny A).
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Odtud ihned plyne, ze v tomto pripadé je
Foo |
/ h(iw) dB(w) = vl —a)—v(t —b) =

= [T = [ vatu ot - w0 =

—b _
+ oo

= / a(t)dv(t — 7).

Diky spojitosti skalarniho sou¢inu a izomorfismu prostora Lo(®) a L2(v) s Ly(A) na realné
primce pak ziskavame, ze

é0)= [ atr) vt 7).

— 00

Protoze predpokladame, ze

h(iw) = /OOO b(r)e ™ dr,

pak nutné pti volbé a(-) = b(-) mame, Ze

kde

Poznamka. Predchozi véta plné charakterizuje t¥idu slabé stacionarnich nahodnych
procest, vyjadfitelnych ve tvaru £(¢) = ;7 a(A) dz(t—)), kde E{dz(\)} = 0, E{|dz(N\)|*} =
dA. Odpovidajici spektralni hustoty, které v téchto pripadech existuji, jsou tzv. faktorizo-
vatelné hustoty. Jinak se téz o téchto procesech tika, ze je lze fyzikalné realizovat filtraci
bilého $umu, nebot hodnoty &(¢) a dz(t + s) pro s > 0 jsou ortogonalni a tedy proces £(t)

je vytvoren pouze na zakladé piirustku ortogonalni nahodné miry dz(A), A <t.

Nasledujici véta plné charakterizuje tfidu faktorizovatelnych spektralnich hustot.

Véta 38. Pro to, aby nezaporna integrovatelna funkce f(-) definovana na (—oo, +00)

byla faktorizovatelna, je nutné a staci, aby

+eo In f(X)
/_oo e > oo

Dikaz. Matematicky aparat pouzity v dukazu této véty zasahuje nad ramec téchto
skript, protoze silné vyuziva vlastnosti funkci ze tridy H] a znamé Paley—Wienerovy

véty. Ctenéai miize najit diikaz napi. v monografii [3] nebo [8]. O
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6 Ergodické véty a zakon velkych cisel

Necht {£(t), 1 € (—o0,400), resp. t € Z} je slabé stacionarni proces ¢i posloupnost se

spektralnim rozkladem symbolicky vyjadifenym jako

£(1) = / ¢ dz( ).

Budeme studovat asymptotické chovani pruméru posloupnosti, tj.

—12 s —1/T§(t)dt ;
= 2 ), resp. St = 7/, u procesil.

Aby byla zarucena existence vyse uvazovaného integralu, predpokladejme spojitost pri-

slusné kovariancéni funkce. Pomoci spektralniho rozkladu ihned ziskavame

P o ainA
Sn:/ L= ),

—=n(l —e?)

analogicky

too ¢ _
o1 = /_oo o )

Studujme chovani pii T' — oo

2

INT _
dF()) =

€

iIAT

E{\%/@det—z({o» } - /.

B / 4Sin27dF()\)—/ 4sin27+/ 4sin27
o AT  Jogpnce A2T7? N>e A2T2

Protoze
4sin? AL konst
—— 2 dF(N) < - 0
/|/\|>s A2T? (W) = 272 150
a rovnéz
4 sin® AT
dF (N < konst. dF'(A 0
/0<|/\|<s )\2T2 () 0<|A|<= ons () 0

protoZe 0 je vyloucena z oboru integrace (skok funkce F'(-) v nule, pokud existuje, odpovida
totiz rozptylu E{|z({0})|*}). Zcela analogicky postupujeme v piipadé diskrétniho asu.

Tim jsme dokazali nasledujici vétu.

75



Véta 39. Pro aritmetické praméry S, resp. S, jak v pripadé diskrétniho tak spojitého
Casu plati, ze

Se — 240D, resp. Sr— =({0)

n—0oo

dle kvadratického stredu pri n — oo, resp. T' — oc.

Definice 13. Slabé stacionarni posloupnost ¢i proces nazyvame ergodickou ¢i ergodic-
kym dle kvadratického stredu, kdyz

n

LS en) Bl rep [ 6(u)du s Ef6)

=1

dle kvadratického stredu pri n — oo, resp. T' — oc.

Protoze kazda slabé stacionarni posloupnost ¢i proces se daji vyjadrit jako soucet

£(t) = B{&} + £(1) — E{& 1,

kde E{£(t)} = m, pak {£(¢)} bude ergodicky dle kvadratického st¥edu pravé tehdy, kdyz
bude platit

1

n
J=

resp.
1 /T
T/o (E(u) —m)du — 0.
Staci se tedy zabyvat pouze procesy ¢i posloupnostmi, které jsou centrované. Protoze jsme
pro né jiz ukazali, Ze

n

LS ey - =ttop)

=1
resp.

T
5 [ ewydu - (o)
dle kvadratického stredu, tak tyto budou ergodické dle kvadratického stredu pravé tehdy,
kdyZ z({0}) = 0 skoro jisté, coz lze vyjadrit pomoci chovani spektralni funkce F'(-) v nule,
protoze E{|z({0})|*} = F(0+) — F(0).

Dokazali jsme tedy nasledujici vétu.

Véta 40. Slabé stacionarni posloupnost ¢i proces jsou ergodické dle kvadratického

sttedu pravé tehdy, kdyz jejich spektralni funkce je spojita v 0.

O tom, zdali jsou slabé stacionarni posloupnost ¢i proces ergodické, se lze téz presvédcit

z chovani odpovidajici kovarianéni funkce.
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Véta 41. Slabé stacionarni centrovana nahodna posloupnost ¢i proces jsou ergodické
dle kvadratického stfedu pravé tehdy, kdyz

i R(j

resp.

) 1
lim
t—s—oo f — 3

/: R(u)du =0,

kdyZ kovarianéni funkce R(-) je spojita funkce.

Dikaz. Plyne piimo ze spektralniho vyjadfeni sumy —-—— m-I—l > B(37), resp. — [ R(u) du

pomoci odpovidajici spektralni funkce. a

Protoze konvergence dle kvadratického stfedu implikuje konvergenci dle pravdépo-
dobnosti, ihned je vidét platnost zakona velkych cisel, a to slabého, nebot plati pro slabé

stacionarni posloupnosti ¢i procesy
P{|Str —m|>¢e} — 0,
T—o0

pokud splnuji podminku ergodic¢nosti.

Vétu o asymptotickém chovani aritmetickych prumeéra ze slabé stacionarni posloup-
nosti ¢i procesu lze zobecnit nasledujicim zpusobem, ktery se dokazuje zcela analogicky
jako Véta 39.

Kdyz {£(1), t € T'} je slabé stacionarni posloupnost ¢i proces, pak veli¢iny
{n(t), t € T}, kde

n(t) = e™é(t), tel

tvori rovnéz slabé stacionarni posloupnost ¢i proces a plati, ze dle kvadratického stredu

lim — 277 ) = z({Xo}),

n—+oo n

resp.

lim Otn(u) du = z({Ao}),

t—oo t
kdyz v pfipadé spojitého casu je odpovidajici kovarianéni funkce spojita.

Necht nyni A = (A1, A2) je takovy interval, kde z({A1}) = z({A2}) = 0 s.]. a definujme

= 1 M <A< Ay
1
‘PA()‘) = 5 A=A, A=Ay,
=0 jinde.
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V pripadé diskrétniho casu (T = Z) samoziejmé mame na mysli, ze —m < Ay < Ay < 7.

Kdyz funkci @a(-) rozloZime do Fourierovy tady, pak lze psat

1 1 —idok _ =itk

e .
Ao — A - Ak
27‘['( ? ) 27 ,; —ik <

@A)

ktera konverguje dle kvadratického stfedu vzhledem k mire generované prislusnou spekt-
ralni funkel F(-) od {&(t), t € Z} na (—m,m). 7 tohoto snadno plyne, Ze

A8) = [ pahde(n) =

—T

1 1 e—itek _ o—iMk
— lim {—()\2 — A1) £(0) + > > i §(j)},

K
Koo | 2 0<|k|<K

kde limita se opét mini dle kvadratického stfedu. Zcela obdobné je moZno dokazat i

v pripadé spojitého casu, tj. pro t € IR, Ze

1 T g=ou _ g—idu
T—co 27 /—T —iu
pro kazdy interval A = (Aq, Xg) takovy, ze z({A1}) = z({A2}) = 0 s.j. Tim je dokézano,
ze s pomoci hodnot procesu {£(t), t € T} lze ziskat hodnoty odpovidajici ortogonalni
nahodné miry vystupujici v jeho spektralnim rozkladu.

Necht {£(), t € (—o0, +00)} je slabé stacionarni centrovany proces majici ohranic¢ené

spektrum, neboli

€)= [ ez,

-

kde ¢ < 400. Kazdy takovy nahodny proces lze vyjadrit ve tvaru nekonecné rady

(=3 isw(t_gk)f(gk),

e t—gk

kde fada konverguje dle kvadratického stredu. Tato formulace vyplyva z rozkladu funkce

¢ na intervalu (—gp, ¢); plati totiz

400 1 _r )
At 1 sme (t ¥ k 1 ZkA
e = — p e v .

k:—oogo t—zk
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7 Predikce slabé stacionarnich posloupnosti a pro-
cesu

Predpokladejme, Ze slabé stacionarni proces ¢i posloupnost jsou pozorovany az do casu
t, tj. jsou znama pozorovani £(s), s <t a chceme na zakladé jejich znalosti co nejlépe
odhadnout ptisti hodnotu £(t + 7), kde 7 > 0. Jedné se tedy o to, zkonstruovat takovou
nahodnou veli¢inu é(t, 7), kterd patii do podprostoru He(t), ktery je generovan nahodnymi
veli¢inami £(s), s <t tak, aby co nejlépe odhadovala hodnotu £(t 4+ 7). Mira chyby je

mérena pomoci stiedni kvadratické odchylky, tedy

o*(r) = E{J&(t+7) = (.7}

chceme, aby tato chyba byla minimalni, coz lze dosdhnout ortogonalni projekei veliciny

E(t + 7) do He(t). Optimalni chyba predikce je pak dana vyrazem

o*(r) = min E{|E(t+7)— Kk|*}.

kEH (%)

Diky stacionarité vychoziho procesu ¢i posloupnosti lze tvrdit, Ze sama optimalni predikce
{é(t, T),t € IR & Z} je rovnés slabé stacionarni proces ¢i posloupnost v parametru ¢ a
jsou ziskany linearnimi operacemi nad puvodnim procesem £(t), a tedy existuje spektralni

charakteristika optimalni predikce ve tvaru

A

E(t,7) = /emcﬁ()\,r) d=(\).

Jednim z problému predikce je najit tuto spektralni charakteristiku.

7.1 Regularni a singularni slabé stacionarni posloupnosti

Zavedme nasledujici oznaceni: He necht je Hilbertav prostor generovany vSemi hodnotami

posloupnosti ¢i procesu, tj. uzavér nad linearnimi kombinacemi tvaru

n= Z Ai Lty
=1

kde A; jsou obecné komplexni, t; € T, i = 1,2,...,n. Déle ozna¢me H¢(t) podprostor
generovany velicinami £, s < t. Zfejmé H je pak uzavér nad o He(t). Déale oznacme
H¢(—00) = er He(t). Budeme uvazovat vyhradné piipady T'= Z, T = IR.
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Definice 14. Nahodna posloupnost se nazyva (linearné) singularni, kdyz
Hg(—OO) = Hg.

Jestlize He¢(—oo) = {0} (nulovy prostor), pak ndhodné posloupnost se nazyva (linearné)

regularni.

Véta 42. Nahodna posloupnost je linearné singularni pravé tehdy, kdyz jeji linearni

predikce je bezchybna, tj. sttedné kvadraticka chyba predikce je nulova.

Dukaz. Jeli {&,t € Z} linearné singularni, pak He(t) = He(t + s) pro kazda ¢, s a
tedy o?(7) = 0. Opacné, kdyz o?(7) = 0, musi £(¢ + 7) patfit do He(t) a tedy

Definice 15. Jestlize 0?(1), tedy stiedné kvadraticka chyba predikce na jeden krok
vpred v pripadé slabé stacionarni posloupnosti je kladna, fikame, Ze tato nahodna po-

sloupnost neni deterministicka.

Véta 43. Kazda slabé stacionarni posloupnost se da rozlozit do soué¢tu dvou vzajemné

nekorelovanych nahodnych posloupnosti

£(t) = &(1) + (1),

kde £5() je singularni slozka a n(t) je regularni. Tento rozklad je jednoznacny.

Dukaz. Necht U je operator posunuti U £(t) = £(t+1) v prostoru He. Diky stacionarité,
U je unitarni operator a evidentné

Un=n
pro kazdé n € H¢(—o0), neboli U He(—o0) = He¢(—o00). Oznaéme HéR = H¢ © He(—00).
Rovnéz plati, Ze UHgR = HgR. Necht £5(0) je projekce £(0) do He(—o0), obdobné n(0)
projekce £(0) do HgR. Definujme &(t) = U €5(0), n(t) = U'n(0) pro t € Z. Diky ortogo-
nalité podprostoru HéR a H¢(—0o0) jsou obé posloupnosti nekorelované mezi sebou a diky

vlastnostem operatoru U jsou stacionarni. Ztejmé rovnéz

£(t) = &(1) + (1),

kde &5(t) € He(—o0), n(t) € HéR pro kazdé t. Pak plati He(t) N He(—o0) C He (1) =
H¢(—o0) C He (—o0). Naopak, protoze &(t) € He(—o0) = He (1) C He(—oc0). Tim
mame, ze pro kazdé t He (t) = He(—o0) = He (—00).

L0



Tedy posloupnost {£;()} je singularni. ProtoZe n(t) = £(t) — &(t), pak n(t) € He(t) a
tedy H,(—o0) (" H,(t) C He(—o0). Naopak dle konstrukce posloupnosti {n(t)} C He(t),
tedy tedy N, H,(t) C N, He(t) = He(—00). 7 druhé strany je ale H,(t) LH¢(—o0), a tudiz
H,(—o0) = {0}. Tim jsme dokézali, Ze {n(t)} je regularni. Jednozna¢nost rozkladu plyne
z toho, ze projekce n(t) do He(—o0) je 0 a &(1) je projekee £(t) do He(—o0). O

Véta 44. Kazda (linearné) regularni slabé stacionarni posloupnost s nulovou stredni

hodnotou muze byt vyjadrena ve formé jednostranné linearni posloupnosti
Z z(t—y), teZ

kde {2(t), t € Z} je diskrétni bily Sum, H.(t) = He(t), pro kazdé t € Z, 322, |a(j)]* <
“+00.

Poznamka. Tomuto rozkladu regularni posloupnosti se fikda Woldiav rozklad. Posloup-

nost {z(n), n € Z} se nazyva té7 inovacni posloupnost.

Dukaz. Oznacme H¢(t) = He(t — 1) & G(t), tento podprostor je jednorozmérny; kdyby
He(t) = He(t — 1), pak by {£(¢)} nemohla byt regularni. Vybereme v G(0) jednotkovy
vektor z(0) a definujme pro kazdé t € Z

z(t) = U 2(0),

kde U je posunuti. Je jasné, ze H¢(t) = H,(t) a tedy {z(¢)} je rovnéz regularni posloupnost
a je ortogonalni, tedy diskrétni bily Sum. Posloupnost {z(¢)} tvori bazi v He, a kdyz

rozlozime £(0) v této bazi, mame

=>_a(j) z(—J)
7=0
pricemz

>l = E(JEO)} < oo

Aplikaci operatoru U* na £(0) ziskdvame ihned rozklad

Za z(t — 7).
7=0

Véta 45. Pro to, aby nahodna slabé stacionarni posloupnost nebyla singularni, je nutné
a staci, aby
(6) / In f(\) dX > —co,

kde f(A) je absolutné spojita cast spektralni miry F'(X).
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Dukaz. Pri dokazovani toto véty se lze odkazat na vétu 35, kde je vyslovena stejna
podminka pro faktorizaci spektralni hustoty, coz je nutnd a postacujici podminka pro
vyjadieni posloupnosti ve formé jednostranné linearni posloupnosti, ktera je samozrejmé

posloupnosti regularni a naopak. a

Dusledek. Nahodna slabé stacionarni posloupnost je regularni pravé tehdy, kdyz ma

skoro viude vuéi Lebesgueové mite kladnou spektralni hustotu f(-), ktera spliuje (6).

Nyni se jiz obratime k problematice predikce slabé stacionarni nahodné posloupnosti.
Diky rozkladu na regularni a singularni cast je zrejmé, ze staci urcit predikci regularni
casti, protoze singularni se predikuje bezchybné a je s regularni casti ortogonalni. Méjme

tedy slabé stacionarni fadu {£(t), t € Z} rozloZenou na obé ¢asti
(1) +&(t),  kde
n(t) = Z z2(t =)

Protoze H,(t) = H.(t) dle Véty 44, pak ortogonalni projekce n(t 4+ 7) na H,(t) je tataz
jako na H,(t) a diky Woldovu rozkladu mame, Ze

tT:Z Z(t+71—7),

pricemz stfedné kvadraticka chyba predikce

() = E{Inlt +7) = ()} = 3 Ja()

Nyni vyjaditme optimalni predikci (¢, 7) pomoci spektralniho rozkladu pro {n(t)}. Je
ziejmé, ze z(0) je prvkem z prostoru H,, a tedy z(0) lze vyjadfit linearni operaci nad
()}, 4. i

A0)= [ o) do(n),

—T

kde v(}) je ortogonalni ndhodn4 mira na {—r,7) takov4, Ze
E{do(M)} =0, E{|dv(N)’} = [g(e™)[*d),
kde g(e) = 522 g @(n) ¢, nebof {5(1)} je reguldrni posloupnost. Pak
2(t) = Ut 2(0) = / ™ () do( ).

Dale vime, zZe

:Za z(t—7) :/7r m Za _”Adv (N).
7=0

j=0 T



Protoze

srovnanim obou stran mame, ze

p(N) = (ia(j)e_m) ) = ( 2#9(6”))_1-

Pak tedy
T = . ) T iA
ﬁ(t,r):/ S a(j) e p(A) €t dv()\):/ it l1—97((€.k))] dv()),
iy — —n glet
kde
( i/\) 1 = () 1FA
-le = — a € .
g 7 2 U

Lze dokazat, ze pro |z| < 1 je g(z) # 0.

Véta 46. Necht slabé stacionarni posloupnost {£(¢)} je vyjadiena jako soucet své regu-
larni a singularni ¢asti, tj.

£(t) = n(t) + &(1).
Necht F/(X), Fr()), Fs(X) jsou spektralni funkce od £(t), n(t) a &(t). Pak plati, Ze

F(A) = Fa(A) + Fs(A)

je rozloZeni spektralni funkce F(-) na absolutné spojitou ¢ast Fr(A) a singularni cast

Fs(X) vudi Lebesgueové mite na (—m, ).

Dukaz. Necht {z(¢)} je inovaéni posloupnost odvozena od regularni ¢asti {n(t)}. Zrejmé
(1) = / ¢ du(\),
kde {u(\)} je ortogonalni nahodné mira se spektralni hustotou 5= definovanou na (—, ).
Pak tedy
n) = [ e yomgle) du()

dily Woldové rozkladu.

Necht singularni ¢ast ma spektralni rozklad
£,(1) = / e dugy(A).

Pak _
ity = [ e ( o g(e) du() + dvs()\)) .
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TudiZ pro jakoukoliv funkci f(A) € La(F'), kde F je spektralni mira posloupnosti {£(¢)},

plati, Ze

[T rydw() = 7o) (yamgle) du) + de.(n).

—T —T

kde w(A) je ortogonalni ndhodna mira na (—m,7) urcujici posloupnost {£(¢)}, tj.

£(t) = /_ ™ dw( ).

Na druhou stranu ale vime, Ze £,(0) € He, tudiz

6(0) = [ eu0)du(y)

—T

a tedy _
fs(t):/ e oy (M) ().

—T

Pak tedy dohromady lze vyjadrit
0= [ e [ 2 g(e) du()) + dvs()\)] ,

coz se spektralnim vyjadienim singularni ¢asti {&,(¢)} dava

/_ G = y(A)) doy(A) = /_ ¢ 21 g(e) du()).

Protoze {&:(¢)} a {n(t)} jsou navzajem ortogonalni, pak mohou soucasné patfit do obou

podprostort jediné tehdy, kdyZ jsou obé strany nulovymi prvky, tedy

ws(A) =1 (s.v8. Fs(+))
ws(A)y/2mg(er) =0  (s.vs. [Leb.]),

kde Fs(-) je spektrdlni mira singularni ¢asti. Protoze g(¢™') # 0 vii¢i Lebesgueové mite,
pak musi byt
ws(A) =0 (s.vs. [Leb.])

Ozna¢me S C (—m, ) takovou podmnozinu, Ze na ni ¢s(A) = 1. Pak méame, Ze Lebesgu-

eova mira mnoziny S je 0 a spektralni miru Fs(-) 1ze vyjadfit jako
() = [ e WFAF() = F(ANS)
Fr(A) = [ 2mlg(eM)P dF(),
A

Tim je véta dokéazana. a
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Véta 47. Necht {£(1)} je slabé stacionarni ndhodné posloupnost ktera neni singularni,
necht f(A) je absolutné spojita komponenta jeji spektralni miry. Pak stredné kvadraticka

chyba predikce pii poc¢tu 7 kroku vpred je rovna vyrazu
2 5= [T inf(N)dA - 2
o(1) =2me Jon Z lea |,
n=0
kde koeficienty {c,} jsou deﬁnovény pomoci rozvoje

exp { / A n f d)\} = Z cn 2",
- n=0

A)dA

specialné pro 7 = 1

o*(1) = 2w e

Dikaz. Dukaz véty opét vyzaduje matematicky aparat, ktery je nad ramec téchto

skript, a proto odkazujeme ¢tenafe nap¥. na monografii [3]. O

7.2 Reseni otazky predikce pro slabé stacionarni posloupnosti

Necht X = {X(j), j € Z} je slabé stacionarni centrovana nahodna posloupnost. Necht
t je néjaky casovy okamzik, t € Z a chceme co nejlépe odhadnout hodnotu posloupnosti
X(t+m), m > 0 na zakladé znalosti minulosti X (¢t — 1), X(¢ — 2),..., X(t —n), kde
teoreticky n muze byt i +oc.

Nejdtive probereme pripad, Ze minulost je koneéna, tj. zname hodnoty veli¢in X (¢ —
1), X(t —2),...,X(t —n) a nejlepsi odhad hodnoty X (¢ 4+ m) hledame mezi linearnimi

kombinacemi
Z a; X t — z

za predpokladu, Ze zname kovariancm funka {R(j), j € Z} sledované slabé stacionarni

posloupnosti X. Jedna se tedy o to najit obecné komplexni éisla ay, as,...,a, (kdyz
posloupnost X je komplexni) tak, aby

2
E{‘ (t+m) ZGZ (t—1) }:min.

Tato vzdalenost bude minimalni, kdyZ linearni kombinace -7, a; X (¢t — ¢) bude ortogo-

nalni projekei veli¢iny X (¢ 4+ m) do podprostoru generovaného veli¢inami X (¢t —1), X (¢ —
2),...,X(t —n). Toto vede k rovnicim

E{( (t +m) Zaz t—z)m}:()

pro kazdé k = 1,2,...,n. Tyto podminky lze vyjadfit v Feci kovarianéni funkce R(+), a to

jako systém linearnich rovnic pro neznamé ay, as, ..., a,

(7) R(m+ k) = ZGZ k=1,2,...,n.
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Resen{ této soustavy rovnic nemusi byt jediné, protoze veli¢iny X (t—1), X(t—2),..., X(t—
n) mohou byt linedrné zavislé, ale v kazdém pripadé je zaru¢ena minimalizace chyby pre-
dikce
E{|X(t +m) = X(t+m)’} = o7, ,
kde X (t4+m) = Y7, d; X(t—1) je jedna z optimélnich predikei ziskanych feSenim soustavy
(7). Pomoci rovnic (7) lze dokazat, Ze
O = B(0) = 3> an(ac) R(k — 1),
k=1+(=1

kde ax, k =1,2,...,n jsou koeficienty optimalni linearni kombinace veli¢in X (t—1), X (t—
2),..., X(t—n).

Nyni predpokladejme, Ze posloupnost X ma spektralni hustotu f(-). Pfedchozi vatahy
lze pak prevést do jiné feci pomoci spektralni reprezentace posloupnosti X. Soustavu (7)

lze prepsat do tvaru

/W(zm+k Zakeké) ()\)d)\:()
pro k =1,2,...,n. Toto lze téZ napsat jako
/W M (™ — @, (V) SN k=120

kde ®,,,(A\) = 30, ar e je tzv. spektralni charakteristika linearni predikce.

Neni problém dokazat, ze

ot = RO = [ [0V F)dA =

—T

= [ 1 = e ) ax

Teoreticky lze uvaZzovat i ten pifipad, kdybychom znali celou minulost {X (¢t — n), n =
1,2,3,...} pozorované stacionarni posloupnosti a nejlepsi predikci hodnoty velic¢iny X (¢ +

m) hledali ve tvaru
Z a; X t - ]

kde nekonecna rada je minéna dle kvadratlckeho stfedu. Spektralni charakteristika nejlepsi

predikce @, o (A) = @,,(A) je pak vyjadritelna ve tvaru
A) =2 aje,
7=1

ktera konverguje dle kvadratického stredu vuci spektralni hustoté f(-). Podminky opti-

malni predikce jsou pak dany nekonecnym systémem rovnic typu
/ ¢ (&7 = @, (V) FOA) A = 0
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prok=1,2,3,...
Chyba optimalni predikce

—T

se da analogicky jako pfi kone¢né minulosti vyjadrit jako
ot = R(0) = [ @ F(0)dA.

Uloha tedy zni, Ze hledame takovou funkci ®,,(\) = 25 aj e~%A aby pro funkei 1, () =
[ — @, (N)] () platilo, ze je ortogonalni k {e**}22 . Pokud by funkce ,,(+) pFipous-
téla Fourieruv rozklad do rady

oo .
¢W(A): Z Cn em/\7

pak 1ze snadno diky vyse zminéné ortogonalité dokazat, ze ¢; = 0 pro j = —1,—-2,...,
tedy by bylo mozno psat
Ym(A) = Z c, e,
n=0
v proménné e, tj.
FO) = F0(e),

kde f()(-) je racionalni funkce. Zavedme funkce
() =D a;z7 a pW(z) = [" — @W(2)] fU(2).
7=1

Je jasné, ze @, (™) = ® () a rovnéy

V(€)= S (M),

tj. tyto dvojice funkci se shoduji na jednotkové kruznici v komplexni roviné. Diky poza-

davkim na konvergenci fady
o0
D) = e
i=1

musi tedy mocninna fada ®,,(z) konvergovat pro kazdé |z| > 1, tedy byt analytickd vné a
na hranici jednotkového kruhu v komplexni roviné. Lze tedy ocekavat, ze tloha nalezeni

optimaln{ linearni predikce bude vyfesena, kdy? nalezneme takovou dvojici funkei ®{1)(.)

a v((-), kde

a) ®1(.) bude analyticka vné a na hranici jednotkového kruhu v komplexni roviné

b) ®M(c0) =0
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¢) vW(z) = (27 — ®(2)) fM(2) bude analytickd uvniti a na hranici jednotkového

kruhu v komplexni roviné.

Koeficienty optimalni linearni kombinace v fadé )N((t, m) = 352, a; X(t — j) se pak zis-
kaji Fourierovym rozvojem funkce ®{1)(.). Lze dokazat (bliZe viz napi. [1]), Ze podminky

a), b), ¢) jsou postac¢ujicimi podminkami pro nalezeni optimalni linearni predikce.
Na piikladech si ukazeme, jak lze pomoci dvojice funkei ®()(-), 4 (D(.) najit relativné

snadno tvar optimalni linearni predikce.

Piiklad 1. Necht kovarian¢ni funkce ma tvar R(k) = cal*l, k € Z, kde ¢ > 0, |a| < 1.
Pak odpovidajici spektralni hustota je

tedy
Wy - ¢ l=a
1) 27 (z —a)(z7' —a)
_ < 2(1 —a?) _
21 (z —a), (1 — az)
- (z—a)(l —az)
Tudiz

(W () = w2
U (2) (z—a)(l—az)

ktera ma v bodé z = a singularitu, ktera musi byt odstranéna vhodnou volbou funkce

®((.), aby (-} byla analytické uvniti kruhu, tudiZ musi rovné byt

kde A,,(+) je analyticka v celé roviné. Aby ®()(00) = 0, tak dojdeme ke tvaru &) (z) =

am-l-l

, a tedy
X(t,m)=a™ "t X(t - 1),

protoze ®,,(\) = a™ Tl e

Priklad 2. Necht spektralni hustota ma tvar

1

A) = — .
f( ) |eZ—A—a1|2|eM—a227
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a; £ 0, az #0, |ag| <1, |as] < 1, a; # ay. Pak zfejmé

1

FO(2)

- |2 — a1]? |z — aq]?’

a tedy
) (7~ a(=)) 2 |
(z—a1) (1 —a12) (2 — az2) (1 —asz)

Diky pozadavku na analyticnost funkce ¢{)(-) uvnit¥ a na jednotkovém kruhu musi byt

kde musi tedy byt A,,(a;) = a*?, i =1,2.
Aby bylo splnéno lim,_,. ®(2) = 0, pak je vhodné volit A,,(2) = anz + B, kde

koeficienty «, 3 se urci z pozadavku

apt? = aa; + 3
a;n+2 = aay+ [.
Odtud pri a1 # ay ziskdvame, Ze
m+2 m+2
ay — — ay
oy = —
ap — dg
2 2
O = a;m— — g Oy, = ai”"' — Oy
Funkce ®,,(2) ma tedy tvar ®,,(z) = == + 57’", a tudiz optimalni linearni predikce se

vyjadii jako

X(t,m) = am X(1— 1)+ B X(t - 2).

Pak pro m = 0, coz je predikce na 1 krok vpred, ziskavame optimalni linearni predikei ve

formé

X(t,0) = (a1 +a2) X(t — 1) — ajaz X(t — 2).

Priklad 3. Necht spektralni hustota ma tvar

() = !

~[Sigare 0

ks redlnymi koeficienty ag, aq,...,a, ma viechny své kofeny

kde polynom >°7_,ar 2"~
uvniti jednotkového kruhu. Bez Gjmy na obecnosti lze pozadovat, aby ag > 0, a, # 0.

Bude nas zajimat pouze pripad predikce na jeden krok vpred, tedy m = 0.
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7 tvaru spektralni hustoty ihned plyne, #e odpovidajici funkce fM(2) je tvaru

1
M2y — -
f (Z) - (ZZ:O ag Zn—k) (Zzzo ar Zk—n) —

ZTL

(aoz" 4+ ai™" + -+ ay) (a0 + a1z + -+ + a,z")

Odtud ziskavame tvar funkce ;/)(()1)(2):

[1— 0 (2)] ="
>0 @ Z”‘j) ( 204 2‘7)7

vM(z) =
(

ktera musi byt analyticka uvnitf jednotkového kruhu. Opét zvolme

_ Ao(2)

ZTL

() (2)

a hledejme Ay(z) ve tvaru polynomu (n — 1)-ho stupné
Ao(Z) = bl Zn_l + bz Zn_2 + -4 bn

Koeficienty by, & = 1,2,...,n je nutno volit tak, aby jejich volba eliminovala mozné
kofeny polynomu P(z) = }%_; a; 2"77 ktery se vyskytuje ve jmenovateli funkce ;/)(()1)(-)
a o jehoz kofenech predpokladame, Ze jsou vSechny uvnitt jednotkového kruhu. Druhy
polynom Q(z) = >"7_ a; 27 nam nevadi, protoZe ten pak musi mit viechny své kofeny vné
jednotkového kruhu.

Zkusme zvolit b; = —Z—é, tedy

Ao(Z)——ﬂ n—l_% n—2 _Cl_n
ag (%) Qo
Pak
A
11— q)él)(Z)] 2" = 2" [1 — M] =
ZTL
— n [Zn_|_ﬂzn—1_|_%2n—2_|_..._|_a_n =
do ag ao
ZZn
= —P
— P(e),

coz praveé dava zadany analyticky tvar funkce ;/)(()1)(2), nebot pak

ZZn

" ao Q(Z)

7 tohoto ihned plyne tvar pro funkci ®o()), totiz

1 . . .
Po(A) = —— (a1 e faye ™+ ta, e_m) )

o
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a tedy

~ 1
Xt0)=——@mX(t—-1D+aX{t-2)+ - +a, X(t—n)),

ao
coZ neni zadné prekvapeni, nebot vychozi spektralni hustota f(-) je hustotou pro autore-

gresni stacionarni posloupnost, ktera splnuje diferenc¢ni rovnici
ao X(k)+a X(k—1)+--+a, X(k—n) =Y},

kde {Y;}rez je diskrétni bily sum s D{Y;} = 1, E{Y,} = 0, neboli pti ag > 0

“La Y,
X(k) =SS X(k—j)+ 2
j=1 0 (273}
a
E{X(k—7)Yy} =0 proj=1,2,3,...
a E{a—};’?} je tak pfimo chyba predikce.

7.3 Predikce slabé stacionarnich procesi

Necht {£(t), t € (—oo,+00)} je slabé stacionarni centrovany nahodny proces se spektral-

nim rozkladem

€)= [ a)

— 00
a kovarian¢ni funkci

Ry = | e dp().

Necht H¢ je Hilbertav prostor nad viemi veli¢inami£(t), ¢ € (—oo, +00). Na He definujme

grupu unitarnich operatoria posunuti

U'E(s) = £(t + ),

kde U° = [ je identita na Hg. Ziskan{ nejlepsi predikce hodnoty £(¢+7), 7 > 0 na zakladé
znalosti £(s), s < t je dano nalezenim nejlepsi projekce, tedy ortogonalni projekce do

podprostoru H¢(t) generovaného pravé viemi £(s), s < t. Oznacme opét chybu predikce

() = E{|¢(t +7) - £t 7)),

A

kde £(t,7) je projekce £(t 4+ 7) na podprostor He(t). Je jasné, ze 0 < o*(7) < o2, kde
o = E{J&(t + 1)P).

Definice 16. KdyZ lim, ., 0%(7) = o2, pak proces nazveme (linedrné) regularnim; kdyZ

0?(79) = 0 pro né&jaké 7o > 0, nazveme proces (linedrné) singuldrnim.

Lze snadno dokézat, Ze singularita vlastné znamenda o?(7) = 0 pro kazdé 7 > 0.
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Véta 48. Kazdy slabé stacionarni proces lze jednoznac¢né rozlozit do dvou komponent,

a to na jeho regularni a singularni cast

£(t) = &(1) + (1),

které jsou mezi sebou nekorelované. Kazda regularni ¢ast se da vyjadrit pomoci klouzavych

souctu ve tvaru stochastického integralu typu
t
nt) = [ alt—s)du(s),

kde {u(-)} je ortogonélni ndhodn& mira, E{du(s)} = 0, E{|du(s)|*} =ds, H,(t) = H,(¢)
pro kazdé t € (—o0,4+00) a

+oo

/ la(t)|? dt < +oo.
0

Duikaz. Dikaz je veden zcela analogicky jako v pripadé diskrétniho casu. a

Véta 49. Pro to, aby slabé stacionarni nahodny proces {£(t), t € (—o0,400)} nebyl
singularni, je nutné a staci, aby absolutné spojita ¢ast f(A) jeho spektralni funkce F(A)

splnovala podminku

+oo In f(2)
/_oo e > oo

Duikaz. Pri diakazu této véty se lze odvolat na vétu 38, kde je stejna podminka spojena
s moznou faktorizaci prislusné spektralni hustoty, coz je nutna a postacujici podminka
pro vyjadreni procesu ve formé jednostrannych klouzavych souctt, coz je jisté regularni

proces a naopak. a

A

Optimalni predikce £(t,7) je pak vyjadritelna jako soucet optimalni predikce jeho
regularni casti a singularni slozky v case t + 7, tj.
)= [ als)dulr =)+ &1+ 7).
pricemz

o¥(7) = /0 la(s)|? ds.

Jiné vyjadreni optimalni predikce é(t, 7) je dano pomoci frekvenénich charakteristik, a to

)= ;Oo £ [1 - };;((;;))] d=(\),

kde z(A) je ortogonalni nahodna mira procesu {&(¢)}, pricemz

h(id) = \/%/Oooa(s) e ds
h.(iX\) = \/%/07 a(s) e~ ds.
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Funkce h(i)) je odvozena od spektralni hustoty, resp. od jeji absolutné spojité ¢asti f(A)

vztahem

FO) = [hGA)P,
kde pozadujeme, aby h(1) > 0 a h(z) # 0 pro (Rez > 0), aby funkce h(-) byla urcena

jednoznacné.
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8 Silné stacionarni posloupnosti a procesy

8.1 Operatory posunuti

Pokud v této ¢asti budeme hovorit o nahodné posloupnosti, pak 1" = Z, v piipadé nahod-
ného procesu T' = IR. Jak jiz vime, nahodna posloupnost ¢i proces jsou silné stacionarni,
kdyz jejich konecnérozmérna rozdéleni jsou invariantni vic¢i posunuti v Z, resp. v IR.
Nejjednodussim prikladem silné stacionarni posloupnosti je posloupnost vzajemné neza-

vislych stejné rozdélenych nahodnych velicin.

Necht je tedy dan silné stacionarni nahodny proces {£(t), t € T'} anecht A¢ je nejmensi
o-algebra v mnoziné elementarnich jevi {2, vuci niz jsou méritelné vsechny nahodné veli-

¢iny £(t), t € T. Tato o-algebra je generovana podmnozinami tvaru
A={weQ:&t,w) € By,.... t,,w) € B},

kde tq,t5,...,t, je libovolna konecna podmnozina v 1T a B;, 1 = 1,2,...,n jsou libovolné

borelovské podmnoziny v IR. Rikdme, Ze o-algebra A je generovana nahodnym procesem
{¢(), teT}.

Nyni obratime pozornost k trajektoriim procesu {£(t), t € T'}. Jak jiz vime, pro kazdé
w € N je £(-,w) vlastné funkce na mnoziné T, tedy prvek z IRT. Ozna¢me ® = {z(-) €
RT : z(:) = £(,w), w € O}, neboli slovy ® je podmnozina viech trajektorii procesu
{£(t), t € T} v IRT. V podmnoziné ® lze definovat nasledujicim zpiisobem o-algebru Ag,

ktera je nejmensi o-algebrou nad podmnozinami tvaru
M=A{x(-) € ®:2(ty) € By, x(t2) € By, ..., 2(t,) € B,}

kde ty,t,,...,t, je libovolna konecnd podmnozina v 1" a By, Bs,..., B, jsou libovolné

borelovské podmnoziny v IR.

Ozna¢me A : A — @, tj. zobrazeni w — £(+,w), které kazdému elementarnimu vysledku
w € Q prifazuje pravé trajektorii £(-,w) procesu {£(t), t € T'}.

Lze snadno dokazat, ze podmnoziny v ) tvaru
A={weQ:Awe M}, MeAyg,

tvofi pravé o-algebru A generovanou procesem {£(1), t € T'}.
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Pomoci zobrazeni A lze prenést pravdépodobnostni miru P ze o-algebry A na o-

algebru Ag, a to pomoci vztahu
Pe(M) = P(AT'M), M c Ay.
Opét lze snadno dokazat, Ze mnozinova funkce Pg je skuteéné pravdépodobnosti na Ag.

Vsechny tyto pojmy byly zavedeny kvuli tomu, Ze na mnoziné vsech trajektorii ¢ lze
snadno definovat operaci posunuti, ktera hraje klicovou roli pfi studiu silné stacionarnich

procest. Definujme v mnoziné trajektorii ® operator posunuti S3 vztahem
Sga()==z(-+7), 2()e?,

kde 7 € Z v pripadé nahodné posloupnosti, 7 € IR pro nahodny proces. IThned je vidét,

7e operace posunuti je vzajemné jednoznacna pro kazdé T a rovnéz plati

Spfe()ed:a(t;y) e Bi,i=1,2,...,n} =
= {2()ed:a(ti+7)EB,1=1,2,...,n}.

Odtud tedy plyne, ze S;M € Ag, kdyz M € As.

Operace posunuti 5§ lze velice jednoduse skladat dohromady podle grupové relace
S&')l Sg — Sg S&')l — SEI')I+T2‘

Pomoci operace posunuti na mnoziné ® lze zpétné definovat operaci posunuti mezi ele-
mentarnimi vysledky v zakladnim pravdépodobnostnim prostoru (2,0, P), na ném? je

proces {£(1), t € T'} definovan. Pieneseme operaci posunuti do 2 vztahem
S,(4) = AT(SEM),

kdyz M = AA, Ae A, M € As.

Lemma 7. Operace posunuti S, zachovava pravdépodobnost P, tj.
P(S;A)= P(A)
pro kazdé A € A..

Dikaz. Diky tomu, jak je zobrazeni S; definovano pomoci 53, pak staci dokazat, ze

plati
Ps(SgM) = Ps(M), M € As.

Diky silné stacionarité procesu {&(t), t € T} predchozi vztah plati pro podmnoZiny M

tvaru (cylindrické podmnoZiny)
M=A{x()ed:at) e B;,i=1,2,...,n},
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kdet; € T, B; € By, 1 =1,2,...,n. V obecném ptipadé, pro M € Ag plati, Ze
P@(M) = inf {Z P@(MZ)} 5
=1

kde infimum je uvazovano pres vsechna mozna nejvyse spocetna pokryti podmnoziny M

cylindrickymi podmnoZinami ze o-algebry Ag, neboli

M c | M.

=1

7 vlastnosti miry ihned plyne, Ze musi platit nerovnost

Po(S5M) < inf{i P¢(S§>MZ»)} = Po(M),

=1

protoZe jednak rovnéz SgM C Sg (U2, M) a dale Py(S§M;) = Ps(M;), protoze M; jsou
cylindrické a proces {£(t), t € T} je silné stacionarni. Naopak, kdyz budeme aplikovat

zobrazeni Sg” na mnozinu SzM, pak
Py (S37(S§M)) = Po(M) < Py (S5M),
jak plyne pfimo z predchozi nerovnosti. Tim jsme dokazali, Ze
Py (SgM) = Po(M),

a tedy 1
P(S;A)= P(A)

pro kazdé A € A.. O

Lemma 8. Operace posunuti 5; na A je definovana jednoznac¢né az na mnoziny s prav-

dépodobnosti P nulovou, tj. kdy?z
Ay =S5;A, Ay =5;A, proAe A,

pak

Dikaz. Kdyz Ay, A; nejsou totozné, pak to znamena, Ze existuji ruzné podmnoziny

My, My v Ag takové, Ze jejich vzor je podmnozina A v Ag, tj.
A:A_lMl, A:A_IMQ,
a tedy

Al - A_I(SZI;Ml), A2 - A_I(SZI;MQ)
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Ale z predchoziho ithned plyne, Ze jednak
A - A_l(Ml N Mg),
a tedy

S;A = ATH(SH(M N M) = ATH(SEM 0 SEMy)

A_
A_I(SZI;Ml) N A_I(SZI;MQ) - Al N AQ.

Protoze zobrazeni S, zachovava pravdépodobnost P, pak

P(S,A) = P(A) = P(A}) = P(Ay) = P(A; N Ay)

a tudiz musi byt

P(AlAAQ) - P(Al - AQ) —|— P(A2 - Al) - 0

Snadno lze ukazat, Ze operace posunuti S; v A spliuje:
i=1
i=1

kdyé Al C AQ, pak STAl C STAQ.

D)
R
=

.
Il
—

(G
R
=

.
Il
—

Rovnéz, jako operace posunuti {S§}, posunuti {S,} spliiuji grupovou relaci
57'157'2 = 57'257'1 = 57'1+7'2'

Pomoci operace posunuti S, lze zadefinovat i posunuti mezi nahodnymi veli¢inami, které

jsou Ag-métitelné. Jestlize A € A¢, necht y4(-) oznacuje indikator mnoZiny A, neboli

Xalw) = 1 prowe A
Xalw) = 0 proweQ— A

PoloZme
(8) Uz xa(w) = xs_,a(w),

kde xs_,a(-) je indikdtor mnoziny S_,A. Jestlize n(w) = SN kx4, (w), kde Ay € A

jsou navzajem disjunktni, pak

N
U7—77 = Z Ck UT XAk(uJ).

k=1
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Diky vztahu je ihned vidét, Ze pro jakoukoliv jednoduchou Ag-méritelnou funkei i plati
{w:Umn(w) € B} = S{w:n € B},

kde B € Bj. Necht nyni {n;}32, je jakdkoliv posloupnost jednoduchych funkei Ag-
meétitelnych, které konverguji dle pravdépodobnosti P. Pak diky invariantnosti pravdépo-

dobnosti P vuci zobrazeni S, plati, ze
PAw: pp(w) = (@) > e} = P{w : [Urnpp(w) = Urmpe(w)| > <}
a tudiz i posloupnost {U,n;}72, je konvergentni dle pravdépodobnosti P. ProtoZe kazda
nahodna veli¢ina n, ktera je Ag-méfitelna, se da aproximovat posloupnosti jednoduchych
Ags-meéfitelnych funkei, pak lze definovat
U,n= P- Iim U.n,

k—o0

kdyz
n = P- lim n;.

k—o0
U.n je dobfe definovana nahodna veli¢ina, ktera nezavisi na vybéru aproximujici posloup-
nosti {nx}r2,.

Lze snadno dokazat, Ze zobrazeni U, definované na vsech Ag-méfitelnych nahodnych
veli¢inach, opét nabyva svych hodnot mezi Ag-méfitelnymi nahodnymi veli¢inami a navic
plati:

U-(exm +eanz) = aUm+elUn

UT(U1772) = Ur(ﬁl)UT(Uz)
Umn = Umn.

Déle zobrazeni {U,} spliiuji grupovou relaci
U71U7'2 = UT2U7'1 = U7'1+7'2'

Necht 7 je libovolna Ag-métitelnd ndhodné veli¢ina. Pak nahodny proces {n(t), t € T},
kde

je silné stacionarni nahodny proces obsahujici pouze Ag:-méfitelné nahodné veliciny.

8.2 Ergodické véty pro silné stacionarni posloupnosti a procesy

Obdobné jako u slabé stacionarnich procesu, ergodicka teorie se tyka asymptotického
chovani aritmetickych prameéru
1 & st
FD DINERC N (IOR
n tJo
7=1
podle toho, zdali uvazujeme silné stacionarni posloupnost ¢i proces. Pfi vysettovani cho-
vani téchto veli¢in pfi n — oo, resp. t — o0, se podstatné vyuziva pravé vlastnosti

zobrazeni S, a U.,.
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Definice 17. MnoZina A € A¢ se nazyva invariantni viéi posunutim {S;}, kdyz pro
kazdé 7 plati
P(S;AAA) =0.

Jinymi slovy feceno to znamena, ze A a S, A se lisi pro kazdé 7, 7 € Z, resp. 7 € IR az

na podmnozinu, ktera ma nulovou pravdépodobnost P.

Definice 18. Nahodna veli¢ina n, ktera je Ag-méftitelna, se nazyva invariantni vuci

posunutim {U.}, kdyz pro kazdé 7, 7 € Z, resp. 7 € IR plati

Plw:n(w) = Um(w)} = L.

Je zfejmé, Ze vsechny invariantni podmnoziny tvori pod-o-algebru v A a nahodna ve-
li¢cina n je invariantni pravé tehdy, kdyz je méfitelna vuci této o-algebre invariantnich

podmnozin, kterou oznac¢ime J.

Véta 50. Necht 5 je libovolna A;-méfitelna nahodna veli¢ina, pro niz existuje stredni

hodnota vici pravdépodobnosti P. Polozme n, = Uyn.
Pak plati

n—0oo

L :
lim =3 n; = E(n|Te) .-,
=
resp.
Lt :
gggém&ZEW%H+,

kde FE(-|J¢) je podminéna stfedni hodnota vzhledem k o-algebte [J¢ invariantnich nahod-

nych jev.

Dikaz. Nejdiive dokazeme vétu pro pripad, ze T = Z. Dokazeme, ze s pravdépodob-

nosti 1 existuje
1 n
lim — (w).
Jim ]Z_l 7;(w)

Dikaz provedeme sporem. Necht zadna takova limita s pravdépodobnosti 1 neexistuje.
Pak ale najdeme dvé realna ¢isla o < 3 takovéa, ze pravdépodobnost soucasného vyskytu

nahodnych jevu

P R
A, = {w:lgr_l)gfgz:m(w)<a}

i=1

12
Bﬁ = {whmsupgzm(w)>ﬂa}a

je kladna, neboli P(A, N Bg) > 0. Oznac¢me A, = A, N By, kde «a, § probihaji vSechna

racionalni ¢isla na pfimce. Pak nahodny jev A vyjadiujici neexistencilim,, _ % iy (W)
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se da pokryt spocetnym sjednocenim nahodnych jevii A,z. Pak ale

0< P(A) <3 P(Asp),
B

a tedy musi byt P(A.p) > 0 alespon pro jednu dvojici racionalnich éisel a, 3. Dokazme,
ze P(Asp) > 0 vede ke sporu.

Oznacme A? 5 nahodny jev, ktery je prinikem jevu A, s existenci takového {g < s, Ze

S i) > fof

/iejme
sli;go Azﬁ = Aaﬁ’
a tudiz i

lim P (A%,) = P (Aap).

55— 00
ProtoZze predpokladame, ze P(A.p) > 0, pak pro dostateéné velka s € IN musi byt i
P(A25) > 0. Kdyz nastane jev A?; znamena to, ze takovy prvni okamzik s > 7 > 1 musi

existovat, pro néjz je
> niw) > 778,
1
ale soucasné pro kazdé t, t <1 < 7* —1 plati

t

Y oniw) <16

1

Necht 7 je libovolny ¢asovy okamzik 0 > 7 > 7 — s. Kdyby pro takovéto 7 platily

nasledujici nerovnosti

d_milw) > Blt—77)

741
pro néjaké t, T <t < 7%, pak by diky vztahu (napt. pro t = 0)
™ 0 ™
D=t
741 741 1

platilo, ze 37 n; < B77, coZ by znamenalo, Ze jev A} ; nenastal. Pokud tedy takovy casovy

okamzik 7 mezi 0 a 7 — s existuje, pricemz bude platit

S @) > B —)

T74+1

domilw) < Blt—77)

T+1
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pro kazdé ¢, T < < 77, pak nastane jev A} ;, nebot pak jiz

277] ) > BT

Timto zpisobem se nahodny jev A? ; stava sjednocenim navzéajem disjunktnich jevi

Byy= AN {T=—p, 7" =—p+4q},
g=1,2,...,5, p=0,1,...,g—1, tedy

aﬁ = Uqu-

p,q

Evidentné, diky silné stacionarité

—ptq q
Uy Z 77;‘(@):277](@)
- i=1

a rovnéz z téhoZ duvodu

Sp(qu) = BOq-

Uzitim téchto vztahu lze psat

/AS ndP:Z ndP:Z/B

ap Bpq

- z/ zmdwzq@mm -

Oq 1

= ZP vq) B = P(A] )57

p,q

protoze v pripadé vyskytu nahodného jevu By, plati

q
> ni(w) > qB.
1
Kdyz nyni provedeme limitni pfechod pro s — oo, ziskavame dilezitou nerovnost
| ndp = P(A.) 5.
Anp
Zcela obdobnym zpusobem lze dokéazat i nerovnost opacnou
/ ndP < P(A.p) @,
Anp
coz ale za predpokladu, ze P(A,z) > 0, nemuZe byt splnéno, a tudiz musi jediné byt, Ze
P(A.p) = 0.

Tim jsme dokazali, Ze existuje s pravdépodobnosti 1 limita
A Z (@
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Necht nyni parametr ¢ nabyva spojitych hodnot, tj. t € IR. Je zfejmé, Ze

¢
lim sup ! n(u)du =limsup—>_ [ n(u)du

t—co 0 n—roo Ty )

a obdobné - -
h{ggf n n(u)du =liminf - >

0 n—0oo

Kdyz si nyni uvédomime, Ze veli¢iny

1 ,
n; = / n(u)du, jeZ
j

tvori silné stacionarni posloupnost, je jasné, ze diky drive dokazané existenci limity

lim — Z n;

n—0oo n

musi téZ existovat .
lim — [ n(u)du

t—=oco 1 Jo

s pravdépodobnosti 1.
Je ziejmé, ze

hm Z 77]7

n—0oo n

resp.
¢

lim L n(u)du

t—co N Jo

jsou invariantni ndhodné veli¢iny, nebot pro kazdé s, s € Z, resp. s € IR,

1t L] gt
Us t1i>r<£lo " n(u) du = t1i>r<£lo ) n(u)du =
Lot
= t1i>r<£lo 7, n(u) du.

Nyni zbyva dokazat, ze
Lot
lim — | n(u)du = E{n|T},

t—oo t Jo
kde J¢ je o-algebra invariantnich nahodnych jevii generovana silné stacionarnim procesem
{&(t), t € T'}. Nejdiive predpokladejme, ze |n| < K < oo. Pak i

1

¢
| < K, resp. ‘?/ n(u)du | < K
0

17
- i

a tedy pro libovolnou podmnozinu A € J¢ plati, ze

lim {/( du}dP /{g&t (u)du}dP.
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7, druhé strany

/A{%/ot”(“)d“}dp = %/Ot{/An(u)dP} du =
%/;{/AU(O)dP} du :/AndP.

ProtoZe tento vztah plati pro kazdé A € Je, pak (viz Dodatek 2), ona limita musi skoro
jisté splyvat s podminénou stfedni hodnotou E{n|J:}. Kdyz nahodna veli¢ina n neni
ohranicena, pak za poZadovaného predpokladu, Ze existuje E{|n|}, 1ze k libovolnému ¢ > 0

najit takovou ohrani¢enou veli¢inu 7., rovnéz A.-méfitelnou, ze

E{ln —n°|} <e.

Pro silné stacionarni proces {n°(t), t € T} jiz véta byla dokézana a vyuzitim nerovnosti

|

E{|5 [ ntrdu— [ dul} < Bl -y <=

lze snadno dokéazat, Zze véta plati i pro neohranicené nahodné veliciny. a

1

1 n n .
Ny - =3
n; I n; J

} <E{ln—n7[} <e,

resp.

Definice 19. Silné stacionarni ndhodna posloupnost ¢ proces {£(¢), t € T'} se nazyva

metricky tranzitivni (té7 ergodicka ¢i ergodicky), kdyz kazda podmnozina A € J¢ splnuje

Jinymi slovy feceno, metricka tranzitivnost znamena, ze kazda invariantni nahodna veli-
¢ina, tj. Je-meétitelna, je skoro jisté konstantni vici pravdépodobnosti P.

Je-1i proces {£(t), t € T'} metricky tranzitivni, pak pro kazdou nahodnou veli¢inu 7,
ktera je A¢-méritelna s E{|n|} < oo plati, ze

1t
lim — [ n(u)du =E{n} s.j.,

t—oco t Jo
resp.
1n
lim —S n; =E
nggon;m {n} s,

Lze rovnéz dokazat i opak, Ze pokud je E{n|J:} = E{n} skoro jisté pro kazdou nahodnou
veli¢inu 7, kterd je Ag-méritelna majici kone¢nou stiedni hodnotu, pak proces {£(t), t €

T} je metricky tranzitivni.

Tuto kapitolu uzavieme vétami, které jednozna¢né charakterizuji metrickou tranzitiv-

nost u stacionarnich gaussovskych procesu.
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Véta 51. Stacionarni gaussovska posloupnost ¢i proces se spojitou kovarianéni funkei
je metricky tranzitivni pravé tehdy, kdyz odpovidajici spektralni funkce nema skoky (tj.
je spojita).

Dukaz. Necht {£(¢), t € T'} je stacionarni gaussovsky proces ¢i posloupnost, které jsou
metricky tranzitivni. To znamena, ze kazda invariantni nahodna veli¢ina je skoro jisté
konstantni. Protoze gaussovsky proces ¢i posloupnost jsou téz pri silné stacionarité slabé
stacionarni, pak existuje limita dle kvadratického stredu
lim - > = =({0})
-

resp.

lim ~ [ €(u)du = =({0}).

t—oco t Jo
ProtoZze pro gaussovské veliciny konvergence dle kvadratického stredu implikuje konver-

genci s. j., pak

o1
im —
n—00 n

36 =2({0}) sj.
resp.

lim = [ €(u)du = 2({0}) s.j.

t—oco t Jo
Pak ale musi byt veli¢ina z({0}) konstantni, nebot musi byt Je-méfitelnd, coz implikuje, ze
odpovidajici spektralni funkce F'(-) od procesu {&(¢), t € T'} je spojita v nule. Kdyby Ag #
0 byl bod nespojitosti spektralni funkce F'(-), pak ze vztahu mezi ortogonalni nahodnou

mirou a funkel F(-) by plynulo, Ze
E{]z(Xo +0) — 2(X)|*} = F( Mo +0) — F(Xo).

Protoze ®(Ag) = z(Ag 4+ 0) — (o) je limita od aritmetickych prumért silné stacionarniho
procesu n(t) = elE(t), tj.
1 & !
—> 0 — ®(Xo) s.j.
n
=t n—00
resp.
1 rt
;/ n(u)du — ®(Xg) s.j.,
0
pak pfi metrické tranzitivité procesu {£(¢), ¢ € T} musi byt ®(Ag) konstanta, a tudiz
F(Xo +0) = F(X) a spektralni funkce F(-) musi byt spojita v bodé Aq.

Naopak predpokladejme, Ze {£(t), t € T} ma spektralni funkci F(-) ze svého spek-
tralniho rozkladu spojitou v kazdém bodé. Abychom dokéazali metrickou tranzitivnost
procesu {£(1), t € T}, musime dokazat, ze pro kazdou Ag-méfitelnou nahodnou veli¢inu
n se E{|n|} < oo plati

1< )
~2 U — E{n} s.j,

I n—0oo
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resp.

1t .
;/0 Usnds —s E{n} s.j.

n—0oo

Staci to dokazat pro dostatecné sirokou tiidu nahodnych velic¢in, které tvori vsude hus-
tou podmnozinu mezi vSemi Ag-méfitelnymi nahodnymi velicinami s kone¢nou stredni

hodnotou. Takovymi veli¢inami jsou napt. veli¢iny tvaru
n= Z c(u17u27"'7 eXp Zujf
UL, U2,y Un

kde ¢(uq,uz,...,u,) jsou obecné komplexni ¢isla. Protoze ¢isla c(uq, usg, . .., u,) nehraji

roli pii sledovani aritmetickych praméru

1< 1/t
L e L [

n i

zadnou roli, postacuje studovat veli¢iny nejjednodussiho tvaru, a to

n = exp{iiuy‘ §(tj)}-

Budeme pottebovat vydislit E{n} = m. Lze spocitat, ze

1 e e
m:exp{ §ZZR(t] —tk)ujuk},
7=1 k=1
kde R(-) je kovarian¢ni funkce procesu {£(t), t € T'}. Polozme
no =n—m, n(t)="Um, no(t)="Uno

a necht Ro(t) = E{no(¢) 7y} = E{n(¢)n} — m?. Kovarian¢ni funkce Ro(-) je zajisté spojita
v pripadé spojitého ¢asu, a tudiz dle Bochnerovy véty ¢i Herglotzovy véty

Ro(t) = / et dFp( ).

Kdyz dokéaZzeme, Ze Fy(-) je spojita v 0, pak bude

n—0oo

1S
fim 130, =By = m.
7=1

coZ je konstanta, a tim bude dokazana metrickd tranzitivnost procesu {£(¢),t € T}.

Kovarianéni funkei procesu {n(t), t € T'} lze vyjadiit pomoci (n = n(0))

Efn(0)n} = {exp{zznj £(t; +1) (]))uj}}:

=1

ECH

]:1 k=1

== exp{ Zn:zn:u]quRt —tk) R(t—I—t]‘—tk)—R(t—l-tk—t]‘))}.
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/iejme
Rty — 1) = [0 dp(a),

a obdobné lze vyjadiit
Rt +t;—tp) + R(t +tp — ;) = 2/€Mt cos A(t; — tg) dF ().

Tim dosahneme toho, ze

E{n(t)ﬁ}:exp{ anzn:u uy R(t; —tk)}

j=1k=1

n

Xexp{1 Sy (2/e cos(A(t; —tk))dF()\))}

]:1 k=

—_

= { E{n} exp {/ Zi: Zi: e Musuy cos(A(t; — 1)) dF()\)}
= m?exp {/ (Zi:kﬁ: ujug cos(A(t; — tg)) dF()\)) } )

kde F'(-) je spektralni funkce procesu {£(t), t € T'}.

Oznacme dG(A) = 3%, Yi_, ujug cos(A(t; — tx)) dF(A). Protoze funkce cos(At) je
pozitivné definitni, pak G(-) je nova spektralni funkce, ktera je spojita pravé tehdy, kdyz
F(-) je spojita. Tim jsme dospéli k vyjadieni

Ro(t) = m2 (ef N dG(N) 1)

(f e dG(A))
7! '

= 'y
7=1

Funkce [ €™ dG()) je charakteristickou funkei a jeji mocniny Ize opét vyjadiit jako cha-

(/ it dG()\))j = [emacs),

kde funkce G;(+) lze ziskat postupnym vypoctem

rakteristické funkce, tj.

Gi(A) = G(A) * Gia (D),
pricemz G (A) = G(A) a * oznacuje konvoluci mezi dvéma funkcemi, neboli
Gi()) = /G(A — )G (u).

Tim padem dovedeme vyjadiit kovaria¢ni funkei Ro(-) ve tvaru

Ro(t) = Z

7=1

— /em dFy(\),

[ et dG J e dGi(\)
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kde . dG
dFo(N) =

7=1
KdyZ je spektralni mira F(-) procesu {£(1), t € T} spojita, pak i vSechny G;(-) musi byt
spojité, a tim i Fy(-) je spojita, tim spise v 0. Toto zjisténi staci k tvrzeni, Ze proces
{&(t), t € T'} pak musi byt metricky tranzitivni. O

O tom, zdali je odpovidajici spektralni funkce F'() spojita, se lze snadno presvédcit

z chovani kovarianéni funkce. Plati nasledujici véta.

Véta 52. Necht {R(j)}jez je kovarianéni funkce libovolné slabé stacionarni posloup-
nosti. Pak

lim
n—+00 N _|_

Z|R =2 _[F(A +0) = F(W)T,

k

kde {Ar} jsou viechny body nespojitosti spektralni funkce F(-).

Dukaz. Diky Herglotzové vété

a tudiz

1 T T N N
n—l—lZ|R B nJrl/_W/_WZeZ(A T AR() dF () =

_ zn—l—l )
= dF (N dF ().
n_|_1/_7r/_7r 1_6/\@] (A) (1)

Pro n — oo je funkce pod dvojnym integralem stale ohranicena a konverguje k funkci

©(A, 1), kterd je rovna nule mimo hlavni diagonalu a ¢@(A,A) = 1. Lze tedy piehodit
operace lim a integrovani a plati
1 e

SIRGIE = [ [ eOumdr () dr(u) =

i=0

lim

- /_Z[F(A +0) = F]AF(N) = Y [F(A +0) = FOwW)P.

a

Tim vlastné jsme téz dokazali nutnou a postacujici podminku pro to, aby stacionarni
gaussovska posloupnost byla metricky tranzitivni, a to totiz, jeji kovarian¢ni funkce musi

splnovat

J;I&H Zlﬁ’
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Zcela analogicka tvrzeni lze vyslovit v pripadé spojitého casu, kdy plati, ze

T % /_TT [REOP dt = 3 [F (A +0) = FOW))”

lim
&

Odtud snadno jiz je vidét, Ze pro gaussovsky stacionarni proces se spojitou kovariancéni

funkei je nutna a postacujici podminka pro jeho metrickou tranzitivnost

I i/T IR(H)?dt =0
Toee 2T J_p -
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9 Dodatek 1

9.1 Absolutni spojitost mér

Necht © je libovolna neprazdna mnozina tvorena prvky w. Necht C je néjaky systém
podmnozin v 2. Necht na C je definovana mnozinova funkce p(C'), kde ¢(C') muze nabyvat
libovolné realné hodnoty, +00 i —oo. Funkce ¢(-) se nazyva aditivni na C, kdyz pro kazdy

koneény systém {F;, F; € C} takovy, Zze |J F; € C, E; jsou parové disjunktni, plati

Zde je nutné pripustit pouze jednu hodnotu +oc ¢i —oo, protoze soucet —oo + 0o nema
smysl. Pokud plati silnéjsi pozadavek, Ze pro kazdy spocetny systém {F;, E; € C} takovy,

ze JFE; € C, E; navzajem parové disjunktni, plati
o (Ur) =S
1 =1

hovotime o o-aditivité funkce ¢ na C. Je-li ¢ o-aditivni na C a |¢ (U2, E;i)| < 400, pak
fada Y02, ¢(F;) konverguje absolutné. Dale plati, Ze je-li ¢(A) koneéné éislo, pak pro
kazdé B C A, B € C je ¢(B) rovnéZ konecné ¢islo.

Je-li ¢ > 0 a o-aditivni na C, hovorime o mire na C, pokud ¢ nabyva 1 zapornych
hodnot a je o-aditivni, hovofime o znaménkové mite ¢i naboji (nékdy téz zobecnéna

mira).

Jordan—Hahntv rozklad. Kazda znaménkova mira ¢ definovana na o-algebte 0 se

dé rozlozit na dvé miry o, ¢, tj.

p(A) =T (A) — o™ (A),

kde
T (A) = sup p(B), ¢ (A)=— inf ¢(B).
Beo- Beo-
BCA BCA

©t, = se nazyvaji horni, resp. dolni variaci funkce ¢, jejich soucet se nazyva tplnou

(totalni) variaci funkce .
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Necht déle (2, 0) je méfitelny prostor a na ném néjakd mira p. Pak kazda lebesgue-

ovsky integrovatelna funkce f(-) na Q definuje znaménkovou miru () na 0 vztahem

p(A) = [ fdu,

kde A € 0. 7 vlastnosti integralu ihned plyne, Ze skutecné ¢(-) je o-aditivni na 0. Lze
i pripustit nekonecnou hodnotu, napt. +oco, tzn. integral pres mnozinu A € O existuje
pouze tehdy, kdy?z

/Af_ dp je konecny, /Af"' dp existuje,
coZ znamena, ze muze byt i +oo.

Je-li f integrovatelnd, pak je koneéna skoro vsude [i], a tedy mnoZinova funkce ¢(+) je
vzdy koneéna. Je-li p o-konecna, pak i ¢(-) je o-koneéna znaménkova mira. Zakladni vlast-
nosti, ktera charakterizuje funkci (), je absolutni spojitost, kterd fika, ze kdyz u(A) = 0,
pak i ¢(A) = 0, nebot integral pres mnoZinu miry nula pro libovolnou integrovatelnou

funkeci je nulovy.

Definice 20. Mnozinova funkce p;(-) definovana na 0 se nazyva singularni viuci mire

i definované rovnéz na 0, kdyz existuje takova podmnozina N € O, pro niz plati
p(N)y=0, ale @;(ANN)=0

pro kazdé A € 0.

Definice 21. Znaménkova mira ¢ definovana na (,0) se nazyva absolutné spojitou

vaci mite g (¢ < p), kdyz p(A) = 0 implikuje, Ze @(A) = 0 rovnéz.

Véta (o Lebesgueové rozkladu)

Necht na méfitelném prostoru (€2, 0) jsou dany o-koneéna mira p a znaménkova mira

w. Pak existuje pravé jediné rozlozeni znaménkové miry ¢ na dvé casti

P(A) = pa(A) + @s(A),

kde ¢, (+) je absolutné spojitd vuci p, ale ¢4(+) je singularni ¢ast vuci u. Pritom @,(+) je
integralem od konecné O -méritelné funkce definované na €2, ktera je urcena jednoznacné

az na ekvivalenci vuci mire p.

Véta (Radon—Nikodym)

Necht na méfitelném prostoru (©,0) je dana znaménkova mira ¢ a mira p, obé o-
konecné. Necht ¢ <« p. Pak existuje co do ekvivalence vuci p jednozna¢né urcena O -
meértitelna funkee f na €, Ze

o) = [ fan.

kterou znacime j—f = [ a nazyvame Radon—Nikodymovou derivaci.
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Dusledek. Necht g, A jsou dvé miry; kdyz p < A a p je o-kone¢na, pak

[ran=[ ran

pokud ma integral vlevo smysl.

Poznamka. Integral od ne nutné kone¢né funkce je sice o-aditivni a p-spojity, ale ne-

musi byt o-kone¢ny. Presto Radon—Nikodymova véta i bez predpokladu o-konec¢nosti pro

@ plati.

Poznamka. Kdyz f(-) je integrovatelna funkce ve smyslu Lebesgueové na (a,b) C IR,
pak jeji neurcity integral existuje a je absolutné spojity vici Lebesgueové mire a jeho
derivace je vlastné piimo funkce f(-). Je-li funkce F(-) definovand na (a,b) absolutné
spojita, pak je absolutné spojita vlastné vuci Lebesgueové mite a ma derivaci skoro vsude,

ktera je Radon—Nikodymovou derivaci vuci Lebesgueové mire.
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10 Dodatek 2

10.1 Podminéna pravdépodobnost a podminéna stiedni hod-
nota

Méjme dan pravdépodobnostni prostor (£2,0, P). Necht A, B jsou dva nahodné jevy ta-
kové, ze P(B) > 0. Pak ¢islo P(AN B)/P(B) nazyvame podminénou pravdépodobnosti
jevu A za podminky B. Pii P(B) = 0 nelze P(A|B), coZ je znaceni podminéné pravdé-
podobnosti, zadefinovat. Jestlize budeme pohliZzet na P(A|B) jako na mnozinovou funkci
v A pii fixnim B pro A € O, ziskdme vlastné novou pravdépodobnost na (Q,0), kte-
rou nazveme podminénou pravdépodobnosti pfi podmince B a lze tedy uvazovat novy

pravdépodobnostni prostor (2,0, Pg), kde
Pg(A) = P(A|B).

Lze tedy uvazovat i stfedni hodnotu vuci podminéné pravdépodobnosti Pg a znacime
tedy
EB{X}:/XdPB,
Q

kde X je nahodna veli¢ina na (2,0 ). Snadno je vidét, Ze plati
P(B)Eg{X} = / Xdp,
B

pro X = ¥4 specialné mame

P(A|B) = Ep{¢'a}.

Nyni se divejme na Eg{ X} jako na funkci v w, kterd pro w € B ma hodnotu Eg{ X}, tedy
je na B rovna konstanté. Analogicky pro B¢ definujme Eg.{X} jako funkci konstantni
pro w € B° Tim tedy dostavame dvouhodnotovou funkei na €, a to pro w € B je
rovna Eg{X}, pro w € B¢ je rovna Eg-{X}. Nyni je dilezité si uvédomit, Ze tvefice
{0, B, B¢, Q} tvori o-algebru nad B a na vyse zadefinovanou funkci v w se lze divat
globalné jako na podminénou stfedni hodnotu nahodné veli¢iny X vuci o-algebte D =
{0, B, B¢, Q}, znacené jako
E{X[D},

ktera je
1. D-méritelna

2. pro kazdé U € D plati [, E{X|D}dPp = [ X dP,
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jak se lze snadno presvédcit. Dale budeme znacit Pp ztzeni miry P ze o-algebry na pod o-
algebru D. Pro lepsi ilustraci si nyni vezmeme pripad, kdy o-algebra D je generovana

spocetnym rozkladem prostoru €, tj.
Q:UBk, BkﬂBg:ﬂ k%g, BkEO'prokaédékzl,Q,i’),...
k=1

Pak pro kazdou ndhodnou veli¢inu X s E{X} kone¢nou lze uvazovat podminénou stiedni

hodnotu vadi D jakoZto jednoduchou funkei na rozkladu { By}

E{X|D} = Zk: (ﬁ XdP) X By

By,

ptricemz pti P(B;) = 0 neni na B, E{ X|D} definovana. Z toho plyne, ze E{ X|D} je urcena

jednoznac¢né az co do ekvivalence vuci mire Pp.

Definice 22. Podminénd stfedni hodnota E{X|D} pfi dané pod o-algebie D C T je ta-
kova D-méritelna nahodna velic¢ina definovana co do Pp-ekvivalence jednoznacné splhujici

vztah

(%) / E{X|D}dPp = / X dpP
B B
pro kazdé B € D.
Definice ma smysl, protoze ¢(B) = [g X dP je o-aditivni a P-absolutné spojita mno-

zinova funkce a jeji zizeni na pod o-algebru D je pak téz absolutné spojité vuci ztzeni Pp

puvodni pravdépodobnosti P na D. Pak dle Radon-Nikodymovy véty existuje derivace

d . .. 7 Ve / v . vov . NN
d”%g, ktera je zajisté D-méfitelna, uréena jednoznacné co do Pp-ekvivalence a splhujici
vztah (k).

V pripadé, ze X = I4, kde 14 je indikdtor podmnoziny A € 0, hovoiime jako o pod-

minéné pravdépodobnosti jevu A za podminky o-algebry D a piseme
E{/4|D} = P(A|D).

Necht Y je néjaka ndhodna veli¢ina na (Q,0), necht X je ndhodna veli¢ina majici

konec¢nou stredni hodnotu, pak definujeme
E{X|Y} = E{X[Dy },
kde Dy je pod g-algebra generovana nahodnymi jevy tvaru
B={w:a<Y(w)<b} =Y"(a,b).

Plati, Ze E{X|Y'} je funkci od ndhodné veli¢iny Y, nebot je Dy méfitelna.
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10.2 Vlastnosti podminéné stiredni hodnoty

L. Je-li X =c¢mna (,0), pak
E{X|D} =c¢ s.j.

2. X1, X5 ndhodné veli¢iny na (€2,0) s koneénymi stfednimi hodnotami, pak
3. Kdyz X,, — X dle stiedu ¢i kvadratického stredu, pak E{X,|D} — E{X|D}
n—00 n—>00

dle stfedu, resp. dle kvadratického stiedu.

4. Kdyz X, /7 X s.j., pak E{X,|D} 7 E{X|D}.
Specialné P {U;2, Ax|D} = 3202, P{Ak|D} s.j. pro disjunktni jevy Ay € 0.

5. E{E{X|D}} = F{X} s.].
6. Jsou-li X a Y nezavislé, pak
E{X|Y} =E{X} s.j;
je-li ndhodna veli¢ina Z D-métitelna, pak
E{XZ|D} = ZE{X|D} s.j.
Pozor! Podminéné pravdépodobnost P(-|D) spliuje sice vlastnosti nezapornosti a o-
aditivity na O, ale je uréena jednoznac¢né co do Pp-ekvivalence, coZ znamena, Ze obecné

nemusi existovat takova verze podminéné pravdépodobnosti, aby byla skute¢né mirou na

0. Tomu jest rozuméti takto, i kdyZz plati pro disjunktni jevy {Ax}, Ze

P {LkJAkUD} -SSP i

ale pro jinou skupinu nahodnych jevu to sice plati taktéz, ale ono s.j. se muze tykat jiné
nulové podmnoZiny, ¢ili nemusi existovat takova verze mezi ekvivalentnimi P{-|D}, ktera
by mohla zastoupit vSechny takovéto pripady. To znamend, ze obecné nelze vuci P{-|D}

integrovat tak, aby platilo
E{X|D} = /XdP{-|D} .j.

Kdyz takova verze podminéné pravdépodobnosti existuje, hovofime o regularni podminéné

pravdépodobnosti. Pak vici ni 1ze jiz integrovat a plati vyse uvedeny vztah.

Nyni uvaZujme specialni pfipad podminéné pravdépodobnosti, a to P{A|Y}, kde YV

je n¢jaka nahodna velic¢ina.
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Zvolme A = {w : X(w) < 2}, pak podminénou pravdépodobnost lze chapat jako

funkei dvou proménnych a to  a Y a hovorime o podminéné distribucni funkci
F(z]Y) = P{X(w) < z|Y}.

Podminéna distribu¢ni funkce ma opét vsechny vlastnosti jako nepodminéna distribucni

funkce a podminéna stiedni hodnota E{X|Y'} se d& vyjadrit jako integrél

E{X[Y} = /_;OO v dF(z|V).

10.3 Podminéna stfedni hodnota jako operator projekce

Necht (Q,0, P) je zakladni pravdépodobnostni prostor, necht D je pod o-algebra v 0.
Necht Li(D), resp. L2(D) jsou prislusné prostory Li, resp. Lo-integrovatelnych funkei
méfitelnych vici o-algebte D. Nejdiive pripomeneme, ze Lq(D) je podprostorem v Ly(0 ),
obdobné pro L3(D) a Ly(0). Toto ihned plyne z toho, Ze kazda D-méfitelnéd funkce je

automaticky 1 0-méfitelna.

Definice 23. Necht [E(-|D) znadi operator ortogonalni projekce z Ly(€Q2, 0, P) do pod-
prostoru Lqo(Q, D, Pp), kde Pp je zizeni P na D. Pro X € [y(Q,0,P) nazveme pak
projekci

E(X|D)

podminénou stfedni hodnotou veli¢iny X za podminky D.

Diky znamym vlastnostem operatoru ortogonalni projekce plati
1. IE(X|D) € Ly(, D, Pp).
2. [[EXD)]|z, < Xz,

3. Eo(IE(X|D)) = IEeX = E{X}, kde [Fy je ortogonalni projekce na podprostor

generovany nejjednodussi o-algebrou {0, Q}.
4. Pro Y ohranic¢enou a D-méritelnou plati

E{YX|D} =Y E{X|D}.

ProtoZe v Ly-prostorech pracujeme vlastné se tiidami ekvivalentnich funkei, pak i IF(X|D)

je urcena jednoznacné co do Pp-ekvivalence.
5. Pro X > 0s.j. [P] je IE(X|D) > 0s.]. [Pp].

Nyni lze ukazat, Ze operator IF(-|D) ma spojité rozsiteni z Ly(Q,0, P) na L(Q,0,P)
s hodnotami v L1(Q, D, Pp). Toto rozsiteni E{X|D} ma nasledujici vlastnosti:
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L. pro X € L1(, D, Pp) je E{X|D} = X s.j. [Pp].
2. [E(XIDHlz, < X1,

3. E{E{X|D}} = EX s.j.

4. pro Y ohranicené a D-méritelné plati

E{Y X|D} = YE{X|D} s.j. [P»].

Toto rozsiteni se provede nasledovné. Operator projekce IE(-|D) na Lo(2, D, Pp) je ohra-
ni¢eny operator, kdyz v Ly(Q,0, P), ktery je vnofen husté do Li(Q,0, P) uvazujeme
spojitost vué¢i Li-normé. ProtoZze L1(Q, D, Pp) je Gplny a diky vyse uvedené hustoté, lze
tedy IE(-|D) jednoznacéné rozsitit na cely prostor Li(€2,0, P) s hodnotami v Li(2, D, Pp).
Protoze IE(X|D) = X pro X € Ly(2, D, Pp), pak spojitost tuto vlastnost zachova.
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11 Dodatek 3

11.1 Stieltjesiiv a Lebesgue—Stieltjesiv integral

Stieltjestiv integral je zobecnénim Riemannova integralu v tom smyslu, ze funkce, vuci
niz se integruje je obecné jakakoliv funkce ¢(-) definovana na uzavieném intervalu (a,b),
—o0 < a < b < +oo, namisto funkce g(z) = x, kterd vystupuje v definici Riemannova

integralu. Stieltjesuv integral je definovan jako limita integralnich sum typu

n

S(A) =2 f(&) lolei) — glwia)],
=1
kde A = {xq, x1,...,2,} je déleni intervalu (a,b), tj.
a:x0<:1:1<---<:1:n_1<:1;n:b,

xi_lgfigxi, 1:1,2,...,n

pri
1Al = max (2 = zit) = 0,
pokud tato limita existuje a je stejna pro vSechny mozné volby bodu &, : =1,...,n. Na

rozdil od Riemannova integralu je mozné, Ze prirustky funkce ¢(-) mohou byt i zaporné.
Pokud funkce f(-) je spojita na (a,b) a ¢g(-) ma na (a,b) konecnou variaci, pak existuje
Stieltjestiv integral znaceny jako

[ ) dgto)

Existence [° f(2) dg(x) znamena, ze ke kazdému e > 0 existuje § > 0, e pro véechna délenf
{A} intervalu (a, b), pro néz je || Al| < § a pro viechny mozné volby bodu &, 1 = 1,2,...,n
plati

< €.

[ ) dgte) - s(a)

Hodnota [’ f(z)dg(z) je tak jednoznacné urcena.

Vlastnosti Stieltjesova integralu.
b
1. Je-li g(x) = konst na (a,b), pak / flz)dg(z) = 0.
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b
. Je-li ¢ libovolné realné ¢islo, pak / cdg(x) = e(g(b) — g(a)).

. Pro libovolna «, (3 realna je

[ ety dg@) = ap [ fiz)dgle),

a

kdyz jeden z integralu existuje.

[1h@) + @) = [ A dge)+ [ i) dgle)
[ @) dig@) + @) = [ 1@ dne) + [ 1w dae),
kdyZz prava strana ma smysl.

. Jeli a < e < b, pak

b c b
| f@)dgte) = [ ) dgla) + [ (o) dgle),
kdyz integral na levé strané existuje.

. Integrace per partes
b b
[ rteydgte) + [ gleydfte) = £(b) g(b) = fa) gla),
kdyz alespon jeden z integralu existuje.

. KdyZ funkce ¢(-) je na (a,b) absolutné spojita a tedy méa skoro vsude vuéi Lebes-

gueové mire na (a,b) derivaci ¢'(-), pak

[ 1) dote) = [ 5@ g/ de,

a

kde integral napravo je minén ve smyslu Lebesgueové.

. KdyZ funkce ¢(+) je na (a,b) pouze skokovita, to znamena, Z%e existuje nejvyse spo-

¢etné mnoho bodu {¢,}22, kde

glen +0) —glen = 0) # 0

a jinde je funkce ¢(-) konstantni, pak

[ Fw)agte) = i Fen) lg(en 40— glen — O).

pokud fada napravo konverguje.
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Pojem Stiltjesova integralu se da zobecnit na ptipad a = —oco, b = 400, tj.
+oo
| f@)dgla),
kde tento integral je chapan jako limita
b
lim / fla)dg(z).

a——co f,
b—+4 oo

KdyZ f(-) bude spojita a ohrani¢ena na (—oo,+00) a funkce ¢g(-) ma na IR ohrani¢enou

totalni varianci, pak existuje

[ s dgta),

Ptedpokléddejme tedy existenci [” f(x) dg(z) a podivejme se, jakym zptisobem se 1idf hod-
noty Stieltjesova integralu, kdyz integrujeme pres (a,b), (a,b), (a,b) ¢i (a,b), tj. zaleil na
tom, zdali krajni body intervalu («, b) jsou zahrnuty do integrace ¢i nikoliv. Oznac¢me tedy

(ve smyslu vyse uvedené definice)

/ab f(z)dg(x)  integral pies (a,b)
/a b f(z)dg(z)  integrél pres (a,b)
/a " f(e)dg(x)  integrdl ples (a,b)
/a " f(2)dg(x)  integrdl pies (a,b).

7 definice integralu pres (a,b) plyne, ze
b e
[ f@)dg@) = Jim 3= F(€) [oten) — glain)] =
@ =1

— lim z F(&) lg(x:) — glzima)] + lim f(&) [g(e1) — gla)] =

n—o0o r1—a

-/ io F(x)dg(z) + f(a) [gla + 0) — g(a)].

kdyZ druha limita ma smysl. Pokud tedy f(a) # 0 a funkce g(-) ma zprava v bodé a skok,
pak integrace pres (a,b) a (a,b) se mohou vyrazné lisit.
Obdobna situace nastava i v pravém krajnim bodé b, kde je snadno vidét, ze
b—0

[ 5@rdgte = [ sy dgte) + £6)1o(6) — o(b—0)

kdyZ existuje lim,_5—0 g(x) = g(b — 0).

ProtoZe kazda funkce g(-) s konecnou variaci se da napsat jako rozdil
9(z) = g1(z) — ga(x)
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dvou neklesajicich funkei, je vidét, Ze pri studiu Stieltjesova integralu by bylo mozné se

omezit pouze na neklesajici funkce.

Kazda neklesajici funkce na (—oo,+00) ma pouze nejvyse spocetné mnoho skoku, a
v nich ji lze predefinovat tak, aby byla vSude zleva spojita. Tim ke kazdé funkci g(-),
ktera je neklesajici, ptitadime jednoznacné urcenou funkci ¢*(-), ktera je na celém IR
zleva spojita a rovnéz neklesajici. Takovato funkce g*(+) je vlastné zobecnénim distribuéni
funkce néjaké nahodné veli¢iny. 7 teorie miry je znamo (viz napf. [5]), Ze kazda takova
funkce ¢*(-) generuje na borelovskych podmnozinach pfimky miru pz«, a ma tedy smysl

uvazovat integral ve smyslu Lebesgueové
b
[ @) dge ()
vuci této mire. Jak souvisi potom tento integral se Stieltjesovym integralem

[ 5wy dgte:

Integral chapany vici mife gy« je nazyvan Lebesgue-Stieltjesovym integralem a plati, Ze

pro kaZzdou spojitou funkci f(-) definovanou na (a,b) je

[ 1@ dgta) = [ s)dg @)+ 70)196) - o(b - 0)] =
= [ o)

Teorie Stieltjesova integralu ma Siroké uplatnéni v teorii pravdépodobnosti, nebot

distribuéni funkce

F(z) = P{lw: {(w) < a}

je neklesajici zleva spojita funkce s ohrani¢enou variaci na IR a ma tedy smysl uvazovat

vuci ni Lebesgue—Stieltjestv integral, pricemz plati, ze
b
/ dF(z) = F(b) — F(a) = P{w: a < £(w) < b,
protoze pro funkei zleva spojitou je

/ab_o fla)dF(z) = /b fla)dF(z).

a
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