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1 PREHLED ZNACENI

1 Prehled znaceni
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2 UVOD

2  Uvod

V béznych kurzech kvantové fyziky jsme se dosud setkali se systémy jako jsou volné Céstice,
jejich shluky ¢i ¢astice podléhajici vlivu okolniho silového pole. Cely systém cCéstice spolu s
pusobicim polem §lo pfitom povazovat za izolovany, nevymeénujici si hmotu ¢i energii s néjakym
jinym systémem. Ve skutecnosti samoziejmé zadny takovy, dokonale izolovany, systém neexis-
tuje. Pojem izolovaného systému slouzi spiSe jako idealizace skute¢nosti, se kterou lze rozumné
pocitat a ke které se redlné muzeme pouze vice ¢i méné piiblizit. U dostatetné izolovanych
systému bude tato aproximace pouzitelna. Pro vyvoj takovychto systému se v tivodnich kur-
zech odvozovali ruzné rovnice — Schrodingerova rovnice, Klein-Gordonova rovnice, Diracova
rovnice atd. Napriklad v pripadé Schrodingerovy rovnice jsme mohli vyvoj systému popsat
pomoci evoluéniho operdtoru, unitarniho operdtoru pusobiciho na stav systému. Skutecnost,
ze dany operator je unitarni, zapfic¢inuje ¢asovou reverzibilitu vyvoje daného systému. Béhem
evoluce se tedy informace o stavu systému neztraci a mezi kazdymi dvéma casovymi okamziky
existuje invertibilni operator prevadéjici stav systému v jednom okamziku na stav v okamziku
druhém.

Co ale kdyz vyvoj zkoumaného systému nelze popsat bez sou¢asného vlivu okoli? Pod okolim
daného systému rozumime néjaky jiny systém, jehoz vyvoj nejsme schopni plné zachytit a
jevi se nam jako narusitel, se kterym zkoumany systém nevyhnutelné interaguje. V redlném
svété muze jit napiiklad o zbytkové magnetické pole, které nevhodné ptusobi na zkoumany
spin a jehoz vliv pfitom neni experimentator s to potlacit ani nijak kontrolované ovladat.
Podobnym narusitelem mohou byt i ¢astice, které se uvoliiuji z mérici aparatury a interaguji
se zkoumanou ¢astici. Prikladu by §lo samoziejmé najit mnoho a to nejen téch z laboratorniho
prostiedi. Vyvoj takovéhoto systému vystaveného vliviim prostiedi jiz nelze popsat jednoduse
pomoci evoluéniho operatoru. Casovy vyvoj jiz neni obecné reverzibilni, ¢dst informace o
pocatecnim stavu se vytraci do okoli. Pokud mame na zac¢atku naptiklad vzorek céstic se
spinem mificim ve stejném sméru, po dostatecné dlouhé dobé budou tyto spiny vlivem okolnich
poli a okolnich interagujicich ¢astic namifeny zcela nahodile. Informace uloZzend na pocéatku,
spiny namifené stejnym smérem, byla vlivem okoli odnesena ze zkoumaného systému. Tato
informace o pocateénim rozlozeni spinu je sice stile piitomna, je ale ukryta ve stavu okoli,
s nimz nelze dobfe manipulovat a jenz nelze dobie mérit.

Pravé popsanym systémum, které jsou vystaveny vSetetnym a neodstranitelnym vlivam okoli,
budeme Fikat otevrené (kvantové) systémy. Jejich ¢asovy vyvoj budeme oznacovat jako vjvoj
oteviencho systému, otevieny viyvoj, oteviend evoluce i oteviend dynamika. Pokud budeme
uvazovat slozeny systém skladajici se ze studovaného systému a jeho okoli, nazveme tento
slozeny systém, cely systém Ci prosté jen systém. Studovany systém budeme nazyvat téz zkou-
mang systém a konecné okoli budeme oznacovat téz jako prostiedi. Vedle okoli se pii studiu
kvantovych systému uvazuji i pomocné systémy, které nelze oznacit za okoli a které jsou do
ulohy zavedeny vice méné umeéle, aby zjednodusili manipulaci se zkoumanym systémem. Pro
systém takto pfidany budeme uzivat bud ndzev pomocny systém & anglicky nazev ancilla.

Na rozdil od tradi¢nich kurzi o kvantové fyzice provedeme jesté jednu zménu. Zatimco do-
sud se pracovalo s kvantovymi systémy o nekonec¢nérozmérnych stavovych prostorech, jakym
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byl naptiklad prostor vlnovych funkci volné ¢éstice, zde se omezime na Hilbertovy prostory
stavi, které maji dimenzi koneénou. Operatory fidici vyvoj otevienych systému tak lze repre-
zentovat pomoci matic, coz budeme i v mnoha diukazech vyuzivat. Nejtypictéjsim piikladem
kvantového systému s kone¢nérozmérnym stavovym prostorem je pravé ¢astice se spinem, kde
studujeme pouze spinové stupné volnosti. Dalsim piikladem muze byt polarizace fotonu, jejiz
stavovy prostor je dvourozmérny. Koneénérozmérné Hilbertovy prostory muzeme obdrzet i
v piipadé, kdy uvazujeme elektrony vézané v orbitalech atomu. Pokud predpokladame, ze
excitace elektronu na piilis vysoké energetické hladiny jsou prakticky nemozné, je stavovy
prostor takovychto elektronu, alespon co se jejich energie tyce, téz koneé¢nérozmérny.

2.1 Vyvoj v uzavieném kvantovém systému

Jak jiz bylo predesldano v uvodu, vyvoj otevienych systému se od vyvoje téch uzavienych
lisi. Pfipomenme si v kratkosti nékteré z vysledku kvantové teorie pro uzaviené systémy.
Tyto vysledky pak budeme moci konfrontovat s vysledky ziskanymi pro oteviené systémy.
Vyvoj v uzavieném systému je generovan odpovidajicim Hamiltonidnem H prostiednictvim

O gy (n=1). 1)

Predpoklddame-li nezavislost Hamiltonidnu na ¢ase, muzeme zavést evoluéni operator ve tvaru
Ulty,t1) = U(ta—t1). Casovy vyvoj systému, jehoz stav v ¢ase t oznacime |1)(t)), pak mizeme
vyjadiit pomoci evoluéniho operdtoru v kompaktnim tvaru |¢(t2)) = U(t2,t1)|t)(¢1)). Norma
stavového vektoru piitom zustavé zachovana, %W(t)w(t)) =0, jak se lze snadno presvédcit z

Schrodingerovy rovnice

rovnice vyse. Zédnd informace o stavu systému tedy neproudi pryé. Z ¢istého stavu dostaneme
opét ¢isty stav (pro podrobnosti viz pozdéji). Navic evoluéni operatory U(t) tvoiici jednopa-
rametrickou grupu transformaci popisuji ¢asové reverzibilni vyvoj. Jak uvidime, u otevienych
systému zadnd z téchto véci uz nebude pravda.

Protoze HH' = H'H, je Hamiltonidn diagonalizovatelny v ortonormélni bazi svych vlastnich
vektoru. Opét, v piipadé otevienych kvantovych systému uz generdtor ¢asového vyvoje obecné
diagonalizovat nepujde.

V nésledujici kapitole probereme ze vseho nejdiiv zptsob, jakym popisovat stav kvantového
systému. Jednou z dalsich odlisnosti je totiz fakt, ze pfi popisu otevieného systému se jiz nelze
spolehnout na vektory z Hilbertova prostoru coby nositele informaci o daném stavu.
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3 Operator hustoty

Popisujeme-li vyvoj uzavieného kvantového systému, vystac¢ime si vétsinou s pojmem ¢istého
stavu. Jednd se o vektor v Hilbertové prostoru 2, ktery je danému kvantovému systému
pridruzen. Na daném Hilbertové prostoru je definovan skaldrni soucin, my si tento budeme
znacit v souhlase s Diracovou notaci jako (-|-). Spolu s vektory Hilbertova prostoru uvazujeme
i zobrazeni, kterd na téchto vektorech ptisobi. Nebot se omezujeme pouze na koneénérozmérné
Hilbertovy prostory, jsou vSechny operatory definované na daném Hilbertové prostoru h ome-
zené, a tedy B() predstavuje mnozinu vSech operatoru. Omezené operatory samotné tvoii
dalsi Hilbertiv prostor, zavedeme-li na ném Hilbert-Schmidtuv skaldrni soucin nasledujicim
zpusobem. Méjme dva operéatory A, B € B(), pak jejich skalarni soucin je definovan vztahem

(A,B) =Tr(A'B), (2)

kde A' je operdtor hermitovsky sdruzeny k operdtoru A a Tr(cdot) zna¢i stopu operatoru,
viz sekci 1. V prostoru operdtoru muzeme déle vydeélit mnozinu vsech pozorovatelngch {A €
B()| AT = A} na prostoru A tvoFenou hermitovskymi operatory. Jak bylo pfedesldno, dosud
se pracovalo predevsim s ¢istymi stavy, vektory. Operatory predstavujici vyvoj systému ¢i
meéfeni vzaly vektor a vratili jiny vektor. Kdyz jsme méli jistou pozorovatelnou A, dostali
jsme jejim zméfenim na daném ¢istém stavu i) &islo, které bylo vlastnim ¢islem operdtoru
A a které jsme interpretovali jako vysledek méreni. Pokud pfitom nebyl vektor [¢) vlastnim
vektorem pro A, obdrzeli jsme riuznd ¢isla s riznou pravdépodobnosti vyskytu.

Dulezité bylo si uvédomit, ze vSe, co o daném stavu kvantového systému jsme schopni zjistit,
jsou prumérné hodnoty nejriznéjsich veli¢in. Vysledek jediného méfeni na daném stavu nemél
valné hodnoty. RozliSujme nynf na chvili disledné dva pojmy, stav systému v a jemu ptislusny
vektor [¢). Stavem systému mdme na mysli soubor vSech jeho vlastnosti. Pro popis stavu
kvantového systému tak je nezbytné uvést stfedni hodnoty (A), vsech pozorovatelnych A na
daném stavu pusobicich. V ptipadé stavi uzavienych systémii byla situace jednodussi v tom,
ze misto vypisovani vSech téchto stFfednich hodnot jsme méli prostiedek, jak je snadno spocitat.
Timto prostiedkem byl vektor [¢), z néhoz jsme odpovidajici sttedni hodnotu pozorovatelné
A obdrzeli vypoctenim vyrazu (|Af1)), ktery jsme prohlasili za stfedni hodnotu (A),,. Pokud
se dal stav systému takto popsat pomoci vektoru, nazvali jsme ho ¢istym stavem.

Pouzijme analogicky postup v §irsim kontextu. Opustme zaZitou pfedstavu éistych stavi a
definujme si stav jako zobrazeni, které kazdé pozorovatelné prifazuje realné cislo, na které
naklademe par podminek. Mame tedy pfesné to, co chceme. Dané zobrazeni vezme pozorova-
telnou A a vrati odpovidajici stfedni hodnotu (A). Korektni definice zni ndsledovné.

Definice 3.1. Stavem systému nazveme linedrni funkciondl S : B(¢) — R splaujici do-
dateéné podminky:
1. Normalizace: S(I) = 1. (To jest, na identitu vrati jednicku.)

2. Pozitivita: S(ATA) >0, VA € B(#). (To jest, na kazdy pozitivni operdtor vrati nezé-
porné ¢&islo.)
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Rieszova véta tika, ze pro kazdy linedrni funkciondl S najdeme operdtor p € B() tak,
ze S(A) = (p,A) = Tr(plA) pro kazdy A € B(s#). O tomto operatoru si ukdzeme, ze je
hermitovsky a mé jednotkovou stopu. Pro ditkaz p = p' ukdzeme, ze (p, A) = (p, A) pro kazdy
operator A € B(2#). Rovnost vSak staci ukdzat pro A hermitovkské, jelikoz skaldrni soucin
je bilinedrni a kazdy operator A € B(J) je mozné napsat jako soucet dvou hermitovskych
operdtorit A= Ay +idy = (A+A")/2+i(i(-A+ A")/2). Nynf vyuzijeme toho, ze S(-) je redlné
¢islo, a tedy S(-) = S(-)*. Pak dostdvéame (p, A) = Tr(pfA) = S(A) = S(A)* = Tr(pfA)* =
Tr(pT A*) = Tr((pT A*)T) = Tr(ATp) = Tr(pAT) = Tr(pA) = (p', A). Z normalizaéni podminky
navic vyplyvé 1= S(I) = Tr(pT) = Tr(p). Druhé definiéni vlastnost ndm pfitom zajistuje 0 <
S(C) = Tr(pC) pro vsechny pozitivni operatory C. Pokud zvolime C' = [¢)(1)|, tak Tr(pC) =
Tr(pl)(¢]) = (¥|ply) = 0 pro vsechny [i) € 5. Operator p je tedy dokonce pozitivni.

Definice 3.2. Operator z iivah vyse se nazyva operator hustoty, popt. matice hustoty.
Nebot pozitivita jiZz vynucuje hermitovost, tak lze operdtor hustoty charakterizovat jako po-
zitivnd operdtor s jednotkovou stopou, tj. p >0 a Tr(p) = 1.

Z defini¢nich vlastnosti plyne, ze obecny operator hustoty lze vyjadrit ve tvaru p = ¥; Ai|1; ) (il
kde A; >0, ;A = 1 a {¢;}; je ortonormalni baze tvorend jeho vlastnimi vektory. Vidime,
ze a¢ jsme si stav definovali jako jisty linedrni funkcional, veskerou préci se stavem daného
systému Ize redukovat na pocitani s jemu odpovidajici matici hustoty. V nasledujicim budeme
pojmy operdtor hustoty a stav volné zaménovat.

Mnozinu v8ech stavii na daném Hilbertové prostoru ¢ ozna¢ime S(.#). Jedna se o konvexn{
mnozinu, nebot konvexn{ kombinace operatori hustoty je opét operator hustoty. Extremalnimi
body této mnoziny jsou pritom disté stavy, tj. stavy, jejichz operator hustoty je projektor
p = [Y)(¢| pro néjaké |[¢) € . Mame-li zaddn operdtor hustoty, jak snadno zjistit, zda
popisuje Cisty stav? Nutnou a postacujici podminku uvadi néasledujici tvrzeni.

Véta 3.1. Operdtor hustoty p € S(J€) popisuje Gistyj stav prdave tehdy, kdyz Tr(p?) = 1.

Duikaz. Pro dikaz implikace zleva si sta¢i uvédomit, ze kdyz je operator hustoty p ¢isty stav,
tak existuje vektor |¢) € S takovy, ze p = [1)(¢| je projektor. Plati tedy p? = p a z nor-
malizace operatoru hustoty ihned Tr(p?) = Tr(p) = 1. Pro dikaz opaéné implikace uvazujme
obecny tvar operatoru hustoty, p = ¥; A1) (¢i, kde {|1;)}i je ortonormalni béze a {\;};
tvoii pravdépodobnostni rozdéleni. Jednoduchymi vypocty zjistime, ze p* = ¥; N[ ) (],
jehoz stopa je Tr(p?) = ¥; A2. Nebot je A\; > 0 a ¥; \; = 1, z podminky Tr(p?) = 1 uz rov-
nou plyne, ze pravé jedno vlastni ¢islo \;, je jednicka a ostatni jsou nuly. Kdyby tomu tak
nebylo, tak by vSechna nenulové vlastni ¢isla spliiovala A\; < 1, coz implikuje )\12 < A;. Mame
tedy 1 =3, >3 )\?, coz je spor s predpoklady dokazované implikace. Celkem tak méme
p= )‘i0|wio><¢io| = |wio><wio| apje tak éiSty stav. 0

V piipadé dvourozmérného Hilbertova prostoru lze operdtory hustoty vyjadfit pomoci Pauliho
matic. Pauliho matice jsou tii 2 x 2 matice tvaru

) ) )

6
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Operatory hustoty jsou pak tvaru p = %(]I +TI0x + ooy +T307), kde 7 = (11,72, 73) € R? je
vektor, jehoz velikost je |7| < 1, jinak by p nebyl pozitivni operdtor. Pro |7| = 1 popisuje p
Cisty stav.

3.1 Evoluce operatoru hustoty v uzavieném systému

Vyse jsme uvedli, Zze se budeme zabyvat otevienymi systémy. Udélejme na chvili krok zpét
a kouknéme se, jak se operator hustoty p chova v piipadé uzavieného systému. Uvazujme
p(t) = X Nilvi(8) )i (t)| coby funkei ¢asu, kde jednotlivé bazické vektory [¢;(t)) podléhaji
Schrédingerové rovnici

d i (1))

=g = i), (4)

Zderivujeme-li operdtor hustoty p(t) podle ¢asu a dosadime-li za vzniklé vyrazy ze Schrodin-
gerovy rovnice, dospivame k rovnici tvaru

dp(t) _

P~ i [ p(0)] = L(p()), 5)

kde jsme si definovali zobrazeni L : B(¢) - B(), jez se nazyva Liouvilleiv operator.
Jednd se o antihermitovsky linedrni superoperator zachovéavajici stopu (viz pozdéji). Prave
uvedenou rovnici budeme moci porovnat s evolu¢ni rovnici obecného operatoru hustoty, az
budeme studovat vyvoj otevienych systémi.

Casovy vyvoj operdtoru hustoty lze explicitné v piipadé uzavieného systému vyjadit ve tvaru

p(t) =U(t) p(0) UT (1), (6)

kde U(t) je jednoparametricky systém jistych unitarnich operdtoru. Stale plati, ze ¢asovym
vyvojem piejde Cisty stav opét na ¢isty stav. U otevienych systémiu uz vyvoj stavu nepujde
popsat pomoci unitdrniho operatoru timto zptsobem.

3.2 Popis slozeného systému

Velmi dulezitym konceptem v kvantové teorii je pojem slozeného systému. Kazdému kvan-
tovému systému je pridruzen Hilbertuv stavovy prostor 2. V axiomatickém piistupu kvan-
tové teorie se postuluje, ze Hilbertuv prostor systému slozeného ze systému A a B je roven
tenzorovému soucinu S = 4 ® #p Hilbertova prostoru s systému A a Hilbertova pro-
storu 5 systému B. Mnozina vSech omezenych operatori na prostoru slozeného systému je
pritom rovna B() = B(#a® 7#5) = B(4)@B(#%). Vime tedy, jak ze dvou systému udélat
systém jeden, jakym postupem ale postupovat v opacném sméru? Méjme operator hustoty p
popisujici spolecny stav podsystému A a B. Jak vypada stav podsystému A samotného?

Kdybychom jako p4 oznacili stav samotného podsystému A, platila by pro libovolnou pozo-
rovatelnou M4 pusobici pouze na podsystému A samoziejma rovnost (Ma),, = Tr(pa Ma).
Nebot pozorovatelnd M4 nijak neovliviiuje podsystém B, méla by platit i rovnost vztaZena
k celému systému (Ma),, = Tr(pM), kde p je stav celého systému a M je pozorovatelnd M
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chapana jako operator na celém systému. Dohromady tedy Tr(pM) = Tr(paMy). Pokud je cel-
kovy stav faktorizovaného tvaru p = pa®pp, je zfejmé M = M 4 ®I. Rovnost stFfednich hodnot je
pak splnéna, nebot Tr(pM) = Tr((pa® pp)(Ma®1)) = Tr(paMa) Tr(pp) = Tr(paMy). Exis-
tuje i jiny tvar vyjma M = M4 ®1? Pro vSechny p4 a pg musi byt splnéno Tr((pa®pp) M) =
Tr((pa®pp) (M®1)), to znamend Tr((pa®pp) (M ~Ma®1)) = 0. Zadny jiny tvar operdtoru
M jiz tedy neexistuje. Pro faktorizovany stav systému p = p4a®ppg, kde M4 je pozorovatelnd na
podsystému A, je odpovidajici pozorovatelnd M pusobici na celém systému tvaru M = M4 Q1.
Nebot je mnozina faktorizovanych stavii totdlni v prostoru operdtoru, plati ziskany vysledek
pro vSechny stavy p.

Must tedy platit Tr(pa Ma) = Tr(p(M4®1)). Rozepiseme-li si stopu explicitné v ortonorméalni
bazi {[iD)];P)}ij, dostavime Tr(p(Ma ® 1)) = LD |(p(Ma ® 1)) =
Zi(i(A)|(Zj<j(B)|p|j(B)))MA|i(A)). Kdyz si oznac¢ime py = Zj(j(3)|p|j(3)), je posledni vyraz
roven ¥, (i paM4JitY) = Tr(paMy4), kde nyni jde stopa jiz jen pies podsystém A.

Definice 3.3. Vzorec Zj(j(B)|p|j(B)), kterym jsme v predchozim odstavci zavedli operédtor
pA, nazyvame CasteCnd stopa operatoru p pres podsystém B (angl. partial trace over sub-
system B) a zna¢ime Trp(p). Neboli

pa =Y PNpliP)) = Trp(p). (7)

J

Dobra, mame zavedeny operator pa, ktery spliuje pozadovanou rovnost stfednich hodnot,
jaky vztah ma ale tento operator ke skuteé¢nému systému A? Ukdzeme, Ze je tento operator
urcen jednozna¢né. K danému podsystému tedy existuje pravé jeden operator schopny kon-
zistentné popisovat stiedni hodnoty libovolnych pozorovatelnych na tomto podsystému. Pro
spor nechf existuje néjaky jiny operator pa, pro néjz Tr(Mapa) = Tr(Mp). Tento operator
1ze rozlozit do baze prostoru B(#4) tvofené hermitovskymi operdtory {B;};. Dostdvame tak
rozvoj do Fourierovych koeficientii zptisobem

pa= ZBz'(Bi,ﬁA) = ZBi Tr(Bipa) = ZBi Tr((B;®l)p) = ZBi Tr(Bipa) = pa, (8)

coz je spor. Operator pa je tedy uréen jednoznaéné a muzeme ho interpretovat jako stav
podsystému A. Poznamenejme jesté dulezitou véc, ze informace obsazend ve stavech jednot-
livych podsystému nens schopna v obecném piipadé reprodukovat stav celého systému. Pokud
mezi obéma podsystémy existuji korelace, provedenim ¢astecné stopy tyto korelace z popisu
systému vypadnou.

3.3 Schmidtuv rozklad

Pii préaci se stavy i pii diukazech nejraznéjsich tvrzeni je velmi uziteéné nésledujici tvrzeni,
diky kterému lze kazdy Cisty stav vyjadfit v jistém pékném tvaru. Tomuto vyjadreni se Fika
Schmidtuav rozklad (angl. Schmidt decomposition).
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Véta 3.2. Schmidtuv rozklad. Necht 1)) € 4 ® #% je ¢istyj stav. Pak existuje ortonormdlni
baze {|e§.A))}j prostoru Ay a ortonormdlni bdaze {|fj(B))}j prostoru Ap takové, Ze

d
A B
¥)= Lol ) el (9)
J=
kde d = min{dim J#4, dim #3 }. Koeficienty & = (a1, ..., aq) lze navic vidy volit jako nezdpornd

¢isla splrugici rovnost | @l = |||v)]|-

Dukaz. Uvazujme stav podsystému A, pa = Trp(|){v]). Tento lze jisté rozlozit do orto-
normélni baze vlastnich vektoru, ps = ¥; a?|e§A))(e§A)|. Vlastni ¢isla operatoru p4 lze psat
ve tvaru kvadratu, nebot jsou diky pozitivité operdtoru nezdporni. Dale urcité muZeme
vyjadiit vektor |[¢) ve tvaru |[¢) = ¥, |el(.A)) ® |90§B)), kde |g0§B)) jsou néjaké vhodné vek-

tory z prostoru #p. Pak plati pa = Trp(U)u]) = Trp(Silel )l @ o)) =

ij |e§A))(e§.A)|Tr(|g0(B))(<p§B)|). Vyuzijeme-li vztahu Tr(|a)(b|) = (bla), redukuje se posledni

7
vyraz na y;; \eEA))(e§A)|(g0§.B)|cp§B)). Tento vysledek muzeme porovnat s prvnim vyjadienim

operatoru p4 uvedenym vySe, abychom shrnuli (cpg.B)kDEB)) = a?4;j. Vektory {|g0§B))}i jsou
tedy navzdjem kolmé a po vhodném preskdlovani z nich muzeme vytvorit ortonormadlni
bézi |fi(B)) = $|cp(B)). Vektor |¢) lze tak psét ve tvaru |[¢) = ¥, ai|e§A)) ® |fi(B)), coz bylo

1

dokazati. n

Definice 3.4. Koeficientum «j,...,a4 v rozkladu (9) se k4 Schmidtovy koeficienty.
Pocet nenulovych Schmidtovych koeficientti ve Schmidtové rozkladu se nazyva Schmidtovo
¢islo ¢i Schmidtova hodnost (angl. Schmidt number ¢i Schmidt rank). Schmidtovu hodnost
stavu p budeme oznacovat symbolem rank p.

Nejvetsim rozdilem mezi obecnym rozkladem operdtoru a jeho Schmidtovym rozkladem je v
tom, Ze ve druhém jmenovaném sc¢itame jen pies jeden index, ke kazdému bazickému vektoru
prostoru #7 piislusi pravé jeden bazicky vektor prostoru .#%. Ze Schmidtova rozkladu lze
vsak vyé¢ist daleko vice. Napiiklad vezmeme-li si vektor |¢) ve vyjadieni (9), jeho redukované
stavy jsou tvaru pa = Y; a?|e£A))<e§A)| app = 2 a?|fi(B))(fi(B)|. Operatory hustoty obou
podsystému maji tedy stejné spektrum! V souvislosti se Schmidtovym rozkladem je uzite¢né
uvést nasledujici proceduru.

Pozndmka 3.1. Uvazujme néjaky systém A s operdtorem hustoty pa = ¥; @?|e;)(ei| € H#a,
ktery neni obecné ¢isty. Potom ke studovanému systému A lze uméle pridat pomocny systém B
o Hilbertové prostoru 3 tak, ze existuje ¢isty stav |¢p) € 4 ® #5 spliujici pa = Tre(|Y)(]).
Jinymi slovy, ke kazdému operdtoru hustoty pa z prostoru %, lze najit ¢isty stav |¢) v
prostoru J#) ® #p tak, ze pa lze interpretovat jako stav podsystému A, kdy se pritom cely
systém A + B nachdzi v ¢istém stavu [¢)). Prostoru #3 se v anglictiné iikd ancilla a jeho
dimenzi 1ze polozit rovnou Schmidtové ¢islu operatoru pg, tj. dim 5 = rank p 4. Vyuzivajice
postupu pii dukazu predchozi véty lze zjevné polozit |[¢) = 3, aules)|fi), kde {|fi)}i je néjaka
ortonormalni baze prostoru 3.
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Pravé popsané matematické hii¢ce vhodné pridavajici pomocny systém k puvodni tloze se
i{kd purifikace ¢i vy¢istovani (angl. purification). Pro znalé pfipomindme, Ze pravé uvedend
purifikace (stavi) nemd nic spoleéného s purifikaci provdzani.

Poznamka 3.2. , Monogamie stavi“: Cisté stavy nemohou bijt korelovdny s jingm systémem.
Méjme slozeny systém A + B ve stavu p € S(4 ® #3), pricemz stav podsystému A ne-
cht je ¢isty, Tre(p) = pa = [¥){(¢| pro jisté |[p) € 4. Pak stav tohoto podsystému nevy-
kazuje zadné korelace se stavem systému B. Duvod je nasledujici. Vzhledem k predchozi
pozndmce muzeme vzdy zavést pomocny systém C a najit vektor |w) € Sy ® Hp @ Ho
tak, ze Tro(lw){w|) = p. Tento vektor je tedy purifikaci stavu p, soucasné je ale i purifi-
kaci stavu [¢). To lze jen tak, ze |w) = [¢) ® |ppc) pro jisté |ppc) € #p ® H#¢. Celkem tedy
p=Tre(Jw){wl|) = W) {Y|@Tre(lepo){enrc|). Vidime tedy explicitng, ze stav slozeného systému
A+ B je ve faktorizovaném tvaru, jenz nepfipousti zadné korelace mezi obéma podsystémy.

3.4 Klasifikace stavi podle korelaci

Uvazujme dva Hilbertovy prostory .74 a 7 a mnozinu stavu definovanych na jejich tenzo-
rovém soucinu, S(74 ® 74). Tuto mnozinu lze rozdélit na podmnoziny tvorené vzdy stavy,
jejichz tvar je podobny co do jejich pripravy a kvantovych vlastnosti. Zakladni déleni na
Cisté a smiSené stavy jsme jiz nastinili v pfedchozich sekcich, néasledujici seznam uvadi dalsi
podpripady.

e SmiSené stavy — Odpovidajici operator hustoty neni projektor.

— Faktorizované stavy — Stav p je faktorizovany, pokud lze zapsat ve tvaru tenzo-
rového souéinu p = p1 ® po, kde p; € S(4). Tyto stavy ziejmé tvoii podmnozinu
separabilnich stav.

— Separabilni stavy — Stav p je separabilni, pokud lze zapsat ve tvaru sumy fakto-
rizovanych stavu p = Y, ozipli) ® pgi), kde pli) € S(s4), p;) € S(5) a {«a;}; tvoii
pravdépodobnostni rozdéleni, tj. a; >0 a ¥; a; = 1. Takovymto stavum se také fika
statistické smési ¢i klasicky korelované stavy. Korelace v méfenich na takovychto
stavech lze totiz popsat ¢isté klasicky, zadné kvantové efekty neni tieba uvazovat.
V tom se tato rodina stavi zasadné 1isi od té nésledujici tvorené provazanymi
stavy. Obecny tvar separabilniho stavu se zdd byt dost obecny. Naprosto libovolny
operator lze rozlozit do tvaru A = ¥, a; E; ® F;, kde {E;}; je ortonormalni béze v
B(.74) a podobné {F;}; je ortonormalni baze v B(.7). Nejdulezitéjsi rozdil tohoto
obecného piipadu od piipadu separabilnich stavi je v tom, Ze nyni operatory E; a
F; samotné museji byt operatory hustoty.

— Provazané stavy — Vsechny stavy, které nejsou separabilni, se nazyvaji provazané.
Tyto stavy vykazuji ¢isté kvantové korelace, které lze vyuzit pti kvantovém pocitani.
Kvantové korelace se silné vyuzivaji napiiklad v piipadé kvantové teleportace.

e Cisté stavy — Odpovidajici operator hustoty je projektor.
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— Neprovazané stavy — Cisty stav |1)) je neprovazany, pokud lze zapsat ve tvaru
[¥) = [¢1) ® |1p2). Vidime, Ze se jednd o analogii faktorizovanych stavi ve smiSeném
piipadé. Na druhou stranu, vektor, ktery bychom vyjadfili analogicky piipadu se-
parabilnich smiSenych stavi, jiz nebude ¢Cisty. Zbyvaji nam tak jiz pouze provizané
stavy.

— Provazané stavy — Cisty stav [t)) je provdzany, pokud nenf neprovdzany. Obecné
je tedy tvaru [v) = ¥, a4le;) ® |fi), viz (9). Stav |¢) je pfitom provdzany prave
tehdy, kdyz m4 alespon dva nenulové koeficienty «;, tj. rank|y)) > 2. Z mnoziny
provazanych stavi se vydéluji maximalné provazané stavy |[Q2). Jednd se o
stavy, pro néz jsou stavy podsystému mazimdiné smiSené. Jinymi slovy, Cisty
stav |2) je maximalné provézany pravé tehdy, kdyz p1 = Tra(|Q)(Q]) = dil}h a
p2 = Tri(|QNQ)) = é]lg. Ze Schmidtova rozkladu plyne di = do = d, maximélné
provézany stav je tedy tvaru |Q) =Y, ﬁ|ei) ® |fi)-

11
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4 Matematicky aparat

Abychom si ulehéili praci s riznymi zobrazenimi a predevsim zefektivnili dukazy nejriznéjsich
tvrzeni, zavedeme si v tomto matematickém intermezzu par pomocnych pojmau, jejichz vyznam
je sice Cisté matematicky, jejich aplikaci v8ak budeme dostavat zajimava fyzikdlné interpreto-
vatelnd tvrzeni. Kromé predeslanych pojmu budeme uzivat i jistou notaci a nézvoslovi, které
si nyni letem svétem piredstavime.

Se stopou operatoru A € 7, znacenou Tr A, jsme se jiz sezndmili. Pfipomenme si, Ze se jedna
o linedrni zobrazeni s vlastnosti cyklicnosti Tr(ABC) = Tr(CAB), VA, B,C € B(J) (a tedy
samoziejmé také Tr(AB) = Tr(BA)), splaujici téz Tr(A ® B) = Tr A - Tr B. Pokud budeme
pocitat se slozitymi vyrazy, je uzitecné si explicitné vyjadfit, na jakém prostoru vlastné stopu
pocitame. V takovém piipadé budeme dany prostor psat v zavorkich do spodniho indexu
zpusobem Tr( ,) A. Naproti tomu jsme si uz zavedli i ¢astecnou stopu operédtoru definovaného
na slozeném systému C' € B(#) ® #3). Céstecnou stopu pies podsystém B znaéime s dolnim
indexem Trp C, ktery vyjadiuje, pfes jaky prostor se stopuje. V tomto piipadé ale nepiseme
zavorky, takze zaména stopy a Cdsteéné stopy neni pro trénované oko mozna. Tato a dalsi
notace je shrnuta na pocatku skript v sekci 1. Pokud budeme hovotit o superoperdtorech,
nemame tim na mysli nic jiného, nez linedrni zobrazeni definovana na vektorovém prostoru
operatoru. Kone¢né, obcas vyuzijeme vlastnosti podobnostni transformace. Dva operatory A
a B jsou podobné, existuje-li reguldrni operator C' takovy, ze A = CBC™.

4.1 Izomorfizmy

M

p=1
prostoru 7 a podobné {|m)}N_, je ortonormalni baze v prostoru 4. V této sekci si zade-
finujeme tii izomorfni zobrazeni, ktera uspésné vyuzijeme v dukazech tvrzeni nadchézejicich

sekei.

V nésledujicim uvazujme dva Hilbertovy prostory J# a 74, kde {|u) je ortonormalni béze

1. Necht A € B(J#, 75) je omezené linearn{ zobrazeni z prostoru .4 do prostoru #3. Prvni
izomorfizmus, ktery si uvedeme, vzajemné jednozna¢né prifazuje takovémuto zobrazeni
A vektor |A) z prostoru J ® %% zpusobem

(ml|Alu) = (mp|A). (10)

Zobrazeni A lze ziejmé vyjadiit jako A = ¥, Amulm)(p|. Odpovidajici vektor |A)
je pak tvaru [A) = ¥, Amulm)|p). Ukazme si jeste, ze pfitazeni zobrazeni a vek-
toru zachovavé skalarni soucin. Pro libovolnd dvé zobrazeni A, B € B(J4,753) plati
(A, B) = Te(ATB) = Tr((Znp Ay ) (m) (o Bawln)(v])) = Te( S Ayu B[} (v]) =
Yompva AppBrmlalp)(vla) = Yo ApaBma = (A|B). Zobrazeni (10) je tedy izomorfi-
zmus. Z definice (10) neni hned patrné, jak si takové pfifazeni predstavit, ma pfitom
nazorny vyznam. Piedstavime si operdtor A jako matici (A;;). Pak pravé uvedeny izo-
morfizmus vezme prvni fadek této matice a udéld z ného sloupcovy vektor. Pak vezme
druhy fadek, udéla z ného podobné sloupcovy vektor a ten ptripoji pod sloupcovy vektor

12



4.1 Izomorfizmy 4 MATEMATICKY APARAT

vytvoreny z prvniho fadku. Takto pokracuje dédle az celou matici pfeméni na sloupcovy
vektor tim, ze jeji fadky vysklada za sebe. Graficky lze tento izomorfizmus zndzornit

jako vztah
An
Aqz

A A ... A Am
Ay Ay ... Aoy Aay
: oo : Ao
ANt An2 ... Anm :
Aoy

Anm
2. Méjme nyni superoperédtor g’ : B(JA) - B(4) a necht {A(k))}ﬁﬁ je ortonormalni béze
prostoru B(#%) a {BD)}N] je ortonormaln{ baze prostoru B(4 ). Analogicky prvnfmu

izomorfizmu si definujme pfifazeni

C =Y CulAPNBD] o |C) =Y CulA®)BD). (12)
¥l %l

Podobné jako u prvniho izomorfizmu, i zde by se analogickym zptisobem ovéfilo, zZe toto
prifazeni zachovava skaldrni sou¢in. Zavolime-li ortonormaéalni baze prostoru operatoru
v jednoduchém tvaru A = A™ = |m)(n| a BO = B = |u)(v|, lze definiéni vztah
prepsat na
C = Z Cmn|A™WB"| < |C)= Z Cmn|A™™)| BH*Y). (13)
v

mnuy mnuv
Nebot |A™") e J52? a |B*) € #? je vektor |C) prvkem prostoru J42% @ 5,52
3. Vyuzijme nyni notace pro bazické vektory zavedené v ptedchozim bodé a uvazujme
operator X¢ € B(JA4 ® 7#4) tvaru Xo = ¥y Cmn A™ @ BY = 5, Cmnmp)(nu|.
uv uv
Porovndme-li tento vyraz s obecnym tvarem operatoru Xc = ¥, (Xco)mulmu)(nv|,
nv

dostavame rovnost

(Xc)mp = Cmn., (14)

kterd nam definuje tfeti a posledni izomorfizmus. Ovéime jeSté, Ze toto pfifazeni za-
chovéva skaldrni souc¢in. Méjme dva superoperétory, C' a D. Potom plati (X¢o, Xp) =
Tr()(Jr XD) Tr((Zmnuu(XC)mu|nV><m/~L|)(ZabaB(XD)aama)(bﬂl)) Tento vyraz se re-

dukuje na mey(Xc)mu(XD)mu = Ymngw CmnDmn = (C’|D) = (C, D), coz jsme chteéli
,LLI/ g
dokézat. Anglicky se prifazeni (14) fiké reshuffling operation.
Jako velmi dulezity pfipad pouziti vyse zminénych izomorfizmu je nésledujici situace. Mé&jme
superoperator ¢ : B(7) — B(7#), ktery na vstupni operdtory X pusobi zpusobem
H(X) = AX B, (15)

13
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kde A € B(JA,75) a B € B(#4,74). Za pouziti izomorfizmu, které superoperdtoru a
operatoru priradi vektory, lze dokazat vztah

(X)) = dmlX), kde éu=A®B. (16)

Pocitame-li se superoperatory pusobicimi na néjaké operdtory, lze manipulaci s nimi prevést
na jednodussi dlohu, kde pocitdme s maticemi. Misto superoperatoru ¢ staci tedy praco-
vat s matici ¢pr. Dokazme si nyni vySe uvedeny vztah, kde vyjadiime operatory A a B
v lokdlnich bézich jednotlivych prostort, A = ¥, Amulm){ul a B = ¥, Bunlv)(n|. Pak
dostavame ¢pr|X) = (A ® BT)|X) = (Zmp Amplm){pl) © (X Bunln)(v]) Lap Xapla)|B) =
Zm,um/ AmuByan,|m>|n) = Ymn(AX B)mn|m)n) = [AX B) = |¢(X)).

Priklad 4.1. Pfipomenme si Liouvilleuv operator L(p(t)) = —-i(H(t)p(t) — p(t)H(t)) za-
vedeny v rovnici (5). S vyuzitim vztahu (16) tento superoperédtor ziejmé odpovidd matici
Ly (t) =i H(t)®l+il® HT(t). Z tohoto vyjadieni je ihned patrné, ze L je antihermitovsky.
Navic jsme se zbavili explicitni zdvislosti na vstupni stavu p(t) a vlastnosti operdtoru L lze
tak pifimo studovat pomoci odpovidajici matice L.

Dale jsme si uvadeéli, ze Fidi-li se operdtor hustoty p(t) rovnici (5), 1ze jeho vyvoj reprezentovat
jistym unitdrnim operdtorem U takovym, aby p(t) = U(t) p(0) UT(t). Mame tak piimo vyraz
tvaru (16), ktery lze pfevézt na ndsobeni vektoru matici, |p(¢)) = U (t)|p(0)). Piislusnd
matice Ups(t) = U(t) ® U*(t) je pfitom unitarni.

Zajimavy je izomorfni obraz maximdalné provazaného stavu |Q2). Méjme [Q2) € /A4 ® J#], jehoz
vyjadieni zni Q) = Ldl Zlel lei) ® |e;), kde di = dim 7. Pak je tento pridruzeny s ndsobkem
identity

1

Vdy
Uvazujeme-li tedy dvé zobrazeni A € B(JA,.75) a B € B( 3, 74), tak plati dulezity vztah

) < I eB(7A). (17)

T 1
(Ao BNi0) < ——Ap. (18)

Nyni vyuzijeme tohoto vztahu, abychom odvodili nékteré jednoduché, avsak uzitecné, vlast-

nosti maximalné provazaného stavu. Predpoklddame pfitom rovnost J# = 743.

1. Diky vztahu (18) plati (A®I)|Q) < ﬁA a(Ie AT)|Q) « %d_lA pro libovolny operator
A. Celkem tedy

(AeD)Q) = (ITe AT)|Q). (19)

2. Pro libovolny unitdrni operdtor U méme (U @ U*)|2) < \/Ld_lUUT = \/Ld_lﬂ < Q). Neboli

(UeU")[) =10). (20)

3. Z mazimdlné provdzaného stavu lze vyrobit lokdlné libovolny stav. Maximdlné provazany
stav je stav dvou provazanych podsystému, pod pojmem [okdlné mame na mysli, Ze

14
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pouzivame pouze ty operatory, které pusobi jen na jednom z podsystému a s druhym
podsystémem neudélaji nic. Presnéji tedy pro kazdy cisty stav |¢) € 74 ® ] existuje
néjaky operator Ay € B(J4) tak, ze

[#) = (Ap ® D|S2). (21)
Dtkaz tohoto tvrzeni je jednoduchy K Vektoru |¢) je pridruzen operdtor ¢, jez lze

rozlozit nasledovné ¢ = /d; qb( ]I)]I = A¢( ]I)]I kde jsme si oznacili A, = \/di¢.

Plati dale ¢ = A¢(—]I)]I - (A¢ ® ]I)|Q), viz (18). Nebot jsme pracovali s izomorfizmy,
tj. bijekcemi, dosplvame ke kyzené rovnosti.

7 dikazu téz vidime, Ze operator Ay je urcen jednoznacné. Jako vedlejsi produkt lze
navic odvodit i tyto vztahy pro skalarni soucin

(6lw) = Te(o'e) = — Tr(A;AL,y (22)
a pro tvar matic hustoty jednotlivich podsystémi
o= Tea(olel) = o Aedl = ool
pr = Tllede) = -ATAG - oo

Dokazme si rovnost pro matici hustoty prvniho podsystému p;. S vyuzitim identity (21)
mame p1 = Tra(|o)@]) = & Xi(il(Ag ® 1) (T [id) Kk (AL @ D]i) = - Ay(3, 7)) AL =
d_llAqujz;' Ostatni vztahy by se dokazali obdobné.

Vyznaénost vztahu (21) si uvédomime tehdy, predstavime-li si jeho dusledky fyzikalné. Mé&jme
dva systémy A a B nachézejici se v maximdlné provdzaném stavu |Q). Necht podsystém A
vlastni Alice a podsystém B drzi ve svych sparech Bob. Alice si chtéla udélat hezkou dovolenou
a tak se svym podsystémem A odjela na Havaj, bez Boba. Bob se svym podsystémem B
mezitim tréi doma v Praze a rozmysli si, jak Alici jeji dovolenou zneptijemnit. Diky vzorecku
(21) je vsak vSe snadné, Bob muze provést libovolnou operaci A4 pouze se svgm podsystémenn,
aby libovolné zménil celkovy stav systému A + B. Bob tak muze na dalku ovliviiovat i stav
Aliciina systému. Abychom vSak Bobovi nekfivdili, Alice si muze pocinat stejné zdkeiné.
Vzorec (19) ndm totiz fikd, ze pro zménu stavu celého systému A + B je jedno, zda to bude
Bob ¢ Alice, kdo provede tpravu na svém podsystému.

Piiklad 4.2. Necht |p) = 1(3/01) + 4/10)) je vektor popisujici stav dvou provézanych pod-
systému. Tento Cisty stav je pfidruzen operatoru

1{0 3
ou-1(1 o) (29

S jeho pomoci jiz snadno spoc¢teme stav prvniho podsystému
9 0
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4.2 Kleinova nerovnost 4 MATEMATICKY APARAT

Nez prikro¢ime ke studiu otevienych systému je vhodné si uvést dvé nerovnosti dévajici
do souvislosti stopy jistych operatoru. Témto dvéma nerovnostem jsou po fadé vénovany
nasledujici dvé kapitolky.

4.2 Kleinova nerovnost

Véta 4.1. Kleinova nerovnost. Necht f : I — R je konvexni a diferencovatelnd funkce na
intervalu I = [a,b]. Ddle necht A a B jsou hermitovské operdtory takové, Ze jejich spektra lezi
v intervalu I, tj. o(A)c I a o(B) c I. Pak plati

Tr(f(A) - f(B)) 2 Tr((A - B) f'(B)). (25)
Pokud je funkce f ostre konvexni, tak se rovnosti nabyvd prdvé tehdy, kdyz A = B.
Dikaz. Oznatme si A = Y, a4le;)(e;] a B = Y, bi|fi)(fil- Potom f(A) = ¥, f(ai)lei)(ei| a
f(B) =X f(bi)|fi){fil- Nebot pracujeme s ortonormalnimi bazemi {|e;)}; a {|f;)};, plynou z
Parsevalovy rovnosti vztahy ¥; |cii[* =1 a > |cij|2 = 1, kde jsme si definovali ¢;; = (e;]f;). Pro

kazdy bazicky vektor |e;) ddle dostavame, ze vyraz (e;|(f(A) — f(B) - (A= B)f'(B))lei) je
roven

f(ai) = (eil 32 () fi) filles) - (eil (Zaﬂej)(@ﬂ - ij|fj><fj|) zk:f'(bk)lfw(fkllez‘)
Flai) = 30 FO)eil” = ai 35 f'(bg)leis* + 3 bslei P £ (b)
Flai) Pleii* = 3 lessP(F(b5) + aif' (b;) = b f' (b))

J

J

> leiiP(F(ai) = f(b5) = (ai = b)) £ (b))

Z véty o pifrustku funkce aplikovanou na interval [¢,d] plati f(d) — f(c) = (d —¢)f'(€) pro
jisté € € (¢,d). Nebot je funkce f konvexni, je jeji derivace kdekoli uvnitt intervalku [c, d] vetsi
nez derivace v levém krajnim bodé ¢ a soucasné mensi nez derivace v pravém krajnim bodé
d, tj. /(&) 2 f'(c) a f(§) < f(d). Celkem tedy (d-c)f'(d) > f(d) - f(c) > (d-c)f'(c). Z
téchto dvou nerovnosti jiz plyne, ze vyraz f(a;) — f(b;) — (a; — bj) f'(b;) je vzdy nezédporny a
tedy i (e;|(f(A) - f(B)-(A-B)f'(B))|e;) 0. Prvni tvrzeni véty jiz plyne ptimo z definice
Vidime, zZe rozdil zkoumany ve vyrazech vyse je nulovy pravé tehdy, kdyz pro vSechna i a j
plati a; = bj nebo ¢;; = 0. Pro Hilbert-Schmidtovu normu rozdilu operatoru tedy dostdvame
[A= BI? = Te(A - B)? = Te(S; aes)ei] - 5, blNAD? = Te(Ssaleided + ;021150 -
2 Zij aibjcij|ei)(fj|) = Zz a? + Zj b? -2 Eij aibj|cij|2 = Zij |C¢j|2(ai - bj)2 = 0. Z toho jiZ plyne
A = B. Druhé implikace je zfejm4. O

Priiklad 4.3. Uvazme funkci f definovanou na nezapornych ¢&islech zpusobem

zlnx x>0
= ’ 26
/ {0 x =0. (26)
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4.3 Peierlova nerovnost 4 MATEMATICKY APARAT

Jeji prvni a druhd derivace zni po fadé f/(z) =1+1Inz a f”(x) = 1/z. Funkce f je tedy ostfe
konvexni pro z > 0. Pak pro libovolné pozitivni operdatory A a B plati diky pfedchozi vété
nerovnost Tr(Aln A - Bln B) > Tr((A - B)(I +In B)), kterou muzeme upravit do tvaru

Tr(AlnA) - Tr(Aln B) > Tr(A - B). (27)

Tento vztah vyuzijeme pii studiu entropie v nésledujici kapitole.

4.3 Peierlova nerovnost

Véta 4.2. Peierlova nerovnost. Necht f je konvexni funkce na intervalu I c R a A € B(J£)
je hermitovsky operdtor, jehoz spektrum lezi v I, tj. o(A) c I. Oznacéme si libovolnou orto-
normdlni bazi prostoru J jako {|f;)}i. Pak plati

Tr(f(A)) 2 0 F({filAlfi))- (28)

Diikaz. S vyuzitim notace pouzité pii dikazu Kleinovy nerovnosti muzeme vyjadfit operator

Ave tvaru A = 2 ajlej)ejl a (fil f(A)|fi) = 2 f(aj)|cw|2 2 f(z |Cl]|2aj) f(z |<fz|€J>|2aJ) =
F({filAlfi)), kde nerovnost plyne z konvexnostl funkce f.

Dusledek 4.1. Pro libovolné c¢islo p € (0,1), konvexni funkci f na intervalu I a operdtory A
a B splriujici predpoklady predchozi véty plati

Tr f(pA+ (1-p)B) <pTr f(A) + (1-p) Tr f(B). (29)

Diikaz. Oznacme si symbolem {|e;) }; ortonormélni bazi tvofenou vlastnimi vektory operdtoru
pA+ (1-p)B. Pak Tr f(pA+ (1 -p)B) = Y ;{e;| f(pA+ (1 -p)B)le;). Diky vhodné volbé nasi
béze je tento viraz roven X, (e (0A + (1 - D)B)les)) = X F(pleslAles) + (1 - p){ealBles)).
Z konvexnosti je tento vyraz mensi nebo roven vyrazu p Y, f({e;|Ale;)) +(1-p) X; f({es| Blei)),
coz je déle diky predchozi vété mensi nebo rovno vyrazu pTr f(A) + (1 -p) Tr f(B). O
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5 VON NEUMANNOVA ENTROPIE

5 von Neumannova entropie

V informatice se zavadi veli¢ina H popisujici, jak moc je dané pravdépodobnostni rozdéleni
,neocekavatelné“. Pokud jsou vSechny hodnoty rozdéleni {p;}; stejné, tak je tato veli¢ina
maximéalni. Nelze totiz preferovat jednu udélost s pravdépodobnosti p; pired druhou udalosti
s pravdépodobnosti ps, nebot kazdd muzZe nastat stejné ¢asto. Takovéto rozdéleni bychom
mohli oznacit za ,nejvice neocekévatelné“. Naopak, pokud je rozdéleni {p;}; tvofeno samymi
nulami vyjma jedné jednicky p;, = 1, je tato velicina nulova. V takovém pripadé totiz jev
spjaty s pravdépodobnosti p;, nastdiva vzdy a zadny jiny jev nenastdva. Toto rozdéleni je
tedy ,,nejméné neocekavatelné”. Zminéné veliciné se rika Shannonova entropie a jeji definiéni
predpis pro pravdépodobnostni rozdéleni {p;}; zni H(p;) = -3 ; p; Inp;.

Jak jsme si uvadéli v kapitolce o operatorech hustoty, operator hustoty p 1ze chapat jako vazeny
prumér cistych stavu, kde véhami je jisté pravdépodobnostni rozdéleni tvofené vlastnimi
hodnotami, p = ; A\;|i)(i|. Tento zépis pak zhruba feceno vyjadiuje, ze se dany systém nachazi
v Cistém stavu [i) s pravdépodobnosti );. Pokud jsou vSechna vlastni ¢isla vyjma jednoho
nulové, je p samotné Gistym stavem. Zadna neurcitost tykajici se ,vybéru“ ¢istého stavu |i) z
rozkladu vySe tedy nevznika. Naproti tomu, jsou-li vSechna vlastni Cisla stejnd, muze se stav
daného systému nachézet v libovolném z ¢istych stavu [i) stejné pravdépodobné. Neurcitost
,vybéru® Cistého stavu je maximélni.

Pravé naznacena analogie mezi pravdépodobnostnimi rozdélenimi a operatory hustoty nas
vede na myslenku definovat entropii i pro tyto operdtory. Jak se lze snadno presvédcit v
diagondlni bézi operdtoru p, vyraz —Tr(plnp) je roven Shannonové entropii pro rozdéleni
{Ai}i. Tato ivaha nds motivuje pro zavedeni nésledujiciho pojmu.

Definice 5.1. Necht p € S(#) je néjaky operdtor hustoty, pak von Neumannova entropie
pro tento operator je veli¢ina definovana vztahem

S(p) =-Tr(plnp). (30)

Entropie kvantovych stavi je dulezité veli¢ina s mnoha zajimavymi a intuitivnimi vlastnostmi.
Neékteré z nich si pravé uvedeme.

e Plati S(p) > 0, kde se rovnosti nabyva prave, kdyz p je ¢isty stav, tj. p = [¢){(¢| pro
néjaké |¢) € . Tuto vlastnost lze intuitivné chapat podobné jako v ptipadé Shannonovy
entropie. Chéapeme-li operdtor hustoty jako vazeny prumeér Cistych stavi, pak ziejmé
nejméné neocekavatelny vysledek méfeni na takovémto stavu bude tehdy, kdyz bude
tento stav ¢isty a pti vhodné volbé projekénich operatoru (viz pozdéji) budeme dostavat
stale tentyz vysledek.

o Je-li systém A+ B v ¢istém stavu 1)) € 74 ® 73, pak entropie stavu jeho podsystému se
rovnaji, tj. S(pa) = S(pp). Je-li navic stav 1)) maximdlné provdzany, jsou tyto entropie
rovny S(pa) = S(pp) = Ind > 0, kde d = dim sy = dim #B. Z prvniho bodu pfitom
S(|Y){v]) = 0. Vidime tak, Ze a¢ je stav celého systému plné urcen, oba jeho podsystémy
vykazuji neurcitost.

18



5 VON NEUMANNOVA ENTROPIE

e S(UpUM) = S(p) pro libovolny unitdrni operator U € B(J¢). Pii uzavieném vyvoji se
tedy entropie stavu systému zachovava.

Par dalsich vlastnosti si vyslovime a dokdzeme ve formé lemmat nize.

Lemma 5.1. Konkévnost. Necht p,o € S(H) jsou dva stavy a p € [0,1]. Pak plati

S(pp+(1-p)a) 2pS(p) +(1-p)S(0), (31)

kde se rovnosti nabyjvd prdvé tehdy, kdyz p =o.

Dikaz. Ozna¢me si w = pp+(1-p)o. Pak z nerovnosti (27) plyne — Tr(wlnw) = -pTr(plnw) -
(1-p)Tr(clnw) > -p(Tr(plnp) + Tr(w - p)) = (1 = p)(Tr(clno) + Tr(w — 0)). Tento vyraz
lze ddle upravit na p(- Tr(plnp)) + (1 -p)(- Tr(clno)) - Tr(pw -pp+ (1 -p)w - (1 -p)o) =
pS(p)+(1-p)S(o)-Tr(w-(pp+(1-p)o)) =S(p)+(1-p)S(c). Tvrzeni lze dokdzat i aplikaci
nerovnosti (29), kde polozime f(A) = Aln A. Vysledek dostavame ihned. O

Lemma 5.2. Subaditivita. Necht p € S(5#y ® #%) je stav systému, pa=Trgp a pg=Trap
necht jsou jemu odpovidajici stavy podsystémaii. Pak

S(p) <S(pa)+S(pr), (32)

pricemz rovnost nastavd prdavé tehdy, kdyz je p faktorizovaného tvaru p=ps ® pp.

Dukaz. Oznaéime-li A =p a B = py ® pp, plyne po dosazeni do (27) z Kleinovy nerovnosti
Tr(plnp) > Tr(pln(pa®pp)) +Tr(p-pa®pp) = Tr(pIn(pa®D)(I® pp)) + Tr(p) -Tr(pa® pB).
Nebot Trp=1="Tr(pa ® pp), dostdvame Tr(plnp) > Tr(pln(ps ® 1)) + Tr(pln(I® pp)). Déle
plati Tr(pIn(pa ®1)) = Tr(p((Inpas) ®1)) = Trpalnpa a obdobné pro systém B. Celkem tedy
Tr(plnp) > Tr(palnpa) + Tr(pplnpp), z ¢ehoz jiz plyne dokazované tvrzeni. O

Lemma 5.3. Arakiho-Liebova nerovnost. Necht p € S(54®7#%3) je operdtor hustoty sloZeného
systému, pa =Trgp a pg = Tra p necht jsou jemu odpovidajici stavy podsystémii. Pak

S(p) = |S(pa) - S(ps)l- (33)

Diikaz. Stav celého systému p € S(#4 ® #3) lze purifikovat na Cisty stav |¢) € ) ® #5B @ A&
splitujici p = Tro () (v)]). Oznacime si S; = S(p;). Nebot [¢) je ¢isty, plati z vlastnosti entropie
zminénych vyse, ze Sap = Sc, Sac = S a Spo = Sa. Déle ze subaditivity plyne S4+S¢c > Sac
atd. Preuspofdaddnim ziskanych nerovnosti dospivame ke vztahtim Sap = S¢ > Sp - Sa a
Sap >S4 - Sp, ze kterych plyne dokazované tvrzeni. O

Definice 5.2. Jako index korelace I kvantovych stavi dvou podsystému A a B oznacime
veli¢inu I = Sq + Sp — Sap, kde S; = S(p;) jsou entropie stavu jednotlivych podsystému a
Sap je entropie stavu p celého systému.
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5.1 Relativni entropie 5 VON NEUMANNOVA ENTROPIE

Index korelace kvantifikuje miru klasickych i kvantovych korelaci mezi dvéma systémy. Ne-
bot mezi ¢istymi stavy nevyvstavaji zadné klasické korelace, miizeme Fici, ze pro ¢isté stavy
velicina Io piimo kvantifikuje miru provazani. Index korelace nabyva maximalni hodnoty
pravé tehdy, kdyz je stav p celého systému maximalné provazany. Navic plati ziejmé nerov-
nosti 0 < Io <2min{Sa, Sp}.

Pro entropii smiSeného stavu plati nasledujici vztahy, které si vzapéti dokazeme.

Véta 5.1. Necht {p;}; je pravdépodobnostni rozdélent, {p;}; je sada operdtori hustoty z pro-
storu B() a H({p;}i) = - Y; piInp; je Shannonova entropie. Pak plati

ZPiS(Pz’) < S(Zpipi) < ZpiS(Pi)"‘H({pi}i)' (34)

Dukaz. Prvninerovnost Ize dokazat matematickou indukci, kde tvrzeni pro i = 2 bylo dokézano
vyse. Prikroéme tedy k dukazu druhé nerovnosti. Tu nejprve dokdzeme pro piipad, kdy jsou
pi € S(S) cisté stavy, p; = [10;) (] Oznacme si S = ) a pripomenime, ze {[1;)}, nejsou
obecné ortonormélni. Definujme si pomocné vektory [p4B) = ¥, VDilYi)|i) lezici v prostoru
Sy @ 75, kde {|i)}; je ortonormélni baze prostoru % dimenze dim % = N. Vidime, zZe plat{
Yivipi = pa = Tep(WAPW0AP)) a pp = Tea(WAP ) WAP)) = Son /Pidserlvi) (bjlex)li) (il,
kde {ej}r je ortonormdlni baze prostoru 4. Pak S(X;pipi) = S(pa) = S(pB), coz plyne z
obecnych vlastnosti entropie. Z nerovnosti (27) déle —Tr(plnp) < —Tr(plnp") pro libovolné
p,p' € S(HAB). Muzeme tedy vzit plz = X; ps|i){(i| a aplikovat nerovnost, abychom obdrzeli
S(pp) = —Tr(pplnpp) < —Tr(pplnply). Nyni si uvédomime, ze stopa pres cely prostor je
tvaru Tr(-) = ¥,n(exl(?](-)|ex)|i). Explicitnim vypoctem lze snadno zjistit, ze posledni vyraz, ke
kterému jsme zatim dospéli, je roven — ¥; Tr( Xy, pil(ex|w:)||i){i| In pz). S pomoci Parsevalovy
rovnosti lze tento vyraz upravit na tvar — Y, Tr(ps|)(i|Inpls) = - Tr(pgInpy) = =X, pilnp; =
H({pi}:). Pro cisté stavy p; jsme tedy dokazali nerovnost S(X; pipi) < H({pi}:)-

Pro obecné stavy mame p; = ¥; pji)|e§i))<e§i)| atedy p =%, pipi = Xij pipji)|e§.i))(e§i)|. Tento
operator muzu chapat jako soubor ¢istych stavi { |e§i))}ij s pravdépodobnostnim rozdélenim
{pip§~i)}ij, na které mohu aplikovat vysledek obdrzeny vyse. Dostavame tudiz ziejmé vztahy
S(p) < H{pin\"}ij) = = Sy pin” npip” = - 5 pip” np; = £45 pipd” npl”). Tento vyraz lze

zjevné upravit dale na — Zi(Zj p](.i))pi Inp;+ ¥, pi(— > pji) lnpg,i)) =H({pi}i)+X;piS(pi), coz
bylo dokazati. O

5.1 Relativni entropie

Kromé oby¢ejné entropie je vhodné si zavést dalsi podobné pojmy, jakym je napiiklad relativni
entropie. Nez pfikro¢ime k definici kvantové relativni entropie, je ndzorné si pfipomenout
definici klasické relativni entropie. Ta je pro dvé pravdépodobnostni rozdéleni p = {p;}; a
G = {q:}: definovana vztahem S(q||p) = ¥;(¢ilng — ¢; Inp;).

Piiklad 5.1. Nesoumérnd mince. Hizejme si minci a zjisfujme, s jakou pravdépodobnosti
nam padne panna ¢i orel. Chceme pritom zjistit, jaké pravdépodobnostni rozdéleni sleduji
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5.1 Relativni entropie 5 VON NEUMANNOVA ENTROPIE

vysledky hodu této mince. Necht {p,1 — p} je pravdépodobnostni rozdéleni, které mince
skutecné sleduje a necht {q,1 - ¢} je n&jaké jiné rozdéleni. Déle necht p, resp. ¢, odpovidd
situaci, kdy ndm padne panna, a podobné necht 1-p, resp. 1 - ¢, odpovid4 situaci, kdy ndm
padne orel. Zajima nas tedy, jaka je pravdépodobnost, ze zaménime rozdéleni p a q.

Pii provedeni N nezavislych pokusu je pravdépodobnost, ze pravé n-kriat padne panna,
rovna p(n,N) = (]:)p”(l - p)N7". Vyuzijeme-li Stirlingovy formule pro aproximaci faktorialu,
obdrzime
N
In L29 (1-p)¥ ™" ~ ()
| | N
nl(V =n)! ()" (522)
= NInN-nlnn-(N-n)In(N-n)+nlnp+ (N -n)ln(1l-p)

- -N(-lnN+%1nn+(1-%)m(N-n)-ﬁlnp-(l—%)ln(l—p))

n n n
= -N Do (- ) -2 1-—)In(1- .
(NDN ( N)n( N) NPT ( N)n( p))
Oznacéme si nyni g = n/N, predchozi vyraz se tak redukuje do tvaru, v némz rozpoznavame

relativni entropii —N(¢lng+ (1-¢)In(1-¢) - glnp-(1-¢)In(1-p)) = -NS(G|p). Obdrzeli
jsme tak vzorec, kterému se fika Sanovova véta

p(q]p) = e NP, (35)

kde p(g|p) oznacuje pravdépodobnost zdmény rozdéleni p a ¢. Z tohoto vzorce je patrné, ze
pravdépodobnost zamény se zmensuje se zvétsujici se relativni entropii. Relativni entropii lze
chapat jako miru rozlisitelnosti rozdéleni p a q.

Inp(n,N)

N—
NP (1-p)" "

Relativni entropie nens obecné symetrické, tj. obecné S(p|q) # S(¢|p). Napiiklad pro rozdélent
p=(1,0) a g=(1/2,1/2) dostavdme S(p|¢) =1In1+0ln0-1In1/2-0In1/2 = In2, zatimco
S(G|p) = 1/2In1/2 +1/2In1/2 - 1/2In1 - 1/2In0 = +o0. Prejdéme nyni k definici kvantové
relativni entropie.

Definice 5.3. Mé&jme dva operédtory hustoty p, o € S(J¢). Pak kvantova relativni entropie
pro tyto dva stavy je definovana vztahem

S(plo) =Tr(plnp-plno). (36)

Kvantovou relativni entropii dvou stavu lze chapat jako miru rozlisitelnosti (¢i nezaménitel-
nosti) téchto dvou stavi. Uvazujme nyni stav p systému slozeného ze dvou podsystému A a
B. Stavy jednotlivych podsystému jsou ziejmé rovny pa = Trpp a pg = Tra p. Jak uz jsme si
difve fekli, stav podsystému A spoletné se stavem podsystému B nejsou schopny reproduko-
vat v8echny vlastnosti obsazené ve stavu p slozeného systému. Duvodem je to, Ze jednotlivé
stavy podsystému neobsahuji informaci o jejich vzdjemném provazani. Podivejme se, o ko-
lik informace prijdeme, omezime-li se pouze na stavy pa a pp namisto stavu p. Dostavame
S(plpa®pp) =Tr(plnp) -Tr(pIn(pa®pp)) = Tr(plnp) -Tr(pIn(I® pp)) - Tr(pIn(pa 1)) =
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5.1 Relativni entropie 5 VON NEUMANNOVA ENTROPIE

=S + 54+ Sp = Ic. Vidime tedy, ze mira rozlisitelnosti provazaného stavu p od toho ne-
provazaného pa ® pp je rovna indexu korelace I zavedenému vyse.

Kvantové relativni entropie mé déle nésledujici vlastnosti, kde p,o € S(H) jsou libovolné
operatory hustoty.

e S(p|o) = +oo préve tehdy, kdyz supp o c supp p,

e S(plo) > 0, coz plyne z Kleinovy nerovnosti; rovnost se pritom nabyva préavé tehdy,
kdyz p = o,

o S(UpU|UoUT) = S(p|o) pro viechny unitarni operdtory U € B(.J¢).
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6 KVANTOVE MERENI

6 Kvantové méreni

V zékladnim kurzu kvantové mechaniky jsme se seznamili se zptsobem, jakym se popisuje
kvantové méfeni. Na rozdil od méfeni v klasické fyzice, kvantové méteni se piimo ucastni
vyvoje systému. Po zméreni je stav systému obecné jiny, nez pred nim. To muze byt na jednu
stranu nevyhodou, na druhou stranu lze v8ak takovéto méfeni vyuzit k piipravé stava v piesné
daném tvaru. Méjme tplny soubor pozorovatelnych M, ..., My odpovidajicich ngjakym fy-
zikalnim veli¢inam V7,..., V. Po méfeni na daném stavu obdrzime soubor hodnot, neboli
vysledki méfeni, my, ..., my prislusny pozorovatelnym My, ..., M. Z dplnosti mnoziny po-
zorovatelnych pak mame zajisténo, ze se zméfeny systém bude nachdzet ve stavu, ktery je
vlastnim vektorem vsech danych pozorovatelnych s vlastnimi ¢isly my, ..., mg. Muzeme si
tedy pripravit mnoho téchze systému v libovolnych stavech, na nich provadét méfeni a vybrat
vzdy jen ty systémy, pro které byly naméfené hodnoty totozné a rovné my,...,my. Takto lze
vyrabét stejné stavy o daném tvaru.

Existuje nékolik zptsobi, jak formalizovat méfeni v kvantové mechanice. O nich lze ukazat,
ze jsou ekvivalentni, pokud vezmeme v tvahu i dalsi postulaty kvantové mechaniky, nejen
postulat o méfeni. V nasledujicim si predstavime dvé koncepce, von Neumannovo méfeni a
zobecnéné méfeni.

6.1 von Neumannovo meéreni

Casto pouzivanym formalizmem je ten von Neumanntm. Zde je kazdé vlastnosti B pridruzen
ortogonélni projektor E(B). Plati tedy E(B) = ET(B) = E*(B). Je-li na systému ve stavu p
zjistén vyskyt veliciny B, tak se systém po zméfeni nachéazi ve stavu

,__ E(B)pE(B)

= . (37)
Tr(E(B)pE(B))
Vlastnost B je pfitom naméfena s pravdépodobnosti
p(B) = Tr(E(B)pE(B)) = Tr(E(B)p). (38)

Jak vime ze zédkladniho kurzu, kazdé veli¢iné piislusi néjakd pozorovatelna R, tj. hermitovsky
operator pusobici na Hilbertové prostoru daného kvantového systému. Ukazme si nyni, jak je
toto pojeti v souladu s formalizmem von Neumannova méfeni. Méjme samosdruzeny operator
R definovany obecné na podmnoziné D(R) Hilbertova prostoru ¢, tedy R : D(R) — J,
R = R'. 7 funkcionalni analyzy plyne, Ze tento operdtor lze spektralné rozlozit zptisobem

R= f rdE,, (39)
kde E,. je spektrédlni tiida projektoru spliiujici nasledujici tii vlastnosti
1. Em>E, pro r'>r,

2. limeng Eyse = B,
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6.2 Zobecnéné mérent 6 KVANTOVE MERENI

3. limys oo B =0, limyy00 B =1

Ozna¢me si nyni Ar; = (ri-1,7;] a AE; = E,, — E,,_,. Plati tedy zfejmé vztahy U; Ar; =R a
Y AE; =1, AE;AE; = §;;AE;. Mnoziné {AE;} se tika ortogondini rozklad jednotky. Méfme
nyni fyzikalni veli¢inu reprezentovanou pomoci pozorovatelné R na systému o stavu p. Pfi
kazdém méfeni muzeme dostat obecné ruzné ciselné vysledky r € R. Ptejme se déle, s jakou
pravdépodobnosti obdrzime po zméteni hodnotu r lezici v intervalu Ar;. Intervalu odpovida
projektor AE;, tato pravdépodobnost je tedy podle von Neumanna rovna p(Ar;) = Tr(AE; p).
Podobné vysledny stav po takovém méreni zni

r AEpAE;

" T(AE ) (40)

p
Z téchto vyrazu a vztahu pro ortogondlni rozklad jednotky ihned plynou rovnosti }; p(Ar;) = 1
a pip; = dijp;. Velicinu p; = p(Ar;) lze tedy skutecné interpretovat jako pravdépodobnost,
nebot je spravné normalizovand na jednicku a navic je pro kazdy interval Ar; nezdpornd, coz
plyne z pozitivity operatoru AFE;.

Jak vidno, méfenim vzniknou podminéné soubory operdtoru hustoty {(p;,p})}i. Po méfeni
mame s pravdépodobnosti p; vysledny stav tvaru p;. Lze rozliSovat mezi dvéma zptsoby, jakym
méieni provadime. Bud dany poc¢ateéni stav zméffme a koukneme se na vysledek méieni. Tak
zjistime, ze systém je v nékterém ze stavu tvaru (40). Této varianté se fikd selektivni méfeni.
Naproti tomu muzeme vSak systém zméiit a na vysledek méfeni se nepodivat. Nebot nyni
nevime, v jakém stavu se systém pfesné nachézi, musime stfedovat pfes vSechny moznosti s
prislusnymi pravdépodobnostmi. Na konci méfeni mame tak systém popsan stavem

m:ZAEipAEi. (41)

i

= pipi =), Tr(AE; p)
(2 7
Tato varianta se nazyva neselektivni méfeni.

6.2 Zobecnéné méreni

Ukazme si nyni obecnéjsi piistup k zachyceni kvantového méteni. Po zméfeni daného systému
v daném stavu p dostdvame vysledek méfeni, néjakou ¢iselnou hodnotu m. Oznacme si
mnozinu vSech takovychto moznych vystuptu méfeni symbolem M a zkoumejme s jakou
pravdépodobnosti namérime hodnotu m € M. Od pocatku uvazujeme, ze tato pravdépodobnost
bude zdviset jednak na hodnoté m, jednak na vstupnim stavu p. Je to tedy jista funkce
p(m) = fi(p). Vezmeme-li v ivahu rozklad p = ¥; p;p; a zdkladni pravidla pro pocitani s
podminénymi pravdépodobnostmi p(-|-), dochazime ke vztahum

o) = (o) = (St | o) = Eoilinyoto) = Sl = Db (42

Vidime tedy, ze funkce f,, by méla byt linedrni na konvexnich kombinacich stavi. Bez Gjmy
na obecnosti ji tedy muzeme chapat jako linedrni zobrazeni na celém prostoru omezenych
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operatoru B(.). Toto zobrazeni navic na vstupni stav vrati ¢islo. Jedna se tedy o linedrni
funkcional a z Rieszovy véty existuje jednoznacné dany operdtor F,, € B(J) tak, ze lze
fm vyjadiit pomoci skalarniho soucinu f,,(p) = (p, Fy,,). Pripomenime, ze Hilbert-Schmidttav
skaldrnf souéin je definovéan vztahem (A, B) = Tr(A'B). Celkem jsme tedy dostali operator
F,, tak, ze p(m) = Tr(F,,p). Aby vyraz p(m) mohl piedstavovat pravdépodobnostni rozdélen,
musime jesté pozadovat nezéapornost p(m) > 0 a normalizaci na jednicku. Tyto podminky jsou
zajistény, spliuji-li operatory F,, pro hodnoty m ¢ M vztah Y ,,caq Fin = [ a jsou-li vSechny
pozitivni, F,, > 0. Pravé uvedend tivaha byla motivaci pro zavedeni pravdépodobnosti ve tvaru

p(m) = Te(Fy p), (43)

kde F}, jsou pozitivni operatory spliaujici },,eaq Fin = I Témto operdtorum se iika efekty.
Dosud jsme popisovali zobecnéné kvantové méfeni pouze z pohledu jeho vystupnich hodnot
m € M a jejich pravdépodobnosti p(m). Nezajimali jsme se o tvar vysledného stavu pl,.
Této koncepci se itkda POVM méfteni, coz pochéazi z anglického Positive-Operator- Valued
Measurement. POVM operatory F;, nejsou schopny zachytit tvar vysledného stavu, ale hodi
se pro popis pravdépodobnosti s jakymi dostaneme jednotlivé vysledky.

Abychom mohli popsat i vysledny stav po méfeni p/ , musime formalizmus zobecnéného
méteni rozsitit o dalsi prvek. Tim jsou zobrazeni ¢, : B(2) — B(J), kterd se nazyvaji
kvantové operace, popiipadé instrumenty. Mame-li systém ve stavu p, po zméfeni hod-
noty m € M pfejde tento stav do tvaru

oL
Pm = p(m)¢m(p)- (44)

O zobrazenich p,, 1ze ukédzat, Ze to jsou linedrni a pozitivn{ superoperatory (viz pozdéji). Nebot
vysledné stavy museji byt normalizovény na jednotkovou stopu, 1 = Tr(pl,) = Tr(dm(p))/p(m),
dostavame

Tr(¢m(p)) = p(m) = Tr(Fm p). (45)
Pii selektivnim méfeni tedy obdrzime stav (44) s pravdépodobnosti (45). Pii neselektivnim
pak mame

pl= > p(m)pn= Y dm(p) (46)

meM meM

Snadno nahlédneme, ze pii polozeni F,,, = AE,, a ¢n(p) = AE,, p AE,, se zobecnéné métreni
redukuje na von Neumannovo méfeni. Lze vSak ukazat i opacnou implikaci. Pokud se ne-
omezime jen na méfeni samotné a v ivahu vezmeme i unitdrni vyvoj celého systému, jde
zobecnéné méfeni popsat pomoci méieni von Neumannova a tohoto unitdrniho vyvoje.

Vratme se jesté k POVM méieni popsanému vyse, kdy se nestardme o vysledny stav pl,.
Uvazujme obecnou situaci, kdy mame pro dané méfeni k dispozici instrumenty ¢,,. Z rov-
nice (45) je vidét, ze pokud provedeme pouze POVM méfeni, mame ve volbé instrumentu
¢m jistou volnost. Skute¢né, soubor tvofeny instrumenty ¢.,(p) = /Fin pV/Fr dévé stejné
pravdépodobnosti jako soubor tvofeny instumenty ¢, (p) = U/ Ep, p/FrnU f kde U je ngjaky
unitarni operator.
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Priklad 6.1. Diskriminace stavi. V tomto piikladu si pfipomeneme méfeni Cistych stavu.
Vzhledem k méfenim popsanym vyse se toto méfeni redukuje pouze na projekci ¢istych stavi
coby vektorii na vektory néjaké ortonormalni baze daného Hilbertova prostoru. Z diivéjska
vime, zZe ¢isté stavy, které jsou navzajem ortogondalni, 1ze s jistotou vzdy rozlisit, mérime-li je
ve vhodné ortonormélni bézi. Pro konkrétnost méjme dva stavy |[+) = (|0) + |1))/V/2 a |-) =
(|0)=|1))/v/2. Lze se snadno presvédéit, ze tyto stavy jsou spravné znormalizované a navzijem
kolmé. Métime-li je ve vypocetni bézi {|0),]1)} dostdvame pro oba z nich s pravdépodobnosti
1/2 vektor |0) a se stejnou pravdépodobnosti i vektor |1). Ve vypocetni bazi tedy tyto stavy
odlisit nelze. Pooto¢ime-li vSak vypocetni bézi do béze tvorené samotnymi vektory {|+),|-)},
jejich rozliseni je zjevné dokonalé. Pro stav |+) obdrzime po projekci s pravdépodobnosti 1
tentyz stav |+) a podobné pro |-).

Uvazme nyni situaci, kdy méme dva ruzné vektory [¢1) a [1h2), které na sebe nejsou kolmé. I
v tomto piipadé lze zkonstruovat méfeni, které je schopné tyto stavy odligit. Avsak za cenu
toho, ze toto odliSeni nebude mozné pti kazdém meéieni. Jako moznou konstrukei uvazujme dva
ortogondlni projektory, P; = |1)1)(¢1] a Py = T—|t1){(¢)1]|. Snadno si rozmyslime, ze kdyz zaiizen{
odpovidajici projektoru P, zaznamena vzruch, tak do ném vletél stav |1)9). Pokud ale ¢innost
zaznamenalo zafizeni sdruzené s operatorem P, nemuZeme o vlétajicim stavu nic fict, nebot
oba stavy [i1) i [1)2) maji nenulovou slozku ve sméru vektoru |i7). Kdyby tomu tak nebylo,
tak by (11]12) =0, coz je ve sporu s predpoklady. Vime tedy alespor, pii kterém méfeni jsme
nedostali stav [1)1). Obecné lze tento postup implementovat pomoci POVM operétoru

Er = ailYs) (3],  Ea=aslYi)(vi], Eo=1-Ei - Es, (47)

které nejsou projekcemi(!) Cisla a; jsou zatim nespecifikovand. V nasledujicim uréime jejich
hodnotu tak, aby pravdépodobnost spravného rozliseni stavu [i;) byla nejvétsi. Oznacme si
pravdépodobnost dspéchu, ze zjistime stav |¢;) jako p;. Pak dostdvame p; = (¢1|E1|i1) =
a1(1/11|(]l - |1/12><77Z)2|)|¢1> = al(l - |d|2), kde d = (1,[)1|¢2) Obdobné bychom obdrzeli i vztah
p2 = az(1 - |d*). Déle zjevné plati (Y| Ei|tha) = 0 = (11|Faltp1). Pravdépodobnosti netispéchu
jsou rovny q; = (¥;|Eplt;) = 1—p;. Z téchto vysledki snadno nahlédneme explicitn{ tvar matice
FEy. Protoze tento operator musi byt pozitivni, plati

d
(Zi ) >0, (48)

q2

neboli qiq2 > |d|?. Symbolem 7; dile oznacme pravdépodobnost, s jakou je stav |¢;) posilan
do meéficiho piistroje. Prumérnd pravdépodobnost spravného urceni stavu tak zni ziejmé
P = pin1 +pans a podobné prumérnd pravdépodobnost nespravného urceni je Q) = q1n1 +qone =
1 - P. Jak vidno, maximum veli¢iny P odpovidd minimu pro . Snazime-li se maximalizovat
pravdépodobnost spravného urceni stavi, musime minimalizovat vyraz qim + gone, kde g;
vystupuji jako parametry. Z pozitivity operatoru Ey vidime, ze tento operdtor je nulovy pro
q2 = |d|*/qi. (Tehdy méme ve hie jen operdtory E; a Es.) Dosadime-li tuto hodnotu do
minimalizovaného vyrazu, dostavame rovnost

2
min @) = g1 + %772, (49)
1
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kde g1 vystupuje jako parametr. Pomoci derivace uréime minimum tohoto vyrazu. Zjistujeme,
ze minima se nabyva pro ¢ = |d|\/m2/m a q2 = |d\/n1/n2, kdy je Qmin = 2\/m72|d|. Muzeme

nyni zpétné dopocitat hodnoty a;

1-|dl\ /2 1-|dl\ /2

— VM =V (50)
1-1df? 1-|df?

a =
Celkem tedy, POVM soubor operatoru tvaru (47), pro néjz je pravdépodobnost spravného
rozliseni stavu [11) a [2) nejvétsi, ma prefaktory a; rovny (50).

Priiklad 6.2. NECHAPU UCEL PRIKLADU, ANI JEHO ZNENI Uvazujme dva operatory
hustoty p,o € S(#). Necht o je stav, ktery dostdvam. Jakd je pravdépodobnost, Ze tento
stav zaménim se stavem p, provadim-li na ném méfeni? Miru, s jakou se dva stavy navzdjem
odlisuji, 1ze kvantifikovat pomoci relativni entropie S(o|p) = Tr(clno) - Tr(o ln p). Veskerou
informaci, kterou jsme schopni ziskat o tvaru obou stavu a jejich piipadné odlisnosti, pochézi
z kvantového méfeni a odpovidajicich pravdépodobnosti nalezeni danych vysledkii. Ruznost
dvou stavu lze tedy popsat i skrze klasickou entropii aplikovanou na pravdépodobnostni
rozdéleni pifslugnd jednotlivym stavim. Pro néjaky POVM soubor {A4;}; dostdvdme prav-
dépodobnosti p; = Tr(A;0) a ¢; = Tr(A; p). Hleddme nyni tedy takové POVM {A;};, aby
(klasickd) relativn{ entropie SK!%5 byla nejvysst, totiz aby

7

Si{IaS(U”P) - Sup (Z(’I‘I'(AZ o)lnTr(A;0) - Tr(A4;0)InTr(A4; P))) . (51)

7

Tato hodnota ndm bude fikat, jak moc lze stavy o a p od sebe odligit. Poéitani hrtizného
vyrazu vyse pro klasickou entropii lze zjednodusit, vezmeme-li N kopii o = 6@V a p = p®N
ptuvodnich stavii a zvolime-li POVM nésledujicim zptisobem. Pii volbé A; € B(#®N) (tj.
operatory A; pusobi na celych o, resp. pV), kde ¥; A; = I, je nejvyssi moznd relativni
entropie tvaru

Sn(ollp) = sup % (Z(Tr(Ai oMY InTr(4; o) - Tr(A4; ™) In Tr(A; pN))) . (52)
{Ad} '

7

Daéle lze ukazat, ze obecné S(o|p) > Sn(o|p), kde se rovnosti nabyva pravé tehdy, kdyz
[p,o] = 0. Navic, v limité plati rovnost vzdy, S(ollp) = limy_e Sn(o|p). Kdyz pocitdme
relativni entropii dvou stavu, staci tedy uvazovat vyrazy tvaru (52), které ndm poskytnou
spodni odhad, a popfipadé provést limitu N — oo.
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7 Kvantové operace

V predchozich statich jsme se seznamili s kvantovym métenim. V piipadé zobecnéného kvan-
tového méfeni jsme si navic zavedli jista zobrazeni, ktera popisovala vysledek takového méfeni
a pravdépodobnost jeho vyskytu. Tato zobrazeni jsme nazvali kvantové operace. Konkrétné
pro pocateéni stav popsany operatorem hustoty p jsme koncovy stav zapisovali ve tvaru
#(ﬁm(p). Tento stav se pritom mohl vyskytovat s pravdépodobnosti p,, = Tr ¢, (p). Zde
Om : B(H) — B(A) jsou préavé kvantové operace. Jejich pouziti se vSak neomezuje na popis
kvantového méfeni. Nachézeji velmi Siroké uplatnéni a pro studium otevienych kvantovych
systému jsou klicové. Proto se s nimi v této kapitole sezndmime podrobnéji.

Formaélné Ize kvantové operace zavadét ruznymi zpusoby. My si nyni predstavime axiomaticky
piistup. Na zdkladé t¥{ axiomu, které maji fyzikalni opodstatnéni, odvodime tvar obecné
kvantové operace. Méjme tedy néjaké zobrazeni ¢, : B(2#) — B(). Pak toto zobrazeni
nazveme kvantovd operace, spliiuje-li nasledujici tii axiomy.

Axiom 1. Zobrazeni ¢, je konvexné linedrni vici stavim. Neboli pro kazdy koneény soubor
operdtori hustoty {p;}i s pravdépodobnostnim rozdélenim {p;}; plati

bm (sz/%) = Zpi b (pi)- (53)

Rozumnost tohoto pozadavku nahlédneme v néasledujici iiloze. Méjme operator hustoty tvaru
p = >;pipi a predpokladejme, Ze jsme na tomto stavu provedli méfeni s vysledkem m. Po

zméteni dané fyzikalni veli¢iny popsané operacemi {¢, }.n se tak pocatecni stav p zredukoval
dm(p)

Trém(p)

na souboru {p; };. Protoze se kazdé p; vyskytuje v p s jistou pravdépodobnosti, bude i vysledek

meéfeni zaviset na téchto pravdépodobnostech. Pokud bychom zmérili jeden dany p;, vypadal

by koncovy stav jako ¢m(’zlp)) My jsme ale zméfili cely soubor {p;}; najednou s vysledkem m.

na Soucasné ale muzeme vysledek méfeni chapat jako kdybychom ho provadeéli piimo

Situace, kdy zméfime konkrétni p;, tak pfitom muze nastat s pravdépodobnost{ p(i|m), coz je
pravdépodobnost zméfeni operdtoru p; za predpokladu, ze hodnota méfeni byla m. Celkem je
tedy vysledek méreni mozno popsat jako vazeny prumér Y ; p(i|m)T(f:;—(’zip)_). Ztotoznime-li oba

pristupy, jak ten pomoci operdtoru p, tak ten pomoci souboru {p;};, dospivdme k rovnosti

qu(,O) ¢m(pl)
Tomp) - 2P g 000

Nyni muzeme vyuzit Bayesova pravidla, podle néhoz p(ilm)p(m) = p(mli) p;. Soucasné vime,
ze p(m) = Tr ¢ (p) a p(mli) = Tr ¢ (p;). Z predchoziho vzorce si muzeme vyjadrit pravde-
podobnost p(ilm) a tu dosadit do vztahu (54) dostavajice

¢m(p) = Zpi Qbm(pz) (55)

(54)

Axiom vyse hovori pouze o linearité na konvexni mnoziné stavu. Z této konvexni podmnoziny
Ize ale kvantovou operaci linedrné dodefinovat na cely prostor.
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Axiom 2. Pro kazdy operdtor hustoty p musi stopa zobrazeni ¢., splriovat nerovnosti

0<Trom(p) <1. (56)

Opodstatnélost tohoto axiomu piimo plyne ze skutecnosti, ze chceme, aby stopa Tr ¢, (p)
vyjadfovala pravdépodobnost. Musi byt tedy nezaporna a mensi nebo rovna jedné. Ostatné to
jsme také predpokladali vyse, kdyz jsme chtéli nastinit rozumnost prvniho axiomu. Pravdépo-
dobnosti se museji s¢itat na jedni¢ku, neboli

1= T = ET00n(0) =T (T nlo)). 67)

Ozna¢me si ¢ = ¥, dm. Pak rovnost vyse znamena Tr ¢(p) = 1. Dale plati vztah Tr(o(p)) =
Tr(o!(I)p), ktery lze odvodit z vlastnosti Hilbert-Schmidtova skaldrniho sou¢inu. Nebot je p
stav, je splnéno Tr p = 1. Posklddame-li ptedchozi vyrazy dohromady, dostavame

Te(¢!(1)p) = Trp, VpeS(H). (58)
To je splnéno pravé tehdy, kdyz ¢ (I) = I. V této souvislosti si uved'me par definic.

Definice 7.1. Rekneme, ze obecné zobrazeni ¢ zachovava stopu prave, kdyz Tro(p) = 1
pro vSechny stavy p. Podobné fekneme, Ze zobrazeni ¢ nezvySuje stopu pravé, kdyz plati
Tr¢'(p) < 1. (Anglicky se zobrazeni, které zachovava stopu, ika trace-preserving mapping.
Podobné zobrazeni, které stopu nezvysuje, se nazyva trace-non-increasing mapping.)

Uved'me si koneéné zavéreény axiom z definice kvantovych operaci. K jeho vyféeni bude nutné
jesté jedna definice.

Definice 7.2. Zobrazeni ¢,, je iplné pozitivni pravé tehdy, kdyz je pozitivni kazdé zob-
razeni tvaru ¢, ® I >, kde H oznacuje libovolny dodateény Hilberttiv prostor, ktery jsme
ke sledovanému prostoru piidali, a I ,; znaci identitu na prostoru B(7). (Anglicky se tiplné
pozitivni fekne completely positive a zkracuje se na CP.)

Axiom 3. Zobrazeni ¢,, je uplné pozitivni.

Na prvni, ani druhy, pohled neni zcela jasné, co tento axiom predstavuje. Tento pozadavek
souvisi s tim, ze chceme, abychom aplikaci zobrazeni ¢,, dostavali vzdy stavy a nemohli tak
dostat néco, co v kvantové mechanice nelze pouzit pro popis fyzikdlniho systému. Mé&jme
zkoumany systém A s prostorem 54, na néjz aplikujeme operaci ¢,,. Pfedstavme si navic,
ze tento systém tvori jen ¢dst néjakého vétsiho systému A + B, jehoz prostor zni 74 ® J¢5.
Takovouto situaci je rozumné uvazovat, dost ¢asto nds v danou chvili nezajima stav celého
systému, ale pouze jeho podsystému. Aplikaci operace ¢, 1ze tedy ekvivalentné popsat pomoci
operatoru ¢,, ® I, ktery pusobi na stav celého systému A + B. Nyni za¢ind byt pozadavek na
uplnou pozitivitu jasnéjsi. Aby puvodni (libovolny) stav celého systému A + B piesel opét
na stav, je nutné, aby operdtor ¢,, ® I byl pozitivni. Nebot muZe byt zkoumany systém A
podsystémem ruzné velkého systému, kde se prostor 55 méni, je nutné, aby operace ¢, ® I
byla pozitivni pro ruzné 3.
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7.1 Vlastnosti kvantovych operaci

Plusobeni superoperdtoru ¢, ® I ,; na libovolny prvek X = ¥, A; ® B; € B(¢ ® A) vypadi
nasledovné

(dm®lz)(X) = Z(¢m ®l,;)(Ai®B;)= Z¢m(z4i) ® B;. (59)

Mohlo by se zdat, ze overit uplnou pozitivitu néjakého zobrazent je tézky tkol, vzdyt v definici
pozadujeme pozitivitu zobrazeni ¢,, ® I > pro kazdy Hilbertiiv prostor 7. Ukazuje se vsak,
Ze situace je mnohem jednodussi, nez by se zdélo, a to hlavné diky nasledujici vété.

Véta 7.1. Linedrni zobrazeni ¢ : B(A) - B(A) je uplné pozitivni prdvé tehdy, kdyz

(¢ @ La)(|2)(€2]) 2 0, (60)

kde d = dim S a |Q2) = Ld > lup) je marimding provdzany stav na A @ H.

Staci tedy ovéfovat pozitivitu jednoho konkrétniho operatoru, ktery vznikne tak, Ze na ma-
ximalné provazany stav aplikujeme zobrazeni ¢ ® I;, které se sklada z ¢ a identity na do-
datecném prostoru. Za tento dodateény prostor stac¢i pritom volit pouze jeden konkrétni pro-

stor a to prostor s samotny. Ukazme si nyni dikaz pfedchozi véty.

Dikaz. DIVNE, NEUVAZUJE RUZNE DIMENZE A ODKUD PLATI, ZE OPERATOR
A, JE UNITARNI? Implikace zleva doprava je jasnd. Z obecného tvrzeni urcité plyne jeho
konkrétni piipad. Dokazme si tedy opacnou implikaci. Méjme pozitivni operator pusobici na
celém Hilbertové prostoru p € B( ® ), kde dim % = d. Pak (¢®1;)(p) > 0 je ekvivalentni
podmince (¢ ® I7)(|[¢x)(wx]) > 0 pro viechna k, kde p = ¥ ; Ai|tor){¥x]. Nebot |iy) je €isty
stav, lze ho vyjadiit ve tvaru |¢x) = (I® Ay )|Q) pro néjaky operdtor Ay : A — 2, viz difve.
Takze (¢ ® Ly) ([Ur)(¥x]) = (0 @ Io)(I® A)QNQ|(T Af) = (I A;) (¢ ® 1) (12)(Q) (I o AL).
Posledni vyraz je podobnostni transformaci spjat s operatorem (¢ ® I;)(|2)(€2]). Podobnost
zachovava pozitivitu, je-li tedy (¢ ® I)(|Q2)(€2]) pozitivni, je takové i (¢ & Iy)(|r){(vk]). O

V pravé uvedené vété byl pouzit operator, jehoz vyznam docenime pfedevsim v nasledujicich
kapitolach. Je jim Jamiolkowského stav 7, definovany pro kazdou operaci ¢ jako

7y = (¢ @ Ta) (|2)(Q). (61)
S vyuzitim izomorfizmiu, které jsme si zavedli na pocatku, lze ukazat péknou identitu

1
Tp = qus, (62)

kde X, je operdtor zavedeny pomoci rovnice (14). Nez piikroc¢ime k dukazu této rovnosti,
piipomenme si znaceni. Méjme zobrazeni ¢ : B(4) - B(4), {|p)}, necht je ortonormalnf
béaze prostoru 7 a podobné necht {|v)}, je ortonormalni bdze prostoru 7. Déle necht
{I1B" )} a {|A™") }run jsou po fadé ortonormalni baze prostoru B(#) a B(7%), kde jsme
si oznadcili [B*) = |u)(v| a |[A™") = |m)(n).
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Jak jsme si jiz difve uvedli, pro operaci ¢, kterou si lze vyjadfit ve tvaru ¢ = Y ¢pmn|A™™)( B*|,
%
plati nésledujici vztah (14)
o= ¢gmn|ATNB"| < Xy= ) ¢gmnAT"@B* = > dmn|mu)(ny], (63)
v Qv

mnuv mnuv MY mnuv

tedy Xy = #'. Rozepiseme-li si maximalné provazany stav v dané ortonormaln{ bazi, je dikaz
vyse uvedené rovnosti trividlni, nebot

TS é(wﬂd)(EluuMW') 42 i) o)ty Z¢<|B“”>®|“><|
Qv

1
mn :_X .
S Gmmlmps)(nv] = <X,

mnuy

- ém%y¢7}g|m)<n| ® lu)ol =

Pro praktické pociténi si uved'me jesté jednu rovnost mezi stopami riznych reprezentaci téchze
operatoru na daném prostoru s vyuzitim Jamiolkowského stavu odpovidajici dané operaci.

Lemma 7.1. Necht ¢ : B(o4) - B(53) je jisté zobrazend, ddle necht 4 je jemu odpovidajici
Jamiolkowského stav a X, operdtor zavedeny vztahem (14). Pak pro kaZdou dvojici operdtori
AeB(H3) a B e B(74) plati ndsledujici rovnosti

Tr(A¢(B)) = Tr(Xg (A® BT)) = d Tr(r4 (A® BT)). (64)
Dikaz. Druha rovnost plyne ze vztahu (62), dokazme si tedy rovnost prvni. Opét za¢néme
vyctem znaceni: A = 3., Apn|m){(n|, B = ¥, Bu|u){vl, X¢ = X0y ¢mnlmu)(nv|, z cehoz
Qv
plyne A® BT = Empnw Amn Buv|mv)(npl a ¢(B) = (X, Buv|p)(v]) = Lappw Buv@anla)(b]. Pro
%

levou stranu rovnosti tedy plati

Tr(A$(B)) = Tr(ZAmnhn (n| ;Buy¢ab|a)(b|) (bE AmancbablmMnHa)(bl)
abuy abmpnv
= > AmnBW¢nm
mpunv

Pritom pro pravou stranu téze dokazované rovnosti dostavame
TI'(X¢ (A ® BT)) ( Z ¢m”|mﬂ TZI/| Z AabBaﬁ|a6>(ba|) Z Antuyff’m"
muny aabf muny

Porovnanim odpovidajicich si indexu tak vidime, ze obé strany si jsou skuteéné rovny. O

Vyhodnost zavedeni operdtoru Xy lze ilustrovat i na piikladu nésledujici véty podavajici
vztah mezi timto operatorem a nékterymi vlastnostmi operace ¢.

Véta 7.2. Necht ¢: B(JA) — B(). Pak plati ndsledujici ekvivalence mezi zobrazenim ¢ a
operdtorem Xg, resp. T4, kde B € B(J8) je libovolny.
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1. Hermitovost: ¢(BT) = ¢(B)" < Xg=X,,

2. dplnd pozitivita: ¢ je CP <= X4 >0,

3. zachovdni stopy: Tr ¢(B) = Tr B < Tryn(Xy) = Ly,
4. unitalita: (1) =1 = Trn (Xy) =1y.

Drikaz. Abychom dokéazali prvni bod, uvazme pfedchozi vétu, podle niz Tr(X, (A ® B¥)) =
Tr(A¢(B'")). Pfedpokliddejme nyni rovnost ¢(B') = gZ)(B)Jr pro dukaz implikace zleva. Pak
Tr(Ap(BY)) = Tr(A¢(B)") = Tr((¢(B) AT)T) = Tr(¢(B) AN)*. Opét s vyuzitim pfedchozi
véty je posledni vyraz roven Tr(Xy (A @ BT))* = Tr(X(z)Jr (A® B*)). Porovnanim prvniho
vyrazu vySe a pravé ziskaného posledniho vyrazu, kterdzto rovnost musi platit pro vSechna
A e B(s5) a B e B(J4), dospivame k identité X, = X,7. Opacnd implikace by se dokazala
stejné, pouze v opacném potadi. Pro diukaz druhého bodu si sta¢i pfipomenout, ze ¢ je uplné
pozitivni pravé tehdy, kdyz Jamiolkowského stav 74 je pozitivni a z identity (62) jiz plyne
tvrzeni. K dokézani tfettho bodu vyjdéme z piedchozi véty: Tr(¢(B)) = Tr(X, (I BT)) =
tvrzenim ¢f(I) = I. S vyuzitim vlastnosti skaldrnfho soucinu tedy Tr(¢(B)) = (I, ¢(B)) =
(¢'(I),B) = (I,B) = Tr(B) = Tr(BT). Porovnanim obou vypoécti, které si jsou rovny pro
vSechny operatory B, dostavame Tr (Xy) =14, coz jsme chtéli dokazat. Ctvrty bod by se
dokazal podobné jako bod tieti. O

Poznamka 7.1. Uvédomme si dulezity vztah: Jamiolkowsky stav T4 tplné pozitivniho zobra-
zeni ¢ zachovdvagiciho stopu je operdtorem hustoty. Ackoli se 74 nazyva slovem stav, skutecnym
stavem, tj. operatorem hustoty, je jen, kdyz zobrazeni ¢ spliiuje podminky uvedené v predchozi
vete.

Piiklad 7.1. Nyni si uddame piiklad jednoduchého zobrazeni, které je sice pozitivni, neni
ale 1iplné pozitivni. Tim zobrazenim je superoperdtor transponovani ¢ : B(¢) — B(J¢),
¢(A) = AT (transponovani v bézi {|,u)}Z:1). Nebot transpozici nezménim spektrum operatoru,
je-li tento pozitivni, je pozitivni i jeho transpozice. Je ¢ uplné pozitivni? Vyuzijme véty 7.1.
Manme tak 7 = (6@ 1) (I2)() = 1(681) Ty huse) ] = & 5, (1)) @ )] = & Sy ) (1]
lup(v| = 2 ¥, [vp){puv|. Abychom vidéli, Ze operdtor T, nenf pozitivn{, uvazme pifpad d =2 a
bézi {]00),]01),]10),|11)}, pro néz dostavame

100 0
0010

7 lo 10 0 (65)
0001

Tato matice ma za vlastni ¢isla 1 a —1, neni tedy pozitivni a my tak muzeme shrnout, ze
zobrazeni ¢ neni Uplné pozitivni.

7 vy$e uvedené véty o iplné pozitivité superoperatoru plynou nasledujici dva uzitecné dusledky.

Jeden hovoii o rozkladu zobrazeni na Uplné pozitivni zobrazeni. Druhy se pak vztahuje ke
kvantovému méfeni.
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Dusledek 7.1. Rozklad na tiplné pozitivni zobrazeni. Necht ¢ : B(74) - B(54) je linedrni
zobrazent. Pak:

1. Zobrazeni ¢ lze zapsat jako komplexni linedrni kombinaci ¢tyr upiné pozitivnich zobra-
zend.

2. Pokud je ¢ navic hermitovské, tj. ¢(BT) = ¢1(B), tak jej lze zapsat jako redlnou linedrni
kombinaci dvou uplné pozitivnich zobrazent.

Diikaz. Zobrazeni ¢ je izomorfné svizané s operatorem X, = d 7y, jez lze rozlozit zptisobem
Xo=(Xy +X;r))/2+i (Xg —X;E)/(Qi ). Oznacime-li nyni symbolem Pos pozitivni ¢ast operatoru
a jako Neg jeho ,negativni“ ¢ést, tak

Xg+ X/ X+ X/ Xy- X! Xy- X!
X¢:POS(%)—Neg(%)vLiPos(%)—iNeg(% . (66)
1 1

Vsechny vyrazy tvaru Pos(-) ¢i Neg(+) jsou pozitivni operdtory, po fadé izomorfné sdruzené
se zobrazenimi ¢1 az ¢4, kterd jsou tak uplné pozitivni. Mame tak rozklad zobrazeni na tuplné
pozitivni zobrazeni ve tvaru

¢=¢1—-P2+igs—ids. (67)
Druhé tvrzeni se dokaze naprosto analogicky. Hermiticita zobrazeni ¢ zarucuje X4 = X;, které
je tak tvaru Xy = Pos(Xy) — Neg(Xy). Z toho jiz rovnou plyne ¢ = ¢1 — ¢o. O
Dusledek 7.2. ,,Zédné informace bez naruseni.“ — “No information without disturbance.”

Necht T, : B(2#) - B(H) jsou instrumenty (kvantové operace). Pokud neselektivni mérend
nezmend stav (tedy T = Y, Ta = 1), tak Ty, o< I pro vsechna « a pravdépodobnost ziskdni
vystupu o je nezdvisld na vstupnim stavu.

Dikaz. Mme (T @ T)()(2) = [2)(0 & (T @ () = o (T @ RN = 5 70, ke
To 2 0 a |Q)(Q] je cisty stav. Pak tedy

-
QI =>mT — 68
(0l - 1) 5 ) (o9
coz je konvexni linedrni kombinace stavu, kterd dava c¢isty stav. Z toho jiz plyne existence
konstant A, takovych, ze 74 = A4 |Q)(Q| pro vechna «, a tedy T,, = A,I. Pro pravdépodobnosti
navic plati po, = Tr(To(p)) = Aa. O

7 predchoziho dusledku plyne, Ze pii méreni stavu, kdy se nekoukneme na vysledek tohoto

méfeni a toto méfeni navic nijak nezméni stav, nejsme schopni zjistit jakoukoli informaci o
tvaru méfeného stavu.
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7.2 Implementace kvantové operace teleportaci

V piredchozich kurzech jsme se seznamili s kvantovou teleportaci ¢astic. Nyni tento koncept
vyuzijeme pfi implementaci kvantové operace ¢ zachovavajici stopu. Jinymi slovy, zobrazeni
¢ : B(7) — B(H5) je nyni kvantovy kandl. Konkrétné uvazme Alici, kterd ma ve vlastnictvi
kvantovy kandl ¢ a navic pdr maximdalné provazanych ¢dstic |Q2). Na druhé strané zemékoule
necht ¢ekd trpélivy Bob, jehoz jedinym majetkem je ¢dstice ve stavu p € S(). Chamtivé
Alici se z rozmaru zachtélo ziskat stav ¢(p), svizel vsak tkvi v tom, Ze vstupni stav p lezi
kdesi u Boba. Zdanlivé bezvychodnou situaci lze vyfesit s lehkou pomoci altruistického Boba
nasledujicim kvantovym algoritmem.

1. Alice aplikuje svoji kvantovou operaci ¢ na prvni ze svych ¢astic. Jestlize byl stav jejiho
péru ¢astic na pocatku |Q)(€], po aplikaci tento pfechédzi na stav (¢®I)(|Q)(Q]) =7 = 7.
Bob nedéla se svou ¢astici ve stavu p zhola nic. Stav celého systému tii ¢éastic je tak
T® p.

2. A¢ nerada, posle Alice svou druhou castici Bobovi. Trpélivy Bob se vSak na prijatou
Céastici nepodiva. Kdyby to udélal, porusil by kvantové provazani a nedozvédél by se
nic. Jeho stav 75 by totiz vypadal jako 75 = Tra(7s) = Tra((¢ ® I)|Q)(Q) = 115, kde
d = dim J# a posledni rovnost vyplyva z faktu, ze zobrazeni ¢ zachovava stopu. Stav
7 je tedy maximalné smiSeny a nenese tak zadnou informaci.

3. Jako posledni krok provede Bob méfeni pomoci sady dvou ortogonalnich projektori
Py = |Q)XQ|, P, = T-|Q){Q|. Méfeni probihd na obou ¢asticich, které ma v tuto chvili
Bob k dispozici, jednu ve stavu p a druhou, kterou ziskal od Alice. Zajimé nés pfitom,
kdy vysledek méteni odpovida projekci P;. Po takovém méfeni se predchozi stav tii
Castic 7 ® p zméni na stav

P'=I%((H@’IQ>(QI)(T®0)(H®IQ)(QI)T), kde p'=Te((I&|QNQ)(T@p)) (69)

je pravdépodobnost naméieni stavu p’. V tuto chvili ma Alice v drZeni pouze jednu
¢astici, jejiz stav je pritom pg = Trp(p’). Ale svéte div se, tento stav je pritom jeji
vysnény stav pa = ¢(p)! Tento obdrzi s pravdépodobnosti p'.

Dikaz. Dokazme si vySe uvedeny vztah pg = ¢(p). Z definice stavu podsystému a tvaru
stavu p’ dostdvéame pro libovolny operator M vztahy Tr(paM) = Tr(p' (M 1)) = I%Tr((]l ®
9)(00) (rep) T62)()) (MaT)) = L Tr((rep)(Me|Q)(Q])). Platf tedy pf Tr(p4 M) = Tr((r
p)(Me[Q)(Q)) = 3 Tr((r@p) (M (T, lu)(pl®lu)(v]))) = § X Te(r(Me|u)(v])) Tr(plu)(v]).
Nyni vyuzijeme rovnosti (64) a vztahu p,, = Tr(p|u)(v|) k tomu, abychom upravili posledni
vyraz do tvaru d% X Tr(Mo(lv){ul)) pw = d% Tr(Mo(p)). Pokud polozime M =1 a vzpome-
neme si na vzorec pro pravdépodobnost p’, tak vidime, ze p’ = d% Tr(¢p(p)) = d% Tr(p) = d_12' Po-
rovname-li tak vyraz, ze kterého jsme vychéazeli, s tim, ke kterému jsme po tpravach dospéli,

obdrzime rovnost Tr(paM) = Tr(Mo(p)), kterd musi platit pro vsechna M. Tim je vztah
pa = ¢(p) dokdzén. O
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Piiklad 7.2. Kvantovd teleportace. Necht ¢ = I, pak vySe uvedeny postup odpovida jiz
diive popsané teleportaci stavu s tim rozdilem, ze stav je teleportovan od Boba k Alici! Pro
piipad d = 2 dostavame [¢))pop = @|0) + B|1). Alice tedy ziska stav [¢)pop s pravdépodobnosti
1/d? = 1/4.

Piiklad 7.3. Depolarizaéni kandl. Necht ¢(p) =pp+ % I. Je toto zobrazeni tplné pozitivni?
Plati 7, = (9@ D)) = 1 T (6© D) (1) (] @ [u) (1) = & By (plit) ] + (1~ p)1/d) ® |1} (] =
PR+ (1-p) FL® Xy ) (V] = plONQ + Z2T @ [0}, kde @) = —= T, ). Posledni viraz
je zjevné pozitivni zobrazeni a my tak muzeme uzaviit, Ze depolariza¢ni kandl ¢ je vskutku
uiplné pozitivni zobrazeni.

7.3 Krausova reprezentace

Kvantové operace jsou natolik dilezitd zobrazeni, ze pro né bylo nalezeno a zavedeno hned
nékolik reprezentaci. Tedy zpusobu, jak tyto operace zapisovat a vyjadfovat jejich pusobeni
na vstupni operatory. My si predstavime nékolik z nich s tim, ze jako prvni si predstavime
patrné nejrozsitenéjsi reprezentaci, Krausovu reprezentaci. Konkrétni vyjadieni kvantové
operace stejné jako nékteré jeji zdakladni vlastnosti jsou shrnuty v nasledujici véteé.

Véta 7.3. Linedrni zobrazeni ¢ : B(JA) — B(3) je uplné pozitivnd prdvé tehdy, kdyz ho lze
pro kazdy operdtor A € B(4) zapsat ve tvaru
$(A) =Y. K; AK], (70)

j=1

kde K; jsou tak zvané Krausovy operdtory. Pro toto zobrazeni ddle plati ndsledugici tvrzeni.
1. Zobrazeni ¢ zachovdvd stopu prdvé tehdy, kdyz ¥ Kj K;=1eB(s4).

2. Zobrazeni ¢ je unitdlni prave tehdy, kdyz ¥ ; K; Kjf =leB(H5).

3. Necht v oznacuje minimdini pocet Krausovijch operdtori nutnijch k reprezentovdni zob-
razeni ¢. Pak plati r = rank(7y) < dy - dg, kde d; = dim 2.

4. Ortogonalita: Pro dané zobrazeni ¢ vidy existuje takovd Krausova reprezentace, kterd
ma r ortogondlnich Krausovijch operdtoru, kde r je definovdno vijse.

5. Ekvivalentni reprezentace: Dvé mnoZiny Krausovych operdtori {K;}7%y a {K;}7_; re-
prezentuji tutéz kvantovou operaci ¢ prdvé tehdy, kdyz existuje unitdrni matice U, pro
niz Kj = YU K|. (Pokud m # n, tak mens{ mnoZinu operdtori doplnime nulovymi
operdtory.)

vvvvv

T € B(J% ® 74) je néjaky stav. Lze ho tedy zapsat pomoci ¢istych stavu [1);) € 75 ® H7 ve
tvaru 7 = ;[ ) (11 = X (K @ DIQNQI(K] ®1) = (T, K; () K] ® 1)(I2)(Q]). V druhé rovnosti
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jsme vyuzili jiz dokdzané existence jistého operatoru K; takového, ze pro dany stav [¢;)
plati [¢;) = (K; ® I)(|?)). Porovnanim vyrazu, které jsme pravé odvodili, dostavame zddanou
rovnost ¢ = Y; K; ()K;r

1. Dokazme nyni prvni bod z vyétu vysSe. Zobrazeni ¢ zachovava stopu pravé, kdyz plati
Tro(A) = TrA < (I,¢(A)) = (¢7(1),4) = (I,A) < ¢f(I) = I. Abychom dokonéili
diikaz prvniho bodu, odvod'me si explicitni tvar sdruzeného zobrazeni ¢'. Obecné plati
(B,$(A)) = (¢! (B), A) neboli ¥; Tr(B'K;AK) = ¥, Tr(K! BT K; A), coi lze déle upra-
vit na Tr(}; (KJBKi)TA) = (Zi(K;rBKZ-), A). Porovnanim vyrazu tedy obdrzime vztah
HT(A) =%, K j AK;. Polozime-li nyni A =1, dostdvdme tvrzeni prvniho bodu. Podobné
bychom postupovali pii dukazu unitality v bodu druhém.

2. Treti a ¢tvrty bod dokdzeme soucasné. Méjme stav 7 = Y1 a;|é;)(é], kde {|&;)}_,
je ortonormalni bize daného Hilbertova prostoru. Oznacme si |e;) = \/a;|€;), potom
7 = Y lei){ei|. Poznamenejme jesté, ze pocet vektoru r nutnych pro rozklad stavu 7
je nejmensi, jsou-li |e;) vlastni vektory. Nejmensi rozklad tedy odpovidd (nenormali-
zovanym) vlastnim stavum k 7, z ¢éehoz jiz plyne r = rank(7) < dj - da. Jak je to s
ortogonalitou? Pro ¢ # j mame 0 = (e;le;) = (Q\(K;r e)(K; D)) =%, %(MM(K;[ ®
D(K; @ Dlvv) = T, - (KT Klw) = 3 Tr(KTKG) = 3 (K, K;).

3. Pro dikaz patého bodu nejdiive ukdzeme, ze plati tvrzeni: Mé&jme libovolny stav p
takovy, ze p = Z%l [ )(1;] a soucasné p = Yiv, [¥/)(]]. Pak nutnou a postacujici
podminkou pro takovyto dvojity zdpis je existence unitdrni matice U takové, ze [1);) =
Y1 Ujilby). Dokazme si toto lemmatecko. Vezméme ortonormdlni bazi {|j)}715", kde
max = max{M,N}, a definujme [¢) = Y25 [;)l7) a [¢') = Z7 [;)5). Oba dva
pravé zavedené ¢isté stavy jsou purifikacemi stavu p na stejném prostoru. Z toho plyne
p = Tra [)(1)] = Tra [1)')(1)']. Nebot soucasné obecné p = ¥; A?|e;){e;|, dostéavame [v) =
YiAile)lfi) a ') = X Nilei)|f]). Ze Schmidtova rozkladu vime, ze existuje unitdrni
transformace U, pro niz |f;) = U|f{), U = ¥; Uuli){l|. Z toho jiz |[¢) = (I® U)[Y').
Dosadime-li tento vyraz zpét, dospivame ke vztahtim Y; [¢;)]7) = (1@ U) Xy [¢y)|k) =
Y lr) T UnliNUllk) = Zjn [0 Uskli) = X5(Zk Ujklidg))ld). Porovnénim tedy mdme
V) = Xk Ujklty,). Timto jsme dokézali lemmétecko. Aplikujme nyni toto dokazané tvr-
zeni na paty bod véty. Stav [;) = (K;®1)|2) je izomorfné sdruzeny se zobrazenim \/Ld_lK j
a podobneé stav [¢) = (K} ® I)|2) je pfitom izomorfné sdruzeny se zobrazenim LdlK/,f
Zapusobime-li izomorfizmem na rovnost (K; ® I)|Q) = ¥, U (K}, ® 1)|Q2), dostdvame
ihned K; = ¥ U;, K}.. Tim je dukaz véty dokoncen.

O]

Definice 7.3. Cislo r z tiettho bodu vyse uvedené véty nazveme Krausova hodnost (angl.
Kraus rank) zobrazeni ¢.

Inu dobra, jiz vime, co to je Krausova reprezentace, jak ji ale pro konkrétni zobrazeni ¢
najit? Lze postupovat napiiklad nasledujicim postupem. Vyjdéme z Jamiolkowského stavu
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T4, ten si rozlozme do vlastni baze a na bazické vektory aplikujme izomorfizmus. Konkrétné
7 = (9 @ D(IONQ) = ;i) (vl = Z=Xo = 7=(E; lei){eil). Z predchozich tvah v dikazu
tedy [¢;) = (K; ® I)|Q) € % ® 4. Tento stav je izomorfné sdruzen s jistym operatorem

U, € B(JA, #5). Plati tedy ¥; = %d_lK a tak K; =/diV; = &;.

Piiklad 7.4. “No-go theorem” pro NOT operaci. Existuje takova kvantova operace, aby
provadéla transponovani ) — |pT) = )1 ? Kdyby takova operace, jiz si oznacime e, exis-
tovala, tak by muselo platit e(|¢){¢]) = ¥, KJ(|<,0)(<p|)K;r = [T )T pro libovolné |¢). Pak
tedy 0 = (¢l(=(le)(])le) = Zj (el K L)@l KT lp) = X5 (el K l)?, 2 eehoz plyne (p|K|p) = 0
pro vSechna |p). Polozime-li nyni |p) = a|p1) + Blp2), posledné jmenovany nulovy vyraz znf
(1K jlo1) +|B1 {2l K jlip2) +a” B{p1 K jlp2) +af* (2] Kjl1). Prvni dva séitance jsou zjevng
nulové. Kdyz dosadime « = 1 = 8 piejde piedchozi vyraz do tvaru (¢1|Kj|e2) + (w2 Kjle1) = 0.
Pokud polozime « =i = /3, obdrzime —i{¢1|Kj|p2) +i({p2|K;|p1) = 0. Z téchto dvou rovnosti
jiz plyne (p2|Kjlp1) = 0 a tedy K; =0 pro vSechna j. Takova operace € tedy neexistuje.

Piiklad 7.5. Depolarizacni kandl podruhé. Na ptikladu depolarizaéniho kandlu si nazorné
ukazme nékteré jeho Krausovy reprezentace. Pro obecny operdtor A je depolarizacni kandl
definovany vzorcem

¢(A):p-A+TrA-%-H. (71)

Jeho pusobeni v prostoru dimenze dvé, d = 2, lze ilustrovat na Blochové sféte jako jeji ,,scvrk-
nuti“. Aby mélo hleddni Krausovych operatori viubec smysl, je nutné, v souladu s vétou
7.3, ukazat, Ze je depolarizaéni kanal ¢ dplné pozitivni zobrazeni. To ale vskutku je, ne-
bot 75 = (¢ @ (1NN = 3 T (@ @ Dlpp)vv] = § T o) V]) @ lud(v] = 3 Ty (pl){v] +
% ITr(Ju)(v])) ® |p)(v] = p Q)2 + % I®1, coz je zjevné pozitivni operdtor.

V piipadé dvourozmérného prostoru d = 2 muzeme Krausovu reprezentaci depolariza¢niho
kanalu volit takto:

|¢0> = \/Z_)|Q>7

) = 200y, ) = Eo1), (72)
s) = Y210y, ) = 2|11).

Odpovidajici Krausovy operatory pak vypadaji nasledovneé:

K():\/l_ﬂ;
= (1 0 — (0 1
_ = - 2
Ky = a0 0 Kz a\o 0) (73)
1- 00 1- 0 0
Ks = Tp(10’ Ka = Tp(o1'

Lze ale brat i jiné rozklady jako tieba |Qg) = [Q2), |2;) = (0; ®1)|2), kde o; jsou Pauliho matice.
Z konstrukee jsou viechny {|Q;)}2, maximélné provdzané stavy, které jsou navzijem kolmé.
Plat{ pak 7, = p|Q0)(Qo|+ 52 T [} = Z22[Q0)(Qo] + 152 Ty [Q)(Q4]. Navic z tvaru [Q;)
V1+3p I Kz _ Vi-p
2 9

2 ;.

plyne Ky =
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Definice 7.4. Jednim ze specidlnich piikladu kvantové operace je zobrazeni nazvané nahodna
unitdrni operace (angl. random unitary operation). V jejim piipadé maji Krausovy operédtory
tvar K; = \/p;iU;, kde U; je néjaké unitarni zobrazeni a p; je pravdépodobnostni rozdéleni.
Celkové tedy

n
$(A) = > piU; AU, (74)
i=1
kde p; > 0 pro vSechny i € {1,...,n} a navic }; p; = 1. Ndhodnou unitarni operaci lze chapat

jako vazeny prumér ruznych unitarnich vyvoju systému.

Pro uzavieny vyvoj systému ve stavu p plati, ze po urcitém case se tento systém bude
nachézet ve stavu U pUT, kde U je odpovidajici evoluéni operdtor. V otevieném vyvoji uz
toto vsak neplati. Na nahodnou unitarni operaci tak lze nahlizet jako na zobecnéni uzavieného
unitdrniho vyvoje, nebot pii volbé n = 1 dostdvame z této operace opét uzavieny vyvoj. Pied
predstavenim dalsi reprezentace si jesté uvedme nésledujici vétu, kterou nebudeme dokazovat.

Véta 7.4. Pro d =2 plati, Ze kazdy kandl ¢ lze zapsat jako ndhodné unitdrni operaci.

7.4 Stinespringova reprezentace

Jak jiz bylo fe¢eno, kromé Krausovy reprezentace kvantovych operaci existuji i dalsi zptisoby
jejtho vyjadfeni. Jednim z nich je Stinespringova reprezentace, kterou si predstavime v nésle-
dujici véte.
Véta 7.5. Stinespringova reprezentace v Heisenbergové obraze. Necht ¢ : B(4) — B(#)
je uplné pozitivni zobrazeni. Potom pro vSechna ¢isla r > rank(7) existuje zobrazeni V' takové,
ze Vi - C" ® 5 a plati

6'(4) = V/(Icr ® AV, (75)

kde V' je izometrii prave tehdy, kdyZ ¢ zachovdvd stopu.

Diikaz. Vyjdéme z Krausovy reprezentace zobrazeni ¢: ¢(A) = Y71 K jAKJT a tedy ¢f(A) =
i K;AKj, Kj: 4 — . Definujme V = 37, [5) ® K, kde {|j)}}_; je ortonormdln{ baze
prostoru €7, tj. VIp) = 7 [7)® K;[i). Potom ¢1(A) = 57_, ((j@ K1) (T® A) (S ) @ Ki) =
Vi(I® A)V. Navic ¢ zachovava stopu praveé tehdy, kdyz a1 K;K j =1, coz je ekvivalentni s
podminkou VIV =1T,;. O

Poznamka 7.2. Kdyz V je izometrie, tak ji lze pfiddnim vhodné ancilly rozsitit na unitarni
operator. Pro pomocny prostor C" se v angli¢tiné pouzivd pojem dilation space. Véta vyse
plati i pro zobrazeni ¢ samotné, pak V : 7% — C" ® J#. Hlavni divod pro pouzivani jeho
sdruzeni ¢' je snazsi dokazovani, ze dané ¢ zachovavé stopu. Nakonec si jesté osvétleme, proc
je v predchozi vété zminka o Heisenbergové obrazu. Pro libovolnou pozorovatelnou A mame
(A)o(e) = Tr(Ap(t)) = Tr(Adi(p(0))) = (AT,64(p(0))) = (¢](AT), p(0)) = Tr(g](A)p(0)) =
(A()) (0, kde jsme v posledni rovnosti definovali A(t) = qﬁI(A). Operace ¢ je tedy schopna
popsat Casovy vyvoj pozorovatelnych v Heisenbergové obraze.
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Poznamka 7.3. Cdstecné uspordddni uplné pozitivnich zobrazeni. Na mnoziné dplné pozi-
tivnich zobrazeni lze zavést Castecné usporddani nasledujicim zpusobem. Méjme dvé takova
zobrazeni ¢; a jim odpovidajici 7; = (¢; ® I)(|2)(€2]), pak definujeme

P1=2¢2 < To=2Ty. (76)

Operéatory 7; odpovidajici iplné pozitivnim ¢; jsou samy pozitivni a je na nich tak pfirozené
zavedeno uspofadani. Vyraz vysSe ma tedy smysl. V souvislosti s ¢astecnym uspoirddanim tplné
pozitivnich zobrazeni si dokazme nésledujici vétu.

Véta 7.6. Necht ¢; : B(J4) — B(o#) jsou dvé tplné pozitivni zobrazeni takovd, Ze ¢o > ¢1.

Necht ddle V; : 75 — C"i ® J jsou jejich Stinespringovy reprezentace (ve Schrodingerové

obraze). Potom existuje kontrakce C : C™ — C™ takovd, Ze Vi = (C ® 1,4 )Va. Pod kontrakci

pritom chdpeme zobrazeni C spliujici CTC <1, tj. |C] < 1.

Diikaz. Definujme si zobrazeni W; = (Ic,, @ (QI)(V;®Ly ), Wi € B(#5® 7#1,C"). Pro né plati
wiw, = (Vi elLn) (e, ®12)(Ic, @ () (Violxn) = (VeI [Q)Q)(V;e1)

- LE oDl e Vi eD) = L (e )V @ )

Ul

= $§¢i(|ﬂ><V|)®|M><V| = é(@@]l)(;mu)(wl) = E(¢i®ﬂ)(|ﬂ><§2|)

= T

kde d = dim J#. Tento vysledek implikuje, ze normy zobrazeni W; spliuji jednoduchou ne-
rovnost |[Wile)|? = ([ WiWilp) = (plmle) < (@lmalp) = [Walp)|?. Nésledkem tohoto platf
KerWy ¢ KerW; a tedy RanW; ¢ RanWs. Z toho plyne, Ze existuje linedrni zobrazeni
C:C" - C", pro néjz W1 = C Ws. 7 jiz dokdzané nerovnosti norem mame VVlT Wi < VV2T Wa,
neboli W) CTCWa < WiWs. Upravou ziskévame W) (1- CTC)Wa > 0 a C je tak kontrakee,
I-CTC > 0. Ukazme jesté, ze vatah zobrazeni V; a W; je jednoznacény. Plati

dWiel)(Ie|Q) = d((le(2)(Viel)el)(Ie[2)) (77)
= (e {ue(u)(Vie) o) (Ie) o)) (78)

2
= Z((]I® (uDVi) @ [v)(plv) (79)

= Z((]I® (LD)Vi) ® ). (80)

Piipomenime si nynf vztah V; = ¥;,, V](lf)n|]1/)<n| Dosadime-li tento do posledniho vyrazu

naseho vypoctu, obdrzime rovnosti ¥, (I ® (u))V; ® [u) = ¥, %, v ® i plv)(n| ® |u) =

jun
i V](lj)n|j)(n| ® 1) = Xpujn Vj(lj)n|ju)(n| = V;. Celkové tedy Vi = d(W1 @ Lz )(Ip ® Q) =
d(CWa® L)1y ®|Q)) = (C® Ly )Va. O
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Stinespringovu reprezentaci lze rozsitit i na pripad kvantovych instrumenti. Spoleéné se Sti-
nespringovou reprezentaci lze kvantovou operaci zapisovat v podobném tvaru k (75), kde vsak
navic vyuzijeme ¢astecné stopy. Blize se témto otazkam vénuji nasledujici dvé tvrzeni.

Véta 7.7. Radonova-Nikodymova reprezentace kvantovych instrumentu. Necht {¢;}; je mno-
Zina iplné pozitivnich zobrazeni ¢; : B(3A) — B(5) takovijch, Ze ¥; ¢; = ¢. Necht Stine-
springova reprezentace zobrazeni ¢ je V : A - C" @ JA, tj. ¢(A) = VI(Ier ® A)V. Po-
tom existuje mnozZina pozitivnich operdtoriu Q; € B(C") takovych, zZe ¥; Q; = Icr a soucasné

$i(A)=VI(Q; ® A)V.

Dukaz. Urcité plati ¢; < ¢. Z predchozi véty tedy existuji kontrakce C; a zobrazeni V; spliujici
Vi = (CZ ®ij1)v a gf)l(A) = V;(HCW ®A)VZ Celkem tedy qbZ(A) = VT(CZT ®]ijl)(]1(cri ® A)(CZ ®
Iygz)V = VT(C;[Ci®A)V. Zobrazeni Q; = C;LC'i jsou zjevné pozitivn{ a diky vlastnosti ; ¢; = ¢
spliiuji rovnost Y, Q; = I O

Véta 7.8. Necht ¢ : B(A) - B(74) je plné pozitivni zobrazeni zachovdvagici stopu. Potom
existuje unitdrni zobrazeni U : F ® 76 ® 76 — F4 Q@ 5 @ 5 a normalizovany cisty stav
lp) € 5 @ 75 tak, Ze

4(p) = Tronern (Ulp ® ) eDUT). (81)

Zpusobu, jakym lze zobrazeni ¢ zapsat v pravé uvedené vété, se anglicky #ika open-system
representation. Ukazme si nyni jeji dikaz.

Diikaz. Véta 7.5 ndm zarucuje existenci izometrie V : J4 — C" ® 4 takové, ze ¢f(A) =
Vi(Ier ® A)V a r > rank(7). Zvolme si C" = /A4 ® 4 a ptejme se, jak vypadd v této repre-
zentaci zobrazeni ¢(p). Pro kazdou pozorovatelnou A dostavdme rovnosti Tr( ) (Ad(p)) =
Trm) (61 (A) p) = Trom) (VIkens ® AV p) = Trnemens)((Lnes ® A)V pVT). Pokud
u stop vyznacujeme prostor, pfes ktery se stopuje, v zdvorkich, znamend to, ze se nejednd
o Castecnou stopu, ale pouze explicitné uvadime, na jakém prostoru je stopa provadéna. Po-
sledni vyraz je piitom roven Tr(y)(A Tre 7, (VpVT)). Piedchozi tipravy jsme provadeéli
pro libovolnou pozorovatelnou A = A', nen{ tézké nahlédnout, ze vSak musi platit i pro ne-
hermitovské operdtory. Dostdvame tak celkem ¢(p) = Tr:;fl&%zé(VpVT). Zminéné zobrazeni
V= ¥ imny Vimnplpmn)(v| je obecné izomorfie, dodefinujme ho na unitdrni operdtor U. To
1ze vzdy. Polozme |p) = |11). Operator U definujme tak, aby platil vztah

(umn[U@) = {umnlUI11) = Vi (82)

Maticové to neznamend nic jiného, nez ze matici U vytvoiime z matice V tim, Ze pfipojime
zprava vhodny blok W tak, aby U bylo unitarni. Matice V tak tvofi prvni blok v matici
U, ktery odpovidd bazickym vektorum {|1)|11),...,|dim 5#)|11)}. Blok W tedy odpovid4
zbyvajicim bazickym vektorum [1)[12),...,|dim.77)|12),[1)|13),...,|dim 7#])|13) a tak dale,
az [1)|dim % dim J%), . ..,|dim 74 )|dim 5% dim s%). Neboli

v=l|v| w || (83)
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Ze vzorce (82) plyne V = U(Ig ® |¢)). Tudiz ¢(p) = Trsens(UI® |¢))p(l® (pUT) =
Tr0.0(U(p ® l) (@) UT). 0

Poznamka 7.4. V predchozi vété stopujeme pires mnozinu 4 ® % obsahujici puvodni
prostor 57, na némz jsou definovany operatory tvorici vstupy do zobrazeni ¢. Co, kdyz
0 = Ho = I, t). ¢:B(AH) > B(HA)? Lze vzorec v tvrzeni vyse uvedené véty zjednodusit?
Méjme unitarni zobrazeni Uy : J#®3 — #®3, které provadi transpozici |mno) — |[nom) v
lokalni bézi {|m)},, prostoru J#. Pak dostdvame

0(p) = Tt e (UUL(p® o) (o)) U TUT). (84)

Hlavnim rozdilem oproti predchozi vété je to, ze nyni jiz stopujeme pouze pies prostiedi, které
jsme si na pocatku umeéle ptidali. Tento zapis je tedy ndzornéjsi: vezmi vstupni stav p, k nému
néco pridej (stav |¢)(p|), tento celek nech unitarné vyvijet (podle operatoru UU;) a na konci
vyvoje se podivej na svuj puvodni prostor S tim, Ze vystopujes pies prostiedi, které jsi si
na pocatku zavedl pridani stavu [p){p|.

V oteviené dynamice je nejvétsim problémem provazanost zkoumaného systému s prostiedim.
Vyvoj zkoumaného systému lze tak studovat zpusobem, Ze si k nému docasné piipojime
prostiedi, celek nechdme unitdrné vyvijet (zkoumany systém spolu s prostiedim jiz tvoii
uzavieny systém) a na konci vyvoje se podivame jen na tu ¢ast vysledného stavu, kterd od-
povida zkoumanému systému. Tento postup piesné odpovida postupu popsanému v predchozim
odstavci, kde jsme slovné osvétlovali vyznam vzorce (84). Proto se tomuto vzorci a jeho
obecnéjsi varianté (81) fikd pravé open-system representation.

Véta 7.9. Implementace kvantovych instrumentt pomoci POVM. Necht ¢; : B(J4) - B(#5)
jsou uplné pozitivni zobrazent, pro néz Y.; ¢; = ¢, kde ¢ pritom zachovdvd stopu. Pak existuje
POVM {Q; : 74 ® 76 — 74 @ A5} tak, Ze plati

$i(p) = Tromens (Qi ®Lg)U(p® lp)(e))UT). (85)

Diikaz. S vyuzitim véty (7.7) vime, Ze najdeme Q; a V tak, aby ¢I(A) = VI(Q; ® A)V,
Vi A —~ A © S © A, kde pritom VIV = 1,,. Pak Tr ) (Adi(p)) = Tr(jfl)(gﬁ;r(A) p) =
Trn) (VIQi®A)V p) = Tr snemens) (Qi@A)V pVT) = Trn e men) (IA)(QieD)VpVT),
kde opét v zavorkach vyznacujeme prostor, pres ktery se stopuje. Pokud u stopy zadna zdvorka
neni, jednd o ¢dstecnou stopu. Posledni vyraz je roven Tr( ) (ATrse.xm((Qi ® NV pVT)).
Porovnanim prvniho a posledniho ¢lenu v rovnostech vyse pro zobrazeni ¢;(p) dostdvame
0i(p) = Tromonm((Qi ® L)V pVT). Analogicky postupu v piedchozi vété bychom doplnili
izometrii V' na unitdrni operdtor U a nalezli ¢isty stav |¢) tak, abychom obdrzeli vzorec v
tvrzeni této véty. O

7.5 Neumarkova reprezentace
Jako posledni reprezentaci si uved' me tu Neumarkovu. Zde se budeme zabyvat POVM méfenimi,

tedy méfenimi, kde nas nezajimaji vysledné stavy systému, ale pouze pravdépodobnosti, se
kterymi danou hodnotu pozorovatelné namérime. Blize viz néasledujici véta.
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Véta 7.10. Kazdé POVM méreni lze realizovat jako von Neumannovo méreni na vétsim
Hilbertové prostoru. Konkrétné méjme sadu POVM operdtori {F;}7%, F; > 0, ¥, F; = 1,
pusobicich na prostoru €. Pak méreni popsané touto sadou lze realizovat i pomoci sady
(T}, kde T; : 7 © CM~4 — 7 @ CM~2 jsou ortogondini projektory, pricemz d = dim € a
M =¥ rank F;. Pravdépodobnosti namérent jednotlivijch hodnot jsou pak rovny

pi = Tropy (Fip) = Trpgom-ay(Ili(p @ 0)). (86)

Dukaz. Uvazujme nejprve piipad, kdy rank F; = 1, Vi € {1,...,m}. Operdtory F; jsou tedy
projektory Fj; = [¢;){1);], které nemuseji byt ortogonélni. Plati tedy, Ze linedarni obal vektoru
;) tvoif cely prostor ', jehoz dimenze je d, tj. span,;{|1;)} = 7, dim S = d. Necht {|j) ?:1
je jeho ortonormalni béze. Tu dopliime na ortonormaln{ bazi prostoru . & C™ 4, {|;) i
(V préve uvazovaném pi“l’padé je M =m.) Déle definujme zobrazeni Z = 7 Z;-lzl(j|wi)|z')(j|,
jehoz sdruzeni zni Z' = ¥, Y4, (j|:)*|5){i|. Pak

m d m d
AV 2 3 ) GO = 25 3 (wili) ki) (| (87)
d m m
= 2 (k (Z )|J )k| = kI(ZE) (k| (88)
Jk=1 =1 dk=1 i=1
d d
= > (Kl k Z )il = L (89)

g
Eg
Ii
—

Plati tedy, ze Z je izometrie. Porovnanim obecného tvaru zobrazeni Z = Y,; Zy;li)(j| s tim,
jak jsme si ho definovali, vidime, ze Vj; = (j[¢;). Podobné jako v piedchozich vétach mtzeme
k matici (Vj;), ktera je rozméru m x d, ptipojit vhodny blok tak, aby vznikla matice (U;;)
byla unitdrni, rozméru m x m, viz (83). Existuji tak vektory [¢;) e C™? takové, ze pro
vektory |¢;) = [1i) + [1f) € A @ C™ 4 plati Uy = (jlgs), 4,5 € {1,...,m}. Specidlné pak V;; =
(jlei), 1€ {1,...,m}, j € {1,...,d}. Definujme si nyni II; = |p;){p;|. Pro tyto operédtory plati
Tt pecm-ay(ILi(p ®0)) = Trpecm-ay([ei){@il(p © 0)) = (wilp ® Olps) = (Pilpleyi) + (4|01} ) =
(Yilplbi) = Tr ey (Fi p).

Uvazujme nyni obecny piipad. Tehdy lze operatory F; rozlozit do vlastni baze zjevnym
zpusobem F; = 3, |¢§z))<@b§z)|, kde linearni obal vektoru |¢J(.7’)) je opét prostor JZ dimenze d, tj.
span”{hp(z))} =, dim S = d. Muzeme tak postupovat analogicky k pripadu vyse, kdy bu-

deme mit ortonormalni bazi {]go( ))}U prostoru A oCM=d ke |g0(l)) |1/J§i))+|zp§i)l). Z téchto

vektort pak definujeme operatory II; = 3, |<pj )( (e )| splitujici vztahy Tr( pgcm-ay (I (p®0)) =

Tr(pacaray(Z; [0 )0l (p @ 0)) = T5(¢! )IPGBOISD(”) =Pl sy + 55w o) =
Tr( ) (Fi p). Dokazali jsme tak vétu. O
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8 ZMENY KVANTOVEHO SYSTEMU

8 Zmeény kvantového systému

V piedchozi sekci jsem si zevrubné predstavili kvantové operace, nastroj, jehoz prostiednictvim
lze studovat vyvoj otevienych kvantovych systému. Uvedli jsme si nékteré vlastnosti téchto
zobrazeni a ruzné zpusoby jejich vyjadfeni, rizné reprezentace. V této sekci se jiz kone¢né
podivame na celou véc vice fyzikdlné a misto kvantovych operaci samotnych bude v centru
naseho zajmu stat vyvoj kvantového systému.

Pfesto si napfed uvedme jisté pozadavky & omezeni, kterd budeme nyni na kvantové ope-
race klast. Jiz od pocdtku budeme v definicich kvantovych operaci brat s = % = 5. Déle
budeme uvazovat jen deterministické zmény, jinymi slovy budou nase kvantové operace za-
chovévat stopu. Konkrétné méjme zobrazeni ¢y, 4y, které vezme stav pa(to) € S(J) a vréati
obecné jiny stav pa(t1) € S(H). O tomto zobrazeni predpoklddame, ze m4 za definiéni obor
celou mnozinu stavu S(), je linearni a tiplné pozitivni. Plati tedy pa(t1) = ¢(t1,t0)pA(to) =
>i Kipa(to) KZ =Trg(U(pa(to) ®|e){¢))U). Druha rovnost piedstavuje Krausovu reprezen-
taci, tfeti rovnost pak reprezentaci 4 la otevieny systém (81), kde jsme stavem |¢)(p| popsali
okoli systému.

Na tomto misté muze vzniknout namitka, pro¢ pro okoli bereme jen ¢isty stav a ne stav obecny,
smiSeny. Uvazme tedy obecnéjsi tvar stavu okoli popsany operatorem hustoty o = ¥, \; | ) (1],
kde |1);) tvoif ortonormélni bézi Hilbertova prostoru okoli. Pak dostdvéame

pa(t1) = b palto) = Trp(U(palte) ® o)UT) (90)
= ZlAiwzl(U(pA(to)®|wi><¢i|)UT>|wl> (91)

> (VAwlU:)) pacto) (VAU ) ). (92)
(2

Oznaéime-li si K;; = /A (|U;), piejde piedchozi rovnost na tvar pa(t1) = ¥y KilpA(to)KiTl,
coz neni nic jiného, nez vyjadreni v Krausové reprezentaci. (Pfipomenme, ze operdtor U
pusobi na celém prostoru a tak vyraz K neni ¢islo, ale operdtor na prostoru zkoumaného
systému.) Opét tak méame zajisténu existenci vhodného operatoru U a Gistého stavu |3) tak,
ze pa(t1) = Trp(U(pa(to) ® |¢)(@))U). Jak vidno, uvazovanim obecného stavu o namisto
¢istého |¢) pro popis okoli nepfindsi zadné zobecnéni.

Uvazujme dale obecnéjsi zmény ve tvaru pa(t1) = Trg(Up(to)UT), kde p(to) je nyni stav celého
systému, jak naseho zkoumaného podsystému, tak i jeho okoli. Oproti predchozimu piipadu je
situace nyni obecnéjsi v tom, ze operdtor hustoty p(ty) muze obsahovat i korelace (provézani)
mezi zkoumanym systémem a okolim. Formalné lze psat p(tg) = pa(to) ® ps(to) + peorr, kde
Tr peorr = 0 & nejednd se o stav, ale o pomocny operator. Potom mame

pa(tr) = Trp(U(pa(to) ® pp(to))UY) + Trp(UpeonU') = 3. Kapa(to) K}y + Sup(ts to). (93)
il

Formaélneé tedy muzeme vysledny stav popsat pomoci Krausovy reprezentace a ,,né¢eho navic*,

veliciny oy p(t1,to). Tato veli¢ina obecné zavisi na stavu p4. Déle je dobré mit na paméti,

Ze Operator peorr omezuje tifdu vstupnich stavu. Napiiklad nemuze dojit k situaci, kdy je
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8 ZMENY KVANTOVEHO SYSTEMU

stav p4(to) Cisty a pritom je operdtor peorr nenulovy. Pokud je peorr nenulovy, existuji mezi
zkoumanym systémem a okolim korelace, které nelze popsat pomoci ¢istych stavu podsystému.
V této souvislosti je téz vhodné si uvést nasledujici vétu, ktera ma spise symbolicky vyznam.

Véta 8.1. Jakykoliv casovy vyvoj kvantového stavu pa lze vZdy zapsat ve tvaru

pa(ty) = Y Ku(t1,to, pa)pa(to) KL (t1,t0, pa). (94)

Diikaz. Necht pa(t1) = X3 Mi(t1)[i (1)) (i (t1)| a Uy je zobrazen{ piehazujici operdtory v ten-
zorovém soucinu, U1 (A® B)U| = B® A. Kazdy operétor A lze psat komplikovanym zpusobem
A =Tro(Uy (B®A)Uf). Aplikujeme-li tuto identitu na stav p4(¢1) vyse a provedeme-li vypocet
obdobny vypoctum v piedchozich odstavcich, dospivame k vyjddieni ve tvaru Krausovy re-
prezentace pa(t1) = X KilpA(to)K;rl, kde K =~/ Ni(t1) {0 (t1)|Ui(t1)). d

Hlavni rozdil mezi Krausovou reprezentaci, tak jak jsme si ji definovali vySe, a predchozi
vétou tkvi ve tvaru operatoriu K. Zatimco v Krausoveé reprezentaci byly operatory plné uréeny
nezavisle na vstupnim stavu, operatory K, v predchozim tvrzeni zaviseji nejen na Casech, ale
i na vstupnich stavech p4. Pro kazdy vstupni stav je tedy K, obecné ruzny.

Poznamka 8.1. O kvantové mechanice se hovoii jako o linedrni teorii. Toto tvrzeni vSak neni
zcela spravné. Napiiklad v purifika¢nich protokolech se lze setkat se vzorci tvaru

p2 = Tra(U(pr @ p1)UT). (95)
Jak vidno, takovyto vyraz je kvadraticky v proménnych specifikujicich stav p;.

Poznamka 8.2. V pfedchozi sekci jsme podrobné studovali kvantové operace a jejich vlast-
nosti. Na pocatku této sekce jsme dale ukazovali, do jaké miry jsou tato zobrazeni schopna
zachytit vyvoj otevieného kvantového systému. Kvantové operace lze studovat z Cisté ma-
tematického hlediska, v kontextu fyzikdlniho vyvoje systému vSak budeme témto operacim

Blir10) () = 2 Ka(t1,t0) () KL (11, to) (96)

fikat univerzalni dynamicka zobrazeni (angl. universal dynamical maps, UDM). Plati
zjevné ¢, 1) : B(H') — B(H). Tento superoperdtor vyjadiuje vyvoj otevieného systému.
Jak je to vsak s reverzibilitou takového vyvoje, existuje UDM ¢, ;) popisujici vyvoj v
opatném sméru? Jednoduchym piikladem toho, ze takovy superoperator obecné neexistuje,
je nasledujici zobrazeni. Necht {|p;)}; je ortonormdlni béze prostoru 7 a |p) je néjaky vektor
z . Definujme ¢(p) = ¥; EipE] = ¥ le)gilplei) (¢l = (Trp)le){el. Toto zobrazent sice je
UDM, ale nelze ho invertovat. Pro obecny ptipad lze dokazat nasledujici vétu, kterou si my
v8ak dokazovat nebudeme.

Véta 8.2. Pro dané univerzalni dynamické zobrazent ¢y, 1y je jeho inverze téz UDM pravé
tehdy, kdyz existuje unitdrni operdtor U takovy, Ze ¢, 10)(") = UG)u'.

Vyvoj kvantového systému popsaného UDM zobrazenim je tedy reverzibilni pravé tehdy, kdyz
je uzavieny, unitarni.
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8.1 Casova spojitost — Markovovska evoluce

Dosud jsme k popisu ¢asového vyvoje otevieného systému vyuzivali kvantové operace alias uni-
verzalni dynamicka zobrazeni. Tato zobrazeni udévaji, jak se zméni stav studovaného systému
mezi dvéma danymi ¢asy. Konkrétné necht ®(1, 1) POPisuje Casovy vyvoj systému od casu tg
k casu t1. Jedna se tedy o diskrétni popis vyvoje studovaného systému, nevime nic o sta-
vech systému v ¢asech ty < t < t1. Zkusme nyni pfistoupit k vyvoji otevieného systému z jiné
strany. Nyni budeme chtit studovat spojité casové vyvoje, stav systému tedy budeme chtit znat
v kazdém case. Uvazujme proto nésledujici rovnici, kde p € S(), s poc¢atetni podminkou
p(0) = po, jejiz zapis zni

W~ Lty (97)

Zobrazeni L zatim zustava nespecifikované, jeho icelem je v8ak zjevné popisovat vyvoj daného
systému. Zminéné rovnici se fikd evoluéni rovnice. Jeji feSeni muzeme formdlné vyjadiit
ve tvaru p(t) = T(t,to)po, kde je T linedrni zobrazeni, kterazto vlastnost plyne z linearity
samotné evoluéni rovnice. Kvuli konzistenci ¢asového vyvoje museji tato zobrazeni spliiovat
nasledujici dvé podminky:

T(tt) =1, T'(ta,to) = T'(t2,t1) T(t1,t0), (98)

pro vSechna t a vSechny casy tg,t1,ts spliujici to > t1 > tg. Kazdd sada operatoru vyhovujici
témto podminkam se nazyva evoluéni trida.

Véta 8.3. Diferencovatelnd evolucni trida T(t,s) je jedingm TeSenim soustavy rovnic

dT(t,s)
dt

C LT (L, 5), % STt s) (s), T(s,s) =1, (99)

kde L je né&jaky jednoparametricky systém operdtorii.

Diikaz. Necht t > s. Nejdifve ukazme, Ze evoluéni tiida T skutecné fesi dané rovnice pro
néjaky systém operatoru L. Plati

dT(t,s) - fim T(t+h,s)-T(t,s) - lim T(t+h,t)T(t,s)-T(t,s) - fim T(t+h,t)- HT(t, 5.
dt h—0 h h—0 h h—0 h

(100)

Definujeme-li si L(t) = limy,_q w, je rovnost dokdzdna. Dokazme si jesté jednoznacnost.

Pro spor méjme dvé feseni T'(¢,s) a S(t,s), z nichz si sestrojime systém operatoru @, kde
Q(r) =1T(t,r)S(r,s) prot>r>s. Pro derivaci ndsledné plati

d dT(t ds
Ar) _dTr) 5 gy o r, ) 2505). (101)
dr dr dr
Kdyz dosadime za derivace z rovnic vyse, tak zjistujeme, ze derivace d%(f) je nulovd a Q(r)

je tedy stejny pro vSechny casy r. Polozime-li 7 = s, redukuje se nam tvar tohoto operatoru
na Q(s) = T(t,s). Podobné pii dosazeni r = ¢t obdrzime Q(t) = S(t,s). Dokazali jsme tak
jednoznacnost feSeni. O
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V piipadé uzavienych systému, jejichz vyvoj se #idi Schréodingerovou rovnici, je stav systému
tvaru p(t) = U(t,to)po, kde U(t,tg) jsou unitdrni operdtory zjevné tvofici evoluéni tiidu.
Vratme se nyni zpét k nasemu popisu pomoci kvantovych operaci a pokusme se tento pristup
propojit s pravé naznacenym spojitym popisem vyvoje. Jak lze snadno nahlédnout z reprezen-
tace & la otevieny systém (81), k operaci ¢, 4,y zminéné vyse piislusi jisty unitarni operator
U(t1,t0) popisujici vyvoj studovaného systému spolu s jeho okolim

Bt ,t0) (PA(t0)) = Trp (U(t1,t0) (palto) ® ps(t0))UT (1, t0)) - (102)

Méjme déle kvantovou operaci ¢y, ¢,) popisujici vyvoj systému od casu tg k casu t3 > t1, jemuz
je prislusny unitarni operator U (2, tp). Unitdrni operatory popisuji vyvoj celého, uzavieného,
systému, splnuji tedy vztah U(te,tg) = U(te,t1) U(t1,t0), kde U(t2,t1) popisuje vyvoj celého
systému od casu t; k ¢asu to. Kdybychom chtéli podobnou rovnost najit i pro odpovidajici
kvantové operace, tj.

¢(t27t0) = ¢(t27t1) ° ¢(t1,t0)7 (103)

tak narazime na problém. Nechame-li pocateéni stav p4(to) vyvijet do ¢asu t;, muize se tento
provazat se stavem okoli pg. Provedeme-li ale poté v (102) ¢astecnou stopu, pripravime se
o znalost téchto kvantovych korelaci. Kvantova operace ¢, ;) tak obecné nema dostatek
informaci pro spravny popis vyvoje systému od ¢asu 1 k ¢asu to. Obecné bychom museli psat

Btz 1) (pa(to)) = Trp(U(te, t1) p(t1) U'(ta, £1)), (104)

kde p(t1) je stav zkoumaného systému spolu s okolim. Vyse jsme videéli, ze vyvoj provdzaného
stavu nelze zcela zachytit pomoci Krausovych operdtori a zobrazen{ ¢, ;) tak obecné ne-
musi byt kvantovou operaci, viz (93). Nicméné, nize si vydélime takovou podtiidu otevienych
vyvoju, pro niz bude vlastnost (103) splnéna.

Definice 8.1. Rikdme, ze kvantovy systém podstupuje Markovovsky vyvoj (respektive
Markovovskou evoluci) pravé tehdy, kdyz je jeho vyvoj popsan evoluéni tiidou tvorenou
univerzalnimi dynamickymi zobrazenimi.

Jinymi slovy se systém #idi Markovovskou evoluci pravé, kdyz je jeho vyvoj popsan evolu¢ni
t¥idou a tato tfida je navic tvofena kvantovymi operacemi. Tyto predpoklady na vyvoj
systému jsou velmi omezujici. Le¢, v teoretickych spisech se lze s timto modelem setkat
pomeérné casto.

Odvod'me si nyni diferencidlni tvar Markovovského vyvoje. Najdeme tedy tvar pifslusného
zobrazeni L v rovnici (97). Postupem obdobnym tomu v dukazu véty (8.3) upravime tvar
casové derivace operatoru hustoty nasledovné

dp(t) . plt+h)=pt) .. T(t+ht)-1
—— =lim ——————% = lim ———————p(t) = L(t)p(t 105

3 - lm - lim - p(t) = L(t)p(t), (105)
kde jsme polozili L(t) = limyp_q w Dospéli jsme tak k evoluéni rovnici, které se v tomto
kontextu téz iika Fidici rovnice (angl. master equation). Zobrazeni L lze pfitom vyjadfit v
hezéim tvaru tak, jak je ukédzdno v nésledujicim lemmatu. Uved'me si nejprve viak pomocnou

definici.
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Definice 8.2. Zobrazeni L : B() — B(#) je podminéné plné pozitivni pravé tehdy,
kdyz
P(L®1y)(9)(Q)P 20, (106)

kde P je ortogondlni projekce na (span(|Q2)(Q|))*, tj. P =1-|Q)(€].

Lemma 8.1. Necht L : B(H#) - B(J) je néjaké zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentn.

1. Zobrazeni L je hermitovské (tj. obrazy hermitovskyjch operdtori jsou opét hermitovské)
a podminéné uplné pozitivni.

2. Emistuje tplné pozitivni zobrazeni ¢ : B(H) — B(H) a matice K € B(J) tak, Ze
L(p)=¢(p) - Kp-pK'.

Dukaz. Nejprve ukazeme, ze podminénd uplné pozitivita nezdvisi na volbé maximalné pro-
vazaného stavu |Q). Uvazujme tedy [2') = (I ® U)|Q2). Pak vyraz P'(L ® I)(|Q" Q)P je
(- 1NN eD((Te D))l e UT)) (I - )]

(Lo U) - |)|(Te U))(L e D(I2/Q)((Te Ut - (Te U2 N))

(Te U)(I - )9 (L & (2N - 2} (Ts UT)

(Ie U)P(LeI)(|QNQ)P(IeUT).

Obdrzeli jsme tak vyraz, ktery je podobnostni transformaci spjat s vyrazem P(L®I)(|Q)(€2])P.
Kdyz je jeden vyraz pozitivni, je pozitivni i druhy. Pozitivita tedy skute¢né nezavisi na volbé
stavu [€2).

Pfejdéme nyni k dukazum jednotlivych implikaci, za¢néme s implikaci z prvniho do druhého
bodu. Zobrazen{ L necht je tedy hermitovské. Pak 7= (L ® L»)(|Q2)(€2]) je téZ hermitovsky.
Jako dalsi krok doplnime vektor [2) na ortonormalni bazi {|2),|Q1),...,|Q%)}. V této bazi
mizeme 7 vyjadiit zptusobem 7 = 7o[Q){Q+ 3, (73| )(Q[+7 [QN(Q:]) +Q, kde Q = 3, ; 75{€2: ) (€]
je hermitovskd matice. Zavedeme-li vektor |¢) = (79/2)|Q2) + ¥; 7€), muzeme prepsat 7 jako
7= Q+|Y)(Q+|2)(¢|. Jak vidno, @ Zije na ortogonalnim dopliku k [Q2). Déle PTP = Q, takze
@ > 0. Existuje tedy tplné pozitivni ¢ tak, ze Q = (¢ ® I)(|2)(Q2]|) a navic existuje matice
K takovd, ze —|¢) = (K ® I)|Q?). (Znaménko minus je voleno timto zptusobem z historickych
diivodit.) Celkem méme 7 = (¢®T)(|Q)(Q]) - (K 1)) -|Q) (K T®T). Tento vzorec mizeme dile
upravit pouzitim vztahu ABC ~ (A®CT)|B) na tvar (¢®I— (K ()I)@I-(I(-)KT)eI)(|Q)(Q]).
Porovnanim tohoto vyrazu s puvodnim tvarem pro 7 ziskavame L(A) = ¢(A) - KA - AKT.
Pro ditkaz opacné implikace necht L(p) = ¢(p) - Kp - pK'. Z tohoto plyne (L ® I)(|Q)(Q]) =
(60 D)(I2NQ]) — (K o T)(|2)N{Q)) — (|2)N(Q) (KT ®T). Uvédomime-li si, ze P|Q) =0 = (Q|P, tak
ihned dostdvdme P(L&L)(|QNQ)P = P(¢®1)(|Q){(Q2])P. Nebot je posledni vyraz pozitivni, je
zobrazeni L podminéné tiplné pozitivni. K dokonc¢eni dikazu jesté ovéime, ze je L hermitovské.
Skuteéné, plati L(p') = ¢(ph) - Kpl - pt Kt = (¢(p) - pKT - K,O)Jr = (L(p))', coz bylo dokazati.
O
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Predeslé tvrzeni udava specifictéjsi tvar zobrazeni L na zakladé nékterych jeho obecnych
vlastnosti. O tom, zda mé popisovat Markovovsky vyvoj ¢i ne, jsme se dosud nezminili. To
udélame az v tvrzeni néasledujicim.

Véta 8.4. Necht T(t,s): B(#) - B(3) je evolucni trida. Pak ndsledujici dvé tvrzent jsou
ekvivalentni.

1. T(t,s) je Markovovskd evolucni trida.

2. Zobrazeni L(t) = limy_q w

je podminéné uplné pozitivni.

Dikaz. Pro dukaz implikace z jednicky do dvojky méjme T'(t,s), které je iplné pozitivni.
Plati tedy (T'(¢,s) ® I)(|2){2]) > 0. Pro mald A mohu rozumné provést rozklad zpusobem
T(t+h,s) =T(t,s)+ %h +O(h?) a tedy T(t + h,t) =1+ L(t)h + O(h?). Z toho plyne
0 < (T(t+h,t) eD)(|QNQ|) = |QNQ| + h(L(t) ® D)(|QNQ) + O(h?). Cely vyraz je pozitivni,
tj. hermitovsky. Posleme-li & do nuly, tak zjistujeme, ze i (L(t) ® I)(|2)(€2]) je hermitovsky
a tak L(t) zachovdva hermitovost. Navic, oblozime-li cely vyraz projektorem P a vydélime-li
¢islem h, mame 0 < P(L(t) ® I)(|Q){Q) P + P(+O(h?))P. Druhy ¢len jde do nuly pro i — 0
a tak P(L(t) @ I)(|2)(Q])P > 0. Zobrazeni L(t) je tedy podminéné tplné pozitivni. Dukaz
opacné implikace z druhého do prvniho bodu je nad ramec této prednasky. O

7 dukazu pravé uvedené véty plyne, ze pro Markovovsky vyvoj je odpovidajici zobrazeni L
hermitovské a podminéné tplné pozitivni. Podle lemmatu 8.1 lze takovéto zobrazeni napsat
ve tvaru L(p) = ¢(p) — Kp - pKT pro jistou matici K a kvantovou operaci ¢. Nebof L miize
zaviset na Case a kvantové operace ¢y lze vyjadiit v Krausové reprezentaci, plati

L(1)(A) = 6u(A) - K()A - AKT (1) = L Vi AV/ (1) - K()A - AKT(1)  (107)

pro vhodné zvolené jednoparametrické tiidy matic V; a K. Takovyto vyvoj nezvySuje stopu,
plati tedy, ze ¢asova derivace stopy Tr(p(t)) je nekladnd. Neboli

oz93%@2=T{§%2)sﬁwuma»:ﬂuﬂwmm&», (108)

kde prvni rovnost plyne z definice derivace a linearity stopy. Druha rovnost plyne z evolu¢ni
rovnice a konec¢né tfeti rovnost plyne z vlastnosti Hilbert-Schmidtova skalarnfho soucinu.
Nebot vyse odvozeny vztah musi platit pro vSechny ¢asy t a stavy p(t), je jeho splnéni
ekvivalentni podmince

LT(#)(1) <0, V. (109)

7 toho jiz pFimo vyplyva, ze evoluéni tifda zachovava stopu prave tehdy, kdyz LT (¢)(I) = 0, tj.
¢Z (I) = K (t)+KT(t) pro viechny ¢asy, viz (107). Tento vztah tedy ukazuje, Ze operator qu(]I) je
samosdruzeny. Navic, obecnou matici K lze rozlozit na soucet hermitovské a antihermitovské
matice zpusobem

 K+K' K-KT
T2 T

K

=KH+KA, (110)
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kde Ky = K+TI(T = KL aKy= K_TKT = —KL. Pro soucet tedy mame K+K' =2Ky. Porovndme-
li tento vyraz s obdrzenym vztahem QSI(]I) = K(t)+K'(t), miuzeme psat K (t) = %QSI(]I) +1H(t),
kde H (t) je ngjaky samosdruzeny operator. Dosadime-li toto vyjadieni do vzorce pro zobrazeni

L, dostavame

L(t)(A) = Zi:l/;Al/;T—%¢T(H)A—%A¢T(H)—1HA+1AH (111)
_ ;%AW—%W(H),A}H[A,H] (112)
= 1[A H]+ VAV - ViV, A)) (13)
i i[A,H]+£;<2V;AVJ—WA—AW> (114)
- i[A,H]+%Z([WA,XQT]+[W,A1@T]), (115)

%

kde [-,-] znac¢i komutétor a {-,-} oznacuje antikomutétor. Vyrazu Zl(Vz()VZT—% V;VQ, ()}) ve
tretim fadku se fika Lindbladovska forma, resp. Lindbladav superoperator, a operdtory
V; se nazyvaji Lindbladovy operatory. Ridici rovnici (97), kde za L dosadime ten, ktery
jsme v posledni rovnosti odvodili, se fikd Lindbladova rovnice. Snadno nahlédneme, ze

pokud polozime vSechny V; rovné nule, tak se nam Lindbladova rovnice redukuje do tvaru
dp(t
0 i am, (116)

coz je Liouvilleova rovnice. Operdtor H je hermitovsky a lze ho tudiz interpretovat jako
Hamiltonian daného systému.

8.1.1 Homogenni Markovovské procesy

Uvazujme nyni, ze je zobrazeni L konstantni, neboli jednoparametricka tiida zobrazeni L(t)
ma vSechny prvky stejné a rovné L. Z diskuze vySe vidime, Zze L je konstantni pravé tehdy,
kdyz ¢ a K jsou konstantni. Zobrazeni L lze chdpat jako generdtor evoluéni tiidy T'(to,t1)
(98). Z rovnice (97) totiz plyne

T(tg,t1) = eFt27t0), (117)

Operétor T'(ta,t1) tedy zavisi jen na rozdilu 7 = ty — t1 pocdteéniho ¢; a koneéného casu to.
Oznacme si T'(to,t1) = ¢,. Pak z vlastnosti evoluéni t¥idy plyne

Gri+my = Pry © Oy (118)

Mnozina univerzalnich dynamickych zobrazeni ¢, tak zjevné tvoii pologrupu, této pologrupé
se ik (kvantova) Markovovska (dynamicka) pologrupa.
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Piiklad 8.1. Defdzovani dvouhladinového kvantového systému. Uvazujme dvouhladinovy
systém, tj. systém, ktery se mize nachizet bud v zdkladnim, nebo v excitovaném stavu.
Necht je tento navic v kontaktu s tepelnou ldzni. Zajima nds chovéni naseho dvouhladi-
nového systému pii defdzovani, kde zanedbame zmény v lazni, o niz predpokladdme, zZe
je obrovskd ve srovnani s nasim zkoumanym systémem. Defazovani je pak za takovychto
piedpokladi popsdno Hamiltonidnem H = 2oz a Lindbladovskym operdtorem V = |/y0z.
Nebot %{UZTUz,p} = %{H,p} = p je Lindbladova rovnice tvaru

ap(t) _,

20 i[5, Loz |+ 102010z - ), (119)

kde p(t) je matice hustoty dvouhladinového stavu. Lze ukézat, Ze ¢asovy vyvoj popsany touto
rovnici vynucuje, ze matice hustoty p(t) vyjadiend ve vypocetni béazi piejde do diagondlniho
tvaru, posleme-li ¢as do nekonec¢na. Neboli

p(o):(f)n 012) t_)—oo, (%1 0 ) (120)

P21 P22 P22
8.2 Spektralni vlastnosti kvantovych operaci a generatort Markovovské
evolucni tridy

Mnoho zajimavych vlastnosti superoperatoru lze vycist ze znalosti jejich vlastnich ¢isel. V této
kapitolce se tedy budeme blize vénovat pravé spektru kvantovych operaci a podobnych zob-
razeni. Na uvod si pripomenme definici a nékteré vlastnosti operatorové normy pro operatory
A e B(s). Jeji definice pro takové operatory zni

| Al = e | Az]. (121)

Uvedeme si ¢tyfi vlastnosti, jez budeme v nasledujicim potiebovat. Pro kazdé dva operatory
A, B € B(J¢) plati

L |AB| < |A[]B],

2. Al =[AT],

3. |ATA| = |A)?,

4. |A| = |[UAV| pro U,V € B(#) unitarni.

Kromé té posledni byly vsechny vlastnosti dokdzany jiz v kurzu funkcionalni analyzy. Posledni
rovnost si dokdzeme pomoci rozkladu operatoru na singuldrni hodnoty. Z pravé zminénych
vlastnosti normy mimo jiné plyne, Zze mnozina omezenych operatoru tvoii C*-algebru.

Pozndmka 8.3. Kazdy (obecné komplexni) operdtor A lze rozlozit do tvaru A = UDV,
kde U a V jsou unitarni operatory a D je diagonalni matice, jejiz prvky d; jsou vSechny
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nezaporné. Témto prvkum se #kd singuldarni vlastni hodnoty operdatoru A. Pro diago-
nalizovatelné operatory A navic existuje unitdrni operator U; takovy, ze A = Ui DU T,
kde D; je diagonalni matice tvofend vlastnimi &isly ;. Soucin AA! pak spliuje rovnost
AAT = U1|D1|2U1T = UD?UT. Mame tak dvoji vyjadfeni vlastnich &isel operdtoru AAT — jed-
nak pomoci matice |D;|?, jednak pomoci matice D?. Plati tedy rovnost |a;|? = d2, tj. |a;| = d;.
Lze dédle ukazat, ze norma operdatoru A se spocte jako |Al = s1(d;) = max;d;. S vyuzitim
tohoto vztahu jiz lze dokazat druhou vlastnost operatorové normy zminéné ve vyctu vyse.
Definice 8.3. Necht A € B(#) je operdtor spliujici |A| < 1. Pak A se nazyvd kontrakce.

Véta 8.5. Omezenyj operdtor A € B() je kontrakce prdve, kdyz

(jf ?) > 0. (122)

Diikaz. Uvazujme nejprve jednorozmérny piipad, tj. dim .7 = 1. Pak je ihned vidét, ze matice

1 a
(o 3) (123)

je pozitivni prave tehdy, kdyz |a| < 1. Pro vyssi dimenze vyjadieme operdtor A pomoci jeho
singularnich hodnot ve tvaru A = UDV. Pak

I A _( 1 ubpv_(U o) (I D\ (U 0 (124)
At 1) \viput 1 ) \o viJ\D 1) \0 V)
Posledni vyraz je tvofen tfemi maticemi, z nichz tfeti je hermitovsky sdruzend k prvni. Tento
vyraz je tedy sdruzen podobnostni transformaci s matici

I D
() 25

ktera je tvorena diagonalnimi maticemi D a I. Lze ji tedy prepsat do tvaru

(1]19 ?):P(@(; ?))Pt (126)

(2

kde P je vhodnd permutacni matice a d; jsou diagonalni prvky matice D. Tento vyraz je
podobnosti transformaci sdruzen s direktnim souc¢tem matic 2 x 2, které jsou stejného tvaru,
jaky jsme vySetfovali v jednorozmérném piipadé na zacatku dukazu. Protoze podobnostni
transformace zachovava pozitivitu, sta¢i nam vysSetfovat pozitivitu kazdé takovéto matice 2x2
zv14st. Pro tyto matice jsme ale uz diikaz pozitivity provedli na po¢atku ditkazu. MuZeme tedy
shrnout, ze dand matice je pozitivni pravé, kdyz d; < 1 pro vSechny indexy i, coz je ekvivalentni
s tim, ze operdtor A je kontrakce. ]

Véta 8.6. Russo-Dyeova véta. Necht ¢ : B(H) — B() je pozitivni a unitdlng linedrni
zobrazeni. Pak jeho operdtorovd morma je rovna jedné, neboli

[l = sup [¢(A)] =1. (127)
lAJ=1
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Dukaz. Nejprve ukazeme, ze pro unitdrni U plati |¢(U)| < 1. Uvazujme spektralni rozklad
operatoru U ve tvaru U = ¥; \; P;, kde vlastni ¢isla tedy spliuji |A;| = 1 a projektory na vlastn{
podprostory se s¢itaji na identitu, Y; P; = I. Zobrazeni ¢ je unitalni, tj. I = ¢(I) = ¢(X; P;).
S vyuzitim této vlastnosti pak muzeme psat

o) XiNio(F)

( I ¢(U)):( )_Z(cb(a-) w(m)
oT(U) 1 YA o(P)  Xio(P) ) S \Ne(R)  o(P)

Sumu matic za posledni rovnosti Ize vyjadfit jako tenzorovy soucin v nasledujicim tvaru

(128)

Z(Al% Af)@wﬁ(l%)- (129)

i

Nebot ¢ je z piedpokladii pozitivni a |\;| = 1, tak suma matic vyse je pozitivni operator
a z predchozi véty tak plyne, ze |¢(U)| < 1. Uvazujme dale libovolny operdtor A € B(7)
o jednotkové normé. Ukazeme nyni, Ze lze tento vyjadiit jako A = %(U +V), kde U a V
jsou unitarni operédtory. Protoze |A| = 1, tak vSechny singuldrni hodnoty d; lezi v intervalu
[0,1] a lze je tak napsat jako cosinus jistého thlu ;. Rozklad A na singuldrni hodnoty
tedy vypada jako A = Uy DVy, kde D = Diag(cos(p1),-..,co8(pn)) = %(Dl + Di). Matice
Dy je pfitom diagonalni matice tvaru Dy = Diag(exp(ip1),...,exp(ip,)), nebot cos(yp;) =
%(exp(icp) +exp(—iyp). Pak tedy A = %Ul(Dl + DlT)Vl = %(U1D1V1 + UlDlTVl).

Piikro¢me k zavérecéné ¢asti dukazu. S vyuzitim zépisu A = %(U+V) a jiz. dokazané nerovnosti
pro unitdrni operdtory dostévame [¢(A)| = 3[¢(U) + ¢(V)| < 1. Navic ¢(I) = I, nerovnosti
se tedy nabyvé a plati tak ||¢| = 1. O

Tvrzeni ptedchozi véty 1ze zobecnit v nésledujicim znéni i pro neunitalni operace ¢.

Véta 8.7. Necht ¢ je pozitivni linedrni superoperdtor na B(). Pak || = |¢(I)].

Diikaz. Polozme R = ¢(I). Pokud je R invertovatelné, pak pro ¢(A) = R7%¢(A)R7% plati,
e ¢(A) je unitalni a pozitivni. Z predchozi véty tedy vyplyva [¢(A)| = ||R_%¢(A)R_% | =1.
Takze |¢(A)| = |R2$(A)RZ| < |R2|?|6(A)|. Nebot pro obecné B e B(#) plati |BB| =
|BI?, tak |¢(A)| < |R=R=[[ ]| A] = |R]|A]. Z definice normy operdtoru tedy |¢] < |R] =
l¢(I)|. Navic pro volbu A = I dostavdme [¢(I)| < |R||I| = |R|. Nebot R = ¢(I), tak se
predchozi nerovnosti nabyva a celkem tedy plati ||¢] = ||¢(I)|. Pro neinvertibilni R muzeme
definovat ¢ (A) = ¢p(A) +¢l, které je pro kazdé e > 0 invertovatelné. Nyni bychom postupovali
stejné jako v piedchozim pifpadé pro ¢. a nakonec provedli limitni pfechod e — 0. Nebot je
norma spojité zobrazeni, tak i pro neinvertovatelné R mame |¢| = [¢(I)]. O
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Dovétek

Piepsal Jaroslav Kysela (kyseljar@fjfi.cvut.cz) na zdkladé vlastnoruénich pozndmek z
prednéasek Ing. Jaroslav Novotného, Ph.D. konanych v letnim semestru akademického roku
2014/2015. Z puvodniho kurzu jsou vynechany posledni dvé prednédsky jednak navazujici na
kapitolu Spektralni vlastnosti operatort a jednak probirajici nevratnost a produkci entropie v
kvantovém systému. Naopak jsou pridany pasédze, jejichz ic¢elem by mélo byt snazsi pochopeni
uvadénych a dokazovanych matematickych vzorcu a alespon ¢dstetné motivovani zavadénych
definic a postup.
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