Vrcholova barevnost grafu

Definice:  Necht G = (V| E) je obycejny graf a k € N. Zobrazeni ¢ : V — {1,2,... k}
nazyvame k-vrcholovym obarvenim grafu GG. Pokud

o(u) # ¢(v) pro kazdou hranu {u,v} € E,

nazveme k-vrcholové obarveni ¢ vlastnim. Minimdlni k takové, ze graf G m4 vlastni k-vrcholové
obarveni, se nazyva vrcholova barevnost grafu a znaci se x(G).

Poznamka 1:

i) Kdyz interpretujeme zobrazeni ¢ jako obarveni kazdého vrcholu grafu jednou z k barev,
pak vrcholova barevnost grafu je minimalni pocet barev, kterymi lze obarvit vrcholy grafu
tak, aby kazda hrana méla ruznobarevné konce.

ii) Pro kazdy podgraf H grafu G plati, ze x(H) < x(G).
iii) Kdyz graf G ma r komponent Gy, ..., G,, pak x(G) = max{x(G;) |i=1,...,r}.

Priklad 1: Uplny graf na n vrcholech mé ziejmé vrcholovou barevnost y(K,) = n. Viechny
jiné grafy na n vrcholech uz maji barevnost mensi nez n, protoze ubranim jediné hrany z tplného
grafu, dostaneme graf jehoz barevost je n — 1.

Véta 1:  Necht G = (V, E) je obycejny graf na n vrcholech. Pak

X(G)zw(@) o a(G)x(G) =n.
Dukaz: Prvni nerovnost plyne z toho, ze jednim z podgrafu grafu G je klika velikosti w(G) a
jenom na vlastni obarveni vrcholu této kliky je zapotiebi w(G) barev.

Pro dikaz druhé nerovnosti uvazujme vlastni obarveni vrcholu grafu G minimélnim poctem
barev, tedy ¢ : V +— {1,2,...,x(G)}. Pro kazdou barvu i ozna¢me V; mnozinu téch vrchola,
které dostaly barvu 7. Zrejmeé V3 UV, ... U V) () je rozklad mnoziny V.

Mezi vrcholy, které dostaly barvu i, neni zddna hrana, tedy mnozina V;, tvofi nezavislou
mnozinu a jeji velikost neprevySuje maximalni velikost nezavisle mnoziny grafu, symbolicky

#V; < a(G). Celkove

Poznamka 2: Pro graf G s barevnosti x(G) = 2 definuje vlastni obarveni vrcholu dvéma
barvami rozklad mnoziny V' na dvé nezavislé neprazdné podmnoziny V; a Vs, tj. G je bipartitni.
Naopak, kazdy bipartitni graf s alespon jednou hranou méa vrcholovou barevnost 2.

Proto rozhodnout, zda dany graf méa barevnost 2, je stejné narocné, jako rozhodnout, zda
graf obsahuje kruznici liché délky. To lze zjistit algoritmem polynomidlnim v poc¢té vrcholu. Na
druhé strané se vi, ze pro kazdé k > 3 je tloha uréit, zda x(G) = k, uz N P-uplnA.



Véta 2:  Necht G = (V, E) je obycejny graf s mazimdlnim stupném A. Pak
X(G) <A+1.

Dikaz: Dukaz provedeme indukei na n, coz bude znacit jako obvykle pocet vrcholu grafu.
Obycejny graf s jedinym vrcholem ma A = 0 a x(G) = 1, takze tvrzeni plati.

Necht G je graf s n > 1 vrcholy a v jeho vrchol s maximalnim stupném d(v) = A. Uvazujme
podgraf G’ grafu G idukovany mnozinou V — {v}. Oznacme A’ jeho maximalni stupen. Ziejmé
A’ < A. Protoze G' ma n — 1 vrcholu, je podle indukéniho predpokladu

X(G) <A +1<A+1L

Proto G’ 1ze obarvit A + 1 barvami tak, ze hrany G’ maji ruznobarevné konce. Protoze vrchol
v mél v grafu G pravée A sousedi, je mezi A + 1 barvami alespon jedna, ktera se pii obarveni
grafu G’ nevyskytuje na vrcholech, které byly sousedy vrcholu v v grafu G. Obarvime-li touto
barvou vrchol v a ostatnim vrcholum ponechdme barvu, kterou byly obarvené v G’, dostaneme
vlastni obarveni celého G pomoci A + 1 barev. Minimélni pocet barev potifebnych k vlastnimu
obarveni G muze byt ve skute¢nosti i mensi.

Véta 3:  Pro vrcholovou barevnost grafu G s n vrcholy a jeho dopliku G plati:

X(G)x(G)=n o  x(G)+x(G)<n+1
K dukazu této véty potiebujeme dvé lemmata.
Lemma 1: Necht Gy = (Vi, E1) a Gy = (Va, Es) jsou obycejné grafy. Pak plati
X(G1UGy) < x(Gh).x(Ga),

kde sjednocenim dvou grafu se rozumi graf Gy U Gs = (V3 U Vs, B3 U Ey).

Dtikaz: Nejdiive predpokladejme, ze oba grafy maji stejnou mnozinu vrcholu V = V; = V5.
Oznacme ¢1: V —{1,2,...,x(G1)} a ¢2: Vi {1,2,...,x(G2)} vlastni obarveni grafu G
respektive GGo. Definujme zobrazeni

Vi {1,2,...,x(G1)} x {1,2,...,x(G2)}

predpisem ¥ (v) = (¢1(v), po(v)). Je-li {u,v} € E = E; U Ey, pak bud {u,v} € Ej, a potom
Yy (u) # 1 (v) nebo {u,v} € Ey, a pak ¢(u) # 12(v). V kazdém piipadeé

¥(u) # ¢¥(v) pro kazdou hranu {u,v} € E = Ey U Es,

Protoze kartézsky soucin {1,2,..., x(G1)}x{1,2,..., x(G2)} mé stejny pocet prvku jako mnozina
{1,2,...,x(G1).x(G2)}, existuje prosté zobrazeni B mezi témito dvéma mnozinami. Prosté
zobrazeni prifadi ruznym vzorum ruzné obrazy, a tim pro slozené zobrazeni B o : V +—

{1,2,...,x(G1).x(G2)} plati
B (¢ (u)) # B (¢¥(v)) pro kazdou hranu {u,v} € FE.
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Bo1 je tedy vlastni obarveni grafu G; UG5 pomoci x(G1).x(G2) barev. Tim je lemma dokazano.

Lemma 2: Necht mnozina vrcholi obycejného grafu G = (V, E) md rozklad V- = V1UVLU. . .UV}
takovy, ze (Yi,j € {1,...,k}, i # j) (3z; € V;) 3z; € V;) ({zi,2,} ¢ E). Pak

X(G) <#V —k+1.

Dikaz: Dukaz provedeme indukci na k; tvrzeni pro k = 1 je ziejmé. Necht V =V, U ... UV,
je rozklad mnoziny vrcholt grafu G s vlastnosti pozadovanou ve znéni lemmatu a necht £ > 1.
Na podgraf G’ grafu G, ktery je indukovany mnozinou V =V, U ... U Vj_1, Ize pouzit indukéni
predpoklad. Tedy vrcholy G’ lze obarvit vlastnim obarvenim ¢ pomoci #V —#V,—(k—1)+1 =
#V — #V, — k + 2 barev. Obarveni ¢ rozsitime na cely graf G tak, ze pouzijeme #V} novych,
zatim nepouzitych barev: kazdy vrchol ve V, dostane jednu z téchto novych barev. Je zfejmé,
ze mame vlastni obarveni celého grafu GG. Pouzili jsme vsak #V — k + 2 barev. To je o jednu
vic nez tvrdi lemma. Ukazeme proto, jak jednu barvu lze usettit. Pro kazdé ¢ = 1,... k — 1
najdeme podle predpokladu vrcholy x; € V; a y; € Vi tak, ze {x;,y;} ¢ E. Protoze mnozina
V —A{x1,29,..., 251} ma& #V — k+ 1 prvka, coz je o jeden méné nez pouzitych barev, existuje
mezi #V — k + 2 barvami barva, feknéme b, ktera se vyskytuje pouze na vrcholech z mnoziny
{z1,29,...,25_1}. Kazdy vrchol z;, ktery ma barvu b, prebarvime barvou vrcholu y;. Barvu
ostatnich vrcholu neménime. Snadno se presvédcime, ze toto obarveni je vlastni. Barva b ted
neni pouzita.

Dikaz véty: Podle lemmatu 1 je
n=x(K,) =x(GUG) < x(G).x(G).

Tim je prvni nerovnost dokazana.

Pro dukaz druhé nerovnosti oznacme k = x(G). Uvazujme vlastni k-vrcholové obarveni ¢
grafu G. Mnoziny V; :={v € V | ¢(v) =i} proi = 1,2,...,k tvoif rozklad mnoziny vrcholi
V. Pfitom pro ruzné barvy i,j existuje hrana s jednim koncem ve V; a druhym ve V;. (V
opacném pripadé by vrcholy z mnoziny V; bylo mozné obarvit také barvou 7, aniz bychom v
celém grafu méli hranu se stejnobarevnymi konci. To by znamenalo, Zze mame vlastni obarveni
grafu G pomoci k — 1 barev, coz by bylo ve sporu s x(G) = k.)

Rozklad V = V4 U ... UV, mnoziny vrcholii grafu G proto vyhovuje podminkiam lemmatu 2
a podle néj

X(G)<n—k+1=n-x(G)+1

Definice: Obycejny graf G = (V, E') nazveme k-kritickym, kdyz y(G) = k a pro kazdy vlastni
podgraf H C G plati x(H) < k.

Poznamka 3:

i) Kazdy graf G' s barevnosti x(G) = k ma podgraf G’, ktery je k-kriticky. Tento podgraf lze
najit tak, ze z mnoziny M vsech podgrafu grafu G, které maji barevnost k (tato mnozina
obsahuje alespon samotny graf G) vezmeme takovy podgraf G’, jehoz zadny podgraf uz do
M nepatii. Protoze relace "byti podgrafem” je usporadani na M a protoze M je koneéna,
je ztejmé, ze takové G’ existuje.



ii) Kazdy k-kriticky graf je souvisly. To plyne z bodu iii) Poznamky 1.

Véta 4:  Minimdlni stupen k-kritického grafu je alespon k — 1.

Dikaz: (sporem) Necht v grafu G = (V, E) existuje vrchol v takovy, ze d(v) < k — 2. Jelikoz
G je k-kriticky, na vlastni obarveni podgrafu G’ grafu G indukovaného mnozinou V' — {v} staci
k — 1 barev. Protoze v mél v G nanejvys k — 2 sousedi, jedna barva z k — 1 barev se na obarveni
téchto sousedu nepouzila. Touto barvou lze obarvit vrchol v a dostat tak obarveni celého grafu
G pouze k — 1 barvami, coz je ve sporu s tim, ze x(G) = k.

Aby néjaky graf mél minimalni stupen > k — 1, pak musi mit alespon k vrcholu. To uz spolu
s bodem i) Pozndmky 3 implikuje nasledujici dusledek.

Dusledek: Kazdy graf s barevnosti k md alespori k vrcholu se stupném alesponi k — 1.

Priklad 2:

ijlny graf K, je n-kriticky pro kazdé n; to plyne z Piikladu 1.

1-kriticky graf je pouze graf s jedinym vrcholem.

2-kriticky graf je pouze graf s dvéma vrcholy spojenymi hranou.

3-kriticky graf podle Poznamky 3 nesmi byt bipartitni, ale ubranim jediné hrany nebo vrcholu
se bipartitnim musi stat. Nebo jinak: 3-kriticky graf musi obsahovat kruznici liché délky, ale
ubranim libovolné hrany nebo vrcholu museji kruznice liché délky z tohoto grafu vymizet. Je
tedy jasné, ze G je 3-kriticky praveé tehdy, kdyz G je licha kruznice Cs,, 1.

e Neni znamé charakteristika 4-kritickych grafii. Snadno se vsak pfesvédéime, ze kdyz k liché
kruznici priddme novy vrchol, ktery napojime na vSechny vrcholy liché kruznice, dostaneme
4-kriticky graf.

Definice: Rez v obycejném grafu G = (V, E) je takova podmozina S C V, ze podgraf G grafu
G indukovany mnozinou V — S ma vic komponent nez puvodni graf G.

Priklad 3:

e Jeli S fezem v kruznici C,,, pak #S > 2. Ubranim pouze jednoho vrcholu z kruznice
dostaneme souvisly graf (a to konkrétné cestu), tedy pocet komponent se nezvysi.

° Uplnjf graf K,, nemd zadny ftez.

Véta 5:  Zddny ez k-kritického grafu nend klika.

Dukaz: (sporem) Necht S = {z1,...,zs} C V je klikou a soucasné fezem k-kritického grafu
G = (V,E). Oznatme G, = (V1, Ey),...,G, = (V,, E,) komponenty podgrafu grafu G induko-
vaného mnozinou V' — S. Protoze S je fezem, je pocet komponent r > 2. Z k-kriticnosti G
plyne, ze podgraf indukovany mnozinou V5 U ...V, U S lze obarvit k — 1 barvami. Protoze S je
klika, musi byt na obarveni S pouzito tolik barev, kolik ma S vrcholu, tedy s. Barvy pfi tomto
obarveni lze zpermutovat tak, aby vrchol x; € S dostal barvu i, pro kazdé i = 1,...,s. Rovnéz
podgraf indukovany mnozinou V; U S lze obarvit £ — 1 barvami, a to tak, ze i zde budou mit



vrcholy x; € S barvu i, pro kazdé ¢ = 1,...,s. Dame-li tato dvé obarveni dohromady, dostaneme
vlastni obarveni celého grafu G pomocou k£ — 1 barev, a to je spor.

Disledek: Samotny vrchol neni rezem v k-kritickém grafu.

Lemma 3: Necht G = (V, E) je k-kriticky graf s rezem S = {u,v}. Pak podgraf indukovany
mnozinou V- — {u,v} md dvé komponenty Gy = (Vi, E1) a Gy = (Va, Ey) takové, Ze

i) kazdé obarveni podgrafu indukovaného mnozinou Vi U {u,v} pomoci k — 1 barev priradi
vrcholum w a v stejnou barvu;

i) kazdé obarveni podgrafu indukovaného mnozinou Vo U {u,v} pomoci k — 1 barev priradi
vrcholum w a v ruznou barvu;

iii) pridame-li k podgrafu indukovanému mnozZinou Vi U{u,v} novou hranu {u,v}, je vysledny
graf k-kriticky;

i) pridame-li k podgrafu indukovanému mnozinou Vo novy vrchol w a nové hrany {w,x} pro
kazdé x € Vi takové, Ze {u,x} € E nebo {v,x} € E, je vysledny graf k-kriticky.

Dikaz: Necht pocet komponent podgrafu indukovaného mnozinou V' — {u,v} je r > 2.

Sporem ukazeme, ze mnozina vrcholu alespon jedné z komponent ma vlastnost mnoziny V;
v tvrzeni i). Kdyby ne, pak by pro mnozinu vrcholi V' kazdé komponenty platilo, ze podgraf
indukovany V' U {u, v} lze obarvit k — 1 barvami tak, ze vrcholy u a v maji pii tomto obarveni
ruznou barvu. Zpermutovanim barev bychom mohli zaridit, aby vrchol v mél pokazdé barvu 1
a vrchol v barvu 2. Spojenim téchto obarveni pro mnoziny vSech komponent V' bychom dostali
obarveni celého G pomoci k — 1 barev, a to je spor. Stejnym argumentem dokazeme, ze mnozina
vrcholu alespon jedné z komponent musi mit vlastnost mnoziny V5 v tvrzeni ii).

Podgraf indukovany mnozinami V3 U Vo U {u, v}, kde V; a V5 maji vlastnosti i) a ii), nelze
proto obarvit k — 1 barvami. Z k-kriticnosti grafu G plyne, ze V; UV, U{u,v} =V, a tedy fezem
S ={u,v} se G rozpadne na graf s pravé dvéma komponentami.

Pro dukaz iii) si nejdiive uvédomme, ze z predchozi véty vime {u,v} ¢ E. 7 vlastnosti
i) plyne, ze kdyz pridame k podgrafu indukovanému mnozinou V; U {u, v} novou hranu {u, v}
potiebujeme na obarveni k£ barev, ne méné. Potrebujeme jesté dokéazat, ze takto vznikly graf,
oznacme jej H, je k-kriticky. Stac¢i ukédzat, ze ubrdnim libovolné hrany e = {a,b} z tohoto
grafu, ziskdme graf, ktery lze obarvit £ — 1 barvami. Vime, ze kdyz ubereme z celého G hranu
e = {a, b}, pak na obarveni sta¢i k — 1 barev. Protoze vrcholy ubrané hrany e nejsou z V5, je
toto obarveni specidlné i obarvenim podgrafu indukovaného na Vo U{u,v}. Proto z vlastnosti ii)
vrcholy u a v dostaly ruznou barvu, proto lze tyto vrcholy spojit umélou hranou, aniz bychom
narusili vlastni obarveni. Mame tedy vlastni obarveni i grafu H pomoci k — 1 barev. Bod iv) se
dokazuje analogicky.

Dausledek: Necht G je k-kriticky graf s rezem S = {u,v}. Pak

d(u) +d(v) >3k —5



Toto tvrzeni plyne z bodu iii) a iv) predchoziho lemmatu a z toho, ze v k-kritickém grafu je
minimalni stupen alespon k — 1.

Véta 6: Necht G = (V, E) je souvisly graf, ktery nend ani klika ani lichd kruznice. Pak
x(G) <A.

Diukaz: A) Nejdiive ukdzeme platnost véty pro k-kritické grafy. Pro k = 1,2, 3 je k-kriticky
graf klikou nebo lichou kruznici, proto uvazujeme k > 4.

e Uvazujme nejdiive piipad, ze G ma dvouprvkovy tez S = {u,v}. Pak podle predchoziho
dusledku

1
2A>d(v)+du) >3k —5=k—4+42k—1>2k—1 =  A>k—-
g 2

>0

To uz implikuje A > k = x(G).

e Ted predpokladejme, ze G nema dvouprvkovy fez. Protoze G neni klika a jako k-kriticky
graf je G souvisly, existuji v G dva vrcholy se vzdélenosti 2, tj. {u,v} ¢ E a existuje vrchol
w €V, takovy, ze {u,w} € F a{w,v} € E. Podgraf G’ grafu G indukovany mnozinou V —{u, v}
je souvisly. Oznac¢ime-li n pocet vrcholu v G, graf G’ ma n — 2 vrcholu. Usporddejme vrcholy
grafu G' do posloupnosti vy, vy, ..., v, takto: v; = u,vs = v a zbylé vrcholy, tedy vrcholy grafu
(', jsou usporaddny vzestupné podle vzdélenosti od w v grafu G’, tj. pro posloupnost vrcholu
V3, Uy, . .., U, plati

3<i<) = dGI(w,vi) > dG/(w,vj)

Ziejmé v, = w, protoze vzdalenost w od w je 0. Toto usporddani zarucuje, ze pro kazdé
i =1,2,...,n — 1 existuje j > ¢ tak, ze {v;,v;} je hranou v G’, tj. kazdy vrchol s vyjimkou
v, = w ma doprava v posloupnosti alespon jednu hranu. To znamena, ze doleva ma kazdy vrchol
nanejvys A — 1 hran.

Vrcholy v posloupnosti ted obarvime A barvami takto: vrcholy vy = u a vy = v dostanou
barvu 1. Kdyz mame obarvené vrcholy vy, vy, ..., v;_1 pro i < n obarvime vrchol v;. Ten ma
obarvenych nanejvys A — 1 sousedu, a tedy mezi A barvami najdeme jednu, kterou obarvime v;,
aniz bychom vytvorili hranu se stejnobarevnymi konci. Takto muzeme pokracovat v barveni az
k vrcholu v,,_1. Vrchol v,, = w mé vsechny sousedy, kterych je maximalné A uz obarvené. Vime
ale, ze dva z jeho sousedu u a v maji stejnou barvu, tj. na sousedech w je pouzito < A —1 barev.
Tedy jedna barva je k dispozici pro obarveni samotného w. Je ziejmé, ze popsany algoritmus
vyrobi vlastni obarveni grafu G.

B) Ted uvazujme libovolny obycejny graf G' s barenosti x(G) =: k Podle Poznamky 3 lze
najit jeho k-kriticky podgraf G'. Onac¢me A’ maximélni stupen v G'. Ziejmé A’ < A.
e Kdyz G’ neni klika ani licha kruznice, pak s pouzitim bodu A) plati

X(G) =x(G) <A <A

e V piipadé, ze G’ je klika nebo liché kruznice, jedné se o A’-reguldrny graf a x(G') = A’+1.
V tomto piipadé je G’ vlastnim podgrafem G. Protoze G je souvisly, alespon z jednoho vrcholu
grafu G’ vede v G dalsi hrana, tj. A’ + 1 < A. Proto dostaneme odhad



X(G) =x(G)=A"+1<A.

Poznamka 4: Vime, jak odhadnout barevnost grafu zdola i shora: w(G) < x(G) < A+ 1.
Z4dnd z techto mezi neni obecné dost blizkd barevnosti. Napf. bipartitni graf muze mit A
libovolné velké a pritom x(G) = 2. Nésledujici konstrukce ndm ukéze, ze ani dolni mez w(G)
nemusi byt dost tésna.

Konstrukce (k + 1)-kritického grafu z k-kritického (J. Mycielsky)

Necht G = (V| E) je k-kriticky graf. Definujme graf H = (U, F) takto:

U={(w0)veViU{(v,)|veV}Iu{y}

F= {{(U,O), (U,’i)} ‘ {uvv} € E,i=0, 1} U {{(U: 1)>y} ‘ CAS V}
Graf H tedy sestava z puvodniho grafu G - to je podgraf grafu H indukovany mnozinou {(v,0) |
v € V}, pak H obsahuje nezavislou mnozinu {(v,1) | v € V}, pficemz vrchol (v,1) - fikejme
mu kopie - je napojeny na stejné vrcholy jako origindl (v,0) pro kazdé v € V. Vrchol y je novy
vrchol, ktery je napojeny pouze na vrcholy predstavujici kopie.

Ukéazeme v nékolika krocich, ze H je (k 4 1)-kriticky graf.

e H ma vlastni obarveni k + 1 barvami.
Kdyz ¢ : V +— {1,2,...,k} je vlastni obarveni grafu G pomoci k barev, pak obarveni v
definované predpisem

| o), ifx=(v,0)0rxz=(v,1)
V() _{k—l—l, ifr=y

je vlastni obarveni graf H pomoci k + 1 barev.

e H nema vlastni obarveni méné nez k + 1 barvami.

Pro spor predpokladejme, ze ¢ : U — {1,...,k} je vlastni obarveni grafu H. BUNO,
necht barva vrcholu y je k. Protoze vrchol y je v hrané se vSemi vrcholy typu (v, 1), zadny
z téchto vrcholi nemd barvu k. Predpoklddejme, ze néjaky vrchol tvaru (u,0) dostal pfi
obarveni ¢ barvu k. Kopie tohoto vrcholu (u, 1) mé barvu jinou, feknéme i # k. Proto
zadny ze sousedu vrcholu (u,1) nema barvu i. Sousedi vrcholu (u,0) a sousedi vrcholu
(u, 1) jsou stejni, muzeme proto prebarvit vrchol (u,0) barvou i a toto upravené obarveni
je opét vlastni. Timto prebarvovanim docilime, ze barva k se nebude vyskytovat na zadném
vrcholu v {(u,0) | u € V'}. Dostaneme tedy vlastni obarveni puvodniho grafu G pomoci k
barev, a to je spor.

e Ubrdnim hrany {(u,0), (v,0)} pro libovolnou hranu {u,v} € F, se zmensi barevnost H.
Necht ¢ : V +— {1,...,k — 1} je obarveni & — 1 barvami grafu G, ze kterého jsme ubrali
hranu {u, v}. Definujme obarveni ¢ takto:

o(w), if z=(w,0) and w # u,v
K, if v = (u,0) or z = (v,0)
VY otw), it = (w, 1)
k, ifr=y



Snadno se lze presvédcit, ze toto obarveni je vlastnim obarvenim k barvami grafu H bez
ubrané hrany {(u,0), (v,0)}.

e Ubranim hrany {(u,0), (v,1)} pro libovolnou hranu {u,v} € F, se zmens{ barevnost H.
Necht ¢ : V +— {1,...,k — 1} je obarveni k — 1 barvami grafu G, ze kterého jsme ubrali
hranu {u,v}. Definujme obarveni v takto:

o(w), if z = (w,0) and w#wv
o) k, if x = (v,0)
Plw) = o(w), if r=(w,1)
k, ifr=y

Opét se lze presveédcit, ze 1 je vlastni obarveni grafu H, z néjz byla ubrana hrana {(u, 0), (v, 1)}.

e Ubrdnim hrany {y, (v,1)} pro libovolny vrchol v € V' se zmensi barevnost H.
Necht ¢ : V — {v} — {1,...,k — 1} je obarveni k — 1 barvami grafu G, ze kterého jsme
ubrali vrchol v vvcetné hran s nim incidentnich. Vlastni obarveni ¢ 1ze definovat takto:

o(w), if z=(w,0) and w#wv
P(z) =< o(w), ifx=(w,1)and w#v
k, ifx=(v,0)orz=(v,1)orz=y

Protoze jsme ukazali, ze barevnost H je k 4+ 1 a ubranim hrany libovolného typu klesne
barevnost H, jedna se o k + 1 kriticky podgraf.

Mycielského konstrukce ma jesté jednu pozoruhodnou vlastnost: kdyz GG neobsahuje trojihlenik,
tj. kliku velikosti 3, tak ani H neobsahuje kliku velikosti 3. Lze tedy najit grafy s malou klikou
a velkou barevnosti, formalné zapsano:

Dusledek: Pro kazdé k € N existuje graf G takovy, ze x(G) =k a w(G)=2.



