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Véta 1.7.4. Necht’ G = (V,E) je jednoduchy orientovany graf a necht’ B je jeho incidencni
matice. Oznacme B matici, kterd z B vznikne odstranénim néjakého (libovolného) vidku. Pak

pocet riiznych koster grafu G je roven det BOBOT.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze jsme vynechali posledni (-ty) ra-

dek matice B. Oznacme C Ctvercovou podmatici B, fadu 7 — 1. Pak plati

LQYY]N)Q,'- 1 podgraf G’ C G indukovany vrcholy,
|det C| = které odpovidaji sloupcim matice C, je kostra G (1.2)

0 jinak.
Platnost vztahu (1.2) dokdzeme indukci na 7. Pripad » = 1 je trivialni. Pro n > 1 nastavaji
dvé moznosti. _
é G\ (Vl} - 1
a) Existuje vrchol v, (i # n) stupné 1 v G'. Potom i-ty fadek matice C obsahuje pravé jeden

nenulovy prvek (1 nebo —1). Rozvineme determinant podle tohoto radku a pouzijeme
induk¢ni predpoklad. Zjevné G’ je kostra G prave tehdy, kdyz G\ {v,} je kostra G\ {v,}.

b) Graf G’ nema zadny vrchol stupne 1 (resp. G’ ma nejvyse jeden vrchol stupné 1 a to vr-
chol v, odpovidajici umazanému radku). Potom ovsem G’ neni strom (nebot’ v takovém
pripadé by mél alespon dva vrcholy stupné 1) a tedy ani kostra G. Navic ma-li G’ n — 1
hran a neni stromem, pak v ném must existovat vrchol s nulovym stupném.

1) Vrchol s nulovym stupném neni v, . Pak matice C ma nulovy radek a det C =0.
ii) Vrchol s nulovym stupném je v,. Pak kazdy sloupec matice C obsahuje jednu 1 a
jednu —1. Suma radek je tedy nula, radky jsou linearne zavislé a det C = 0.
Tvrzeni vety plyne z Binet-Cauchyova vzorce
T
detB,B! = (detC),
kde scitame, pres vsechny Ctvercové podmatice B, radu 7 — 1 a ze vzorce (1.2). O

Véta 1.7.5 (Kirchhoff’s Matrix-Tree Theorem). Necht’ G = (V/, E) je jednoduchy, neoriento-

vany graf s V. = {v,,...,v,}. Definujeme matici L, rozméru (n — 1) X (n — 1) ndsledujicim

zprsobem
do(v;) 1=7],
(LO)i,j: -1 i;éja{fvi,vj}EE,
0 Jinak.

Pak G md pravé det L, koster.
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Diikaz. Na zakladé grafu G sestrojime orientovany graf H: pouzijeme stejnou mnozinu vr-
cholt a kazdou hranu grafu G nahradime dvojici hran opacné orientace: {#,v} € E(G) <
((n,v) € E(H)A(v,u) € E(H)). Necht’ A, vznikla z  incidencni matice grafu H umazanim
posledniho radku. Tvrdime, ze

AA! =2L,.

Prvek matice A,A! na pozici (i, ) je skalirnim soudinem i-tého a j-tého fadku matice A,.

e Jeli = j, pak kazd4 hrana ktera ve v; zacina, nebo konci prispéje jednickou. Takze

(AvoT)z',z' = dH(vz’) = 2dc(’01')-

o Jelli i # j, pak kazda hrana, ktera zacina ve v; a konci ve v;, nebo naopak zacina ve
v; a kondi ve v; prispéje —1. Protoze je G jednoduchy, je mezi kazdou dvojici vrchold
maximaln¢ jedna hrana (které odpovida dvojice hran v H). Takze (AOAOT )i; = —2jeli
{v,v,} €E(G)a (AvoT)l-,j = 0jinak.

Celkem mame pozadovanou rovnost AOAOT =2L, atedy
det A, AT =2"""det L.

Protoze z kazdé kostry grafu G mtze vzniknout 2"~ riznych koster grafu H - pfifazenim

orientace 7 — 1 hranam - plyne tvrzeni z Veéty 1.7.4. O
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3.1 Vrcholova a hranova souvislost

Definice 3.1.1. Necht’ k € N. Graf G = (V,E) se nazyva k-souvisly (presn¢ji k-vrcholové
souvisly), pokud |V| > k a graf G\ U je souvisly pro kazdou U C V takovou, ze #U < k.

Maximalni & € N takové, ze graf G je k-souvisly, nazyvame (vrcholovou) souvislosti G, znacime

x(G).

Pozndmka. e kazdy neprazdny graf je O-souvisly
e 1-souvislé jsou grafy (s #V > 2), které jsou souvislé (viz Definice 2?)
e x(G) =0 pravé tehdy, kdyz G = K, nebo G neni souvisly
e x(K))=n—1provsechnan €N

Definice 3.1.2. Necht' [ € N. Graf G = (V, E) se nazyva [ -hranové sonvisly, pokud #V > 2 a
graf G\ F je souvisly pro kazdou F C E takovou, ze #F < [. Maximalni / € N takoveé, ze graf

G je [-hranove souvisly, nazyvame hranovou souvislosti G, znacime x'(G).

Definice 3.1.3. Necht' G =(V,E)jegrata A,B C V. Cestu P = x,---x;, v grafu G nazveme
A—B cestou pokud V(P)NA = {x,} a V(P)NB = {x,}. Necht’ X C VUE je takova, ze kazda
A—B cesta obsahuje vrchol nebo hranu z X . Pak fekneme, ze X v G oddéluje A od B.

Poznimka. e Z definice 3.1.3 plyne, ze ANBC X
e Graf G je k-vrcholove souvisly, pokud Zadné dva jeho vrcholy nejsou oddéleny méne
nez k vrcholy.
e Specidlni pripad je X = A. Takovéto X oddeluje A od B, nebot’ kazda cesta, ktera zacina

v néjakém vrcholu A obsahuje alespon tento vrchol z A (a tedy z X).

Definice 3.1.4. MnoZinu souseds vrcholu v € V v grafu znacime N(v),
N(@)={u e V|{v,u} e E}.
Véta 3.1.5 (Whitney, 1932). Pro kazdy graf G s |V(G)| > 2 plati x(G) < x'(G) < 8(G).

Diikaz. Nerovnost x'(G) < 8(G) plyne z faktu, Ze mnozina hran, které vychazi z pevne
zvoleného vrcholu v oddéluje v G vrchol v od N(v).

Necht’ F C E je minimalni mnozina hran takova, ze G \ F je nesouvisly. Ukazeme, ze
x(G) < |F|. Predpokladejme, ze v G existuje vrchol v, ktery neni incidentni s zddnou hranou
v F. Necht' C, je komponenta grafu G \ F, ktera obsahuje v. Potom vrcholy v C,, které
jsou koncovymi vrcholy hran z F (v grafu G) oddeéluji v od G\ C,. Protoze zadnd hrana z
F nema oba konce v C, (diky minimalité F) je téchto oddélujicich vrcholt maximalné |F| a
tedy x(G) <|F|.

Nyni naopak predpokladejme, ze kazdy vrchol v G je koncem néjaké hrany z F. Zvolme

pevné libovolny vrchol v a oznacme C, komponentu grafu G \ F, ktera obsahuje v. Potom

16



kazdy soused w vrcholu v takovy, ze {v,w} ¢ F, lezi v C, a navic jsou tito sousedé konce
ruznych hran z F (opét z minimality F). To znamena, ze d-(v) < |F|. Protoze N(v) oddéluje
v od zbylych vrcholu v grafu, dostavime x(G) < |F|; s vyjimkou pripadd, kdy tyto zbylé
vrcholy neexistuji. V takovém pripadé v UN(v) = V(G). Protoze v byl volen libovolné musi
tato rovnost platit pro vsechny vrcholy v V(G), G je tedy tplny graf. Pro Gplny graf ovsem
plati x(K )= x'(K,)=n—1. O
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3.2 Mengerova véta

Definice 3.2.1. Necht’ G =(V,E) je graf a A,B C V. Definujeme k(G, A, B) jako minimalni
pocet vrcholu, které v G oddeéluji A od B.

Dusledek 3.2.2. (1) ProtoZe jak A tak B oddéluji A od B mdame k(G,A,B) < min(#A, #B).

(2) Pokud v grafu G neexistuji Zidné A—B cesty, pak libovolnd mnoZina vrcholi a hran X
oddéluje A od B. V takovém pripadé k(G,A,B)=0.

(3) Pokud A C B, pak trividlni cesty (1. nulové délky), kreré zacinaji a konci v A neobsabuji Zidné
vrcholy, které nejson v A. Proto Zddnd mnoZina, kterd neobsabuje A nemiize oddélovat A od

B; to znamenda

ACB = k(G,AB)=#A. (3.1)

(4) Necht’ A je pevné a B, B, jsou takové, Ze B, C B,. Pak kazdd mnoZina, kterd oddéluje A od B,

nutné oddéluje i A od B,; to znamend
B,CB, = k(G,AB,)<kG,AB,). (3.2)

Véta 3.2.3 (Menger, 1927). Necht’ G = (V, E) je graf, A,B C V. Pak minimdlni pocet vrchols

oddélwjicich v G mnoZinu A od B je roven maximadlnimu poctu disjunktnich A—B cest v G.

Necht' k& = k(G,A,B). Zjevné G nemuze obsahovat vic, nez k disjunktnich A—B cest.
Ukazeme, ze takovych & cest existuje. Podle Dusledku 3.2.2, bod (2) muzeme predpokladat, ze
existuje alespon jedna A—B cesta (jinak je tvrzeni triviani). Za tohoto predpokladu hledanych

k cest najit opakovanym pouzitim nasledujictho Lemma.

Lemma 3.2.4. Necht’ G =(V,E)jegraf, A, BCV,k=k(G,A,B)an€N, n<k. Existuje-li v
G n disjunktnich A—B cest
P,P,...,P

shopyo

pak v G existuje i n+ 1 disjunktnich A—B cest

Qi Qps+-5 Q1
takovych, Ze je-li b € B koncem néjaké cesty P, pak je b také koncem néjaké cesty Q..

Diikaz. Indukci na B :=#(V \ B), tj. pocet vrcholt grafu G, které nejsou v mnoziné B.
Necht' 8 =0, takze vSechny vrcholy grafu G patri do mnoziny B. Nutné A C B a podle
vztahu (3.1) mame k = #A. V takovém pripad¢ je A—B cesta libovolna cesta nulové délky,

ktera zacina (a konci) v n¢jakém vrcholu A. Mame-li 7 (n < #A) A—B cest, muzeme pridat
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dalsit A—B cestu nulové délky zacinajici v nekterém zatim nepouzitém vrcholu mnoziny A.
Tim ziskame 7 + 1 cest pozadovanych vlastnosti.

Predpokladejme, Ze lemma plati pro vSechna 8 < 3, pro néjaké pevné 3, > 1. Ukazeme
platnost pro 8 = B,. Méjme tedy G = (V,E) a mnoziny A,B C V takové, ze k = k(G,A,B)
aB,=$(V\B). Necht’ P,,...,P, je n disjunktnich A—B cest. Oznac¢me konce cest P; takto:
a; konec v mnoziné 4, b; konec v mnoziné B. Protoze podle predpokladii » < k, neoddéluje
mnozina {b,, b,,...,b,} A od B, tj. v G existuje A—B cesta, ktera neni incidentni z zadnym z
vrcholu z {b,, b,,..., b}, oznatme ji R.

Pokud je cesta R disjunktni se vSemi cestami P,,..., P, pak

lePl"“’Qn:Pn’Qn+1:R

je n+ 1 cest hledanych vlastnosti.
V opacném pripadé oznatme x posledni vrchol, ve kterém R protina néjakou cestu P,.

Bez ymy na obecnosti i = 7. Definujeme
B':=BUV(xP, UxR),

tzn. B’ ptvodni mnozina B spolu s vrcholy na cestach, které jsou na nasledujicim obrazku

v v v
vyznaceny tucne.

Obrazek 3.4: Vychozi situace pro diikaz Lemma 3.2.4.

Z definice plyne B C B/, takze podle vztahu (3.2) dostavame n < k = k(G,A,B) <
k(G,A,B’). Podle indukcniho predpokladu pro mnozinu B’ (#B’ > #B) a n disjunktnich A—B’

/
n+12

,x}. Bez Gymy

cest Py,...,P,_;, P, x existuje v grafu n + 1 disjunktnich A—B’ cest Q,...,Q

s4L p—1»

jejichz kon-
cové body jsou b,,...,b,_,x,y.Provrchol y plati, ze y e B"ay ¢ {b,,...,b,_,

na obecnosti mizeme zpermutovat indexy cest tak, aby v mnoziné¢ B’ byly: b, koncem Q/

; — / / v/ Ve Vy/ ;. .
proz=1,...,n — 1, x koncem Q’ ay koncem Q’ . Rozlidime tfi pripady v zavislosti na y.
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a)y €xP,.

Definujeme
Q=Q 1<i<n-—1
Q,=Q,xR

Qn—H = Q;_Hypn

b) y € xR.
Definyeme o
. [ v o b
Q=Q 1<i<n-—1 . 2 ! . b
Q,=Q xP,

Qﬂ+1 = Q;+1yR

c)y ¢xP,UxR.

Protoze y je konec A—B’ cesty, nutné y € B. Navic y # b, a z indukcniho predpokladu také
y#b; pro 1<j <n—1.Definujeme

RPN . e - ST T TN PETRERR
Qi = Ql 1 S z S n— 1) _ /1 // \ S by :

: T ;o ' D

e / . -— 2 ! o b2

Qn T anpn ‘\ ;’ ; :
; . . ! . . .
/ ) . . \ \ . . .
Q = DA Lo | Lo B
=Q . ‘ ‘ \ ‘ ‘
n+ il } L Qn L aP iy :

Ve vsech trech pfipadech Q,,...,Q, . je 7 +1 A—B cest pozadovanych vlastnosti. O

Definice 3.2.5. Cesty v grafu nazveme nezdvislé, pokud Zadna z nich neobsahuje vnitrni (tj.

nekoncovy) vrchol n¢jaké jiné.

Dusledek 3.2.6. Necht’ G = (V,E) je graf a necht’ a,b € V, a # b. Pokud {a,b} ¢ E pak
minimadlni pocet vrcholit (rizmyjch od a,b), které oddéluji v G a od b je rovny maximdlnimu

poctu nezavislych a-b cest v G.
Driikaz. Aplikaci Mengerovy vety pro A:= N(a)a B := N(b). O

Véta 3.2.7 (Globélni verze Mengerovy vety). Graf G = (V,E) je k-vrcholové souvisly pravé

tehdy, kdyz obsabuje k nezavishich cest mezi libovolnou dvojici vrcholii.
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Ditkaz. <=:Protoze G obsahuje k nezavislych cest mezi libovolnou dvojici vrcholt, pak nutné
#V > k (protoze G je jednodychy) a navic zadné dva jeho vrcholy nemohou byt oddéleny
méné nez k vrcholy. Podle definice je G k-souvisly.

=: Sporem; predpokladime, Ze G je k-souvisly a zaroven v ném existuje dvojice vrcholt
a,b € V takych, ze mezi nimi je méné nez k nezavislych cest. Podle Dusledku 3.2.6 to zna-
mena, ze {a,b} € E. Uvazujeme graf G’ := G\ {{a, b}}. Graf G’ obsahuje maximalné k —2
nezavislych a-b cest. Opét podle Dusledku 3.2.6 existuje X C V takovd, ze X oddéluje v G a
od b azaroven #X < k—2.Z k-souvislosti grafu G plyne #V > k a tedy existuje alespon jeden
vrcholv € V, v ¢ XU{a, b}. V grafu G’ nutné mnozina X oddéluje vrchol v bud’ od vrcholu
a nebo od & (jinak by X neoddélovala 4 od b). Bez 4jmy na obecnosti predpokladame, ze X
odd¢luje v G’ v od a. Potom ovsem je X U {/} mnozina maximalné¢ & — 1 vrcholt, které v G

oddeluji v od a. Spor s k-souvislosti G. O
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4.1 Maximalni parovani

Definice 4.1.1. Bud G = (V,E) graf. Pirovini v grafu G je mnozina M C E takova, ze
Ve,feM(e#£f=>enf=0).

Definice 4.1.2. Necht G = (V,E)je graf a M C E je parovani v G. Rekneme, %e vrchol v € V
je M-saturovany pokud de € M(v €e).

Definice 4.1.3. Parovani M v grafu G nazveme maximalni, pokud pro kazdé parovani M’ v

G plati #M > #M’. Velikost maximalniho parovani v grafu G znacime v(G).

Definice 4.1.4. Necht' M je parovani v grafu G = (V,E). Cestu v,,,,...,7, v G nazveme
M-stridajici, jestlize {v,_,,v;} € E < {v;,v;,,} ¢ E pro vsechnai =1,...,k — 1. M-stridajici

cestu nazveme M-zlepsujici, kdyz ani jeden z jejich koncovych vrcholt neni M-saturovany.

Véta 4.1.5 Berge). Pirovini M v grafu G = (V, E) je maximalni pravé tehdy, kdyZz v G neexis-

tuje M -zlepsujici cesta.

Ditkaz. =: Necht' v G existuje M-zlepSujici cesta P. Pak M := M AP je parovaniv G takové,
ze #M' = #M + 1. To je spor s maximalitou M.

<=: Necht’ v G neexistuje M-zlepSujici cesta a zaroven M neni maximalni parovani. Pak v
G existuje parovani M’ takové, ze #M’ > #M. Uvazujeme graf H := (V,MAM'). H je tvoten
izolovanymi body, cestami a kruznicemi sudé délky. Protoze #M’ > #M, musi H obsahovat
alespon jednu cestu liché délky, ozn. P, jejiz prvni i posledni hrana jsou z M’. Ani jeden

koncovy vrchol cesty P nemohl byt v G M-saturovany, takze P je M-zlepsujici cestav G. O

4.2 Velikost maximalniho parovani

Definice 4.2.1. Mnozina S C V(G) se nazyva vrcholové pokryti gratu G, pokud Ve € E(G)
dv € § (v €e). Vrcholové pokryti S grafu G nazveme minimadlni, pokud pro kazdé vrcho-
lové pokryti §” grafu G plati #S < #§’. Velikost minimalniho vrcholového pokryti grafu G

znacime 7(G).

Pozorovani 4.2.2. Pro libovolné parovini M v grafu G a libovolné vrcholové pokryti S grafu

G plati |M| < |S|. Specialné v(G) < ©(G).

Véta 4.2.3 (Konigova-Egervaryova veta). Necht’ G je bipartitni graf. Pak v(G) = ©(G).
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Diikaz. Necht G = (V; U V,,E) je bipartitni graf a necht” M je maximalni parovani v G.

Oznacme U C V, mnozinu vrcholt, které nejsou M-saturované. Definujeme

X :={v eV, |z U vede do v M-stridajici cesta},

Y:={veV,|zU vede do v M-stridajici cesta}.

Pak na M-stridajicich cestach zacinajicich v U vzdy 1. hrana neni z M, 2. hrana je z M, 3.
hrana neni z M, atd. Kazdd M-stridajici cesta zacinajici v U nutné kon¢i ve V,. V opa¢ném
pripade by byla ziroven M-zlepsujici coz je ve sporu s maximalitou parovani M. Kazdy vrchol
z Y je tedy spojen hranou z M s vrcholem z X \ U. Navic kazdy soused libovolného vrcholu
x z X musi lezet v Y: necht’ y je soused x € X. Pak M-stridajici cesta z U do x prodlouzena

o hranu {x,y} tvori M-stiidajici cestu z U do y. Tedy
NX)=Y. 4.1)

Definujeme K := (V,\X)UY . Pak K je vrcholové pokryti G. V opacném pripadé v G existuje

hrana s jednim koncem v X a s druhym koncem v V, \ Y. To je spor s (4.1).

Obrazek 4.1: Mnoziny U, X a Y v dukazu Veéty 4.2.3. Hrany z parovani M jsou tucné, vr-

choly z mnoziny K plné.

Navic plati #M = #K. Jinak by musela existovat hrana e € M, e = {x,y} takova, ze x,y € K
atedy x € V,\ X ay € Y.V grafu nutné existuje M-stridajici cesta z U do y, ozn. P, jejiz
posledni hrana neni z M. Potom P + e je M-stfidajici hrana z U do x a tedy x € X. Spor s
xeV\X. O

Véta 4.2.4 (Konigova-Oreova formule). Nech?’ G = (V, UV, E) je bipartitni graf. Pak
v(G)= ?gi‘gl{#(vl \S)+#N(S)}.

Diikaz. Necht' S C V, je libovolna. Pak kazda hrana grafu (a tedy i hrana z n¢jakého parovani

M) ma konec bud’ ve V, \ S, nebo v N(§). Maximalni pocet hran v libovolném parovani je
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tedy mensi nebo roven #(V, \ §)+#N(S) pro kazdou § C V. Proto
W(G) < mini#(V, \ $)+#N(S)}-

Naopak necht’ M je maximalni parovani. Ozna¢me S C V, mnozinu vrcholt, do kterych
vede M-stridajici cesta z néjakého v € V,, ktery neni M-saturovany. Snadno overime, ze
e kazdy vrchol v N(S) je M-saturovany,
e kazdy vrchol v V\ § je M-saturovany,
e 7adna hrana z M nespojuje vrchol z V, \ § s vrcholem z N(S).
Z toho plyne, ze
v(G) > ?gi\%{#(\/l \S)+#N(S)}. O
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Kapitola

Toky v sitich QV 29 4.

6.1 Zakladni pojmy

Definice 6.1.1. Necht G = (V, E) je orientovany graf. M&me X,Y C V mnoZiny vrchold
takove, ze X, Y # 0, X NY = ) a funkci ¢ : E — N. Uspofadanou ¢tverici N = (G, X,Y, ¢)

nazveme sit.

V pripadé toku v sitich slouzi (orientované) grafy jako modely dopravni sité, kterou prochézi
néjaky tok — elektiiny, zbozi, nebo tieba dat. Z této situace vychazi i nazvoslovi: vrcholy mnoziny
X se oznacuji jako vyrobci, vrcholy mnoziny Y jako spotiebitelé a hodnota funkce ¢ predstavuje
kapacitu daného spojeni.

V celé kapitole budeme pouzivat nasledujici znaeni: necht e je hrana orientovaného grafu;
symbolem e oznacujeme vrchol, do kterého hrana e vede, zatimco symbolem e~ vrchol, ze

kterého e vychazi.

Definice 6.1.2. Tok v siti N = (G, X,Y, ¢) je funkce f : E — R, kterd spliuje néasledujici dvé
podminky

(T1) 0 < f(e) <c(e) pro viechny hrany e € E.
(T2) > v, fle) =>.—_, f(e) pro viechny tak zvané vnitini vrcholy sité v € V'\ X \ Y.

Poznamka. V kazdé siti existuje alespon jeden tom, nebot funkce Ve € E (f(e) = 0) spliiuje

obé podminky v Definici 6.1.2. Tento tok se nazyva nulovy.

Definice 6.1.3. Hodnota toku f v siti N = (G, X,Y, ), oznacujeme val(f), je definovana

jako
val(f) = > fle) = > fle).

e"eX eteX
Zbytek kapitoly (pfedevsim tuvahy o maximalnim toku v nésledujici ¢asti) si zjednodusime
tim, ze budeme uvazovat pouze specidlni tvar sité — sit s jednim vyrobcem a s jednim spotiebite-
lem. Poznamenejme, Ze to neni moc velké omezeni, nebot kazdou sit mizeme lehce transformovat

do pozadovaného tvaru:
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e piidame nové vrcholy z (vyrobce) a yo (spotiebitel)
e spojime vSechny vrcholy v X s vrcholem xy hranami s kapacitou +oo

e spojime v8echny vrcholy v Y s vrcholem gy hranami s kapacitou +oo

6.2 Maximalni tok

Definice 6.2.1. Rekneme, 7e tok f v siti N je maximalni, pokud pro viechny toky f' v N
plati val(f) > val(f’).

Definice 6.2.2. Necht N = (G, o, yo, ¢) je sit a nech S C V(G) je takové, ze o € S ayo ¢ S.
Ozna¢me S := V(G)\ S. Potom dvojici (S, S) nazveme ¥ezem v siti N. Kapacitu fezu (S, S)
definujeme jako

e~ €S

etesS
Tvrzeni 6.2.3. Pro kazdy tok f a ez (S,S) v siti N = (G, 20,0, c) plati

wl(f)= > flo— D, fl<c(59).
e—€S,eteS e—€S,etesS

Diikaz. 7 definice hodnoty toku méme

val(f) = Y fle)= > fle)=)_ (Z OB f(e)) ,

e~ =xo et=xg veES \e—=w et=v
kde druhé rovnost plyne z podminky (T2) pro tok. Sumu na pravé strané muzeme rozdélit na

dvé ¢asti podle toho, zda méa dané hrana oba konce v S (¢ast (a)), nebo pravé jeden konec v S
(¢ast (b))
vl(fy=" > flo- > flo+ Y flo- Y flo=
e~€S,etes e~€S,etes e—€S,eteS e~€S,etesS
(a) (b)
= Y. flo- D>, fle<e(s9).

e~ €S,eteS e~€S,etes

Posledni nerovnost plyne podminky (T1) pro tok f. O

Pozndmka. Specialné plati, ze hodnota maximélntho toku je mensi nebo rovna kapacité mini-
mélniho fezu. Zjevné najdeme-li tok f s fez (S, S) tak, ze val(f) = ¢((S, S)), pak f je maximélni
tok.

Definice 6.2.4. Necht f je tok v siti N = (G, zg,y0,c¢) a necht P je neorientovana cesta v G
(tzn. zajiméa nas pouze piitomnost hrany, nikoli jeji orientace) s po¢atkem v zg. Pro kazdou e € P
definujeme

c(e) — f(e) je-li e na P orientovana ve sméru od x,

f(e) jinak.

Jestlize ¢(P) := mineep t(e) > 0, pak fekneme, Ze cesta P je f-nenasycena.

e) =
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Hodnota ¢(P) se nékdy nazyvé zbytkova kapacita. Je to vlastné maximalni mnozstvi, o které
miizeme zvy$it tok f na cesté P, aniz bychom porusili podminku (T1) z definice toku. Formélné

je postup tohoto zvyseni a jeho dusledek shrnut v nasledujici vété.

Véta 6.2.5 (O f-nenasycenych cestach). Tok f v siti N = (G, xo,y0,c¢) je mazimdlni prdvé

tehdy, kdyZ v N neexistuje f-nenasycend cesta koncici ve vrcholu yq.

Diikaz. =: (sporem) Necht f je maximélni tok v N a necht v N existuje f-nenasycena cesta P

konéici v yg. Definujeme f :
e Ve B, e ¢ P(f(e) = f(e),
e Ve € E, e € P orientované na P ve sméru z zqo: f(e) = f(e) + «(P),
e Ve € E, e € P orientovana na P proti sméru z zo: f(e) = f(e) — ¢(P).

Potom zjevné f spliuje podminky (T1) a (T2) pro tok a navic val(f) = val(f) 4 +(P) > val(f).

<: Definujeme mnozinu S := {v € V |3f-nenasycena cesta z zo do v}. Potom zop € S a
podle predpokladu yg ¢ S. (S,S) je tedy fez v siti N. Na kazdé hrané e = (u,v), kde u € S a
v € S musi byt ¢(e) = 0 neboli f(e) = c(e), jinak by bylo v € S. Ze stejného diivodu na kazdé
hrané e = (u,v) s u € S a v € S musi byt t(e) = 0, a tedy f(e) = 0. Proto plati

((8,9) =Y. = > fleo- > fle)=val(f).
e—€S,eteS e—€S,eteS e—€S,etes

Nagli jsme fez s ¢((9,S)) = val(f). Tok f je tedy maximalni. O

Véta 6.2.6 (Max-flow Min-cut teorém). V libovolné siti je hodnota mazimdlniho toku rovnd

kapacite minimdlntho Fezu.

Diikaz. Podle Tvrzeni 6.2.3 je kapacita libovolného fezu horni mezi na hodnotu toku v siti. Dikaz

Véty 6.2.5 ukazuje, Ze maximalni tok v siti nabyva této hranice pro jisty fez (S, S). O

Véta 6.2.7 (O celociselném toku). Necht N je sit s celociselnymi kapacitami hran. Pak v N

existuje mazimdlni tok s celociselngmi hodnotams.

Diikaz. Hleddme maximalni tok jako v dikazu Véty 6.2.5. Vyjdeme od nulového toku a v kazdém
kroku tok zvedneme o ¢(P) € N. Kapacita minimélniho Fezu je konec¢né ¢islo, takze po kone¢né

mnoha krocich dostaneme maximalni tok s celoc¢iselnymi hodnotami. O

Pozndmka. Dukaz Véty 6.2.7 dava algoritmus na nalezeni maximalniho toku: za¢neme od nu-
lového toku a zvySujeme jej, dokud existuje n&jaka nenasycend cesta (toto je podstata ,labeling

algorithm® Forda a Fulkersona (1957)). Tento pfistup ovSem narazi na dva problémy:
e pro sité s obecné redlnymi kapacitami se algoritmus nemusi viibec zastavit

e i v piipadé celociselnych kapacit mtze byt ¢asova narocnost (pokud Spatné volime nenasy-

cené cesty, viz nasledujici priklad) Gmérna ) . c(e).
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Priklad. Pokud budeme v nasledujici siti hledat maximalni tok pomoci Ford-Fulkersonova algo-
ritmu a pfitom budeme na stiidavé pouzivat ¢arkovanou a teckovanou cestu, budeme potiebovat

m krokd (namisto optimalnich 2).
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Z
6.3 Booleovské toky 3 1 4

Definice 6.3.1. Booleovsky tok vsiti N = (E, X,Y, ¢) je takovy tok f, pro ktery f(e) € {0,1}
pro viechny e € E(G).

Pozndmka. Booleovské toky se objevuji pfedevsim v kombinatorickych aplikacich teorie toki.
S jejich pomoci je snadné demonstrovat, jak vyznamnym vysledkem je Max-flow Min-cut teorém
(Véta 6.2.6). Mnoho vysledki z teorie grafi je — pifi vhodné zvolené siti, ¢asto s booleovskym

tokem — jejim pfimym duasledkem.

S pomoci booleovskych siti prfedvedeme alternativni dikaz Hallovy véty o parovani v bipar-

titnich grafech (Véta 4.2.1) a Mengerovy véty o souvislosti grafti (Véta 3.2.3).

Hallova véta

Véta. Necht G = (V4 U Vi, E) je bipartiting graf. V G existuje pdrovdni saturujici celé Vi prdve
tehdy, kdyz VT C Vi(IN(T)| > |T)).

Napted zkonstruujeme na zdkladé bipartitniho grafu G sit N(H, zg, yo, ¢):
o V(H)=V(G)U{zo,yo}, kde zg,yo ¢ V(G).
o E(H)={(u,v)|{u,v} € E(G),u € V1,v € Vao} U{(zg,u)|u e Vi} U{(v,y0)]|v € Va}.
e c(e) =1 pro vSechny e € E(H).

Lemma 6.3.2. V siti N existuje tok f s val(f) = |Vi| prdvé tehdy, kdyZ v G ezistuje pdrovini

saturugici celé V7.

Diikaz. <: Necht M je parovani v G (a zarovei v prislusné ¢asti H) saturujici celé V;. Polozme
f(e) =1 pro v8echny e € M a navic f((xg,u)) =1 a f((v,y0)) = 1 pokud u respektive v jsou
M-saturované. Pro v8echny ostatni hrany f(e) = 0. Zfejmé f je tok v N s val(f) = |Vi|.

=: Tok f s val(f) = |Vi| je zjevné maximdalni na N. Podle véty o Celoc¢iselném toku
(Véta 6.2.7) muzeme predpokladat, ze f je booleovsky. Takze péarovani saturujici celé V; zis-
kame tak, Ze do n&j ddme vSechny hrany e = (u,v) takové, pro které u € V1, v € V5 a f(e) = 1.
Podminky na péarovani jednoduse plynou z toho, ze tok je booleovsky a z podminek (T1) a (T2)
na tok. O

Diikaz Hallovy véty. Jak jsme piedvedli jiz v kapitole 4, implikace zleva doprava je trivialni.
Dokézeme tedy pouze smér zprava doleva. Predpokladejme, Ze maximalni tok v N méa hodnotu
mensi nez |Vi| (tj. podle Lemma 6.3.2 v G neni parovani saturujici celé V7). Podle Max-flow

Min-cut teorému existuje v N fez (S, S) s ¢((S, (9))) < |Vi|.
Diky konstrukci sité N (viz Obrazek 6.1) mame

c((S,8) > SNV +[SNN(SNWV)|+ SNV,

a navic

IN(SN VI < |ISNN(SNW)|+ SN V.
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Obrézek 6.1: Dukaz Hallovy véty pomoci booleovské sité

Dohromady

IN(SNW)| < |ISANS NV + SNV +[SNW|=ISN V| < V1] = |SNW|=|SNT].

<¢((8,9))

Podminka z véty neni splnéna pro 7T := 5N V. U

Mengerova véta

Véta. Necht G = (V,E) je orientovany graf, u,v € V, u # v. Pak minimdlni pocet hran

oddélugicich u od v je roven mazimdlnimu poctu hranové disjunkinich cest jdoucich z u do v.

Diikaz. Necht N = (G,u,v,c) je sit s ¢(e) = 1 pro viechny e € E(G). Ziejmé kazd4d mnoZina
hranové disjunktnich cest vedoucich z u do v dava tok hodnoty k z v do v.

Naopak, necht f je maximélni tok v N. Muzeme pfedpokladat, podle Véty 6.2.7, Ze je boole-
ovsky. Na zakladé libovolného booleovského toku f v siti N s val(f) = k miizeme zkonstruovat k
hranové disjunktnich cest z u do v: z vrcholu u jdeme po neoznacenych hranach s f(e) = 1 dokud
nedorazime do vrcholu v. Pokazdé, kdyz projdeme po hrané, tak ji oznac¢ime. Kdyz dojdeme do
v, snizime tok na oznacenych hranich o 1 a sestrojime z nich cestu odstranénim piripadnych
kruznic. Diky vlastnosti toku (T2) cesta musi kontit ve vrcholu v. Hodnota toku se s kazdou
takto sestrojenou cestou snizi o jedna. Maximalni pocet hranové disjunktnich cest je tedy roven
hodnoté maximalniho toku a tedy i kapacité minimélniho fezu.

Zjevné kazdy fez (S,S) v siti N dava mnozinu ¢((S,S)) hran X = {e € E(G)|e” € S, et €
S}, které oddéluji u od v.

Naopak predpokladejme, ze mnozina X C E(G) oddéluje u od v, a Ze velikost X je nejmensi
mozné. Necht S je mnozina vrcholi lezicich na cestach z w, které neobsahuji zddnou hranu z X.
7 definice mnoziny oddélujici dva vrcholy mame t ¢ S, (S, S) je tedy fez v N. Navic pro viechny
hrany e € E(G) s e™ € S, et € S plati e € X, protoze jinak by muselo byt e™ € S, coZ je spor.
Z minimality X plyne |X| = ¢((9,5)). Minimaln{ kapacita fezu v N je tedy rovna i miniméalnimu

poctu hran oddélujicich u od v. O



Kapitola

Algebraicka teorie grafu

9.1 Linearni algebra a teorie matic

Pouzivané znaéeni. o(A) ... spektrum matice A
A <A< <\, =A ... usporadana vl. ¢isla
0(A) = max{|\;| | \; € 0(A)} ... spektralni polomér matice A

Definice 9.1.1. Ctvercova matice se nazyva rozloZitelnd, je-li tvaru (nebo lze-1i ji simul-

tanni permutaci Fadki a sloupct prevést na tvar)

A, B
0 A,)’

kde A, Ay jsou ¢tvercové matice fadu alesponn 1. Ctvercova matice se nazyva nerozloZi-

telnd, neni-li rozlozitelna.

Tvrzeni 9.1.2. Adjacencéni matice Ag grafu G = (V, E) je nerozloZitelnd prdve tehdy,
kdyz je graf G souvisly.

Véta 9.1.3 (Perron-Frobenius). (1) Necht A je nezdpornd ctvercovd matice. Potom o(A)
je vlastnim c¢islem matice A a existuje nezdporny vlastni vektor matice A, odpovidajici

tomuto vlastnimu c¢islu.

(2) Necht A je nezdpornd nerozloZitelnd ctvercovd matice. Pak spektrdlni polomeér o(A)
je kladné vlastni c¢islo matice A s ndsobnosti jedna a tomuto vlastnimu c¢islu odpo-
vidd kladny vlastni vektor. Zddnému ginému vlastnimu ¢islu jiZ neodpovidd nezdporny

vlastni vektor.
Tvrzeni 9.1.4. Viastni cisla symetrické matice jsou redlnd.

Véta 9.1.5 (Schur). KaZdou komplexni ctvercovou matici A € C™™ lze vyjadiit ve tvaru
A=UTU", kde U je unitirni a T horni trojihelnikovd matice.
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Véta 9.1.6 (Hlavni véta o symetrickych maticich). KaZdou (redlnou) symetrickou matici
A lze vyjddrit ve tvaru A = CDCT, kde C je ortogondini a D je redlnd diagondlni
matice. Pritom diagondlni proky matice D jsou vlastni ¢isla matice A (vhodnou volbou
matice C mizZeme dosdhnout libovolného uspordddini) a sloupce matice C jsou vlastni

vektory matice A.

Tvrzeni 9.1.7. Necht A je nezdpornd, symetrickd matice, A jeji mazimdlni vlastni ¢islo.
Pak plati
0(A) = A = max z’Ax .

[[]=1
Diikaz. Prvni rovnost je obsahem Perron-Frobeniovy véty. Necht & € R™ je libovolny
takovy, 7e ||x| = 1. Necht D je matice vznikla diagonalizaci matice A, tj. D = C'AC,
takova, ze A se vyskytuje v jejim pravém dolnim rohu. Necht y := CTx. Protoze je C

ortogonalni, tvoii jeji sloupce ortonormalni bazi R™ a proto ||y|| = 1. Takze
x’Ax = z"CC’ACC"x = y'Dy = Z \y? < o(A) Z y? = 0(A).
i=1 i=1

Pro libovolny « € R™ dostavame x’Ax < o(A) a tedy max|z - z’Ax < o(A). Pokud
zvolime x tak, aby y” = (0,...,0,1) nastane (diky volb& tvaru matice D) pozadované
rovnost ., A\yZ = A. O

9.1.1 Spektrum adjacen¢ni matice

Tvrzeni 9.1.8. Necht Aq je adjacencéni matice jednoduchého grafu G = (V, E) s #V = n.
Pak

(i) 22 Xi =0,
(“) Z?:l /\12 = #EL.

Diikaz. Necht D je matice vznikla diagonalizaci matice Ag. Matice D a Ag maji —
jakozto podobné matice — stejné spektrum a stopu a proto

n

Z A =Te(D) =Tr(Ag) = Y (Ag)i=0,

i=1
kde posledni rovnost plyne z faktu, ze jednoduchy graf neobsahuje smycky a tedy jeho

adjacen¢ni matice ma nulovou diagondlu.

Dale plati

Tr(A7) = Tr(C"AZC) = Tr(C"AcCC"AC) = Te(D?) = Y N
=1
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a zaroven

= da(v) = 2#E,

veV

kde posledni dvé rovnosti plynou z vét 1.4.1 respektive 1.2.1. 0

Véta 9.1.9. Necht A je mazimdlni vlastni éislo adjacenéni matice Ag grafu G = (V, E).
Pak plati §(G) < A < A(G).

Diikaz. Necht V = {v;,...,v,}. Oznaéme j € R™ jednotkovy vektor j' = ﬁ(l, 1.

Pak z Tvrzeni 9.1.7 dostavame

A= max zAgx > j1AF = dg(v; )G :—n(SG o(G).
hSviet] G JAc) = ; a(vi) > Z (G) =4(G)
Necht & = (z1,...,x,) je nezaporny vlastni vektor matice A k vlastnimu ¢islu A. Upra-

vime jej tak, aby maximalni slozka (ozn. xj) byla 1. Dostavame

I T 1 dG(Ul)

In Tn 1 dG(Un)

tedy uvazujeme-li pouze k-ty radek

A=Az =---=dg(n) <A(G). (9.2)
0
Pozndmka. Kdy nastane v Tvrzeni 9.1.9 rovnost A = A(G)? V obou nerovnostech v
rovnicich (9.1) a (9.2) musi nastat rovnost. Pfedné tedy musi platit dg(vy) = A(G), dale
pak
1 1
(ak1; arz, - akn) | 5| = (ak1s ks arn) | 1]

Ty, 1
tedy x; = 1 pro kazdé i takové, ze {vy,v;} € E. To ale znamena, Ze i tuto slozku vlastniho
vektoru k A jsem mohl pouzit v (9.2), tzn. i zde chceme nerovnost nahradit rovnosti.
Specialné musi platit dg(v;) = A(G) pro vSechna i takova, ze {vg,v;} € E. Zaroven pro
vSechny tyto vrcholy musime zopakovat tvahu o druhé nerovnosti a podminka dg(v) =

A(G) se tak pienese i na sousedy sousedu vrcholu vy a tak dal.

Disledek 9.1.10. Necht G = (V, E) je souvisly graf. Pak pro maximdlni vlastni ¢islo
jeho adjacenéni matice plati A = A(G) pravé tehdy, kdyz G je reguldrni.

Tvrzeni 9.1.11. Necht G = (V, E) je requldrni souvisly graf, Ag jeho adjacenéni matice
ac(Ag) ={A1,..., \u_1, A}. Pak vlastni vektory k vlastnim ¢islim X\ # A lezi v nadroviné

{(z1, ..., @) | D0 @ = 0},
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Diikaz. Necht X je libovolné vlastni ¢islo Ag, A # A. Dle piredpokladu je G souvisly, jeho
adjacen¢ni matice je tedy nerozlozitelna a podle Perron-Frobeniovy véty ma jeji maximéalni
vlastni ¢islo A nasobnost 1. Navic podle dusledku 9.1.10 plati A = A(G). Celkem tedy
A # A(G). Se¢teme-li rovnici

po slozkach, dostaneme
n n
i=1 i=1
Protoze A # A(G) nastane rovnost pouze v piipadé Y " x; = 0. O

Véta 9.1.12. Necht Ay < --- < N1 < A = A(G) je spektrum adjacencéni matice Ag
requldrni souvislého grafu G = (V, E) s #V = n. Pak spektrum adjacencni matice grafu
Gije{-1-XN|i=1,....n—=1}U{n—-1-A(G)}.

Diikaz. Vyjdeme z nasledujictho vztahu mezi maticemi Ag a Ag.

1 ... 1
AG—FAé—i-I:J: (93)
1 ... 1

1) Je-li y = (y1,-..,yn) vlastni vektor k A, pak z poznamky za vétou 9.1.9 o grafu z
A = A(G) plyne, 7e y = (1,...,1). Z rovnice (9.3) dostavame

1 1 n 1 1 1
Ag || =T -I-Ag) || =] |- |:|-2@G)]:]|=(-1-A(G))
1 1 n 1 1 1

Takze (n — 1 — A(G)) je vlastni ¢islo matice Ag.

2) Necht (z,...,x,) je vlastni vektor k \;, i < n — 1. Pak z rovnice (9.3) dostavame
1 T 0 1 1 Z1

Az i | =T -TI-Ag)| i |=|:|—-|:|-N|:|=C1=2)f [,
T T 0 Tn Ty Tn

kde ptredposledni rovnost plyne z Tvrzeni 9.1.11. Takze (—1— ;) je vlastni ¢islo matice

Ag pro vSechna ¢ <n — 1. O

Definice 9.1.13. Ma-li charakteristicky polynom matice A tvar x a(A) = [T_;(A—X)"™,
definujeme Y a(A) == T[_;(A — \p).
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Tvrzeni 9.1.14. Pro diagonalizovatelnou matici A plati, Ze xa(A) = 0.

Diikaz. Necht A je diagonalizovatelnd, tj. existuje invertovatelna matice P takové, ze

At

A
P'AP=D =

Pak nasledujici rovnosti jsou ekvivalentni

Xa(A) = (A=MI)(A=Xd)--- (A= A\I)=0
P A- NP 'P(A-\I)P'P-- - P'P(A-\I)P=0
(D —MNI)(D —XI)---(D—-XI)=0,

pri¢emz tieti rovnost zjevné plyne z tvaru diagonalni matice D. O

Véta 9.1.15. Necht G = (V, E) je souvisly graf. Pak spektrum jeho adjacencni matice
A md vic rizngch vlastnich hodnot, nez je polomér G (tj. mazimdlni vzddlenost mezi

dvojici vrcholi v G).

Diikaz. Sporem. Necht #0(A¢g) = k < max, ,ev d(u, v). Pak existuje v G dvojice vrcholii
v;,v; € V takova, ze d(v;,v;) = k. Necht polynom X a,(A¢) stupné k ma tvar

Nag(Ag) = AL +ap 1AL+ a1 Ag +aol . (9.4)

Podle Véty 1.4.1 udava (AZG)Z-J- pocet sledti délky [ mezi vrcholy v; a v;. Z predpokladu
d(v;,v;) = k plyne

(AL); ;=0 Vi=k—1,...,1 azaroven  (AE); >1.
Po dosazeni do (9.4) dostavame (X a,(Ag))i; > 1, tedy spor s Tvrzenim 9.1.14. O

Véta 9.1.16. Necht G = (V, E) je souvisly graf, A mazimdlni vlastni ¢islo jeho adjacencni
matice Ag. Pak G je bipartitni pravé tehdy, kdyz i« —A je vlastni ¢islo Ag.

Diikaz. =: Necht G je bipartitni. Pak Ag méa (po permutaci vrcholi) blokovy tvar. Necht

A € 0(Ag); rovnici Agx = Ax muzeme blokové zapsat

w 0)(2))
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Porovnanim bloki dostaneme rovnosti Bz = \y a BTy = \z. Uvazujeme vektor w =

G-

atedy —\ € 0(Ag).

<: Necht —A je vlastni ¢islo Ag. Volime vlastni vektor w = (wy,...,w,) € R" k —A
tak, aby ||w|| = 1. Uvazujeme
A=|—-A =] Aw'w| = |lwAzw| = ’ Z a;jww;| < Zaij\winj] =
ij=1 ij
7 @ T
= (’wl‘a SRR ’wn’)AG(‘w1’> SRR ’wn’) < ”IB”a:Xl.’B AG"B =A.

Protoze se leva a prava strana rovnaji, musi byt nerovnosti (i) a (%) rovnostmi:

o (Jwyl],...,|wa])Ac(Jwil, ..., |lw.)T = A.
Tato rovnost implikuje, ze (Jwi|,. .., |w,|)? je vlastnim vektorem k A. Protoze G
je souvisly, Ag je nerozlozitelna a podle Perron-Frobeniovy véty pro vSechna ¢ =

1,...,n plati |w;| > 0.

n n
o |20 aiwaw;| = 307 aiglwl|w;]
Tato rovnost znamend, ze vSechny maji ¢leny stejnd znaménka a rovnost tedy plati
i bez absolutnich hodnot. Protoze

n : « Les e x
i =1 Gijwiw; < 0 je nutné i kazdy clen sumy

mensSi nebo roven nule.

Necht V' = {vy,...,v,}. Definujeme V; := {v; |w; < 0} a V5 := {v; |w; > 0}. Protoze pro
vSechna i je |w;| > 0, tvoii V] a V, disjunktni rozklad mnoziny V' vrchola grafu G. Navic
Vi # 0 a Vy # 0, protoze jinak by (wq, ..., wsy) byl vlastni vektor k —A i A.

Graf G je bipartitni s rozkladem V; U Vi: necht {v;,v;} je hrana v G. Pak a;; = 1, a
protoze a;;w;w; < 0 a zaroveh |w;| > 0 a |w;| > 0 maji nutné w; a w; jind znaménka a

tedy jeden z vrcholl v;, v; patfi do mnoziny V; a druhy do V5. O

Véta 9.1.17. Graf G = (V, E) je bipartitni pravé tehdy, kdyz spektrum jeho adjacencéni

matice je symetrické kolem nuly (véetné ndsobnosti).

Diikaz. =: Viz stejny smér v dikazu véty 9.1.16.
<«: Napted pfedpokladejme, ze G je souvisly. Pak z predpokladu na symetri¢nost
spektra plyne —A € 0(Ag) a G je bipartitni podle véty 9.1.16.
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Necht G ma komponenty Gi, G, ..., G,. Pak existuje permutace vrcholu takova, ze ad-

jacen¢ni matice grafu G ma tvar

Ag,
Ag,

~
Q
[

Ag

T

Necht A je maximalni vlastni ¢islo matice Ag. Pak se symetrie je —A také vlastnim ¢islem
Ag. BUNO —A € 0(Ag,). Protoze kazdy blok je neziporn, symetricka, nerozlozitelna
matice, je dle Perron-Frobenia i A € 0(Ag,). Protoze je G; komponenta a tedy souvisly
graf, je podle véty 9.1.16 graf GGy bipartitni. Spektrum o(Ag,) je tedy symetrickeé.

Nadéle uvazujeme graf G'\ Gy; ze spektra o(Ag) jsme odstranili symetrickou ¢ast o(Ag, ),
takze zbytek je stale symetricky. Opakovanim tohoto postupu ukazeme, ze kazda kompo-

nenta je bipartitni graf. O
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