
Počet koster grafu

Věta 1.7.4. Necht’ G = (V , E) je jednoduchý orientovaný graf a necht’ B je jeho incidenční

matice. Označme B0 matici, která z B vznikne odstraněním nějakého (libovolného) řádku. Pak

počet různých koster grafu G je roven det B0BT
0 .

Důkaz. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že jsme vynechali poslední (n-tý) řá-

dek matice B . Označme C čtvercovou podmatici B0 řádu n− 1. Pak platí

|det C|=





1 podgraf G′ ⊆G indukovaný vrcholy,

které odpovídají sloupcům matice C , je kostra G

0 jinak .

(1.2)

Platnost vztahu (1.2) dokážeme indukcí na n. Případ n = 1 je triviální. Pro n > 1 nastávají

dvě možnosti.

a) Existuje vrchol vi (i 6= n) stupně 1 v G′. Potom i -tý řádek matice C obsahuje právě jeden

nenulový prvek (1 nebo −1). Rozvineme determinant podle tohoto řádku a použijeme

indukční předpoklad. Zjevně G′ je kostra G právě tehdy, když G′ \{vi} je kostra G \{vi}.

b) Graf G′ nemá žádný vrchol stupně 1 (resp. G′ má nejvýše jeden vrchol stupně 1 a to vr-

chol vn odpovídající umazanému řádku). Potom ovšem G′ není strom (nebot’ v takovém

případě by měl alespoň dva vrcholy stupně 1) a tedy ani kostra G. Navíc má-li G′ n − 1

hran a není stromem, pak v něm musí existovat vrchol s nulovým stupněm.

i) Vrchol s nulovým stupněm není vn . Pak matice C má nulový řádek a det C = 0.

ii) Vrchol s nulovým stupněm je vn . Pak každý sloupec matice C obsahuje jednu 1 a

jednu −1. Suma řádek je tedy nula, řádky jsou lineárně závislé a det C = 0.

Tvrzení věty plyne z Binet-Cauchyova vzorce

det B0BT
0 =

∑
(det C)2 ,

kde sčítáme, přes všechny čtvercové podmatice B0 řádu n− 1 a ze vzorce (1.2).

Věta 1.7.5 (Kirchhoff’s Matrix-Tree Theorem). Necht’ G = (V , E) je jednoduchý, neoriento-

vaný graf s V = {v1, . . . , vn}. Definujeme matici L0 rozměru (n − 1) × (n − 1) následujícím

způsobem

(L0)i , j =





dG(vi ) i = j ,

−1 i 6= j a {vi , v j } ∈ E,

0 jinak.

Pak G má právě det L0 koster.
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Důkaz. Na základě grafu G sestrojíme orientovaný graf H : použijeme stejnou množinu vr-

cholů a každou hranu grafu G nahradíme dvojicí hran opačné orientace: {u, v} ∈ E(G)⇔
((u, v) ∈ E(H )∧ (v, u) ∈ E(H )). Necht’ A0 vznikla z je incidenční matice grafu H umazáním

posledního řádku. Tvrdíme, že

A0A
T
0 = 2L0 .

Prvek matice A0A
T
0 na pozici (i , j ) je skalárním součinem i -tého a j -tého řádku matice A0.

• Je-li i = j , pak každá hrana která ve vi začíná, nebo končí přispěje jedničkou. Takže

(A0A
T
0 )i ,i = dH (vi ) = 2dG(vi ).

• Je-li i 6= j , pak každá hrana, která začíná ve vi a končí ve v j , nebo naopak začíná ve

v j a končí ve vi přispěje −1. Protože je G jednoduchý, je mezi každou dvojicí vrcholů

maximálně jedna hrana (které odpovídá dvojice hran v H ). Takže (A0A
T
0 )i , j = −2 je-li

{vi , v j } ∈ E(G) a (A0A
T
0
)i , j = 0 jinak.

Celkem máme požadovanou rovnost A0A
T
0 = 2L0 a tedy

detA0A
T
0 = 2n−1 det L0 .

Protože z každé kostry grafu G může vzniknout 2n−1 různých koster grafu H – přǐrazením

orientace n− 1 hranám – plyne tvrzení z Věty 1.7.4.
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3.1 Vrcholová a hranová souvislost

Definice 3.1.1. Necht’ k ∈ N. Graf G = (V , E) se nazývá k-souvislý (přesněji k-vrcholově

souvislý), pokud |V | > k a graf G \U je souvislý pro každou U ⊆ V takovou, že #U < k.

Maximální k ∈N takové, že graf G je k-souvislý, nazýváme (vrcholovou) souvislostí G, značíme

κ(G).

Poznámka. • každý neprázdný graf je 0-souvislý

• 1-souvislé jsou grafy (s #V ≥ 2), které jsou souvislé (viz Definice ??)

• κ(G) = 0 právě tehdy, když G = K1 nebo G není souvislý

• κ(Kn) = n− 1 pro všechna n ∈N

Definice 3.1.2. Necht’ l ∈ N. Graf G = (V , E) se nazývá l -hranově souvislý, pokud #V ≥ 2 a

graf G \ F je souvislý pro každou F ⊆ E takovou, že #F < l . Maximální l ∈N takové, že graf

G je l -hranově souvislý, nazýváme hranovou souvislostí G, značíme κ′(G).

Definice 3.1.3. Necht’ G = (V , E) je graf a A,B ⊆V . Cestu P = x0 · · · xk v grafu G nazveme

A−B cestou pokud V (P )∩A= {x0} a V (P )∩B = {xk}. Necht’ X ⊆V ∪E je taková, že každá

A−B cesta obsahuje vrchol nebo hranu z X . Pak řekneme, že X v G odděluje A od B .

Poznámka. • Z definice 3.1.3 plyne, že A∩B ⊆X

• Graf G je k-vrcholově souvislý, pokud žádné dva jeho vrcholy nejsou odděleny méně

než k vrcholy.

• Speciální případ je X =A. Takovéto X odděluje A od B , nebot’ každá cesta, která začíná

v nějakém vrcholu A obsahuje alespoň tento vrchol z A (a tedy z X ).

Definice 3.1.4. Množinu sousedů vrcholu v ∈V v grafu značíme N (v),

N (v) = {u ∈V |{v, u} ∈ E} .

Věta 3.1.5 (Whitney, 1932). Pro každý graf G s |V (G)| ≥ 2 platí κ(G)≤ κ′(G)≤ δ(G).

Důkaz. Nerovnost κ′(G) ≤ δ(G) plyne z faktu, že množina hran, které vychází z pevně

zvoleného vrcholu v odděluje v G vrchol v od N (v).

Necht’ F ⊆ E je minimální množina hran taková, že G \ F je nesouvislý. Ukážeme, že

κ(G)≤ |F |. Předpokládejme, že v G existuje vrchol v, který není incidentní s žádnou hranou

v F . Necht’ Cv je komponenta grafu G \ F , která obsahuje v. Potom vrcholy v Cv , které

jsou koncovými vrcholy hran z F (v grafu G) oddělují v od G \Cv . Protože žádná hrana z

F nemá oba konce v Cv (díky minimalitě F ) je těchto oddělujících vrcholů maximálně |F | a
tedy κ(G)≤ |F |.

Nyní naopak předpokládejme, že každý vrchol v G je koncem nějaké hrany z F . Zvolme

pevně libovolný vrchol v a označme Cv komponentu grafu G \ F , která obsahuje v. Potom

16



každý soused w vrcholu v takový, že {v, w} /∈ F , leží v Cv a navíc jsou tito sousedé konce

různých hran z F (opět z minimality F ). To znamená, že dG(v)≤ |F |. Protože N (v) odděluje

v od zbylých vrcholů v grafu, dostáváme κ(G) ≤ |F |; s výjimkou případů, kdy tyto zbylé

vrcholy neexistují. V takovém případě v ∪N (v) =V (G). Protože v byl volen libovolně musí

tato rovnost platit pro všechny vrcholy v V (G), G je tedy úplný graf. Pro úplný graf ovšem

platí κ(Kn) = κ
′(Kn) = n− 1.
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3.2 Mengerova věta

Definice 3.2.1. Necht’ G = (V , E) je graf a A,B ⊆V . Definujeme k(G,A,B) jako minimální

počet vrcholů, které v G oddělují A od B .

Důsledek 3.2.2. (1) Protože jak A tak B oddělují A od B máme k(G,A,B)≤min(#A, #B).

(2) Pokud v grafu G neexistují žádné A−B cesty, pak libovolná množina vrcholů a hran X

odděluje A od B. V takovém případě k(G,A,B) = 0.

(3) Pokud A⊆ B, pak triviální cesty (tj. nulové délky), které začínají a končí v A neobsahují žádné

vrcholy, které nejsou v A. Proto žádná množina, která neobsahuje A nemůže oddělovat A od

B; to znamená

A⊆ B ⇒ k(G,A,B) = #A. (3.1)

(4) Necht’ A je pevné a B1,B2 jsou takové, že B1 ⊆ B2. Pak každá množina, která odděluje A od B2

nutně odděluje i A od B1; to znamená

B1 ⊆ B2 ⇒ k(G,A,B1)≤ k(G,A,B2) . (3.2)

Věta 3.2.3 (Menger, 1927). Necht’ G = (V , E) je graf, A,B ⊆ V . Pak minimální počet vrcholů

oddělujících v G množinu A od B je roven maximálnímu počtu disjunktních A−B cest v G.

Necht’ k = k(G,A,B). Zjevně G nemůže obsahovat víc, než k disjunktních A−B cest.

Ukážeme, že takových k cest existuje. Podle Důsledku 3.2.2, bod (2) můžeme předpokládat, že

existuje alespoň jedna A−B cesta (jinak je tvrzení triviání). Za tohoto předpokladu hledaných

k cest najít opakovaným použitím následujícího Lemma.

Lemma 3.2.4. Necht’ G = (V , E) je graf, A,B ⊆V , k = k(G,A,B) a n ∈N, n < k. Existuje-li v

G n disjunktních A−B cest

P1, P2, . . . , Pn ,

pak v G existuje i n+ 1 disjunktních A−B cest

Q1,Q2, . . . ,Qn+1

takových, že je-li b ∈ B koncem nějaké cesty Pi , pak je b také koncem nějaké cesty Q j .

Důkaz. Indukcí na β := #(V \B), tj. počet vrcholů grafu G, které nejsou v množině B .

Necht’ β = 0, takže všechny vrcholy grafu G paťrí do množiny B . Nutně A⊆ B a podle

vztahu (3.1) máme k = #A. V takovém případě je A−B cesta libovolná cesta nulové délky,

která začíná (a končí) v nějakém vrcholu A. Máme-li n (n < #A) A−B cest, můžeme přidat
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další A−B cestu nulové délky začínající v některém zatím nepoužitém vrcholu množiny A.

Tím získáme n+ 1 cest požadovaných vlastností.

Předpokládejme, že lemma platí pro všechna β<β0 pro nějaké pevné β0 ≥ 1. Ukážeme

platnost pro β =β0. Mějme tedy G = (V , E) a množiny A,B ⊆V takové, že k = k(G,A,B)

a β0 = $(V \B). Necht’ P1, . . . , Pn je n disjunktních A−B cest. Označme konce cest P j takto:

a j konec v množině A, b j konec v množině B . Protože podle předpokladů n < k, neodděluje

množina {b1, b2, . . . , bn} A od B , tj. v G existuje A−B cesta, která není incidentní z žádným z

vrcholů z {b1, b2, . . . , bn}, označme ji R.

Pokud je cesta R disjunktní se všemi cestami P1, . . . , Pn pak

Q1 = P1, . . . ,Qn = Pn,Qn+1 = R

je n+ 1 cest hledaných vlastností.

V opačném případě označme x poslední vrchol, ve kterém R protíná nějakou cestu Pi .

Bez újmy na obecnosti i = n. Definujeme

B ′ := B ∪V (xPn ∪ xR) ,

tzn. B ′ původní množina B spolu s vrcholy na cestách, které jsou na následujícím obrázku

vyznačeny tučně.

BA

a1

a2

an

b1

b2

bn

x

b0

R

P1

P2

Pn

xR

xPn

Obrázek 3.4: Výchozí situace pro důkaz Lemma 3.2.4.

Z definice plyne B ⊆ B ′, takže podle vztahu (3.2) dostáváme n < k = k(G,A,B) ≤
k(G,A,B ′). Podle indukčního předpokladu pro množinu B ′ (#B ′ > #B ) a n disjunktních A−B ′

cest P1, . . . , Pn−1, Pn x existuje v grafu n+ 1 disjunktních A−B ′ cest Q ′1, . . . ,Q ′n+1, jejichž kon-

cové body jsou b1, . . . , bn−1, x, y. Pro vrchol y platí, že y ∈ B ′ a y /∈ {b1, . . . , bn−1, x}. Bez újmy

na obecnosti můžeme zpermutovat indexy cest tak, aby v množině B ′ byly: bi koncem Q ′
i

pro i = 1, . . . , n− 1, x koncem Q ′n a y koncem Q ′n+1. Rozlišíme ťri případy v závislosti na y.
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a) y ∈ xPn.

Definujeme

Qi :=Q ′
i

1≤ i ≤ n− 1

Qn :=Q ′n xR

Qn+1 :=Q ′n+1yPn

BA

b1

b2

bn

x

b0

Q′

1

Q′

2

Q′

n
y

Q′

n+1

yPn

xR

b) y ∈ xR.

Definujeme

Qi :=Q ′i 1≤ i ≤ n− 1

Qn :=Q ′
n

xPn

Qn+1 :=Q ′n+1yR

BA

b1

b2

bn

x

b0

Q′

1

Q′

2

Q′

n

y

Q′

n+1

xR

xPn

c) y /∈ xPn ∪ xR.

Protože y je konec A−B ′ cesty, nutně y ∈ B . Navíc y 6= bn a z indukčního předpokladu také

y 6= b j pro 1≤ j ≤ n− 1. Definujeme

Qi :=Q ′
i

1≤ i ≤ n− 1 ,

Qn :=Q ′n xPn

Qn+1 :=Q ′
n+1

. BA

b1

b2

bn

x

b0

Q′

1

Q′

2

Q′

n
xPn

yQ′

n+1

Ve všech ťrech případech Q1, . . . ,Qn+1 je n+ 1 A−B cest požadovaných vlastností.

Definice 3.2.5. Cesty v grafu nazveme nezávislé, pokud žádná z nich neobsahuje vniťrní (tj.

nekoncový) vrchol nějaké jiné.

Důsledek 3.2.6. Necht’ G = (V , E) je graf a necht’ a, b ∈ V , a 6= b . Pokud {a, b} /∈ E pak

minimální počet vrcholů (různých od a, b ), které oddělují v G a od b je rovný maximálnímu

počtu nezávislých a–b cest v G.

Důkaz. Aplikací Mengerovy věty pro A :=N (a) a B :=N (b ).

Věta 3.2.7 (Globální verze Mengerovy věty). Graf G = (V , E) je k-vrcholově souvislý právě

tehdy, když obsahuje k nezávislých cest mezi libovolnou dvojicí vrcholů.
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Důkaz. ⇐: Protože G obsahuje k nezávislých cest mezi libovolnou dvojicí vrcholů, pak nutně

#V > k (protože G je jednodychý) a navíc žádné dva jeho vrcholy nemohou být odděleny

méně než k vrcholy. Podle definice je G k-souvislý.

⇒: Sporem; předpokládáme, že G je k-souvislý a zároveň v něm existuje dvojice vrcholů

a, b ∈ V takých, že mezi nimi je méně než k nezávislých cest. Podle Důsledku 3.2.6 to zna-

mená, že {a, b} ∈ E . Uvažujeme graf G′ := G \ {{a, b}}. Graf G′ obsahuje maximálně k − 2

nezávislých a–b cest. Opět podle Důsledku 3.2.6 existuje X ⊆V taková, že X odděluje v G a

od b a zároveň #X ≤ k−2. Z k-souvislosti grafu G plyne #V > k a tedy existuje alespoň jeden

vrchol v ∈V , v /∈X ∪{a, b}. V grafu G′ nutně množina X odděluje vrchol v bud’ od vrcholu

a nebo od b (jinak by X neoddělovala a od b ). Bez újmy na obecnosti předpokládáme, že X

odděluje v G′ v od a. Potom ovšem je X ∪ {b}množina maximálně k − 1 vrcholů, které v G

oddělují v od a. Spor s k-souvislostí G.
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4.1 Maximální párování

Definice 4.1.1. Bud’ G = (V , E) graf. Párování v grafu G je množina M ⊆ E taková, že

∀e , f ∈M (e 6= f ⇒ e ∩ f = ;).

Definice 4.1.2. Necht’ G = (V , E) je graf a M ⊆ E je párování v G. Řekneme, že vrchol v ∈V

je M-saturovaný pokud ∃e ∈M (v ∈ e).

Definice 4.1.3. Párování M v grafu G nazveme maximální , pokud pro každé párování M ′ v

G platí #M ≥ #M ′. Velikost maximálního párování v grafu G značíme ν(G).

Definice 4.1.4. Necht’ M je párování v grafu G = (V , E). Cestu v0, v1, . . . , vk v G nazveme

M-střídající , jestliže {vi−1, vi} ∈ E⇔{vi , vi+1} /∈ E pro všechna i = 1, . . . , k − 1. M -sťrídající

cestu nazveme M-zlepšující , když ani jeden z jejích koncových vrcholů není M -saturovaný.

Věta 4.1.5 (Berge). Párování M v grafu G = (V , E) je maximální právě tehdy, když v G neexis-

tuje M-zlepšující cesta.

Důkaz. ⇒: Necht’ v G existuje M -zlepšující cesta P . Pak M ′ :=M△P je párování v G takové,

že #M ′ = #M + 1. To je spor s maximalitou M .

⇐: Necht’ v G neexistuje M -zlepšující cesta a zároveň M není maximální párování. Pak v

G existuje párování M ′ takové, že #M ′ > #M . Uvažujeme graf H := (V , M△M ′). H je tvořen

izolovanými body, cestami a kružnicemi sudé délky. Protože #M ′ > #M , musí H obsahovat

alespoň jednu cestu liché délky, ozn. P , jejíž první i poslední hrana jsou z M ′. Ani jeden

koncový vrchol cesty P nemohl být v G M -saturovaný, takže P je M -zlepšující cesta v G.

4.2 Velikost maximálního párování

Definice 4.2.1. Množina S ⊆ V (G) se nazývá vrcholové pokrytí grafu G, pokud ∀e ∈ E(G)

∃v ∈ S
�

v ∈ e
�
. Vrcholové pokrytí S grafu G nazveme minimální , pokud pro každé vrcho-

lové pokrytí S ′ grafu G platí #S ≤ #S ′. Velikost minimálního vrcholového pokrytí grafu G

značíme τ(G).

Pozorování 4.2.2. Pro libovolné párování M v grafu G a libovolné vrcholové pokrytí S grafu

G platí |M | ≤ |S |. Speciálně ν(G)≤ τ(G).

Věta 4.2.3 (Königova-Egerváryova věta). Necht’ G je bipartitní graf. Pak ν(G) = τ(G).
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Důkaz. Necht’ G = (V1 ∪V2, E) je bipartitní graf a necht’ M je maximální párování v G.

Označme U ⊆V1 množinu vrcholů, které nejsou M -saturované. Definujeme

X := {v ∈V1 | z U vede do v M -sťrídající cesta} ,
Y := {v ∈V2 | z U vede do v M -sťrídající cesta} .

Pak na M -sťrídajících cestách začínajících v U vždy 1. hrana není z M , 2. hrana je z M , 3.

hrana není z M , atd. Každá M -sťrídající cesta začínající v U nutně končí ve V1. V opačném

případě by byla zároveň M -zlepšující což je ve sporu s maximalitou párování M . Každý vrchol

z Y je tedy spojen hranou z M s vrcholem z X \U . Navíc každý soused libovolného vrcholu

x z X musí ležet v Y : necht’ y je soused x ∈ X . Pak M -sťrídající cesta z U do x prodloužená

o hranu {x, y} tvoří M -sťrídající cestu z U do y. Tedy

N (X ) = Y . (4.1)

Definujeme K := (V1\X )∪Y . Pak K je vrcholové pokrytí G. V opačném případě v G existuje

hrana s jedním koncem v X a s druhým koncem v V2 \Y . To je spor s (4.1).

X
︷ ︸︸ ︷

U
︷ ︸︸ ︷

︸ ︷︷ ︸

Y =N(X)

Obrázek 4.1: Množiny U , X a Y v důkazu Věty 4.2.3. Hrany z párování M jsou tučné, vr-

choly z množiny K plné.

Navíc platí #M = #K . Jinak by musela existovat hrana e ∈ M , e = {x, y} taková, že x, y ∈ K

a tedy x ∈ V1 \X a y ∈ Y . V grafu nutně existuje M -sťrídající cesta z U do y, ozn. P , jejíž

poslední hrana není z M . Potom P + e je M -sťrídající hrana z U do x a tedy x ∈ X . Spor s

x ∈V1 \X .

Věta 4.2.4 (Königova-Oreova formule). Necht’ G = (V1∪V2, E) je bipartitní graf. Pak

ν(G) =min
S⊆V1

{#(V1 \ S)+ #N (S)} .

Důkaz. Necht’ S ⊆V1 je libovolná. Pak každá hrana grafu (a tedy i hrana z nějakého párování

M ) má konec bud’ ve V1 \ S , nebo v N (S). Maximální počet hran v libovolném párování je

25



tedy menší nebo roven #(V1 \ S)+ #N (S) pro každou S ⊆V1. Proto

ν(G)≤min
S⊆V1

{#(V1 \ S)+ #N (S)} .

Naopak necht’ M je maximální párování. Označme S ⊆V1 množinu vrcholů, do kterých

vede M -sťrídající cesta z nějakého v ∈V1, který není M -saturovaný. Snadno ověříme, že

• každý vrchol v N (S) je M -saturovaný,

• každý vrchol v V1 \ S je M -saturovaný,

• žádná hrana z M nespojuje vrchol z V1 \ S s vrcholem z N (S).

Z toho plyne, že

ν(G)≥min
S⊆V1

{#(V1 \ S)+ #N (S)} .
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Kapitola 6Toky v sítíh
6.1 Základní pojmyDe�nie 6.1.1. Neh´ G = (V,E) je orientovaný graf. M¥jme X,Y ⊂ V mnoºiny vrhol·takové, ºe X,Y 6= ∅, X ∩ Y = ∅ a funki c : E → N. Uspo°ádanou £tve°ii N = (G,X, Y, c)nazveme sí´.V p°ípad¥ tok· v sítíh slouºí (orientované) grafy jako modely dopravní sít¥, kterou proházín¥jaký tok � elekt°iny, zboºí, nebo t°eba dat. Z této situae vyhází i názvosloví: vrholy mnoºiny
X se ozna£ují jako výrobi, vrholy mnoºiny Y jako spot°ebitelé a hodnota funke c p°edstavujekapaitu daného spojení.V elé kapitole budeme pouºívat následujíí zna£ení: neh´ e je hrana orientovaného grafu;symbolem e+ ozna£ujeme vrhol, do kterého hrana e vede, zatímo symbolem e− vrhol, zekterého e vyhází.De�nie 6.1.2. Tok v síti N = (G,X, Y, c) je funke f : E → R, která spl¬uje následujíí dv¥podmínky(T1) 0 ≤ f(e) ≤ c(e) pro v²ehny hrany e ∈ E.(T2) ∑e+=v f(e) =

∑

e−=v f(e) pro v²ehny tak zvané vnit°ní vrholy sít¥ v ∈ V \ X \ Y .Poznámka. V kaºdé síti existuje alespo¬ jeden tom, nebo´ funke ∀e ∈ E (f(e) = 0) spl¬ujeob¥ podmínky v De�nii 6.1.2. Tento tok se nazývá nulový.De�nie 6.1.3. Hodnota toku f v síti N = (G,X, Y, c), ozna£ujeme val(f), je de�novánajako
val(f) :=

∑

e−∈X

f(e) −
∑

e+∈X

f(e) .Zbytek kapitoly (p°edev²ím úvahy o maximálním toku v následujíí £ásti) si zjednodu²ímetím, ºe budeme uvaºovat pouze speiální tvar sít¥ � sí´ s jedním výrobem a s jedním spot°ebite-lem. Poznamenejme, ºe to není mo velké omezení, nebo´ kaºdou sí´ m·ºeme lehe transformovatdo poºadovaného tvaru: 21



22 KAPITOLA 6. TOKY V SÍTÍCH
• p°idáme nové vrholy x0 (výrobe) a y0 (spot°ebitel)
• spojíme v²ehny vrholy v X s vrholem x0 hranami s kapaitou +∞

• spojíme v²ehny vrholy v Y s vrholem y0 hranami s kapaitou +∞6.2 Maximální tokDe�nie 6.2.1. �ekneme, ºe tok f v síti N je maximální, pokud pro v²ehny toky f ′ v Nplatí val(f) ≥ val(f ′).De�nie 6.2.2. Neh´ N = (G,x0, y0, c) je sí´ a neh S ⊂ V (G) je taková, ºe x0 ∈ S a y0 /∈ S.Ozna£me S̄ := V (G) \S. Potom dvojii (S, S̄) nazveme °ezem v síti N . Kapaitu °ezu (S, S̄)de�nujeme jako
c((S, S̄)) =

∑

e−∈S
e+∈S̄

c(e) .Tvrzení 6.2.3. Pro kaºdý tok f a °ez (S, S̄) v síti N = (G,x0, y0, c) platí
val(f) =

∑

e−∈S, e+∈S̄

f(e) −
∑

e−∈S̄, e+∈S

f(e) ≤ c((S, S̄)) .D·kaz. Z de�nie hodnoty toku máme
val(f) =

∑

e−=x0

f(e) −
∑

e+=x0

f(e) =
∑

v∈S

(
∑

e−=v

f(e) −
∑

e+=v

f(e)

)

,kde druhá rovnost plyne z podmínky (T2) pro tok. Sumu na pravé stran¥ m·ºeme rozd¥lit nadv¥ £ásti podle toho, zda má daná hrana oba kone v S (£ást (a)), nebo práv¥ jeden kone v S(£ást (b))
val(f) =

∑

e−∈S, e+∈S

f(e) −
∑

e−∈S, e+∈S

f(e)

︸ ︷︷ ︸(a) +
∑

e−∈S, e+∈S̄

f(e) −
∑

e−∈S̄, e+∈S

f(e)

︸ ︷︷ ︸(b) =

=
∑

e−∈S, e+∈S̄

f(e) −
∑

e−∈S̄, e+∈S

f(e) ≤ c((S, S̄)) .Poslední nerovnost plyne podmínky (T1) pro tok f .Poznámka. Speiáln¥ platí, ºe hodnota maximálního toku je men²í nebo rovna kapait¥ mini-málního °ezu. Zjevn¥ najdeme-li tok f s °ez (S, S̄) tak, ºe val(f) = c((S, S̄)), pak f je maximálnítok.De�nie 6.2.4. Neh´ f je tok v síti N = (G,x0, y0, c) a neh´ P je neorientovaná esta v G(tzn. zajímá nás pouze p°ítomnost hrany, nikoli její orientae) s po£átkem v x0. Pro kaºdou e ∈ Pde�nujeme
ι(e) :=







c(e) − f(e) je-li e na P orientována ve sm¥ru od x0,
f(e) jinak.Jestliºe ι(P ) := mine∈P ι(e) > 0, pak °ekneme, ºe esta P je f-nenasyená.



6.2. MAXIMÁLNÍ TOK 23Hodnota ι(P ) se n¥kdy nazývá zbytková kapaita. Je to vlastn¥ maximální mnoºství, o kterém·ºeme zvý²it tok f na est¥ P , aniº byhom poru²ili podmínku (T1) z de�nie toku. Formáln¥je postup tohoto zvý²ení a jeho d·sledek shrnut v následujíí v¥t¥.V¥ta 6.2.5 (O f -nenasyenýh estáh). Tok f v síti N = (G,x0, y0, c) je maximální práv¥tehdy, kdyº v N neexistuje f -nenasyená esta kon£íí ve vrholu y0.D·kaz. ⇒: (sporem) Neh´ f je maximální tok v N a neh´ v N existuje f -nenasyená esta Pkon£íí v y0. De�nujeme f̃ :
• ∀e ∈ E, e /∈ P (f̃(e) = f(e)),
• ∀e ∈ E, e ∈ P orientovaná na P ve sm¥ru z x0: f̃(e) = f(e) + ι(P ),
• ∀e ∈ E, e ∈ P orientovaná na P proti sm¥ru z x0: f̃(e) = f(e) − ι(P ).Potom zjevn¥ f̃ spl¬uje podmínky (T1) a (T2) pro tok a naví val(f̃) = val(f) + ι(P ) > val(f).
⇐: De�nujeme mnoºinu S := {v ∈ V | ∃f -nenasyená esta z x0 do v}. Potom x0 ∈ S apodle p°edpokladu y0 /∈ S. (S, S̄) je tedy °ez v síti N . Na kaºdé hran¥ e = (u, v), kde u ∈ S a

v ∈ S̄ musí být ι(e) = 0 neboli f(e) = c(e), jinak by bylo v ∈ S. Ze stejného d·vodu na kaºdéhran¥ e = (u, v) s u ∈ S̄ a v ∈ S musí být ι(e) = 0, a tedy f(e) = 0. Proto platí
c((S, S̄)) =

∑

e−∈S, e+∈S̄

c(e) =
∑

e−∈S, e+∈S̄

f(e) −
∑

e−∈S̄, e+∈S

f(e) = val(f) .Na²li jsme °ez s c((S, S̄)) = val(f). Tok f je tedy maximální.V¥ta 6.2.6 (Max-�ow Min-ut teorém). V libovolné síti je hodnota maximálního toku rovnákapait¥ minimálního °ezu.D·kaz. Podle Tvrzení 6.2.3 je kapaita libovolného °ezu horní mezí na hodnotu toku v síti. D·kazV¥ty 6.2.5 ukazuje, ºe maximální tok v síti nabývá této hranie pro jistý °ez (S, S̄).V¥ta 6.2.7 (O elo£íselném toku). Neh´ N je sí´ s elo£íselnými kapaitami hran. Pak v Nexistuje maximální tok s elo£íselnými hodnotami.D·kaz. Hledáme maximální tok jako v d·kazu V¥ty 6.2.5. Vyjdeme od nulového toku a v kaºdémkroku tok zvedneme o ι(P ) ∈ N. Kapaita minimálního °ezu je kone£né £íslo, takºe po kone£n¥mnoha kroíh dostaneme maximální tok s elo£íselnými hodnotami.Poznámka. D·kaz V¥ty 6.2.7 dává algoritmus na nalezení maximálního toku: za£neme od nu-lového toku a zvy²ujeme jej, dokud existuje n¥jaká nenasyená esta (toto je podstata �labelingalgorithm� Forda a Fulkersona (1957)). Tento p°ístup ov²em naráºí na dva problémy:
• pro sít¥ s oben¥ reálnými kapaitami se algoritmus nemusí v·be zastavit
• i v p°ípad¥ elo£íselnýh kapait m·ºe být £asová náro£nost (pokud ²patn¥ volíme nenasy-ené esty, viz následujíí p°íklad) úm¥rná ∑e∈E c(e).



24 KAPITOLA 6. TOKY V SÍTÍCHP°íklad . Pokud budeme v následujíí síti hledat maximální tok pomoí Ford-Fulkersonova algo-ritmu a p°itom budeme na st°ídav¥ pouºívat £árkovanou a te£kovanou estu, budeme pot°ebovat
m krok· (namísto optimálníh 2).

m m

m m

1



6.3. BOOLEOVSKÉ TOKY 256.3 Booleovské tokyDe�nie 6.3.1. Booleovský tok v síti N = (E,X, Y, c) je takový tok f , pro který f(e) ∈ {0, 1}pro v²ehny e ∈ E(G).Poznámka. Booleovské toky se objevují p°edev²ím v kombinatorikýh aplikaíh teorie tok·.S jejih pomoí je snadné demonstrovat, jak významným výsledkem je Max-�ow Min-ut teorém(V¥ta 6.2.6). Mnoho výsledk· z teorie graf· je � p°i vhodn¥ zvolené síti, £asto s booleovskýmtokem � jejím p°ímým d·sledkem.S pomoí booleovskýh sítí p°edvedeme alternativní d·kaz Hallovy v¥ty o párování v bipar-titníh grafeh (V¥ta 4.2.1) a Mengerovy v¥ty o souvislosti graf· (V¥ta 3.2.3).Hallova v¥taV¥ta. Neh´ G = (V1 ∪ V2, E) je bipartitiní graf. V G existuje párování saturujíí elé V1 práv¥tehdy, kdyº ∀T ⊂ V1(|N(T )| ≥ |T |).Nap°ed zkonstruujeme na základ¥ bipartitního grafu G sí´ N(H,x0, y0, c):
• V (H) = V (G) ∪ {x0, y0}, kde x0, y0 /∈ V (G).
• E(H) = {(u, v) | {u, v} ∈ E(G), u ∈ V1, v ∈ V2} ∪ {(x0, u) |u ∈ V1} ∪ {(v, y0) | v ∈ V2}.
• c(e) = 1 pro v²ehny e ∈ E(H).Lemma 6.3.2. V síti N existuje tok f s val(f) = |V1| práv¥ tehdy, kdyº v G existuje párovánísaturujíí elé V1.D·kaz. ⇐: Neh´ M je párování v G (a zárove¬ v p°íslu²né £ásti H) saturujíí elé V1. Poloºme

f(e) = 1 pro v²ehny e ∈ M a naví f((x0, u)) = 1 a f((v, y0)) = 1 pokud u respektive v jsou
M -saturované. Pro v²ehny ostatní hrany f(e) = 0. Z°ejm¥ f je tok v N s val(f) = |V1|.

⇒: Tok f s val(f) = |V1| je zjevn¥ maximální na N . Podle v¥ty o Celo£íselném toku(V¥ta 6.2.7) m·ºeme p°edpokládat, ºe f je booleovský. Takºe párování saturujíí elé V1 zís-káme tak, ºe do n¥j dáme v²ehny hrany e = (u, v) takové, pro které u ∈ V1, v ∈ V2 a f(e) = 1.Podmínky na párování jednodu²e plynou z toho, ºe tok je booleovský a z podmínek (T1) a (T2)na tok.D·kaz Hallovy v¥ty. Jak jsme p°edvedli jiº v kapitole 4, implikae zleva doprava je triviální.Dokáºeme tedy pouze sm¥r zprava doleva. P°edpokládejme, ºe maximální tok v N má hodnotumen²í neº |V1| (tj. podle Lemma 6.3.2 v G není párování saturujíí elé V1). Podle Max-�owMin-ut teorému existuje v N °ez (S, S̄) s c((S, (̄S))) < |V1|.Díky konstruki sít¥ N (viz Obrázek 6.1) máme
c((S, S̄)) ≥ |S̄ ∩ V1| + |S̄ ∩ N(S ∩ V1)| + |S ∩ V2| ,a naví

|N(S ∩ V1| ≤ |S̄ ∩ N(S ∩ V1)| + |S ∩ V2| .
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V1 V2

x0

y0

S

S̄

Obrázek 6.1: D·kaz Hallovy v¥ty pomoí booleovské sít¥Dohromady
|N(S ∩ V1)| ≤ |S̄ ∩ N(S ∩ V1)| + |S ∩ V2| + |S̄ ∩ V1|

︸ ︷︷ ︸

≤c((S,S̄))

−|S̄ ∩ V1| < |V1| − |S̄ ∩ V1| = |S ∩ V1| .Podmínka z v¥ty není spln¥na pro T := S ∩ V1.Mengerova v¥taV¥ta. Neh´ G = (V,E) je orientovaný graf, u, v ∈ V , u 6= v. Pak minimální po£et hranodd¥lujííh u od v je roven maximálnímu po£tu hranov¥ disjunktníh est jdouíh z u do v.D·kaz. Neh´ N = (G,u, v, c) je sí´ s c(e) = 1 pro v²ehny e ∈ E(G). Z°ejm¥ kaºdá mnoºinahranov¥ disjunktníh est vedouíh z u do v dává tok hodnoty k z u do v.Naopak, neh´ f je maximální tok v N . M·ºeme p°edpokládat, podle V¥ty 6.2.7, ºe je boole-ovský. Na základ¥ libovolného booleovského toku f v síti N s val(f) = k m·ºeme zkonstruovat khranov¥ disjunktníh est z u do v: z vrholu u jdeme po neozna£enýh hranáh s f(e) = 1 dokudnedorazíme do vrholu v. Pokaºdé, kdyº projdeme po hran¥, tak ji ozna£íme. Kdyº dojdeme do
v, sníºíme tok na ozna£enýh hranáh o 1 a sestrojíme z nih estu odstran¥ním p°ípadnýhkruºni. Díky vlastnosti toku (T2) esta musí kon£it ve vrholu v. Hodnota toku se s kaºdoutakto sestrojenou estou sníºí o jedna. Maximální po£et hranov¥ disjunktníh est je tedy rovenhodnot¥ maximálního toku a tedy i kapait¥ minimálního °ezu.Zjevn¥ kaºdý °ez (S, S̄) v síti N dává mnoºinu c((S, S̄)) hran X = {e ∈ E(G) | e− ∈ S, e+ ∈

S̄}, které odd¥lují u od v.Naopak p°edpokládejme, ºe mnoºina X ⊂ E(G) odd¥luje u od v, a ºe velikost X je nejmen²ímoºná. Neh´ S je mnoºina vrhol· leºííh na estáh z u, které neobsahují ºádnou hranu z X.Z de�nie mnoºiny odd¥lujíí dva vrholy máme t /∈ S, (S, S̄) je tedy °ez v N . Naví pro v²ehnyhrany e ∈ E(G) s e− ∈ S, e+ ∈ S̄ platí e ∈ X, protoºe jinak by muselo být e+ ∈ S, oº je spor.Z minimality X plyne |X| = c((S, S̄)). Minimální kapaita °ezu v N je tedy rovna i minimálnímupo£tu hran odd¥lujííh u od v.



Kapitola 9Algebraiká teorie graf·
9.1 Lineární algebra a teorie matiPouºívané zna£ení. σ(A) . . . spektrum matie A

λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn = Λ . . . uspo°ádaná vl. £ísla
̺(A) = max{|λi| | λi ∈ σ(A)} . . . spektrální polom¥r matie ADe�nie 9.1.1. �tverová matie se nazývá rozloºitelná, je-li tvaru (nebo lze-li ji simul-tánní permutaí °ádk· a sloup· p°evést na tvar)

(
A1 B

0 A2

)
,kde A1, A2 jsou £tverové matie °ádu alespo¬ 1. �tverová matie se nazývá nerozloºi-telná, není-li rozloºitelná.Tvrzení 9.1.2. Adjaen£ní matie AG grafu G = (V, E) je nerozloºitelná práv¥ tehdy,kdyº je graf G souvislý.V¥ta 9.1.3 (Perron-Frobenius). (1) Neh´ A je nezáporná £tverová matie. Potom ̺(A)je vlastním £íslem matie A a existuje nezáporný vlastní vektor matie A, odpovídajíítomuto vlastnímu £íslu.(2) Neh´ A je nezáporná nerozloºitelná £tverová matie. Pak spektrální polom¥r ̺(A)je kladné vlastní £íslo matie A s násobností jedna a tomuto vlastnímu £íslu odpo-vídá kladný vlastní vektor. �ádnému jinému vlastnímu £íslu jiº neodpovídá nezápornývlastní vektor.Tvrzení 9.1.4. Vlastní £ísla symetriké matie jsou reálná.V¥ta 9.1.5 (Shur). Kaºdou komplexní £tverovou matii A ∈ Cn,n lze vyjád°it ve tvaru

A = UTUH , kde U je unitární a T horní trojúhelníková matie.37



V¥ta 9.1.6 (Hlavní v¥ta o symetrikýh matiíh). Kaºdou (reálnou) symetrikou matii
A lze vyjád°it ve tvaru A = CDCT , kde C je ortogonální a D je reálná diagonálnímatie. P°itom diagonální prvky matie D jsou vlastní £ísla matie A (vhodnou volboumatie C m·ºeme dosáhnout libovolného uspo°ádání) a sloupe matie C jsou vlastnívektory matie A.Tvrzení 9.1.7. Neh´ A je nezáporná, symetriká matie, Λ její maximální vlastní £íslo.Pak platí

̺(A) = Λ = max
‖x‖=1

xTAx .D·kaz. První rovnost je obsahem Perron-Frobeniovy v¥ty. Neh´ x ∈ Rn je libovolnýtakový, ºe ‖x‖ = 1. Neh´ D je matie vzniklá diagonalizaí matie A, tj. D = CTAC,taková, ºe Λ se vyskytuje v jejím pravém dolním rohu. Neh´ y := CT x. Protoºe je Cortogonální, tvo°í její sloupe ortonormální bázi Rn a proto ‖y‖ = 1. Takºe
xTAx = xT CCTACCT x = yTDy =

n∑

i=1

λiy
2
i ≤ ̺(A)

n∑

i=1

y2
i = ̺(A) .Pro libovolný x ∈ Rn dostáváme xTAx ≤ ̺(A) a tedy max‖x‖=1 xTAx ≤ ̺(A). Pokudzvolíme x tak, aby yT = (0, . . . , 0, 1) nastane (díky volb¥ tvaru matie D) poºadovanárovnost ∑n

i=1 λiy
2
i = Λ.9.1.1 Spektrum adjaen£ní matieTvrzení 9.1.8. Neh´ AG je adjaen£ní matie jednoduhého grafu G = (V, E) s #V = n.Pak(i) ∑n

i=1 λi = 0,(ii) ∑n

i=1 λ2
i = #E.D·kaz. Neh´ D je matie vzniklá diagonalizaí matie AG. Matie D a AG mají �jakoºto podobné matie � stejné spektrum a stopu a proto

n∑

i=1

λi = Tr(D) = Tr(AG) =

n∑

i=1

(AG)ii = 0 ,kde poslední rovnost plyne z faktu, ºe jednoduhý graf neobsahuje smy£ky a tedy jehoadjaen£ní matie má nulovou diagonálu.Dále platí
Tr(A2

G) = Tr(CTA2
GC) = Tr(CTAGCCTAGC) = Tr(D2) =

n∑

i=1

λ2
i38



a zárove¬
Tr(A2

G) =
∑

v∈V

dG(v) = 2#E ,kde poslední dv¥ rovnosti plynou z v¥t 1.4.1 respektive 1.2.1.V¥ta 9.1.9. Neh´ Λ je maximální vlastní £íslo adjaen£ní matie AG grafu G = (V, E).Pak platí δ(G) ≤ Λ ≤ ∆(G).D·kaz. Neh´ V = {v1, . . . , vn}. Ozna£me j ∈ R
n jednotkový vektor jT = 1√

n
(1, . . . , 1).Pak z Tvrzení 9.1.7 dostáváme

Λ = max
‖x‖=1

xTAGx ≥ j TAGj =
1

n

n∑

i=1

dG(vi) ≥
1

n

n∑

i=1

δ(G) =
1

n
nδ(G) = δ(G) .Neh´ x = (x1, . . . , xn) je nezáporný vlastní vektor matie AG k vlastnímu £íslu Λ. Upra-víme jej tak, aby maximální sloºka (ozn. xk) byla 1. Dostáváme

Λ




x1...
xn


 = AG




x1...
xn


 ≤ AG




1...
1


 =




dG(v1)...
dG(vn)


 , (9.1)tedy uvaºujeme-li pouze k-tý °ádek

Λ = Λxk = · · · = dG(vk) ≤ ∆(G) . (9.2)Poznámka. Kdy nastane v Tvrzení 9.1.9 rovnost Λ = ∆(G)? V obou nerovnosteh vrovniíh (9.1) a (9.2) musí nastat rovnost. P°edn¥ tedy musí platit dG(vk) = ∆(G), dálepak
(ak1, ak2, . . . , akn)




x1...
xn


 = (ak1, ak2, . . . , akn)




1...
1


 ,tedy xi = 1 pro kaºdé i takové, ºe {vk, vi} ∈ E. To ale znamená, ºe i tuto sloºku vlastníhovektoru k Λ jsem mohl pouºít v (9.2), tzn. i zde heme nerovnost nahradit rovností.Speiáln¥ musí platit dG(vi) = ∆(G) pro v²ehna i taková, ºe {vk, vi} ∈ E. Zárove¬ prov²ehny tyto vrholy musíme zopakovat úvahu o druhé nerovnosti a podmínka dG(v) =

∆(G) se tak p°enese i na sousedy soused· vrholu vk a tak dál.D·sledek 9.1.10. Neh´ G = (V, E) je souvislý graf. Pak pro maximální vlastní £íslojeho adjaen£ní matie platí Λ = ∆(G) práv¥ tehdy, kdyº G je regulární.Tvrzení 9.1.11. Neh´ G = (V, E) je regulární souvislý graf, AG jeho adjaen£ní matiea σ(AG) = {λ1, . . . , λn−1, Λ}. Pak vlastní vektory k vlastním £ísl·m λ 6= Λ leºí v nadrovin¥
{(x1, . . . , xn) |

∑n

i=1 xi = 0}. 39



D·kaz. Neh´ λ je libovolné vlastní £íslo AG, λ 6= Λ. Dle p°edpokladu je G souvislý, jehoadjaen£ní matie je tedy nerozloºitelná a podle Perron-Frobeniovy v¥ty má její maximálnívlastní £íslo Λ násobnost 1. Naví podle d·sledku 9.1.10 platí Λ = ∆(G). Celkem tedy
λ 6= ∆(G). Se£teme-li rovnii

AG




x1...
xn


 = λ




x1...
xn


po sloºkáh, dostaneme

∆(G)

n∑

i=1

xi = λ

n∑

i=1

xi .Protoºe λ 6= ∆(G) nastane rovnost pouze v p°ípad¥ ∑n

i=1 xi = 0.V¥ta 9.1.12. Neh´ λ1 ≤ · · · ≤ λn−1 ≤ Λ = ∆(G) je spektrum adjaen£ní matie AGregulární souvislého grafu G = (V, E) s #V = n. Pak spektrum adjaen£ní matie grafu
G je {−1 − λi | i = 1, . . . , n − 1} ∪ {n − 1 − ∆(G)}.D·kaz. Vyjdeme z následujíího vztahu mezi matiemi AG a AG.

AG + AG + I = J =




1 · · · 1... . . . ...
1 · · · 1


 (9.3)1) Je-li y = (y1, . . . , yn) vlastní vektor k Λ, pak z poznámky za v¥tou 9.1.9 o grafu z

Λ = ∆(G) plyne, ºe y = (1, . . . , 1). Z rovnie (9.3) dostáváme
AG




1...
1


 = (J − I −AG)




1...
1


 =




n...
n


−




1...
1


−∆(G)




1...
1


 = (n− 1−∆(G))




1...
1


 .Takºe (n − 1 − ∆(G)) je vlastní £íslo matie AG.2) Neh´ (x1, . . . , xn) je vlastní vektor k λi, i ≤ n − 1. Pak z rovnie (9.3) dostáváme

AG




x1...
xn


 = (J − I − AG)




x1...
xn


 =




0...
0


−




x1...
xn


− λi




x1...
xn


 = (−1 − λi)




x1...
xn


 ,kde p°edposlední rovnost plyne z Tvrzení 9.1.11. Takºe (−1−λi) je vlastní £íslo matie

AG pro v²ehna i ≤ n − 1.De�nie 9.1.13. Má-li harakteristiký polynom matie A tvar χA(λ) =
∏s

i=1(λ−λi)
ki,de�nujeme χ̃A(λ) :=

∏s

i=1(λ − λi). 40



Tvrzení 9.1.14. Pro diagonalizovatelnou matii A platí, ºe χ̃A(A) = 0.D·kaz. Neh´ A je diagonalizovatelná, tj. existuje invertovatelná matie P taková, ºe
P−1AP = D =




λ1 . . .
λ1 . . .

λs . . .
λs




.

Pak následujíí rovnosti jsou ekvivalentní
χ̃A(A) = (A − λ1I)(A − λ2I) · · · (A − λsI) = 0

P−1(A − λ1I)P−1P (A − λ2I)P−1P · · ·P−1P (A − λsI)P = 0

(D − λ1I)(D − λ2I) · · · (D − λsI) = 0 ,p°i£emº t°etí rovnost zjevn¥ plyne z tvaru diagonální matie D.V¥ta 9.1.15. Neh´ G = (V, E) je souvislý graf. Pak spektrum jeho adjaen£ní matie
AG má ví r·znýh vlastníh hodnot, neº je polom¥r G (tj. maximální vzdálenost mezidvojií vrhol· v G).D·kaz. Sporem. Neh´ #σ(AG) = k ≤ maxu,v∈V d(u, v). Pak existuje v G dvojie vrhol·
vi, vj ∈ V taková, ºe d(vi, vj) = k. Neh´ polynom χ̃AG

(AG) stupn¥ k má tvar
χ̃AG

(AG) = Ak
G + ak−1A

k−1
G + · · ·+ a1AG + a0I . (9.4)Podle V¥ty 1.4.1 udává (Al

G)ij po£et sled· délky l mezi vrholy vi a vj. Z p°edpokladu
d(vi, vj) = k plyne

(Al
G)ij = 0 ∀l = k − 1, . . . , 1 a zárove¬ (Ak

G)ij ≥ 1 .Po dosazení do (9.4) dostáváme (χ̃AG
(AG))ij ≥ 1, tedy spor s Tvrzením 9.1.14.V¥ta 9.1.16. Neh´ G = (V, E) je souvislý graf, Λ maximální vlastní £íslo jeho adjaen£nímatie AG. Pak G je bipartitní práv¥ tehdy, kdyº i −Λ je vlastní £íslo AG.D·kaz. ⇒: Neh´ G je bipartitní. Pak AG má (po permutai vrhol·) blokový tvar. Neh´

λ ∈ σ(AG); rovnii AGx = λx m·ºeme blokov¥ zapsat
(

0 B

BT 0

)(
y

z

)
= λ

(
y

z

)
.41



Porovnáním blok· dostaneme rovnosti Bz = λy a BT y = λz. Uvaºujeme vektor w =

(y,−z)T .
(

0 B

BT 0

)(
y

−z

)
=

(
−Bz

BT y

)
=

(
−λy

λz

)
= −λ

(
y

−z

)
,a tedy −λ ∈ σ(AG).

⇐: Neh´ −Λ je vlastní £íslo AG. Volíme vlastní vektor w = (w1, . . . , wn) ∈ Rn k −Λtak, aby ‖w‖ = 1. Uvaºujeme
Λ = | − Λ| = | − ΛwT w| = |wTAGw| =

∣∣∣
n∑

i,j=1

aijwiwj

∣∣∣
(i)

≤
n∑

ij

aij |wi||wj| =

= (|w1|, . . . , |wn|)AG(|w1|, . . . , |wn|)
T

(ii)

≤ max
‖x‖=1

xTAGx = Λ .Protoºe se levá a pravá strana rovnají, musí být nerovnosti (i) a (ii) rovnostmi:
• (|w1|, . . . , |wn|)AG(|w1|, . . . , |wn|)

T = Λ.Tato rovnost implikuje, ºe (|w1|, . . . , |wn|)
T je vlastním vektorem k Λ. Protoºe Gje souvislý, AG je nerozloºitelná a podle Perron-Frobeniovy v¥ty pro v²ehna i =

1, . . . , n platí |wi| > 0.
•
∣∣∑n

i,j=1 aijwiwj

∣∣ =
∑n

ij aij |wi||wj|Tato rovnost znamená, ºe v²ehny mají £leny stejná znaménka a rovnost tedy platíi bez absolutníh hodnot. Protoºe ∑n

i,j=1 aijwiwj ≤ 0 je nutn¥ i kaºdý £len sumymen²í nebo roven nule.Neh´ V = {v1, . . . , vn}. De�nujeme V1 := {vi |wi < 0} a V2 := {vi |wi > 0}. Protoºe prov²ehna i je |wi| > 0, tvo°í V1 a V2 disjunktní rozklad mnoºiny V vrhol· grafu G. Naví
V1 6= ∅ a V2 6= ∅, protoºe jinak by (w1, . . . , w2) byl vlastní vektor k −Λ i Λ.Graf G je bipartitní s rozkladem V1 ∪ V2: neh´ {vi, vj} je hrana v G. Pak aij = 1, aprotoºe aijwiwj ≤ 0 a zárove¬ |wi| > 0 a |wj| > 0 mají nutn¥ wi a wj jiná znaménka atedy jeden z vrhol· vi, vj pat°í do mnoºiny V1 a druhý do V2.V¥ta 9.1.17. Graf G = (V, E) je bipartitní práv¥ tehdy, kdyº spektrum jeho adjaen£nímatie je symetriké kolem nuly (v£etn¥ násobností).D·kaz. ⇒: Viz stejný sm¥r v d·kazu v¥ty 9.1.16.

⇐: Nap°ed p°edpokládejme, ºe G je souvislý. Pak z p°edpokladu na symetri£nostspektra plyne −Λ ∈ σ(AG) a G je bipartitní podle v¥ty 9.1.16.42



Neh´ G má komponenty G1, G2, . . . , Gr. Pak existuje permutae vrhol· taková, ºe ad-jaen£ní matie grafu G má tvar
AG =




AG1

AG2 . . .
AGr




.Neh´ Λ je maximální vlastní £íslo matie AG. Pak se symetrie je −Λ také vlastním £íslem
AG. BÚNO −Λ ∈ σ(AG1

). Protoºe kaºdý blok je nezáporná, symetriká, nerozloºitelnámatie, je dle Perron-Frobenia i Λ ∈ σ(AG1
). Protoºe je G1 komponenta a tedy souvislýgraf, je podle v¥ty 9.1.16 graf G1 bipartitní. Spektrum σ(AG1

) je tedy symetriké.Nadále uvaºujeme graf G\G1; ze spektra σ(AG) jsme odstranili symetrikou £ást σ(AG1
),takºe zbytek je stále symetriký. Opakováním tohoto postupu ukáºeme, ºe kaºdá kompo-nenta je bipartitní graf.
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