Otazky z Teorie grafi a kombinatoriky v §k. rok 2002-2003

Pisemka sestavd ze dvou otézek z teorie grafu (skupina 1-20) a z jedné otdzky z generujicich
funkei (skupina I - X).

1. a)
b)

c)

d)

2. a)
b)

Definujte hamiltonovskou kruznici v grafu a hamiltonovsky sled.

Vyslovte podminku na skére grafu, kterd zarucuje existenci hamiltonovské kruznice a
na piikladé ilustrujte, ze tato podminka neni nutna.

Napiste vztah mezi existenci hamiltonovské kruznice v grafu a existenci hamiltonovské
cesty v grafu.

Odvodte z bodu b) + ¢) postacujici podminku pro existenci hamiltonovské cesty v grafu
a s jeji pomoci dokazte, ze kazdy samokomplementarni graf obsahuje hamiltonovskou
cestu.

Definujte eulerovsky cyklus a hamiltonovskou kruznici.

Vyslovte a dokazte vétu, ktera charakterizuje eulerovské grafy.

c) Vyslovte postacujici podminku tykajici se minimélniho stupené grafu, ktera zarucuje

d)

3. a)
b)

existenci hamiltonovské kruznice.

Dokazte vétu z bodu c).

Zavedte pojmy komponenta grafu, souvislost grafu, fez v grafu.

Napiste rekurentni vztah pro posloupnsot (s,), kde s, je pocet souvslych grafi na n
vrcholech.

c) Vyslovte vétu, kterda umozni rozhodnout o souvislosti grafu pomoci matice grafu.

d)

4. a)
b)

Dokazte predchozi vétu (i pomocna tvrzeni, které v dukazu pouzijete).

Definujte obycejny graf, stupen a skore.

Popiste vsechny dvojice ¢isel (r,n), pro které existuje r-reguldrni graf na n vrcholech a
své tvrzeni zduvodnéte.

c) Vyslovte vétu, kterd umozni rozhodovat, zda dand posloupnost ¢isel je ¢i neni skérem.

d)

5. a)
b)

Dokazte predchozi vétu.

Definujte bipartitini graf a popiste tvar matice bipartitniho grafu.

Urcete spektrum hveézdy S,,.

c) Vyslovte vétu, kterd charakterizuje bipartitni grafy pomoci spektra.

d)

6. a)
b)

Dokazte tuto vétu pro piipad souvislého grafu.

Definujte podgraf a indukovany podgraf grafu.

Jaka je souvislot mezi spektrem grafu a spektrem jeho podgrafu.



10.

11.

12.

13.

c) Vyslovte vétu o existenci velkych bipartitnich podgrafu v grafu G' na 2n vrcholech

d) Dokazte tuto vétu.

a) Definujte kruznici a cyklus v grafu.
b) Charakterizujte bipartitni grafy pomoci kruznic.

c) Vyslovte nutnou a postacujici podminku proto, aby bipartitni graf mél perfektni parovani.

d) Dokazte vétu z bodu b).

. a) Definujte parovani M v grafu, M-stiidajici a M-zlepsujici cestu.

b) Vyslovte nutnou a postacujici podminku proto, aby parovani bylo maximalni.
c) Vyslovte nutnou a postacujici podminku proto, aby oby¢ejny graf obsahoval perfektni
parovani.

d) Dokazte vétu b).

. a) Definujte ramseyovska ¢isla r(k, 1) a vyslovte vétu opraviujici r(k, ) zavadét.

b) Piimo podle definice dokazte, ze r(3,3) = 6.
c) Vyslovte nejlepsi znamy dolni a horni odhad na ¢islo r(k, k).
d) Tyto odhady dokazte.

a) Definujte kliku grafu a nezavislou mnozinu grafu. Zavedte ¢isla o(G) a w(G).
b) Vyslovte vétu, kterda ddva dolni odhad na «(G), kdyz pocet hran grafu je né¢im omezen.
c¢) Vyslovte dolni odhad na w(G) vyuzivajici skére grafu.

d) Dokazte jednu z vét b) nebo c).

a) Vyslovte horni odhady na pocet hran v grafu, ktery neobsahuje K.
b) Urcete spektrum K,.

c) Naleznéte graf na n = 9 vrcholech, ktery ma minimélni pocet klik a nezavislych mnozin
velikosti 3. Zduvodnéte pro¢ pravé vami nalezeny graf jich ma minimalné.

d) Dokazte odhad z bodu a).

a) Vyslovte horni odhady na pocet hran v grafu, ktery neobsahuje K, ,,.
b) Urcete spektrum K, .

c) Naleznéte graf na n > 12 vrcholech, ktery neobshuje nezdvislou mnozinu velikosti 4 a
pritom ma minimalni pocet hran mezi grafy s touto vlastnosti.

d) Popiste konstrukei grafu, ktery neobsahuje Ks o a pfitom ma maximalni pocet hran.

a) Definujte strom a les.
b) Vyslovte a dokazte vétu charakterizujici strom podle poc¢tu hran.

c) Spocitejte, kolik je vSech lesti na 7 vrcholech. Své tvrzeni zduvodnéte.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

d) Urcete pocet stromu na n vrcholech a dokazte toto tvrzeni (i vSechna pomocné tvrzen,
kterd pouzijete.)
a) Definujte izomorfizmus dvou grafu.

b) Naleznéte dva stromy na 6 vrcholech, které maji stejné grafové posloupnosti, ale nejsou
izomorfni. Zduvodnéte, pro¢ nejsou izomorfni.

c¢) Definujte tilohu hledédni minimélniho stromu v grafu a popiste Kruskaluv algoritmus.

d) Dokazte, ze Kruskaluv algoritmus ddvd minimélni strom.

a) Definujte vrcholovou barevnost grafu x(G).

b) Pro graf s n vrcholy vyslovte vztahy mezi x(G) a a(G), mezi x(G) a A, mezi x(G) a
w(@G).

c) Pro graf na n vrcholech udejte horni i dolnf odhad na barevnost doplitku x(G) pomoci
barevnosti x(G).

d) Dokazte odhady z bodu ¢) i vSechna pomocnd tvrzeni, kterd budete v dukazu pouzivat.

a) Definujte k-kritické grafy.
b) Vyslovte a dokazte vztah k a § pro k-kriticky graf.
c) Vyslovte, co nejslabsi podminky, které uz zarucuji x(G) < A.

d) Vétu z bodu c¢) dokazte (nemusite dokazovat pomocna tvrzeni).

a) Definujte planarni graf.
b) Vyslovte a dokazte Eulerovu formuli.

c¢) Definujte crosing number ¢r(G) a napiste dva dolni odhady na ¢r(G) pro neplanarni
graf.

d) Ze znalosti toho, jak vypadaji jisté minimélni neplanarni grafy, dokazte Kuratowského
vétu charakterizujici planarni grafy.

a) Definujte déleni grafu.

b) Z Eulerovy formule odvodte tvrzeni o minimdlnim stupni v plandrnim grafu.

c) Vyslovte nutnou a postacujici podminku nato, aby graf byl planarni.

d) Dokazte, ze plandrni graf ma vrcholovou barevnost < 5.

a) Definujte hranovou barevnost grafu x’(G) a jeji vztah k pojmu parovani.
b) Co vsechno lze Fict o vztahu x'(G) a A 7

c) Popiste, jak souvisi hranova barevnost a tvorba rozvrhu, a jak do toho vstupuje omezeni
na pocet mistnosti.

d) Urcete hranovou barevnost pro bipartitni graf a své tvrzeni dokazte.

a) Definujte adjacencni matici grafu Ag a vycislete stopu tr(Ag) a tr(AZ).
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b) Popiste vztah mezi spektrem regularniho grafu a spektrem jeho dopliku.
c) S kterou vlastnosti grafu souvisi mohutnost spektra matice a jak?

d) Napise horni i dolni odhady na maximélni vlastni ¢islo matice Ag pomoci maximalniho
a minimalntho stupné. Dokazte tyto odhady a popiste grafy, pro které které nastava
v nerovnostech rovnost.

I. Posloupnost Bernoulliovych éisel (B,)5° je definovdna tim, Ze jeji exponencialni generujici
funkci je

By <L fa) = -2

et — 1
Odvodte rekurentni vztah pro (B,)J® a zduvodnéte, pro¢ liché cleny této posloupnosti jsou od
jistého n pocinaje nulové.

II. Naleznéte exponencidlni generujici funkci pro posloupnost (n?)5°. Pomoci ni pak sectéte

> (3)¢

k=0

III. Napiste vztah Bellovych a Stirlingovych éisel. Odvodte tvar exponencialni generujici funkce
pro posloupnost Bellovych éisel (b,)5°, vite-li, ze

[e.e] fr’n
bp=1 a bn:—Z— pro n>1

l
—~r!

IV. Odvodte rekurentni vztah pro Bellova éisla (b,)5°, vite-li tvar exponencidlni generujici
funkce

by <L )= et

V. Naleznéte pomoci obyécejné generujici funkce explicitni tvar posloupnosti (c,)5° zadané

nasledovneé:
n—1

cgo=1a ¢, = E CiCph—; Pro m > 2
i=1

V1. Pomoci generujici funkce uréete poéet feseni rovnice

14+ T+ ...tz =M,

kdyz neznamé x, xs, ... ,x, nabyvaji hodnoty v mnoziné ptirozenych cisel 1,2,3...
VI1I. Pocet d, permutaci bez pevného bodu na mnoziné {1,2,...n} splituje vztah

nl = Zn: (Z)dk,

k=0
pricemz klademe dg = 1. Odvodte explicitni tvar d,,.



VIII. Posloupnost
[ 1 kdyz3delin
= 0 jinak
lze zapsat jako
14w+ w?" 2 2

, kde w=cos— +1isin— .
3 3 3
Naleznéte exponencialni generujici funkei posloupnosti (a, ). Pomoci ni pak sectéte
> (5
3k

k=0

Qn

IX. Pro posloupnost (a,)s° plati

1
a=1aa,=1+ ag(n — k) pro n>2
k=1
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Naleznéte obycejnou generujici funkei této posloupnosti a jeji pomoci explicitni tvar a,,.

X. Posloupnost funkei By (z) je definovand takto:

By(z)=1 a Bk(:)s):Z{Z} 2" pro k> 1

n

Uzitim rekurentniho vztahu pro Stirlingova ¢isla vyjadiete By(x) ve tvaru raciondlni funkce.

Rozkladem By (x) na parcidlni zlomky odvodte explicitni vyjadieni pro

n
k



