
Otázky z Teorie graf̊u a kombinatoriky v šk. rok 2002-2003

Ṕısemka sestává ze dvou otázek z teorie graf̊u (skupina 1-20) a z jedné otázky z generuj́ıćıch
funkćı (skupina I - X).

1. a) Definujte hamiltonovskou kružnici v grafu a hamiltonovský sled.

b) Vyslovte podmı́nku na skóre grafu, která zaručuje existenci hamiltonovské kružnice a
na př́ıkladě ilustrujte, že tato podmı́nka neńı nutná.

c) Napǐste vztah mezi existenćı hamiltonovské kružnice v grafu a existenci hamiltonovské
cesty v grafu.

d) Odvod’te z bod̊u b) + c) postačuj́ıćı podmı́nku pro existenci hamiltonovské cesty v grafu
a s jej́ı pomoćı dokažte, že každý samokomplementárńı graf obsahuje hamiltonovskou
cestu.

2. a) Definujte eulerovský cyklus a hamiltonovskou kružnici.

b) Vyslovte a dokažte větu, která charakterizuje eulerovské grafy.

c) Vyslovte postačuj́ıćı podmı́nku týkaj́ıćı se minimálńıho stupeně grafu, která zaručuje
existenci hamiltonovské kružnice.

d) Dokažte větu z bodu c).

3. a) Zaved’te pojmy komponenta grafu, souvislost grafu, řez v grafu.

b) Napǐste rekurentńı vztah pro posloupnsot (sn), kde sn je počet souvslých graf̊u na n
vrcholech.

c) Vyslovte větu, která umožńı rozhodnout o souvislosti grafu pomoćı matice grafu.

d) Dokažte předchoźı větu (i pomocná tvrzeńı, které v d̊ukazu použijete).

4. a) Definujte obyčejný graf, stupeň a skóre.

b) Popǐste všechny dvojice č́ısel (r, n), pro které existuje r-regulárńı graf na n vrcholech a
své tvrzeńı zd̊uvodněte.

c) Vyslovte větu, která umožńı rozhodovat, zda daná posloupnost č́ısel je či neńı skórem.

d) Dokažte předchoźı větu.

5. a) Definujte bipartitińı graf a popǐste tvar matice bipartitńıho grafu.

b) Určete spektrum hvězdy Sn.

c) Vyslovte větu, která charakterizuje bipartitńı grafy pomoćı spektra.

d) Dokažte tuto větu pro př́ıpad souvislého grafu.

6. a) Definujte podgraf a indukovaný podgraf grafu.

b) Jaká je souvislot mezi spektrem grafu a spektrem jeho podgrafu.
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c) Vyslovte větu o existenci velkých bipartitńıch podgraf̊u v grafu G na 2n vrcholech

d) Dokažte tuto větu.

7. a) Definujte kružnici a cyklus v grafu.

b) Charakterizujte bipartitńı grafy pomoćı kružnic.

c) Vyslovte nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku proto, aby bipartitńı graf měl perfektńı párováńı.

d) Dokažte větu z bodu b).

8. a) Definujte párováńı M v grafu, M -stř́ıdaj́ıćı a M -zlepšuj́ıćı cestu.

b) Vyslovte nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku proto, aby párováńı bylo maximálńı.

c) Vyslovte nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku proto, aby obyčejný graf obsahoval perfektńı
párováńı.

d) Dokažte větu b).

9. a) Definujte ramseyovská č́ısla r(k, l) a vyslovte větu opravňuj́ıćı r(k, l) zavádět.

b) Př́ımo podle definice dokažte, že r(3, 3) = 6.

c) Vyslovte nejlepš́ı známý dolńı a horńı odhad na č́ıslo r(k, k).

d) Tyto odhady dokažte.

10. a) Definujte kliku grafu a nezávislou množinu grafu. Zaved’te č́ısla α(G) a ω(G).

b) Vyslovte větu, která dává dolńı odhad na α(G), když počet hran grafu je něč́ım omezen.

c) Vyslovte dolńı odhad na ω(G) využ́ıvaj́ıćı skóre grafu.

d) Dokažte jednu z vět b) nebo c).

11. a) Vyslovte horńı odhady na počet hran v grafu, který neobsahuje Kp.

b) Určete spektrum Kp.

c) Nalezněte graf na n = 9 vrcholech, který má minimálńı počet klik a nezávislých množin
velikosti 3. Zd̊uvodněte proč právě vámi nalezený graf jich má minimálně.

d) Dokažte odhad z bodu a).

12. a) Vyslovte horńı odhady na počet hran v grafu, který neobsahuje Kp,p.

b) Určete spektrum Kp,p.

c) Nalezněte graf na n ≥ 12 vrcholech, který neobshuje nezávislou množinu velikosti 4 a
přitom má minimálńı počet hran mezi grafy s touto vlastnost́ı.

d) Popǐste konstrukci grafu, který neobsahuje K2,2 a přitom má maximálńı počet hran.

13. a) Definujte strom a les.

b) Vyslovte a dokažte větu charakterizuj́ıćı strom podle počtu hran.

c) Spoč́ıtejte, kolik je všech les̊u na 7 vrcholech. Své tvrzeńı zd̊uvodněte.
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d) Určete počet stromů na n vrcholech a dokažte toto tvrzeńı (i všechna pomocná tvrzeńı,
která použijete.)

14. a) Definujte izomorfizmus dvou graf̊u.

b) Nalezněte dva stromy na 6 vrcholech, které maj́ı stejné grafové posloupnosti, ale nejsou
izomorfńı. Zd̊uvodněte, proč nejsou izomorfńı.

c) Definujte úlohu hledáńı minimálńıho stromu v grafu a popǐste Kruskal̊uv algoritmus.

d) Dokažte, že Kruskal̊uv algoritmus dává minimálńı strom.

15. a) Definujte vrcholovou barevnost grafu χ(G).

b) Pro graf s n vrcholy vyslovte vztahy mezi χ(G) a α(G), mezi χ(G) a ∆, mezi χ(G) a
ω(G).

c) Pro graf na n vrcholech udejte horńı i dolńı odhad na barevnost doplňku χ(G) pomoćı
barevnosti χ(G).

d) Dokažte odhady z bodu c) i všechna pomocná tvrzeńı, která budete v d̊ukazu použ́ıvat.

16. a) Definujte k-kritické grafy.

b) Vyslovte a dokažte vztah k a δ pro k-kritický graf.

c) Vyslovte, co nejslabš́ı podmı́nky, které už zaručuj́ı χ(G) ≤ ∆.

d) Větu z bodu c) dokažte (nemuśıte dokazovat pomocná tvrzeńı).

17. a) Definujte planárńı graf.

b) Vyslovte a dokažte Eulerovu formuli.

c) Definujte crosing number cr(G) a napǐste dva dolńı odhady na cr(G) pro neplanárńı
graf.

d) Ze znalosti toho, jak vypadaj́ı jisté minimálńı neplanárńı grafy, dokažte Kuratowského
větu charakterizuj́ıćı planárńı grafy.

18. a) Definujte děleńı grafu.

b) Z Eulerovy formule odvod’te tvrzeńı o minimálńım stupni v planárńım grafu.

c) Vyslovte nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku nato, aby graf byl planárńı.

d) Dokažte, že planárńı graf má vrcholovou barevnost ≤ 5.

19. a) Definujte hranovou barevnost grafu χ′(G) a jej́ı vztah k pojmu párováńı.

b) Co všechno lze ř́ıct o vztahu χ′(G) a ∆ ?

c) Popǐste, jak souviśı hranová barevnost a tvorba rozvrhu, a jak do toho vstupuje omezeńı
na počet mı́stnosti.

d) Určete hranovou barevnost pro bipartitńı graf a své tvrzeńı dokažte.

20. a) Definujte adjacenčńı matici grafu AG a vyč́ıslete stopu tr(AG) a tr(A2
G).
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b) Popǐste vztah mezi spektrem regulárńıho grafu a spektrem jeho doplňku.
c) S kterou vlastnost́ı grafu souviśı mohutnost spektra matice a jak?
d) Napǐse horńı i dolńı odhady na maximálńı vlastńı č́ıslo matice AG pomoćı maximálńıho

a minimálńıho stupně. Dokažte tyto odhady a popǐste grafy, pro které které nastává
v nerovnostech rovnost.

I. Posloupnost Bernoulliových č́ısel (Bn)∞0 je definována t́ım, že jej́ı exponenciálńı generuj́ıćı
funkćı je

(Bn)∞0
egf←→ f(x) =

x

ex − 1
Odvod’te rekurentńı vztah pro (Bn)∞0 a zd̊uvodněte, proč liché členy této posloupnosti jsou od
jistého n poč́ınaje nulové.

II. Nalezněte exponenciálńı generuj́ıćı funkci pro posloupnost (n2)∞0 . Pomoćı ńı pak sečtěte
n∑
k=0

(
n

k

)
k2

III. Napǐste vztah Bellových a Stirlingových č́ısel. Odvod’te tvar exponenciálńı generuj́ıćı funkce
pro posloupnost Bellových č́ısel (bn)∞0 , v́ıte-li, že

b0 = 1 a bn =
1
e

∞∑
r=1

rn

r !
pro n ≥ 1

IV. Odvod’te rekurentńı vztah pro Bellova č́ısla (bn)∞0 , v́ıte-li tvar exponenciálńı generuj́ıćı
funkce

(bn)∞0
egf←→ f(x) = ee

x−1

V. Nalezněte pomoćı obyčejné generuj́ıćı funkce explicitńı tvar posloupnosti (cn)∞0 zadané
následovně:

c1 = 1 a cn =
n−1∑
i=1

cicn−i pro n ≥ 2

VI. Pomoćı generuj́ıćı funkce určete počet řešeńı rovnice

x1 + x2 + . . .+ xk = M,

když neznámé x1, x2, . . . , xn nabývaj́ı hodnoty v množině přirozených č́ısel 1, 2, 3 . . .

VII. Počet dn permutaćı bez pevného bodu na množině {1, 2, . . . n} splňuje vztah

n ! =
n∑
k=0

(
n

k

)
dk ,

přičemž klademe d0 = 1. Odvod’te explicitńı tvar dn.
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VIII. Posloupnost

an =
{

1 když 3 děĺı n
0 jinak

lze zapsat jako

an =
1 + ωn + ω2n

3
, kde ω = cos

2π
3

+ i sin
2π
3
.

Nalezněte exponenciálńı generuj́ıćı funkci posloupnosti (an)∞0 . Pomoćı ńı pak sečtěte

n∑
k=0

(
n

3k

)

IX. Pro posloupnost (an)∞1 plat́ı

a1 = 1 a an = 1 +
n−1∑
k=1

ak(n− k) pro n ≥ 2

Nalezněte obyčejnou generuj́ıćı funkci této posloupnosti a jej́ı pomoćı explicitńı tvar an.

X. Posloupnost funkćı Bk(x) je definovaná takto:

B0(x) = 1 a Bk(x) =
∑
n

{
n
k

}
xn pro k ≥ 1

Užit́ım rekurentńıho vztahu pro Stirlingova č́ısla vyjádřete Bk(x) ve tvaru racionálńı funkce.

Rozkladem Bk(x) na parciálńı zlomky odvod’te explicitńı vyjádřeńı pro
{
n
k

}
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