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2.1 Celulárńı komplexy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 ∆-komplexy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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Úvod

Toto jsou oficiálńı poznámky k přednášce vyučované na FJFI ČVUT v Praze.

Studium moderńı matematické a teoretické fyziky klade na posluchače neustále se zvyšuj́ıćı
nároky na znalost matematického aparátu. Hlavńım úkolem tohoto kurzu je seznámit studenty
se základńımi metodami už́ıvanými v algebraické topologii, zejména s elementy teorie kategoríı,
homotopíı, homologické algebry a kohomologie. Důležitým ćılem je rozš́ı̌reńı matematického ja-
zyka o pojmy vyskytuj́ıćı se univerzálně např́ıč discipĺınami jako jsou diferenciálńı geometrie a
abstraktńı algebra.

Kapitoly o fundamentálńı grupě a homologii jsou založeny téměř výhradně na kńıžce A.
Hatchera [4]. Jej́ı aktualizovaná verze je k dispozici př́ımo na jeho webových stránkách na adrese

https://pi.math.cornell.edu/~hatcher/AT/AT.pdf

Kapitola o kohomologíıch je výběrem ze slavné knihy [1]. Část o kohomologíıch Lieových algeber
lze včetně všech detail̊u nalézt v [3]. Vı́ce o Čechových kohomologíıch předsvazk̊u nalezne čtenář
v poznámkách [2].

Děkuji student̊um za užitečné připomı́nky.
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Kapitola 1

Fundamentálńı grupa

V této kapitole si představ́ıme jeden ze základńıch nástroj̊u algebraické topologie, tzv. fun-
damentálńı grupu. Vı́te, že topologický prostor je jednoduše souvislý, jde-li každou spojitou
uzavřenou křivku spojitě stáhnout do bodu. Ukazuje se, že dva homeomorfńı (tedy z hlediska
topologie identické) topologické prostory vždy sd́ıĺı tuto vlastnost. Co když jednoduše souvislé
nejsou? Existuje nějaká podrobněǰśı charakteristika toho

”
nebýt jednoduše souvislý“ společná

pro všechny reprezentanty jedné tř́ıdy homeomorfńıch prostor̊u?

1.1 Relace homotopie

Nejprve je dobré si pečlivě zavést koncept spojité deformace nejpřirozeněǰśıho topologického
objektu - spojitých zobrazeńı. Daľśı modifikaćı této definice dostaneme potřebné nástroje. Pokud
nebude řečeno jinak, I vždy označuje jednotkový uzavřený interval I = [0, 1].

Definice 1.1.1. Necht’ X a Y jsou dva topologické prostory, a necht’ f, g : X → Y jsou spojitá
zobrazeńı. Řekneme, že f a g jsou homotopická, pokud existuje spojité zobrazeńı H : X×I → Y
takové, žeH(x, 0) = f(x),H(x, 1) = g(x) pro všechny x ∈ X. ZobrazeńıH se nazývá homotopie
zobrazeńı f a g. Ṕı̌seme f ' g.

Jelikož jeH spojité, pro každé t ∈ I nám předpis ft(x) = H(x, t) definuje spojité zobrazeńı ft :
X → Y , takové že f0 = f a f1 = g. Dvě homotopická zobrazeńı lze tedy

”
spojitě“ transformovat

jedno na druhé změnou parametru t, přičemž každý mezikrok je spojité zobrazeńı.

Před d̊ukazem kĺıčové vlastnosti pojmu homotopie si vyslov́ıme jedno technické lemma.

Lemma 1.1.2. Necht’ X,Y jsou libovolné topologické prostory a C1, C2 ⊆ X dvě uzavřené
množiny. Necht’ f : C1 ∪ C2 → Y je libovolné zobrazeńı. Potom f je spojité, právě tehdy když
jeho restrikce na C1 i C2 je spojité zobrazeńı.

D̊ukaz. Necht’ je f spojité zobrazeńı. Ukážeme, že jeho restrikce f1 : C1 → Y je spojitá. Necht’

V ⊆ Y je otevřená množina. Z definice je f−1(V ) ⊆ C1 ∪ C2 otevřená. Existuje tedy otevřená
množina U ⊆ X, že f−1(V ) = (C1 ∪ C2) ∩ U . To ale můžeme přepsat jako

f−1(V ) = (C1 ∪ C2) ∩ U = (C1 ∩ U) ∪ (C2 ∩ U). (1.1)
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Máme ukázat, že f−1
1 (V ) je otevřená. Zřejmě f−1

1 (V ) = f−1(V ) ∩ C1. Z předchoźıho potom s
využit́ım standardńıch vlastnost́ı sjednoceńı a pr̊unik̊u dostáváme jednoduše

f−1
1 (V ) = C1 ∩ U (1.2)

To je otevřená množina v C1 a tedy f1 : C1 → Y je spojité. Důkaz pro restrikci na C2 je
analogický. Vid́ıme, že pro tento směr neńı podstatné, že C1 a C2 jsou uzavřené.

Pro opačný směr, ukážeme, že vzor každé uzavřené množiny vzhledem k f je uzavřená
množina. Necht’ V ⊆ Y je libovolná uzavřená množina. Necht’ f1 a f2 označuje př́ıslušné re-
strikce. Z předpokladu je množina U1 = f−1

1 (V ) ⊆ C1 uzavřená v C1. Ale C1 je uzavřená a tedy
je U1 uzavřená i v X. Ze stejného d̊uvodu je U2 = f−1

2 (V ) ⊆ C2 uzavřená v X. Potom ale

f−1(V ) = U1 ∪ U2 ⊆ C1 ∪ C2 (1.3)

je množina uzavřená v X, speciálně tedy i v C1 ∪ C2. �

Poznámka 1.1.3. Analogické lemma plat́ı pro zobrazeńı definované na sjednoceńı dvou otevřených
podmnožin.

Toto lemma nám dává jednoduchou možnost jak vyrábět spojitá zobrazeńı. Můžeme vźıt dvě
libovolná spojitá zobrazeńı f1 : C1 → Y a f2 : C2 → Y . Tato jsou restrikćı unikátńıho zobrazeńı
f : C1 ∪C2 → Y , právě tehdy když se f1 a f2 shoduj́ı na pr̊uniku C1 ∩C2. Z předchoźıho tvrzeńı
plyne, že takové f je automaticky spojité.

Tvrzeńı 1.1.4. Necht’ X,Y jsou dva topologické prostory. Symbolem Top(X,Y ) označme pro-
stor všech spojitých zobrazeńı. Potom

”
být homotopická“ je relaćı ekvivalence na Top(X,Y ),

př́ıslušné tř́ıdy ekvivalence se nazývaj́ı homotopické tř́ıdy.

D̊ukaz. Muśıme ukázat, že relace f ' g je reflexivńı, symetrická a tranzitivńı.

1. (Reflexivita) f ' f pro každé f ∈ Top(X,Y ): Zobrazeńı H(x, t) = f(x) je zjevně spojité
v obou parametrech a definuje homotopii f s f .

2. (Symetrie) f ' g ⇒ g ' f : Necht’ H je homotopie f a g, tj. H(x, 0) = f(x) a H(x, 1) =
g(x). Můžeme definovat H ′(x, t) = H(x, 1− t). Zjevně H ′ je homotopie g a f , tj. g ' f .

3. (Tranzitivita) (f ' g) ∧ (g ' h) ⇒ f ' h: Necht’ H1 je homotopie f a g, H2 homotopie
g a h. Definujeme H : X × I → Y vztahem

H(x, t) =

{
H1(x, 2t) když (x, t) ∈ X × [0, 1

2 ],
H2(x, 2t− 1) když (x, t) ∈ X × [ 1

2 , 1].
(1.4)

Zjevně H(x, 0) = H1(x, 0) = f(x) a H(x, 1) = H2(x, 1) = h(x). Spojitost plyne z poznámky
pod Lemma 1.1.2, protože H je definováno pomoćı dvou spojitých zobrazeńı H1(x, 2t) na
C1 = X × [0, 1

2 ] a H2(x, 2t− 1) na C2 = X × [ 1
2 , 1], které splývaj́ı na C1 ∩ C2 = X × { 1

2}.

A máme dokázáno. �

Někdy je třeba v́ıce restriktivńı a omezit množinu př́ıpustných homologíı, např́ıklad chceme-li
aby homotopie dvou funkćı splývaj́ıćıch na nějaké podmnožině A ⊆ X byla pomoćı funkćı které
rovněž všechny splývaj́ı na A. To vede k následuj́ıćı definici:
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Definice 1.1.5. Necht’ f, g ∈ Top(X,Y ). Necht’ A ⊆ X je libovolná podmnožina. Řekneme, že
f a g jsou homotopické relativně k A existuje-li jejich homotopie H : X × I → Y , taková, že
pro všechny a ∈ A je H(a, t) funkce nezávislá na t. Označujeme f 'A g.

Poznámka 1.1.6. Z d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı je zřejmé, že homotopie relativńı vzhledem k A
je opět relace ekvivalence, která má pro A 6= ∅ v́ıce tř́ıd ekvivalence než homotopie absolutńı.
Zejména plat́ı, že když je f 'A g, tak pro všechny a ∈ A muśı platit f(a) = H(a, 0) = H(a, 1) =
g(a), tj. dvě zobrazeńı homotopická relativně k A muśı na A splývat.

Na závěr této sekce si připomeňme dvě obvyklé definice, které lze pomoćı (relativńı) homo-
topie formulovat velmi efektivně.

Definice 1.1.7. Necht’ X a Y jsou libovolné topologické prostory. Zobrazeńı f ∈ Top(X,Y ) se
nazývá homotopická ekvivalence, existuje-li zobrazeńı g ∈ Top(Y,X), takové že

g ◦ f ' 1X , f ◦ g ' 1Y . (1.5)

Existuje-li mezi dvěma prostory nějaká homotopická ekvivalence, řekneme, že maj́ı stejný ho-
motopický typ.

Př́ıklad 1.1.8. Má-li topologický prostor X stejný homotopický typ jako bod {∗}, řekneme, že
X je stáhnutelný do bodu (nebo také kontraktibilńı).

Ukažme si, že toto pojmenováńı má své opodstatněńı. Podle definice tedy existuje homoto-
pická ekvivalence f : X → {∗}. Zřejmě existuje jedno jediné spojité zobrazeńı f : X → {∗}.
Př́ıslušné zobrazeńı g : {∗} → X můžeme ztotožnit s výběrem fixńıho bodu x0 = g(∗) ∈ X.
Podmı́nka f ◦ g ' 1{∗} je triviálně splněná pro každé X i volbu g. Uvažujme tedy druhou z
podmı́nek g ◦ f ' 1X . Z definice existuje spojité zobrazeńı H : X × I → X, které splňuje:

H(0, x) = 1X(x) = x, H(1, x) = (g ◦ f)(x) = g(∗) = x0. (1.6)

Pro každé t ∈ I tedy dostáváme zobrazeńı ft ∈ Top(X,X), kde f0 je identita na X a f1 zobrazuje
celé X do bodu x0. Na t 7→ ft(x) se také můžeme d́ıvat jako na spojitou křivku spojuj́ıćı x s x0.

Tvrzeńı 1.1.9. Mı́t stejný homotopický typ je relace ekvivalence.

D̊ukaz. Identita 1X : X → X je zjevně homotopická ekvivalence, a tedy relace je reflexivńı.
Pokud f ∈ Top(X,Y ) je homotopická ekvivalence, máme př́ıslušné g ∈ Hom(Y,X). Je zjevné,
že g je homotopická ekvivalence. To ukazuje, že relace je symetrická.

Konečně, necht’ f ∈ Top(X,Y ) a f ′ ∈ Top(Y,Z) jsou homotopické ekvivalence. Ukážeme,
že f ′ ◦ f ∈ Top(X,Z) je homotopická ekvivalence. Z definice máme g ∈ Top(Y,X) a g′ ∈
Top(Z,X), že g ◦ f ' 1X , f ◦ g ' 1Y , g′ ◦ f ′ ' 1Y a f ′ ◦ g′ ' 1Z .

Ukažme si nejprve následuj́ıćı obecněǰśı trvzeńı. Necht’ f, g :∈ Top(X,Y ). Potom pro každé
h ∈ Top(Y,Z) a k ∈ Top(S,X) plat́ı

f ' g ⇒ h ◦ f ' h ◦ g, f ' g ⇒ f ◦ k ' g ◦ k. (1.7)

Necht’ H : X × I → Y je homotopie f a g. Snadno se ověř́ı, že H ′ := h ◦H je homotopie h ◦ f a
h ◦ g. Podobně, zobrazeńı H ′′(s, t) := H(k(s), t) definuje homotopii f ◦ k a g ◦ k.

Nyńı se již můžeme vrátit k dokazovanému tvrzeńı a máme

(f ′ ◦ f) ◦ (g ◦ g′) = f ′ ◦ (f ◦ g) ◦ g′ ' f ′ ◦ 1Y ◦ g′ = f ′ ◦ g′ ' 1Z . (1.8)

Druhá z požadovaných identit se ukáže úplně stejně. T́ım jsme dokázali tranzitivitu. �
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Definice 1.1.10. Necht’ A ⊆ X je podmnožina topologického prostoru X. Řekneme, že A je
deformačńı retrakt X, pokud existuje r ∈ Top(X,X), takové r(X) = A a plat́ı 1X 'A r.

Z poznámky 1.1.6 plyne, že nutně r(a) = 1X(a) = a pro všechny a ∈ A. Takové r se
nazývá retrakce X na A. Homotopie relativńı k A nám ale nav́ıc dává množinu zobrazeńı
rt ∈ Top(X,X), kde r0 = 1X , r1 = r a každé ze zobrazeńı splňuje rt(a) = a pro každé a ∈ A.

Tvrzeńı 1.1.11. Je-li A deformačńı retrakt na X, maj́ı X a A stejný homotopický typ.

D̊ukaz. r můžeme d́ıky podmı́nce r(X) = A považovat za spojité zobrazeńı r : X → A. Necht’

i : A → X je inkluze podmnožiny. Z definice podmnožinové topologie i ∈ Top(A,X). Ukažme,
že r je homotopická ekvivalence. Z předchoźı poznámky r ◦ i = 1A. Ukážeme, že i ◦ r ' 1X . Z
definice ale máme homotopii H : X × I → X, která splňuje H(·, 0) = 1X a H(·, 1) = i ◦ r. �

Př́ıklad 1.1.12. Sn−1 = {x ∈ Rn | x2
1 + · · ·+ x2

n = 1} je deformačńı retrakćı Rn − {0}.
Retrakci r definujeme jednoduše jako r(x) := ‖x‖−1x, což je zjevně spojité zobrazeńı z X to

X splňuj́ıćı r(X) = A. Tř́ıdu zobrazeńı rt : X → X sestroj́ıme následovně. Můžeme cht́ıt, aby
rt(x) byl bod na spojnici mezi r(x) ∈ Sn−1 a x. To jsou ale přesně konvexńı lineárńı kombinace
těchto bod̊u. Tedy navrhujeme

rt(x) := tr(x) + (1− t)x. (1.9)

To je zjevně spojité zobrazeńı, r0 = 1X , r1 = r a pro všechny a ∈ Sn−1 plat́ı r(a) = a a proto
rt(a) = tr(a) + (1− t)a = ta+ (1− t)a = a, jak jsme požadovali.

Př́ıklad 1.1.13. Necht’ f ∈ Top(X,Y ). Uvažujme topologický prostor

Mf := {(X × I) t Y }/ ∼, (1.10)

kde (x, 0) ∼ f(x). Co se t́ım mı́ńı? Vezmeme dvě množiny X × I a Y a ztotožńıme každý bod
(x, 0) z prvńı s f(x) z druhé. Lze si představovat jako

”
přilepeńı“.

Jak se na takovém prostoru zavád́ı topologie? Máme přirozené
”
faktorové zobrazeńı“ q :

(X × I) t Y → Mf , které každému bodu z p̊uvodńıch dvou množin přǐrad́ı odpov́ıdaj́ıćı bod v
slepeném prostoru. q neńı injektivńı, protože (x, 0) ∈ X × I a f(x) ∈ Y zobraźı na stejný bod.
Řekneme, že U ∈Mf je otevřená, pokud q−1(U) je otevřená v (X × I) t Y .

Mf s touto topologíı se nazývá zobrazovaćı válec f . Ukažme, Y ⊆ Mf je deformačńı
retrakt Mf . Pro každé t ∈ I muśıme sestrojit rt : Mf → Mf . Pro každé t ∈ [0, 1] sestroj́ıme
spojité r̂t : (X × I) t Y →Mf vztahem

r̂t(x, s) := (x, t · s), r̂t(y) := y. (1.11)

Snadno se ověř́ı, že potom existuje jednoznačné zobrazeńı rt : Mf → Mf takové, rt ◦ q = r̂t.
Takové zobrazeńı je z definice topologie vždycky spojité. Zjevně r1 = 1Mf

. Definujeme r := r0.
Také rt(y) = y pro všechny y ∈ Y .

Dá se ukázat, že podmnožina X × {1} ∼= X je deformačńı retrakt Mf , právě tehdy když
f : X → Y je homotopická ekvivalence.
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1.2 Fundamentálńı grupa

Nyńı se specializujeme na spojitá zobrazeńı Top(I,X) pro fixńı topologický prostor X. Každým
jeho elementem je spojité zobrazeńı f : I → X, kterému ř́ıkáme spojitá křivka v prostoru X.
Na prostoru Top(I,X) máme dle Tvrzeńı 1.1.4 relaci ekvivalence ' jej́ıž tř́ıdy jsou homotopické
křivky. Zvoĺıme-li si podmnožinu A = {0, 1} ⊂ I, můžeme uvažovat homotopii relativńı vzhledem
k A. To je dle poznámky 1.1.6 též relace ekvivalence.

Shrňme si, co nám dává informace f 'A g pro f, g ∈ Top(I,X). Pro každé t ∈ I dostáváme
křivku ft ∈ Top(I,X), takovou že f0(x) = f(x), f1(x) = g(x). Relativita v̊uči A = {0, 1} zaruč́ı,
že ft(0) ≡ f(0) = g(0) a ft(1) ≡ f(1) = g(1), tedy že všechny zúčastněné křivky zač́ınaj́ı i konč́ı
ve stejném bodě.

Definice 1.2.1. Pokud pro f, g ∈ Top(I,X) plat́ı f 'A g, řekneme, že př́ıslušná homotopie je
homotopie křivek s pevnými konci. V následuj́ıćım textu budeme uvažovat výhradně tento
typ homotopie a psát pouze f ' g bez spodńıho indexu A.

Je zjevné, že dvě křivky nemůžou být homotopické s pevnými konci, pokud jejich počátečńı a
koncový bod nesplývaj́ı. Tř́ıdu ekvivalence dané křivky f budeme označovat [f ] a nazývat tř́ıdou
homotopie křivky f . Jinými slovy [f ] = [f ′], právě tehdy když f ' f ′. Je třeba si uvědomit, že
pod slovem křivka se vždy mysĺı spojité zobrazeńı f ∈ Top(I,X), nikoliv pouze obraz (stopa)
f(I) ⊆ X. Intuice nám ale ř́ıká, že pojem homotopie by měl být do jisté mı́ry nezávislý na
konkrétńı parametrizaci křivky. Přesné tvrzeńı nám poskytuje následuj́ıćı lemma:

Lemma 1.2.2. Necht’ f ∈ Top(I,X). Reparametrizaćı křivky f rozumı́me křivku f ◦ϕ, kde
ϕ : I → I je libovolné spojité zobrazeńı splňuj́ıćı ϕ(0) = 0 a ϕ(1) = 1. Potom plat́ı [f ] = [f ◦ ϕ],
tedy reparametrizace neměńı tř́ıdu homotopie.

D̊ukaz. Pro každé (s, t) ∈ I × I definujeme hledanou homotopii jako

H(s, t) = f((1− t)ϕ(s) + ts). (1.12)

Zřejmě je o spojité zobrazeńı, plat́ı H(s, 0) = f(ϕ(s)), H(s, 1) = f(s), konvexnost intervalu I
zaruč́ı, že (1− t)ϕ(s) + ts ∈ I, a homotopie fixuje koncové body protože

H(0, t) = f((1− t)ϕ(0) + t · 0) = f(0), H(1, t) = f((1− t)ϕ(1) + t · 1) = f(1). (1.13)

Zjǐst’ujeme tedy, že f ' f ◦ ϕ, jak bylo dokázati. �

Definice 1.2.3. Necht’ f, g ∈ Top(I,X) jsou dvě křivky takové, že f(1) = g(0). Napojeńım
křivek f a g mysĺıme křivku f ∗ g definovanou vztahem

(f ∗ g)(t) =

{
f(2t) t ∈ [0, 1

2 ],
g(2t− 1) t ∈ [ 1

2 , 1].
(1.14)

Z poznámky pod Lemma 1.1.2 je f ∗g spojitá křivka, která splňuje (f ∗g)(0) = f(0) a (f ∗g)(1) =
g(1). Intuice: v prvńı p̊ulce I projedeme f , v druhé p̊ulce projedeme g.

Je jasné, že ne každé dvě křivky lze napojit. Při libovolném následuj́ıćım výroku obsahuj́ıćım
operaci ∗ budeme implicitně předpokládat, že dané křivky napojit lze. Př́ıpadné ověřeńı, že
všechny výrazy maj́ı smysl přenecháme čtenáři. Napojeńı křivek má jednu význačnou vlastnost,
kterou shrnujeme v následuj́ıćım lemma:
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Lemma 1.2.4. Operace napojeńı křivek se chová přirozeně vzhledem k homotopíım, tj. pokud
pro f, f ′, g, g′ ∈ Top(I,X) plat́ı f ' f ′ a g ' g′, potom f ∗ g ' f ′ ∗ g′.

D̊ukaz. Ukážeme pouze, že za daných předpoklad̊u plat́ı f ∗ g ' f ′ ∗ g. Druhý speciálńı př́ıpad
se ukáže analogicky a zbytek plyne z tranzitivity relace ekvivalence. Necht’ H : I × I → X je
př́ıslušná homotopie. Homotopii H ′ křivek f ∗ g a f ′ ∗ g definujeme pro (t, s) ∈ I × I jako

H ′(t, s) = (fs ∗ g)(t), (1.15)

kde fs ∈ Top(I,X) jsou křivky definované homotopíı H, tj. fs(t) = H(t, s). Snadno se ověř́ı, že
H ′ je spojité zobrazeńı a nav́ıc H ′(0, s) = (f ∗ g)(0), H ′(1, s) = (f ∗ g)(1), H ′(t, 0) = (f ∗ g)(t) a
H ′(t, 1) = (f ′ ∗ g)(t). Dostáváme tedy f ∗ g ' f ′ ∗ g, což bylo dokázati. �

Definice 1.2.5 (Částečná binárńı operace na homotopíıch). Na tř́ıdách homotopie křivek
můžeme zavést částečnou binárńı operaci ∗ vztahem [f ] ∗ [g] = [f ∗ g].

Tvrzeńı 1.2.6. Operace ∗ má vlastnosti velmi podobné těm grupovým:

(i) (Násobeńı jednotkou) Pro libovolnou konstantńı křivku ex0
(t) = x0 plat́ı rovnice

[f ] ∗ [ex0
] = [f ], [ex0

] ∗ [g] = [g], (1.16)

pro všechny f, g ∈ Top(I,X), pro které má operace ∗ smysl.

(ii) (Inverze) Pro každou křivku f ∈ Top(I,X) existuje křivka f−1 ∈ Top(I,X), taková, že

[f ] ∗ [f−1] = [ef(0)], [f−1] ∗ [f ] = [ef(1)]. (1.17)

(iii) (Asociativita) Pro každou trojici křivek f, g, h ∈ Top(I,X) plat́ı asociativńı zákon:

[f ] ∗ ([g] ∗ [h]) = ([f ] ∗ [g]) ∗ [h]. (1.18)

D̊ukaz. Ad (i): Ukážeme prvńı z možnosti. Máme tedy f(1) = x0. Snadno se nahlédne, že f∗ex0 =
f ◦ ϕ pro spojitou funkci jej́ıž graf lomenou čarou zadanou body

ϕ(0) = 0, ϕ(
1

2
) = 1, ϕ(1) = 1. (1.19)

Z Lemma 1.2.2 pak plyne [f ] ∗ [ex0
] = [f ∗ ex0

] = [f ◦ ϕ] = [f ].

Ad (ii): Necht’ f ∈ Top(I,X) je libovolná křivka. Definujeme f−1 ∈ Top(I,X) vztahem
f−1(t) = f(1 − t) pro t ∈ I. Ověř́ıme, že f ∗ f−1 ' ef(0), druhá rovnost se dokáže analogicky.
Homotopii H : I × I → X definujeme vztahem

H(t, s) =

{
f((1− s)2t) t ∈ [0, 1

2 ],
f−1((1− s)(2t− 1) + s) t ∈ [ 1

2 , 1].
(1.20)

Tento složitý předpis má jednoduchou interpretaci. Pro dané s ∈ I běž́ıme pro t ∈ [0, 1
2 ] podél

křivky f až do bodu f(1 − s), pak pro t ∈ [ 1
2 , 1] běž́ıme opačně podél křivky f−1 z bodu

f−1(s) = f(1 − s) do bodu f−1(1) = f(0). Vid́ıme, že H(t, 0) = f ∗ f−1, H(t, 1) = ef(0)(t) a
H(0, s) = H(1, s) = f(0). Tedy f ∗ f−1 ' e.

Ad (iii): Snadno se nahlédne, že obě křivky f ∗ (g ∗h) a (f ∗ g) ∗h se lǐśı pouze parametrizaćı,
tj (f ∗ g) ∗ h = (f ∗ (g ∗ h)) ◦ ϕ, kde graf ϕ je lomená čára zadaná body

ϕ(0) = 0, ϕ(
1

4
) =

1

2
, ϕ(

1

2
) =

3

4
, ϕ(1) = 1. (1.21)

Odtud již plyne asociativita ([f ] ∗ [g]) ∗ [h] = [(f ∗ g) ∗ h] = [f ∗ (g ∗ h)] = [f ] ∗ ([g] ∗ [h]). �
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Vid́ıme, že jedinou překážkou pro definici grupy je fakt, že ∗ neńı definovaná pro každé dvě
křivky. To se dá velmi snadno obej́ıt uvažováńım speciálńı podmnožiny Top(I,X).

Definice 1.2.7. Necht’ x0 ∈ X je libovolný bod. Prostorem smyček s počátkem v bodě x0

mysĺıme podmnožinu Ω(X,x0) ⊆ Top(I,X) definovanou jako

Ω(X,x0) = {f ∈ Top(I,X) | f(0) = f(1) = x0}. (1.22)

Jelikož dvě homotopické křivky muśı mı́t stejný počátečńı i koncový bod, lež́ı každá tř́ıda
homotopie celá v Ω(X,x0), nebo s ńı má prázdný pr̊unik. Následuj́ıćı definice má tedy dobrý
smysl.

Definice 1.2.8. Fundamentálńı grupou π1(X,x0) prostoru X v bodě x0 mysĺıme množinu
tř́ıd homotopie smyček v Ω(X,x0), tedy

π1(X,x0) = {[f ] | f ∈ Ω(X,x0)} ≡ Ω(X,x0)/ ' . (1.23)

Vid́ıme, že součin ∗ je nyńı poctivá binárńı operace na prostoru π1(X,x0). S pomoćı Tvrzeńı
1.2.6) je již d̊ukaz následuj́ıćıho pozorováńı triviálńı.

Tvrzeńı 1.2.9 (Fundamentálńı grupa je grupa). Operace ∗ definovaná v Definici 1.2.5
omezená na podmnožinu π1(X,x0) homotopických tř́ıd smyček s počátkem v bodě x0 je grupový
součin.

D̊ukaz. Jediná konstantńı smyčka je e ≡ ex0 je podle (1.16) jednotkou grupy. Tř́ıda [f ]−1 ≡ [f−1]
tvoř́ı podle (1.17) inverzńı prvek. Konečně, podle (1.18) je operace ∗ asociativńı. �

V definici velmi explicitně vystupuje bázový bod x0. Ukážeme si, pro dva body spojené
křivkou se př́ıslušné fundamentálńı grupy př́ılǐs nelǐśı - jsou izomorfńı.

Tvrzeńı 1.2.10. Necht’ x0 a y0 jsou dva bodu prostoru X v jedné komponentě lineárńı souvislosti.
Potom existuje isomorfismus grup π1(X,x0) a π1(X, y0).

D̊ukaz. Jsou-li x0 a y0 v jedné komponentě lineárńı souvislosti, existuje křivka h ∈ Top(I,X),
taková že h(0) = x0 a h(1) = y0. Necht’ [f ] ∈ π1(X,x0). Definujeme βh : π1(X,x0) → π2(X, y0)
vztahem βh[f ] = [h−1] ∗ [f ] ∗ [h]. Vid́ıme, že βh nezáviśı na volbě reprezentanta tř́ıdy [f ]. Může
však explicitně záviset na tř́ıdě homotopie [h] a βh tedy neńı izomorfismus kanonický. Dále máme

βh[ex0
] = [h−1] ∗ [ex0

] ∗ [h] = [h−1] ∗ [h] = [ey0 ], (1.24)

kde jsme použili (1.16) a (1.17). Podobně, pro všechny [f ], [g] ∈ Ω(X,x0) dostáváme

βh([f ] ∗ [g]) = [h−1] ∗ [f ∗ g] ∗ [h] = [h−1] ∗ [f ] ∗ [h] ∗ [h]−1 ∗ [g] ∗ [h] = βh[f ] ∗ βh[g]. (1.25)

Vid́ıme, že βh je homomorfismus grup. Inverzńı zobrazeńı se definuje záměnou roĺı h a h−1. �

Poznámka 1.2.11. V lineárně souvislých prostorech se z d̊uvodu předcházej́ıćıho tvrzeńı často
vynechává explicitńı zmı́nka počátečńıho bodu x0 a fundamentálńı grupa (libovolná z nich) se
označuje jednoduše jako π1(X). Často se ṕı̌se π1(X) = 0.

Definice 1.2.12. Necht’X je lineárně souvislý topologický prostor. Řekneme, žeX je jednoduše
souvislý, je-li fundamentálńı grupa π1(X) triviálńı.
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Tvrzeńı 1.2.13. Topologický prostor je jednoduše souvislý, existuje-li pro každé dva body x, y ∈
X právě jedna kohomologická tř́ıda [h], taková, že h(0) = x a h(1) = y.

D̊ukaz. Necht’ x, y ∈ X. Je-li X jednoduše souvislý, je lineárně souvislý a tedy existuje spojitá
křivka h ∈ Top(I,X), taková že h(0) = x a h(1) = y. Necht’ h′ ∈ Top(I,X) je jiná taková
křivka. Potom ale

[h] = [h] ∗ [ey] = [h] ∗ ([h′−1] ∗ [h′]) = ([h] ∗ [h′−1]) ∗ [h′] = [ex] ∗ [h′] = [h′], (1.26)

kde jsme použili [h] ∗ [h′−1] = [ex] z předpokladu π1(X) = 0. Důkaz opačného tvrzeńı je jed-
noduchý. Z předpokladu vždy existuje nějaká křivka spojuj́ıćı libovolné dva body a tedy X je
lineárně souvislý. Nav́ıc každá smyčka f ∈ Ω(X,x0) spojuje x0 a x0. Muśı být tedy homotopická
konstantńı křivce, [f ] = [ex0 ]. Odtud π1(X,x0) = {[ex0 ]}, a tedy π1(X) = 0. �

Př́ıklad 1.2.14 (Vektorové prostory jsou jednoduše souvislé). Necht’ V je vektorový
prostor s běžnou eukleidovskou topologíı indukovanou volbou nějaké báze V . Každý vektor v ∈ V
lze spojit př́ımkou h(t) = t · v s nulovým vektorem 0 ∈ V , a tedy V je lineárně souvislý. Stač́ı
spoč́ıtat π1(V, 0). Je-li f ∈ Ω(V, 0), definujeme homotopii H s konstantńı křivkou e(t) = 0
vztahem

H(t, s) = (1− s) · f(t). (1.27)

Zřejmě H(t, 0) = f(t), H(t, 1) = e(t) = 0 a H(0, s) = H(1, s) = 0. Tedy [f ] = [e] a uzavřeme, že
π1(V ) = 0, tj. V je jednoduše souvislý topologický prostor.

1.3 Fundamentálńı grupa kružnice

V této sekci si ukážeme nejjednodušš́ı př́ıklad topologického prostoru s netriviálńı fundamentálńı
grupou. Budeme zkoumat kružnici, označovanou v topologických kruźıch jako S1. Výsledek si
vyslov́ıme jako větu, kterou pak postupně dokážeme.

Věta 1.3.1 (Fundamentálńı grupa kružnice). π1(S1) je nekonečná cyklická grupa genero-
vaná tř́ıdou homotopie smyčky ω ∈ Ω(S1, (1, 0)), kde ω(t) = (cos(2πt), sin(2πt)).

Zřejmě [ω]n = [ωn], kde ωn(t) = (cos(2πnt), sin(2πnt)). Muśıme ukázat, že každá smyčka s
počátkem v (1, 0) je homotopická ωn pro unikátńı n ∈ Z.

Základńı idea je následuj́ıćı. Definujeme zobrazeńı p : R→ S1 vztahem p(s) = (cos(2πs), sin(2πs)).
Vizualizace tohoto zobrazeńı je následovná - R lze vnořit do R3 jako šroubovici s 7→ (cos(2πs), sin(2πs), s).
Potom p je restrikce projekce R3 na R2 na tuto šroubovici. Všimneme si, že ωn = p ◦ ω̃n, kde
ω̃n ∈ Top(I,R) je definovaná vztahem ω̃n(t) = n · t. Ř́ıkáme, že ω̃n je zdvih smyčky ωn. Důkaz
věty se provede studiem zdvih̊u obecných smyček v S1. To se oṕırá o následuj́ıćı obecný koncept.

Definice 1.3.2. Necht’ X je topologický prostor. Nakryt́ı X je topologický prostor X̃ a p ∈
Top(X̃,X), takové, že pro každý bod x0 ∈ X existuje jeho okoĺı U ⊆ X, takové, že p−1(U) je
disjunktńı sjednoceńı otevřených podmnožin, kde každou z nich p zobrazuje homeomorfně na U .

Řekneme, že U je stejnoměrně nakryté.

Př́ıklad 1.3.3. Zobrazeńı p : R → S1 představené výše definuje nakryt́ı S1. Každý otevřený
oblouk U ⊂ S1 je stejnoměrně nakrytý.

K d̊ukazu Věty 1.3.1 využijeme užitečných vlastnost́ı nakryt́ı.
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Tvrzeńı 1.3.4. Necht’ p : X̃ → X je nakryt́ı. Potom plat́ı

(i) Pro každou křivku f ∈ Top(I,X) s počátkem v bodě x0 ∈ X a každé x̃0 ∈ p−1(x0) existuje

unikátńı zdvih f̃ ∈ Top(I, X̃) s počátkem v bodě x̃0.

(ii) Je-li H homotopie křivek s počátkem v bodě x0 (tj. muśı nutně fixovat oba koncové body),

existuje unikátńı homotopie H̃ př́ıslušných zdvih̊u s počátkem v bodě x̃0.

Než si tvrzeńı dokážeme, ukažme si, jak z jeho pomoćı dokázat Větu 1.3.1.

D̊ukaz věty 1.3.1. Necht’ f ∈ Ω(S1, x0) reprezentuje tř́ıdu [f ] ∈ π1(S1, x0), kde x0 = (1, 0).

Protože 0 ∈ π−1(x0), existuje podle 1.3.4 jej́ı unikátńı zdvih f̃ ∈ Top(I,R) s počátkem v bodě

0. Tato křivka nutně konč́ı v nějakém celoč́ıselném bodě n ∈ Z, protože f̃(1) ∈ π−1(f(0)) =

π−1(x0) = Z. Protože f̃ a ω̃n maj́ı stejné koncové body, existuje jejich lineárńı homotopie

H̃(t, s) = (1− s) · f̃(t) + s · ω̃n(t). (1.28)

Snadno vid́ıme, že H = p ◦ H̃ je homotopie (fixuj́ıćı počátečńı i koncový bod) smyček ωn a f ,
tedy [f ] = [ωn]. Muśıme ukázat, že takové n ∈ Z je jednoznačně určené [f ].

Necht’ [f ] ' [ωn] a [f ] ' [ωm]. Potom taky [ωm] ' [ωn]. Necht’ H je př́ıslušná homotopie, tj.
H(t, 0) = ωn a H(t, 1) = ωm (s počátkem v x0). Podle tvrzeńı 1.3.4 existuje unikátńı homotopie

H̃ zdvih̊u křivek ωn a ωm. To jsou z jednoznačnosti křivky ω̃n a ω̃m. Ale potom n = ω̃n(1) =

H̃(1, 0) = H̃(1, 1) = ω̃m(1) = m. �

Zbývá dokázat Tvrzeńı 1.3.4. Ukažme si, že obě jeho části plynou z obecněǰśı vlastnosti
topologických nakryt́ı:

Lemma 1.3.5. Pro každé zobrazeńı F ∈ Top(Y × I,X) a F̃ ∈ Top(Y × {0}, X̃) , které je

zdvihem F |Y×{0} ∈ Top(Y × {0}, X), tj. p ◦ F̃ = F |Y×{0}, existuje unikátńı zdvih celého F , tj.

F̃ ∈ Top(Y × I, X̃), takové že p ◦ F̃ = F .

D̊ukaz tvrzeńı 1.3.4. (i) je speciálńım př́ıpadem Lemma 1.3.5 pro Y = {y0}. (ii) je následuj́ıćı
aplikaci Lemma 1.3.5 pro Y = I. Necht’ H : I × I → X je homotopie dvou křivek f0 = H(·, 0)
a f1 = H(·, 1) s pevnými konci x0 = H(0, s) a x1 = H(1, s). Zobrazeńı H|I×{0} = f0 má podle

Tvrzeńı 1.3.4 a již dokázaného (i) unikátńı zdvih H̃ ∈ Top(I ×{0}, X̃), takový že H̃(0, 0) = x̃0.

Podle Lemma 1.3.5 nyńı existuje jednoznačný zdvih H̃ ∈ Top(I × I, X̃), takový, že p ◦ H̃ = H.

Muśıme ověřit, že H̃ je křivková homotopie zdvih̊u f̃0 a f̃1 s počátkem v x̃0.

Z konstrukce p ◦ H̃(t, 0) = H(t, 0) = f0(t) a H̃(0, 0) = x̃0. Z jednoznačnosti v Tvrzeńı 1.3.4

(i) muśı tedy být H̃(t, 0) = f̃0(t).

Muśıme ukázat, že křivky H̃(0, s) a H̃(1, s) jsou konstantńı v s (tj. H̃ je homotopie křivek).

Ale p ◦ H̃(0, s) = H(0, s) ≡ x0 a s 7→ H̃(0, s) je tedy zdvih konstantńı křivky s počátkem v bodě

H̃(0, 0) = x̃0. Ale konstantńı křivka ex̃0
je zdvih do stejného bodu a tedy H̃(0, s) = ex̃0

(s) ≡ x̃0.

Podobně se dokáže, že H̃(1, s) ≡ H̃(1, 0) = f̃0(1).

Konečně, p ◦ H̃(t, 1) = H(t, 1) = f1(t) a H̃(0, 1) = H̃(0, 0) = x̃0, tj. H̃(t, 1) je zdvihem křivky

f1 s počátkem v x̃0. Z jednoznačnosti H̃(t, 1) = f̃1 a H̃ je tedy homotopie (křivková) obou

př́ıslušných zdvih̊u f̃0 a f̃1. �
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Zbývá tedy dokázat Lemma 1.3.5. Tento d̊ukaz je přehĺıdkou typických topologických argu-
ment̊u a proto si ho pořádně uděláme.

D̊ukaz Lemma 1.3.5. Necht’ y0 ∈ Y je fixńı. Nejprve sestroj́ıme zdvih F̃ : N × I → X̃ pro nějaké
okoĺı N 3 y0. Pro každé t ∈ I můžeme naj́ıt součinové okoĺı Nt × [at, bt] ⊂ N × I bodu (y0, t),
takové, že F (Nt × [at, bt]) je nějakém rovnoměrně nakrytém okoĺı U bodu F (y0, t).

Systém okoĺı Nt×[at, bt] tedy tvoř́ı pokryt́ı kompaktńı množiny {y0}×I. Můžeme tedy vybrat
rozděleńı 0 = t0 < · · · < tm = 1 a okoĺı N 3 y0, že celý obraz F (N × [ti, ti+1]) je je obsažený
v nějakém rovnoměrně nakrytém okoĺı Ui ⊆ X, a to pro každé i ∈ {0, . . . ,m − 1}. Pro indukci

předpokládejme, že již máme F̃ definované na množině N × [0, ti] pro nějaké okoĺı N bodu y0,

přičemž nultý krok indukce odpov́ıdá zadanému F̃ : N × {0} → X̃.

Z konstrukce je F (N × [ti, ti+1]) ⊆ Ui. Existuje tedy otevřená množina Ũi ⊆ X̃, kterou

p zobrazuje homeomorfně na Ui a obsahuje bod F̃ (y0, ti). Bez újmy na obecnosti můžeme

předpokládat, že F̃ (N × {ti}) ⊆ Ũi, protože si mı́sto N můžeme vźıt libovolné menš́ı okoĺı

N ′ = (N × {ti}) ∩ F̃−1(Ũi). Pro (y, t) ∈ N × [ti, ti+1] můžeme definovat

F̃ (y, t) = (p−1 ◦ F )(y, t). (1.29)

Zjevně p ◦ F̃ (y, t) = F (y, t) a F̃ je spojité. Podle indukčńıho předpokladu dostáváme F̃ ∈
N × [0, ti+1]. Po konečném počtu krok̊u dostáváme spojitý zdvih F̃ : N × I → X̃.

Nyńı ukážeme unikátnost zdvihu v Lemma 1.3.5 pro speciálńı př́ıpad Y = {y0}. Potlač́ıme
explicitńı notaci jednobodové množiny. Máme tedy zadanou křivku F ∈ Top(I,X) a spojité

zobrazeńı F̃ ∈ Top({0}, X̃) zdvihaj́ıćı F |{0}, tj. zvolený bod x̃0 ∈ p−1(x0), kde x0 = F (0).

Předpokládejme, že máme dva zdvihy F̃ , F̃ ′ : Top(I, X̃), takové, že F̃ (0) = F̃ ′(0) = x̃0.
Opět můžeme naj́ıt rozděleńı 0 = t0 < · · · < tm = 1, takové, že F ([ti, ti+1]) ⊆ Ui pro
nějaké rovnoměrně nakryté souvislé okoĺı Ui ⊆ X. Pro indukci předpokládejme, že již v́ıme
F̃ |[0,ti] = F̃ ′|[0,ti]. Protože [ti, ti+1] je souvislá množina, muśı být i F̃ ([ti, ti+1]). Muśı tedy ležet

celá v jedné z otevřených množin Ũi ⊆ X̃, která je homeomorfńı Ui. Protože F̃ (ti) = F̃ ′(ti), muśı

být i F̃ ′([ti, ti+1]) ⊆ Ũi. Ale p|Ũi je homeomorfismus a tedy p ◦ F̃ = p′ ◦ F̃ na [ti, ti+1] implikuje

F̃ = F̃ ′ na [ti, ti+1]. A tedy F̃ = F̃ ′ na [0, ti+1].

Konečně, máme-li zdvih F̃ definovaný na N × I a F̃ ′ definovaný na N ′ × I, máme pro každé
y ∈ N ∩N ′ jejich restrikćı i dva zdvihy F |{y}×I na {y} × I. Podle předchoźıho odstavce F̃ a F̃ ′

muśı být stejné na {y} × Y , a tedy i na celém pr̊uniku. Dostáváme tedy zdvih F̃ : Y × I → X̃.

Protože každé dva takové splývaj́ı na {y} × I pro každé y ∈ Y , je F̃ podle předchoźıho odstavce
unikátńı. �

Poznámka 1.3.6. Snadno vid́ıme, že π1(S1) ∼= (Z,+), kde izomorfismus je definovaný jako (jed-
noznačné) rozš́ı̌reńı [ω] 7→ 1 ∈ Z. Často se tedy setkáme se značeńım π1(S1) = Z.

Věta 1.3.7 (Základńı věta algebry). Každý nekonstantńı polynom s koeficienty v C má
alespoň jeden kořen v C.

D̊ukaz. Stač́ı uvažovat polynom p ve tvaru p(z) = zn + a1z
n−1 + · · · + an. Předpokládejme, že

p(z) 6= 0 pro všechny z ∈ C. Pro každé r ≥ 0 můžeme sestrojit smyčku

fr(t) =
p(re2πit)/p(r)

|p(re2πit)/p(r)|
, (1.30)
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která lež́ı na jednotkové kružnici S1 ⊂ C a má počátek v bodě 1 ∈ C. Spojitou změnou parametru
r můžeme přej́ıt ke konstantńı křivce f0(t) ≡ 1. To ale znamená, že pro každé r ≥ 0 je [fr] =
[e] ∈ π1(S1).

Nyńı zafixujme r, tak aby r > max{|a1| + · · · + |an|, 1}. Pro libovolné z ∈ C, takové, že
|z| = |r| nyńı plat́ı nerovnost |zn| = |z||z|n−1 > (|a1|+ · · ·+ |an|)|z|n−1 > |a1z

n−1|+ · · ·+ |an| ≥
|a1z

n−1 + · · ·+ an|. To ale znamená, že polynom ps(z) = zn + s(a1z
n−1 + · · ·+ an) nemá žádné

kořeny na kružnici |z| = r pro žádné s ∈ [0, 1]. To by totiž implikovalo, že obě komplexńı č́ısla
tvoř́ıćı ps(z) maj́ı stejný modul: |z|n = s|a1z

n−1 + · · ·+an| ≤ |a1z
n−1 + · · ·+an|, což je v rozporu

s předchoźı nerovnost́ı.

Záměnou p za ps v (1.30) dostáváme pro (fixńı a dost velké) r a každé s ∈ [0, 1] smyčku fsr (t),
přičemž f1

r (t) = fr(t) a f0
r (t) = e2πnt = ωn(t). Zjevně H(t, s) = fsr (t) je homotopie smyček fr a

ωn, což dokazuje, že [fr] = [ωn] = [ω]n. Dostáváme tedy rovnost [ω]n = [e], což nastává pouze
pro n = 0, což odpov́ıdá konstantńımu polynomu p. �

Věta 1.3.8 (Brouwerova věta o pevném bodě v dimenzi 2). Necht’ D2 ⊆ R2 je uzavřený
jednotkový disk, t.j. D2 = {x ∈ R2 | |x| ≤ 1} ⊆ R2. Potom pro každé h ∈ Top(D2, D2) existuje
x0 ∈ D2, takové, že h(x0) = x0.

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme, že h(x) 6= x pro všechny x ∈ D2. Můžeme tedy definovat
spojité zobrazeńı r ∈ Top(D2,S1) tak, že každému bodu x ∈ D2 přǐrad́ıme bod r(x) ∈ S1 = ∂D2

kde polopř́ımka (dobře definovaná) z bodu h(x) skrz x prot́ıná hranici kruhu. Spojitost r je
intuitivně zřejmá (změńıme-li o kousek x, změńı se o kousek h(x) a tedy i polopř́ımka a jej́ı
pr̊unik s hranićı). Z definice rovněž r(x) = x pro x ∈ S1.

To dokazuje, že r : D2 → S1 je retrakce D2 na S1. Ukážeme si, že taková retrakce nemůže
existovat. Necht’ f0 ∈ Ω(S1, x0) je libovolná smyčka v S1. Zároveň f0 je smyčka která je v D2

homotopická konstantńı křivce, kde H(t, s) = (1 − s) · f0(t) + s · x0. Potom ale H ′ = r ◦ H je
homotopie v S1 křivky r ◦ f0 = f0 a konstantńı křivky v x0. To je ale ve sporu s π1(S1) 6= 0. �

1.4 Indukovaná zobrazeńı a homotopická ekvivalence

Koncept fundamentálńı grupy jsme od začátku zamýšleli jako topologický invariant. Je tedy
třeba ověřit, že tomu tak skutečně je.

Tvrzeńı 1.4.1. Necht’ ϕ ∈ Top(X,Y ) je spojité zobrazeńı. Potom předpisem

ϕ∗[f ] = [ϕ ◦ f ] (1.31)

pro všechny [f ] ∈ π1(X,x0) definujeme homomorfismus grup ϕ∗ : π1(X,x0) → π1(Y, ϕ(x0)).
Pokud ψ ∈ Top(Y,Z), plat́ı pravidla

(ψ ◦ ϕ)∗ = ψ∗ ◦ ϕ∗, 1∗ = 1. (1.32)

Zejména je-li ϕ homeomorfismus, je ϕ∗ izomorfismus fundamentálńıch grup.

D̊ukaz. Nejprve muśıme ukázat, že ϕ∗ je dobře definované. Je-li [f ] = [f ′] a H je př́ıslušná
homotopie, zjevně H ′ = ϕ ◦H je homotopie smyček ϕ ◦ f a ϕ ◦ f ′. Evidentně ϕ∗([e]) = [e] a z
definice napojeńı křivek rovněž snadno

ϕ∗[f ∗ g] = [ϕ ◦ (f ∗ g)] = [(ϕ ◦ f) ∗ (ϕ ◦ g)] = ϕ∗[f ] ∗ ϕ∗[g]. (1.33)
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To dokazuje, že ϕ∗ je grupový homomorfismus. Důkaz kompozičńıch pravidel je zřejmý, stejně
jako tvrzeńı o izomorfismu. �

Poznámka 1.4.2. Rozhodně neplat́ı opačné tvrzeńı. Jsou-li X a Y jednoduše souvislé, můžeme
vźıt libovolné konstantńı zobrazeńı ϕ(x) = y0 pro všechny x ∈ X. Zjevně ϕ∗ je izomorfismus
(triviálńıch) fundamentálńıch grup π1(X,x0) a π1(Y, y0), ale ne každé jednoduše souvislé topo-
logické prostory jsou homeomorfńı.

Toto tvrzeńı můžeme použ́ıt v d̊ukazu následuj́ıćı věty, která ukazuje, že S0 a S1 jsou jedinými
př́ıklady n-rozměrných sfér, které nejsou jednoduše souvislé.

Věta 1.4.3 (Vı́cerozměrné sféry jsou jednoduše souvislé). Pro každé n ≥ 2 je π1(Sn) = 0.

Důkaz se oṕırá o následuj́ıćı dvě obecné lemma:

Lemma 1.4.4. Pro libovolné dva topologické prostory je π1(X ×Y ) je izomorfńı π1(X)×π1(Y )
kdykoliv jsou X a Y křivkově souvislé.

D̊ukaz. Produktová topologie na X × Y je plně charakterizovaná vlastnost́ı, že f : Z → X × Y
je spojité, právě tehdy když zobrazeńı g : Z → X a h : Z → Y definovaná vztahem f(z) =
(g(z), h(z)) jsou obě spojitá. Každá smyčka f ∈ Ω(X × Y, (x0, y0)) je tedy ekvivalentńı dvojici
smyček g ∈ Ω(X,x0) a h ∈ Ω(Y, y0). Ze stejného d̊uvodu je homotopie H ∈ Top(I × I,X × Y )
ekvivalentńı zadáńı dvojice homotopíı v X a Y . Dostáváme tedy bijekci

π1(X × Y, (x0, y0)) ≈ π1(X,x0)× π1(Y, y0), (1.34)

o které se snadno dokáže, že jde o grupový isomorfismus. Křivkovou souvislost předpokládáme
čistě abychom nemuseli psát body ve kterých π1 poč́ıtáme. �

Lemma 1.4.5. Necht’ X je sjednoceńı kolekce otevřených podmnožin Aα, kde každá z nich ob-
sahuje x0 a každý pr̊unik Aα ∩Aβ je křivkově souvislý.

Potom každá smyčka v Ω(X,x0) je homotopická součinu smyček, kde každá z nich je celá
obsažená v nějakém Aα.

D̊ukaz. Necht’ f ∈ Ω1(X,x0) je daná smyčka. Protože f je spojité, pro každé t ∈ I existuje okoĺı
Vt ⊆ I, takové, že f(Vt) ⊆ Aα. Můžeme Vt vybrat jako otevřený interval, jehož uzávěr se zobraźı
celý do Aα. Z kompaktnosti můžu vybrat konečné podpokryt́ı těmito intervaly. Dostáváme tedy
rozděleńı 0 = t0 < · · · < tm = 1, takové, že f([ti, ti+1]) ⊆ Aαi pro každé i ∈ {0, . . . ,m− 1}.

Označme fi restrikci f na [ti, ti+1] reparametrizovanou tak, aby šlo o zobrazeńı z I. Potom
f = f0 ∗ f1 · · · ∗ fm, a fi ∈ Top(I, Aαi). Protože Aαi ∩Aαi+1

je křivkově souvislé, existuje křivka
gi ∈ Top(I, Aαi ∩ Aαi+1) spojuj́ıćı x0 a bod f(ti) ∈ Aαi ∩ Aαi+1 . pro každé i ∈ {1, . . . ,m − 1}.
Potom můžeme psát tř́ıdu [f ] jako kompozici

[f ] = [f0 ∗ g−1
1 ] ∗ [g1 ∗ f2 ∗ g−1

2 ] ∗ . . . [gm−1 ∗ fn]. (1.35)

A lemma je dokázáno. �

D̊ukaz věty 1.4.3. Můžeme psát Sn = A1 ∪ A2, kde A1 je např́ıklad Sn bez
”
severńıho pólu“

(1, 0, . . . , 0) a A2 je Sn bez
”
jižńıho pólu“ (−1, 0, . . . , 0). Pomoćı stereografické projekce snadno

vid́ıme, že A1, A2 ≈ Rn. Každý bod A1 ∩ A2 můžeme zobrazit na
”
rovńık“ Sn ∩ {x ∈ Rn | x1 =

0} ≈ Sn−1, a poznamenat si jeho souřadnici x1 ∈ (−1, 1). A tedy A1 ∩A2 ≈ Sn−1 × R.

14



Pro n ≥ 2 je prostor Sn−1 × R křivkově souvislý (protože Sn−1 i R jsou). Můžeme tedy
použ́ıt předchoźı lemma. Necht’ x0 ∈ A1 ∩A2. Potom každou [f ] ∈ π1(Sn, x0) můžeme psát jako
[f ] = [f0] ∗ [f1] · · · ∗ [fm], kde fi ∈ Ω(A1,2, x0). Oba prostory A1 i A2 jsou jednoduše souvislé a
tedy [fi] = [e] pro každé i ∈ {0, . . . ,m}. Máme tedy π1(Sn) = π1(Sn, x0) = 0. To dokazuje, že Sn
je jednoduše souvislá množina. �

Důsledek 1.4.6. Prostory R2 a Rn jsou homeomorfńı pouze pro n = 2.

D̊ukaz. Necht’ f ∈ Top(R2,Rn) je homeomorfismus. Pro libovolný bod x ∈ R2 je potom i jeho
restrikce f ′ ∈ Top(R2 \ {x},Rn \ {f(x)}) homeomorfismus. Máme také homeomorfismus

Rn \ {y} ≈ Sn−1 × R, (1.36)

pro každé y ∈ Rn, který lze snadno ukázat např́ıklad volbou v́ıcerozměrných sférických souřadnic
s počátkem v bodě y. f ′ tedy indukuje homeomorfismus S×R a Sn−1×R. Pro n = 1 dostáváme
spor, protože S0 × R neńı křivkově souvislá množina a S × R je. Pro n > 2 dostáváme spor,
protože π1(S× R) = π1(S)× π1(R) = π1(S) = Z a zároveň π1(Sn−1 × R) = π1(Sn−1) = 0. �

Tvrzeńı 1.4.1 má spoustu aplikaćı. Hod́ı se zejména při porovnáváńı fundamentálńıch grup
prostor̊u, kde jeden je retrakćı druhého.

Tvrzeńı 1.4.7. Necht’ r ∈ Top(X,A) je retrakce, A ⊆ X. Potom inkluze i ∈ Top(A,X)
indukuje monomorfismus i∗ : π1(A, x0) → π1(X,x0) pro všechny x0 ∈ A. Je-li r deformačńı
retrakt, je zobrazeńı i∗ izomorfismus.

D̊ukaz. Definice retrakce je ekvivalentńı identitě r◦i = 1A. Dle Tvrzeńı 1.4.1 máme tedy r∗◦i∗ =
1. To ale může nastat jen v př́ıpadě, že je i∗ monomorfismus. Je-li r deformačńı retrakt, máme
rt ∈ Top(X,X), kde r0 = 1X , r1 = r a rt(a) = a pro všechny a ∈ A. Necht’ [f ] ∈ π1(X,x0).
Potom ale H(t, s) = (rs ◦ f)(t) zadává homotopii a [f ] = [r ◦ f ]. Ale r ◦ f ∈ Ω(A, x0) a můžeme
tedy psát [f ] = [i ◦ r ◦ f ] = i∗[r ◦ f ]. To dokazuje, že i∗ je surjektivńı. �

Nyńı si vyslov́ıme větu zásadńı pro aplikace a explicitńı výpočet fundamentálńı grupy.

Věta 1.4.8. Necht’ X a Y jsou libovolné topologické prostory a ϕ : X → Y je homotopická
ekvivalence. Potom ϕ∗ : π1(X,x0)→ π1(Y, ϕ(x0)) je izomorfismus.

Teorém je jednoduchým d̊usledkem následuj́ıćıho tvrzeńı:

Lemma 1.4.9. Necht’ H : X × I → Y je homotopie zobrazeńı µ0 = H(·, 0) a µ1 = H(·, 1).
Definujme křivku h ∈ Top(I, Y ) jako obrazy bodu x0 homotopíı H, t.j. h(t) = H(x0, t). Potom
následuj́ıćı diagram je komutativńı:

π1(Y, µ1(x0))

π1(X,x0)

π1(Y, µ0(x0)),

βh

µ1∗

µ0∗

(1.37)

kde βh je izomorfismus generovaný křivkou h.

15



D̊ukaz. Připomeňme, že βh je definovaný jako βh[g] = [h]−1∗[g]∗[h] pro všechny [g] ∈ π1(Y, µ1(x0)).
Necht’ [f ] ∈ π1(X,x0). Máme tedy ukázat, že µ0∗[f ] = (βh ◦ µ1∗)[f ]. Explicitně

[µ0 ◦ f ] = [h−1 ∗ (µ1 ◦ f) ∗ h] (1.38)

Sestroj́ıme tř́ıdu křivek hs(t) = h(st), tj. h0(t) ≡ h(0) = µ0(x0) a h1(t) = h(t). Definujeme

H̃(t, s) = (h−1
s ∗ (µs ◦ f) ∗ hs)(t), (1.39)

kde µs = H(·, s). Nejprve si člověk muśı rozmyslet, že má kompozice smysl. hs(1) = h(s) =

µs(x0). To je ale přesně bod, kde má počátek smyčka µs ◦ f . Máme H̃(t, 0) = µ0 ◦ f , H̃(t, 1) =

h−1 ∗ (µ1 ◦ f) ∗ h a konečně H̃(0, s) = H̃(1, s) ≡ µ0(x0). H̃ je tedy homotopie smyček µ0 ◦ f a
h−1 ∗ (µ1 ◦ f) ∗ h, což bylo dokázati. �

D̊ukaz věty 1.4.8. Necht’ ψ ∈ Top(Y,X) je homotopická inverze ϕ, tj ψ◦ϕ ' 1X a ϕ◦ψ ' 1Y .
Uvažujme následuj́ıćı posloupnost homomorfismů:

π1(X,x0) π1(Y, ϕ(x0)) π1(X,ψ(ϕ(x0))) π1(Y, ϕ(ψ(ϕ(x0))))
ϕ∗ ψ∗ ϕ∗

(1.40)

Nejprve aplikujeme předchoźı lemma na homotopii spojitých zobrazeńı ψ ◦ϕ a 1X která existuje
z předpokladu. Máme tedy µ0 = ψ◦ϕ, µ1 = 1X a izomorfismus βh : π1(X,x0)→ π1(X,ψ(ϕ(x0)),
takový že ψ∗ ◦ϕ∗ = µ0∗ = βh ◦µ1∗ = βh∗. Odtud vid́ıme, že ψ∗ ◦ϕ∗ je izomorfismus. To dokazuje,
že ϕ∗ je injektivńı zobrazeńı.

Nyńı aplikujeme předchoźı lemma obdobně na homotopii ϕ ◦ ψ a 1Y abychom dokázali, že
ϕ∗ ◦ ψ∗ je isomorfismus a tedy ψ∗ v posloupnosti nahoře muśı být injektivńı. Jelikož ψ∗ ◦ ϕ∗ je
isomorfismus, muśı být ϕ∗ také surjektivńı. Vskutku, pro každé [g] ∈ π1(Y, ϕ(x0)) existuje právě
jedno [f ] ∈ π1(X,x0) takové, že ψ∗(ϕ∗[f ]) = ψ∗[g] a z injektivity ψ∗ tedy [g] = ϕ∗[f ]. �

Poznámka 1.4.10. Všimněte si, že homotopická inverze ϕ nemuśı nutně generovat grupovou
inverzi ϕ∗, t.j. neplat́ı ψ∗ ◦ ϕ∗ = 1.

1.5 Jazyk kategoríı

V algebraické topologii se velmi často objevuj́ı přǐrazeńı algebraických objekt̊u každému topo-
logickému prostoru. Např́ıklad každé dvojici (X,x0), kde X je topologický prostor a x0 ∈ X
přǐrazujeme fundamentálńı grupu π1(X,x0) a to zp̊usobem, který v jistém smyslu respektuje
zobrazeńı mezi r̊uznými topologickými prostory.

Tento
”
jistý smysl“ bývá velmi podobný např́ıč celým oborem, je proto výhodné nalézt obecný

rámec do kterého tato
”
přǐrazeńı“ přirozeně zapadaj́ı. Ukazuje se, že odpověd́ı je tzv. teorie

kategoríı. Nyńı si ukážeme jej́ı naprosto elementárńı základy. Nejprve si muśıme vysvětlit, co
kategorie je a uvést si některé př́ıklady.

(C1) Základem každé kategorie C je tř́ıda jej́ıch objekt̊u Ob(C).

Tř́ıdou se mysĺı abstraktńı pojem z teorie množin, nahrazuj́ıćı problematický pojem
”
množina“

(viz. Russell̊uv paradox). Např́ıklad pro C = Set je Ob(Set) tř́ıda všech množin.

Často se zjednodušuje notace a ṕı̌se se Ob(C) = C.
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(C2) Pro každé dva objekty a, b ∈ Ob(C) existuje tř́ıda morfismů C(a, b). Tohle už obvykle
bývá obyčejná množina. Např́ıklad, pro každé A,B ∈ Ob(Set) je Set(A,B) množina všech
zobrazeńı f : A→ B.

(C3) Pro každé tři objekty a, b, c ∈ Ob(C) existuje operace skládáńı ∗, zobrazeńı ∗ : C(a, b)×
C(b, c)→ C(a, c). Obvykle se znač́ı ∗(f, g) ≡ g ∗ f .

(C4) Pro každý objekt a ∈ Ob(C) existuje význačný morfismus 1a ∈ C(a, a), kterému se ř́ıká
identita v a.

(C5) Nalož́ı se několik axiomů, které zajist́ı, že operace skládáńı je asociativńı operace, a identity
funguj́ı jako identity.

Poznámka 1.5.1. Úplně stejným argumentem jako v teorii grup se ukáže, že pro dané a ∈ Ob(C)
je právě jedna identita 1a.

Př́ıklad 1.5.2. Nejd̊uležitěǰśım př́ıkladem kategorie pro algebraickou topologii je Top∗, kate-
gorie topologických prostor̊u s význačným bodem.

Objekty Ob(Top∗) jsou dvojice (X,x0), kde X je topologický prostor a x0 ∈ X jeho význačný
bod. Pro každé (X,x0) a (Y, y0) definujeme množinu morfismů jako

Top∗((X,x0), (Y, y0)) = {f ∈ Top(X,Y ) | f(x0) = y0}, (1.41)

tj. všechna spojitá zobrazeńı zachovávaj́ıćı význačný bod. Operace ∗ je se zavede jako opravdové
skládáńı spojitých zobrazeńı.

Př́ıklad 1.5.3. Kategoríı grup Grp mysĺıme kategorii, jej́ımiž objekty je tř́ıda všech grup a
morfismy jsou grupové homomorfismy.

Př́ıklad 1.5.4. Každý graf G = (V,E) definuje kategorii C. Vezmu Ob(C) = V . A pro každé
v, w ∈ Ob(C) definujeme C(v, v′) jako množinu všech hranových cest z v do v′. Potom C(v, v)
jsou přesně cykly v grafu G a jednotkovým prvkem je triviálńı cyklus (prázdná hranová cesta).
Skládáńı je napojováńı hranových cest.

Př́ıklad 1.5.5. V obecné kategorii nemuśı existovat
”
inverzńı šipka“. Pokud pro každý morfismus

f ∈ C(a, b) existuje f−1 ∈ C(b, a), takový, že f ∗f−1 = 1b a f−1 ∗f = 1a, nazveme tuto kategorii
grupoidem.

V této kapitole jsme ve zkonstruovali fundamentálńı grupoid Π1(X) prostoru X, kde
Ob(Π1(X)) = X a pro každou dvojici x, y ∈ X máme

Π1(X)(x, y) = {[f ] | f ∈ Top(I,X), f(0) = x, f(1) = y}. (1.42)

Skládáńı je indukované napojováńım křivek, identity jsou tř́ıdy konstantńıch smyček. Zřejmě
máme Π1(X)(x, x) ≡ π1(X,x) pro všechny x ∈ X.

My se však na fundamentálńı grupu pod́ıváme ještě zcela jiným zp̊usobem.

Definice 1.5.6. Necht’ C a D jsou dvě kategorie. Funktor F : C→ D je následuj́ıćı kombinace:

(i) Zobrazeńı na objektech, tj. přǐrazeńı Ob(C) 3 a 7→ F (a) ∈ Ob(D).

(ii) Zobrazeńı na morfismech, pro každé f ∈ C(a, b) máme morfismus f∗ ∈ D(F (a), F (b)).
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(iii) Zobrazeńı na morfismech respektuje skládáńı v obou kategoríıch, t.j. plat́ı

(g ∗ f)∗ = g∗ ∗ f∗, (1a)∗ = 1F (a) (1.43)

pro všechny f ∈ C(a, b), g ∈ C(b, c) a všechny objekty a, b, c ∈ Ob(C).

Př́ıklad 1.5.7. Necht’ C = Top a D = Set. Každý topologický prostor je množina a spojité
zobrazeńı je zobrazeńı množin. Na toto se můžeme d́ıvat jako na funktor � : Top→ Set, kterému
se ř́ıká zapomnětlivý funktor.

Tvrzeńı 1.5.8. Fundamentálńı grupu lze interpretovat jako funktor z Top∗ do Grp.

D̊ukaz. Pro každý objekt (X,x0) ∈ Ob(Top∗) definujeme F (X,x0) = π1(X,x0) ∈ Ob(Grp).
Necht’ ϕ ∈ Top∗((X,x0), (Y, y0)). Potom definujeme ϕ∗ ∈ Grp(F (X,x0), F (Y, y0)) přesně jako
v Tvrzeńı 1.4.1. Z (1.32) plyne, že jsme právě definovali funktor. �
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Kapitola 2

Homologie

Fundamentálńı grupa je užitečným nástrojem. Ve své podstatě však použ́ıvá pouze 1-rozměrné
objekty - spojité smyčky. Intuitivně tak tuš́ıme, že neńı vhodná k analýze

”
v́ıcerozměrných“

topologických prostor̊u. Již jsme např́ıklad ukázali, že pro n ≥ 2 je π1(Sn) = 0, a tedy navzájem
nerozlǐśıme v́ıcerozměrné sféry. Ze stejného d̊uvodu nerozeznáme (jako topologické prostory)
vektorové prostory r̊uzné dimenze.

Ideu fundamentálńı grupy lze snadno rozš́ı̌rit - prostor smyček můžeme ztotožnit s prosto-
rem Top∗((S1, ∗), (X,x0)), a definujeme π1(X,x0) jako homotopické tř́ıdy těchto zobrazeńı.
Vyšš́ı homotopické grupy πn(X,x0) lze pak definovat jako tř́ıdy homotopie zobrazeńı v
Top∗((Sn, ∗), (X,x0)). Problémem je jejich skutečný výpočet. Např́ıklad πs(S

n) se obecně zná
jen pro s ≤ n, pro s > n existuj́ı jen tabulky pro speciálńı př́ıpady, obecná formulka neexistuje.

Je proto d̊uležité vyrobit výpočetně jednodušš́ı zp̊usoby. V této kapitole si představ́ıme me-
todu která využ́ıvá toho, že velkou tř́ıdu známých topologických prostor̊u lze

”
slepit“ z konečně

mnoha elementárńıch objekt̊u jako jsou úsečky, trojúhelńıky, čtyřstěny, atd... Zp̊usob jakým jsou
slepeny lze zachytit algebraicky, pomoćı tzv. homologických grup.

2.1 Celulárńı komplexy

Anglicky
”
cell complexes“, též CW komplexy. Nejprve si ukažme jednoduchý př́ıklad konstrukce

toru T2 = S1 × S1. Ten lze psát jako čtverec, ve kterém identifikujeme hrany:

a

a

bb a

a

b

b

c

c

d

d a

b c

d

Podobně, jak vidno na druhém obrázku, můžeme zapsat
”
nafouknutou ležatou osmičku“ jako

osmiúhelńık, kde sleṕıme hrany podle obrázku. Obecně lze libovolnou orientovanou plochu genusu
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g psát jako jako pravidelný 4g-úhelńık, jehož hrany (po identifikaci) tvoř́ı 2g kružnic prot́ınaj́ıćım
se v jednom jediném bodě (všechny tlusté tečky na obrázćıch).

Na celý proces se d́ıváme následovně - vezmeme dvourozměrný otevřený disk, neboli 2-celu a
přileṕıme ho hranićı (tj. kružnićı) k sjednoceńı 2g kružnic prot́ınaj́ıćıch se v jednom bodě. Každá
z těchto kružnic je otevřený interval, neboli 1-cela, který se svoj́ı hranićı (2 koncové body)
přileṕı k jednomu bodu, neboli 0-cele. Orientovanou plochu s genusem g tedy můžeme vyrobit
induktivńım procesem - k 0-celám přileṕım 1-cely, k tomu nakonec přidělám 2-celu. Tento postup
můžeme vźıt jako základ následuj́ıćı definice.

Definice 2.1.1. Uvažujme následuj́ıćı induktivńı sekvenci krok̊u:

(1) Začneme s diskrétńı množinou X0, jej́ıž body považujeme za 0-cely;

(2) Vyrob́ıme takzvanou n-kostru Xn z Xn−1 přilepeńım množiny n-cel enα pomoćı spojitých
zobrazeńı ϕα : Sn−1 → Xn−1. Přesněji, Xn je faktorprostor disjunktńıho sjednoceńı

Xn−1
⊔
α

Dn
α (2.1)

množiny Xn−1 s kolekćı n-rozměrných disk̊u Dn
α, kde každé x ∈ ∂Dn

α
∼= Sn−1 identifikujeme

s ϕα(x) ∈ Xn−1, t.j. x ∼ ϕα(x). Množinově tedy

Xn = Xn−1
⊔
α

enα, (2.2)

kde každá n-cela enα je otevřený n-rozměrný disk, na který se faktor-zobrazeńım homeomorfně
zobraźı Dn

α \ ∂Dn
α.

(3) Definujeme X =
⋃∞
n=0X

n, kde X je vybaveno tzv.
”
slabou topologíı“, kde A ⊂ X je otevřená

(resp. uzavřená), je-li A ∩Xn otevřená (resp. uzavřená) v Xn pro každé n ≥ 0.

Takto zkonstruovaný topologický prostor X se nazývá celulárńı komplex (nebo také CW
komplex). Je-li X = Xn pro nějaké n ≥ 0, řekneme, že X je konečněrozměrný a nejmenš́ı
takové n je jeho dimenze.

Př́ıklad 2.1.2. Vezměme X0 = {e0} tvořený jedńım bodem, tj. máme právě jednu 0-celu. Poté
nebudeme mı́t žádné n-cely pro 1 ≤ n ≤ k − 1, tj. Xk−1 = Xk−1 = · · · = X0. Budeme uvažovat
právě jednu k-celu ek, a př́ıslušné zobrazeńı ϕ : Sk−1 → Xk−1 = {e0} muśı být logicky konstantńı
zobrazeńı ϕ(x) = e0 pro všechny x ∈ Sk−1. Tedy

Xk = ({e0} tDk)/ ∼, (2.3)

kde ztotožńıme ∂Dk s bodem e0. Snadno nahlédneme, že Xk = e1 ∼= Sk, a to včetně topologie.
Daľśı cely nepřidáváme a tedy X = Xk = Sk. Vid́ıme, že v́ıcerozměrné sféry lze psát jako
celulárńı komplexy.

Př́ıklad 2.1.3. Uvažujme topologický prostor RPn, prostor př́ımek skrz počátek v Rn+1. Topo-
logicky se zavede jako faktorprostor Rn+1 \ {0} relaćı ekvivalence λ · x ∼ x pro nějaké nenulové
λ ∈ R, nebo zcela ekvivalentně jako faktorprostor Sn identifikaćı antipodálńıch bod̊u x a −x pro
každé x ∈ Sn.

To je ale totéž jak uvažovat pouze (uzavřenou) horńı hemisféru Sn+ = {x ∈ Sn | x1 ≥ 0},
která homeomorfńı disku Dn (třeba pomoćı stereografických souřadnic), kde body na rovńıku
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∂Sn+
∼= Sn−1 jsou antipodálně identifikovány. Ale Sn−1 s antipodálńı identifikaćı je právě prostor

RPn−1. Projektivńı prostor RPn tedy vyrob́ıme přilepeńım jedné n-cely k RPn−1, kde faktor-
zobrazeńı ϕ : Sn−1 → RPn−1 je naše zobrazeńı v celulárńıch komplexech.

X = RPn lze tedy opět interpretovat jako celulárńı n-rozměrný komplex s právě s jednou
k-celou pro každé 0 ≤ k ≤ n, tj. X = e0 t e1 t · · · t en.

Poznámka 2.1.4. Jeden topologický prostor může mı́t mnoho struktur celulárńıch komplex̊u.
Uvažujme např́ıklad následuj́ıćı identifikaci prostoru RP2 = S2/{x ∼ −x}. Nejprve si na sféře
zvolme trojici bod̊u {N,S,R} , kde N a S jsou póly a R libovolný bod na rovńıku. Potom S2

můžeme interpretovat jako čtverec s identifikaćı:

N

S

R

N R

R S

Obrazem trojice bodu (N,S,R) vzhledem k antipodálńımu zobrazeńı je (S,N,R′), kde R′ je bod

”
u protinožc̊u“ od R. Úhlopř́ıčka čtverce pak odpov́ıdá protilehlému poledńıku:

N

S

R

N R

R S

R′ R′

Potom trojúhelńık
”
pod úhlopř́ıčkou“ odpov́ıdá hemisféře ne východ od R, přičemž antipodálńı

zobrazeńı ji celou zobraźı na hemisféru na západ od R. Kvocient S2 vzhledem k antipodálńımu
zobrazeńı je tedy to samé co tento dolńı trojúhelńık s př́ıslušným ztotožněńım na jeho přeponě:

N

R S ∼ N

R

a

a

bb

To je ale prostor ekvivalentńı čtverci s identifikaćı hran tak jako na druhém obrázku. To nám
dává úplně jinou strukturu celulárńıho komplexu na RP2, který má dvě 0-cely, dvě 1-cely a jednu
2-celu, slepených jak je zobrazeno výše.

Ke každé n-cele enα můžeme přǐradit jej́ı charakteristické zobrazeńı φα : Dn
α → X, de-

finované jako rozš́ı̌reńı ϕα : ∂Dn
α → Xn−1 ⊂ X. Přesněji můžeme φα definovat komutativńım

diagramem

Dn
α Xn−1

⊔
αD

n
α Xn X,

φα

q
(2.4)
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kde q je faktor-zobrazeńı definuj́ıćı Xn, ostatńı šipky jsou inkluze. Snadno se uvid́ı, že na hranici
∂Dn

α je to opravdu ϕα, a zobrazuje int(Dn
α) ≡ enα na jeho homeomorfńı kopii v Xn.

Př́ıklad 2.1.5. Uvažujme standardńı celulárńı komplex na Sn. Potom φ : Dk → Sk je zobrazeńı
co identifikuje celou hranici disku ∂Dk s jedńım bodem v Sk, 0-celou e0.

Popis topologických prostor̊u pomoćı celulárńıch komplex̊u umı́ být velmi užitečným nástrojem.
Zejména proto, že se chová velmi přirozeně vzhledem k obvyklým operaćım na topologických
prostorech. Podkomplex A celulárńıho komplexu je podmnožina, která je sjednoceńım cel X,
taková, že každá cela z A má sv̊uj uzávěr obsažený v A. Každé leṕıćı zobrazeńı ϕα př́ıslušné cele
z A má tedy celý obraz obsažený v A a A samo o sobě je t́ım pádem celulárńım komplexem,
jehož topologie je identická jako podmnožinová v A ⊆ X. Dvojice (X,A) se nazývá CW pár.

Indukćı lze snadno ukázat, že libovolná n-kostra Xn ⊆ X je vždy podkomplex X.

Př́ıklad 2.1.6. Uvažujme dvourozměrný celulárńı komplex X = e0 t (e1
0 t e1

1) t e2 na obrázku:

e0

e10e11

e2

Kromě koster X0 = e0, X1 = e0 t e1
0 t e1

1 a X2 = X1 t e2 má X podsimplexy e0 t e1
0, e0 t e1

1 a
e0 t e1

1 t e2. Zbývaj́ıćı podmnožiny, např́ıklad e2 t e1
0 podsimplexy nejsou.

Poznámka 2.1.7. Nyńı se dá ukázat, že plat́ı následuj́ıćı:

1. Jsou-li X a Y celulárńı komplexy, je i X × Y celulárńı komplex. Maj́ı-li X a Y spočetně
mnoho cel, sed́ı to i topologicky.

2. Pro každý CW pár (X,A) je i kvocient X/A celulárńı komplex, jehož cely jsou cely doplňku
X \ A a jedna nová 0-cela odpov́ıdaj́ıćı obrazu množiny A v X/A. Uděláme-li např́ıklad v
př́ıkladu výše kvocient 1-kostrou X1 ⊆ X, zbude nám 2-cela e2 přidělaná na jednu 0-celu,
tj. topologický prostor S2.

3. Velice d̊uležitou operaćı v algebraické topologii je suspenze S(X) prostoru X, definovaná
jako kvocient

”
válce“ X × I relaćı ekvivalence ∼, definované jako (x, 0) ∼ (x′, 0) a (x, 1) ∼

(x′, 1) pro všechny x, x′ ∈ X. Tedy S(X) = X/ ∼ s obvyklou topologíı.

Struktura celulárńıho komplexu se zavede přirozeně, tj. vezmu součinový celulárńı komplex
na X × I. Z obou podkomplex̊u X × {0} a X × {1} udělám dvě 0-cely a přileṕım k ńım
zbytek. Dá se ukázat, že S(Sn) = Sn+1. T́ımhle zp̊usobem můžeme induktivně dostat
celulárńı komplex na Sn, který ovšem neńı ten z př́ıkladu. Stač́ı se pod́ıvat na následuj́ıćı
sekvence obrázk̊u:
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S0 S0 × I S1

S1
S1 × I S2

Vid́ıme, že S1 a S2 zkonstruované t́ımto indukčńım procesem maj́ı vždy dva kousky od každé
k-cely, pro každé 0 ≤ k ≤ n.

2.2 ∆-komplexy

Jak ukazuje následuj́ıćı obrázek, torus T2, projektivńı rovinu RP2 i Kleinovu lahev K lze ve psát
(kreslit) jako sjednoceńı trojúhelńık̊u s identifikovanými stěnami:

a a

b

b

a a

b

b

a a

b

b

c c c

T2 RP2 K

Snadno lze nalézt podobné rozděleńı pro libovolný pravidelný n-úhelńık. Každou orientovanou
plochu s genusem g lze tedy t́ımto zp̊usobem tzv. triangulovat.

Idea ∆-komplex̊u je zobecnit tento náhled pro libovolnou dimenzi. Nejprve je potřeba zavést
n-rozměrný analog trojúhelńıku. Uvažujme afinně nezávislý soubor n+ 1 vektor̊u (v0, . . . , vn) v
prostoru Rm, tj. (v1 − v0, . . . , vn − v0) je lineárně nezávislý1 soubor v Rm. Potom n-simplex je
komplexńı obal souboru (v0, . . . , vn).

Vektory vi se nazývaj́ı vrcholy simplexu a samotný simplex budeme značit jako [v0, . . . , vn].
Je d̊uležité, že uvažujeme vrcholy jako soubor, tj. včetně pořad́ı.

Př́ıklad 2.2.1. Modelovým př́ıkladem je standardńı simplex v Rn+1, definovaný jako

∆n = {(t0, . . . , tn) ∈ Rn+1 |
n∑
i=0

ti = 1, ti ≥ 0}, (2.5)

t.j. ∆n = [e0, . . . , en], kde {ei}ni=0 je standardńı báze Rn+1. Každý simplex [v0, . . . , vn] je home-
omorfńı ∆n, kde homeomorfismus definovaný jako (t0, . . . , tn) 7→

∑n
i=0 tivi se nazývá barycen-

trické souřadnice.

∆0 ∆1

∆2

1Nutně tedy n ≤ m.
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Z daného n-simplexu [v0, . . . , vn] můžeme
”
vymazat“ vrchol a dostaneme (n−1)-simplex tvořený

zbývaj́ıćımi vrcholy, t.j. [v0, . . . , v̂i, . . . , vn], nazývaný stěna simplexu protilehlá vrcholu vi.
Pořad́ı vrchol̊u stěny, př́ıpadně libovolného podsimplexu (komplexńı obal na podmnožině jeho
vrchol̊u) je určováno jejich pořad́ı v p̊uvodńım souboru. Máme tedy např́ıklad orientaci hran,
1-simplex̊u ve tvaru [vi, vj ] pro 0 ≤ i < j ≤ n.

Sjednoceńı stěn standardńıho n-simplexu se nazývá hranice ∆n, znač́ıme ∂∆n. Otevřený n-
simplex ∆̊n je definovaný jako vnitřek (topologický) n-simplexu, t.j. ∆̊n = ∆n\∂∆n. Formalizace
a zároveň zobecněńı pojmu triangulace shrnuje následuj́ıćı definice:

Definice 2.2.2. Struktura ∆-komplexu na prostoru X je kolekce zobrazeńı σα : ∆n → X,
kde n záviśı na indexu α, taková, že plat́ı následuj́ıćı:

(i) Restrikce σα|∆̊n je injektivńı a každý bod X je v obrazu právě jedné této restrikce.

(ii) Restrikce σα : ∆n → X na libovolnou hranu dává jiné zobrazeńı σβ : ∆n−1 → X z kolekce.

Striktně vzato muśıme použ́ıvat homeomorfismus, který ztotožňuje hranu ∆n se stan-
dardńım (n− 1)-simplexem ∆n−1 a zachovává pořad́ı vrchol̊u.

(iii) Množina A ⊆ X je otevřená, právě tehdy když jej́ı vzor σ−1
α (A) ⊆ ∆n je množina otevřená

v ∆n pro každé ze zobrazeńı σα.

Př́ıklad 2.2.3. Všechny tři obrázky triangulovaných prostor̊u výše zadávaj́ı strukturu ∆-komplexu.
∆-komplexy př́ıslušné T2 a K maj́ı jeden 0-simplex, tři 1-simplexy a dva 2-simplexy, zat́ımco
RP2 má nav́ıc jeden 0-simplex.

Orientace jednotlivých hran v obrázku jednoznačně urč́ı kam budou σα zobrazovat které
vrcholy standardńıch simplex̊u. Porovnejme např́ıklad následuj́ıćı situace:

a a

b

b

a a

b

b

c c

T2 RP2

σ(0)

σ(1) σ(2)

σ(∆2)

σ(2) σ(1)

σ(0)

σ(∆2)

V obou př́ıpadech jsou modré trojúhelńıky (včetně hran a vrchol̊u) obrazem standardńıho 2-
simplexu. Šipky na hranách nejprve urč́ı jak se na ně zobraźı odpov́ıdaj́ıćı standardńı 1- simplexy.
Je výhodné vrcholy standardńıho simplexu označovat pouze č́ısly, t.j. např. ∆2 = [0, 1, 2] má
hrany [0, 1], [1, 2] a [0, 2].

Je-li nyńı např. σ : ∆2 → T2 zobrazeńı na modrý trojúhelńık, muśı být jeho restrikce na
jednotlivé hrany ve shodě s již zadanými zobrazeńımi 1-simplex̊u, a to včetně orientace. To urč́ı
obrazy souboru vrchol̊u (0, 1, 2) jednoznačně. Pro RP2 se situace lǐśı, viz. obrázek.

Poznámka 2.2.4. Na prostor X můžeme nahĺıžet jako na kvocient disjunktńıho sjednoceńı sim-
plex̊u ∆n

α, přičemž ztotožńıme každou hranu každého ∆n
α se simplexem ∆n−1

β , kde β je určený
vlastnost́ı (ii) v definici ∆-komplexu. Stejně jako celulárńı komplexy, můžeme ∆-komplexy bu-
dovat induktivně - k diskrétńı množině 0-simplex̊u přiděláme 1-simplexy a vytvoř́ıme graf, atd.

Poznámka 2.2.5. Zřejmě ∆n ∼= Dn, ∂∆n ∼= Sn−1. Definujeme-li otevřené n-simplexy enα =
σα(∆̊n), definuj́ı nám σα charakteristická zobrazeńı a X je celulárńı komplex s n-celami enα.
Zejména tedy X =

⊔
α e

n
α. Leṕıćı zobrazeńı (restrikce σα na ∂∆n) jsou ovšem velmi speciálńı.
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Př́ıklad 2.2.6. Prvńı z obrázk̊u představuje podivuhodný ∆-komplex nazývaný hlupák̊uv klo-
bouk (anglicky dunce hat). Má jeden 0-simplex, jeden 1-simplex a jeden 2-simplex.

a

aa

a

aa

Druhý obrázek zdánlivě vypadá jako krásný ∆-komplex, ale ve skutečnosti j́ım neńı. Ne každý
obrázek s trojúhelńıky a šipkami je ∆-komplex. Triangulace dotyčného prostoru je ve skutečnosti
poměrně komplikovaná (čtyři 0-simplexy, deset 1-simplex̊u, sedm 2-simplex̊u):

a

aa

p p

p

b1 b2

b3
c1

c2

c3 d3

d1d2

e2

e3e1

T1

T2 T3

T4

T5
T6

T7

2.3 Simpliciálńı homologie

Každý ∆-komplex je ve skutečnosti jen sn̊uškou kombinatorických dat. Ř́ıkáme z jakých simplex̊u
je udělaný, přičemž je podstatné jen to, která hrana kterého simplexu se přileṕı kam - přičemž
lepeńı (jako spojité zobrazeńı) je již jednoznačně určené. Ukazuje se, že těmto dat̊um můžeme
přǐradit algebraický objekt, který bude nav́ıc do jisté mı́ry nezávislý na volbě

”
triangulace“, t.j.

je jedno jak X ze simplex̊u sleṕıme.

Definujeme ∆n(X) jako volnou abelovskou grupu generovanou zobrazeńımi σα : ∆n → X.
Každý element ∆n(X) je tedy formálńı lineárńı kombinace

∑
α nασα, kde nα ∈ Z jsou celoč́ıselné

koeficienty, a jen konečně mnoho z nich je r̊uzných od nuly. Grupovou operaci budeme psát v
aditivńı notaci, přičemž.

(
∑
α

nασα) + (
∑
α

mασα) :=
∑
α

(nα +mα)σα (2.6)

Inverze a jednotka jsou zřejmé. ∆n(X) se nazývá prostor n-řetězc̊u.

Necht’ ∆n = [0, 1, . . . , n]. Standardńı n-simplex má (n+ 1) stěn, které označ́ıme jako

∆n
(i) ≡ [0, . . . , î, . . . , n], (2.7)

kde jsme v ∆n
(i) jednoduše vynechali i-tý vrchol. Z definice je restrikce každého σα na ∆n

(i)

nějaký (n − 1)-simplex σβ : ∆n−1 → X. Má tedy dobrý smysl definovat operátor hranice
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∂n : ∆n(X)→ ∆n−1(X) pomoćı jeho hodnoty na generátory:

∂nσα =

n∑
i=0

(−1)i σα|∆n
(i)
. (2.8)

Poznámka 2.3.1. Operátor hranice si lze vizualizovat následovně. Každý ze simplex̊u ∆n
α =

σα(∆n) je tvořený vrcholy (v0, . . . , vn), t.j. ∆n
α = [v0, . . . , vn]. Potom element ∂nσα ∈ ∆n−1(X)

je celoč́ıselná (formálńı) kombinace zobrazeńı, jej́ımiž obrazy jsou právě stěny [v0, . . . , v̂i, . . . , vn]
simplexu ∆n

α. Můžeme tedy psát ∂n[v0, . . . , vn] =
∑n
i=0(−1)i[v0, . . . , v̂i, . . . , vn].

Jako př́ıklad máme ∂2[v0, v1, v2] = [v1, v2] − [v0, v2] + [v0, v1]. Přǐradili jsme 2-simplexu
[v0, v1, v2] sekvenci (1-̌retězec) jeho hran, přičemž znaménko lze interpretovat jako

”
otočeńı šipky“

tak abychom dostali orientovaný graf hran:

v0 v1

v2

∂2

v0 v1

v2

(2.9)

Co se stane když aplikujeme ∂1 na výsledek ∂2? Dostáváme

∂1([v1, v2]− [v0, v2] + [v0, v1]) = [v2]− [v1]− [v2] + [v0] + [v1]− [v0] = 0. (2.10)

Dostáváme tedy ∂1◦∂2 = 0. Jelikož jsme o simplexu [v0, v1, v2] nepředpokládali v̊ubec nic, vypadá
to na obecné pravidlo.

Tvrzeńı 2.3.2. Pro každý ∆-komplex X plat́ı ∂n−1 ◦ ∂n = 0. Zavád́ı se konvence ∆n(X) = 0
pro n < 0. Jinými slovy im(∂n) ⊆ ker(∂n−1).

D̊ukaz. Označme ∆n
(ij) = [0, . . . , î, . . . , ĵ, . . . , n]. Pro každé σα : ∆n → X máme

∂n−1(∂nσα) = ∂n−1(

n∑
i=0

(−1)jσα|∆n
(j)

) =

n∑
j=0

(−1)j∂n−1(σα|∆n
(j)

)

=
∑
i<j

(−1)i+jσα|∆n
(ij)

+
∑
i>j

(−1)i+j−1σα|∆n
(ji)
.

(2.11)

V druhé sumě můžeme zaměnit sč́ıtaćı indexy i a j, a zjist́ıme, že výsledek se lǐśı právě o
znaménko, takže se obě části odečtou a máme ∂n−1(∂nσα) = 0. �

Definice 2.3.3. Necht’ {Cn}∞n=0 je posloupnost abelovských grup společně s homomorfismy
{∂n}∞n=0, kde ∂n : Cn → Cn−1 splňuj́ı ∂n−1 ◦ ∂n = 0. Tato struktura se nazývá řetězcový
komplex, znač́ıme (C•, ∂•). Index n se často u ∂ neṕı̌se.

Grupě Cn se ř́ıká n-řetězce. Můžeme definovat dvě jej́ı podgrupy. Podgrupa n-cykl̊u Zn =
ker(∂n) a podgrupa n-hranic Bn = im(∂n+1). Zjevně Bn ⊆ Zn ⊆ Cn. Má tedy smysl definovat n-
tou grupu homologie Hn = Zn/Bn. Elementy Hn se nazývaj́ı homologické tř́ıdy. Pokud dva
cykly ω, ω′ ∈ Zn reprezentuj́ı stejnou homologickou tř́ıdu, řekneme, že ω a ω′ jsou homologické.
Dva cykly jsou homologické, lǐśı-li se o hranici: ω′ = ω + ∂β.

Tvrzeńı 2.3.4. Necht’ X je ∆-komplex. Potom Cn = ∆n(X) spolu s operátorem hranice (2.8)
tvoř́ı řetězcový komplex. Př́ıslušnou homologickou grupu znač́ıme H∆

n (X) a nazýváme n-tou sim-
pliciálńı grupou homologie.
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Poznámka 2.3.5. Všimněte si, že je-li v X maximálńı dimenze simplex̊u n, máme Bn = 0 a tedy
H∆
n (X) = Zn. Zřejmě takéH∆

i (X) = 0 pro i > n. Podobně Z0 = C0 a tedyH∆
0 (X) = ∆0(X)/B0.

Př́ıklad 2.3.6. Uvažujme jednoduchý ∆-simplex definovaný jako na obrázku:

v

e

Je tvořený jedńım 0-simplexem v = σv(∆
0) a jedńım 1-simplexem e = σe(∆

1). Máme ∆0(X) =
Z{σv} a ∆1(X) = Z{σe}. Operátor hranice ∂1 : ∆1(X)→ ∆0(X) má tvar

∂1(σe) = σe|∆1
0
− σe|∆1

1
= σv − σv = 0. (2.12)

Odtud vid́ıme, že H∆
1 (X) = Z1 = ∆1(X) = Z{σe} ∼= Z. Zároveň B0 = 0 a tedy H∆

0 (X) =
∆0(X)/B0 = ∆0(X) = Z{σv} ∼= Z. Dokázali jsme následuj́ıćı:

H∆
n (S1) =

{
Z pro n ∈ {0, 1},
0 pro n ≥ 2.

(2.13)

Př́ıklad 2.3.7. Uvažujme torus T2 s následuj́ıćı strukturou ∆-komplexu:

a a

b

b

c

v

vv

v

H

D

V následuj́ıćım ztotožńıme zobrazeńı σ s jejich obrazy vX. Máme tedy ∆0(T2) = Z{v}, ∆1(T2) =
Z{a, b, c} a ∆2(T2) = {H,D}. Začněme operátorem hranice. Máme

∂2H = H|∆2
0
−H|∆2

1
+H|∆2

2
. (2.14)

Ale vrcholy trojúhelńıku H jsou obrazem vrchol̊u ∆2 jako na obrázku v př́ıkladu 2.2.3. Odtud

∂2H = b− c+ a, (2.15)

∂2D = a− c+ b, (2.16)

kde hodnotu na D jsme vypoč́ıtali analogicky. Protože všechny 1-simplexy konč́ı na stejném
vrcholu, 0-simplexu v, máme zřejmě ∂1 = 0. Jdeme poč́ıtat podgrupy cykl̊u.

Abychom vypoč́ıtali Z2, stač́ı si všimnout, že ∂2(H−D) = 0, a tedy Z2 = Z{H−D} ∼= Z. Dále
zřejmě Z1 = ∆1(T2) = Z{a, b, c} a Z0 = ∆0(T2) = Z{v}. Konečně, podgrupa B1 je generovaná
prvkem a+ b− c. Tento stač́ı doplnit na bázi Z1, stač́ı zřejmě soubor (a, b, a+ b− c). Vid́ıme, že
H∆

2 (T2) = Z{a, b, a+ b− c}/Z{a+ b− c} = Z{a, b} ∼= Z⊕ Z. Dostáváme tedy

H∆
n (T2) =


Z pro n = 0,

Z⊕ Z pro n = 1,
Z pro n = 2,
0 pro n ≥ 3.

(2.17)
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Př́ıklad 2.3.8. Uvažujme projektivńı prostor RP2 s následuj́ıćı strukturou ∆-komplexu:

a a

b

b

c

w

vw

v

H

D

Máme tedy ∆0(RP2) = Z{v, w}, ∆1(RP2) = Z{a, b, c} a ∆2(RP2) = {H,D}. Máme

∂2H = b− a+ c, (2.18)

∂2D = a− b+ c. (2.19)

Vid́ıme, že už ∂2 se lǐśı od T2. O mnoho zaj́ımavěǰśı je nav́ıc ∂1. Máme:

∂1a = w − v, ∂1b = w − v, ∂1c = 0. (2.20)

Začněme opět hledáńım 2-cykl̊u, neboli řešeńım rovnice ∂2(λ1H + λ2D) = 0. To vede na rovnici

(λ2 − λ1)a+ (λ1 − λ2)b+ (λ1 + λ2)c = 0. (2.21)

Ta má zřejmě pouze triviálńı řešeńı a tedy H∆
2 (RP2) = Z2 = 0. Pokračujme hledáńım prostoru

1-cykl̊u, tedy jádra homomorfismu ∂1. Rovnice ∂1(λ1a+ λ2b+ λ3c) = 0 vede na

(λ1 + λ2)(w − v) = 0. (2.22)

Nutně tedy λ2+λ1 = 0 a vid́ıme, že Z1 = Z{b−a, c}. Je výhodné psát Z1 = Z{b−a+c, c}. Protože
B1 = im(∂2) je obraz injektivńıho zobrazeńı, je generovaný obrazy libovolné báze ∆2(RP2),
např́ıklad B1 = {∂2(H), ∂2(H +D)} = Z{b− a+ c, 2c}. Odtud snadno vid́ıme, že

H∆
1 (RP2) = Z{b− a+ c, c}/Z{b− a+ c, 2c} ∼= Z/2Z ≡ Z2. (2.23)

Konečně, snadno vid́ıme, že B0 = Z{w − v}. V Z0 = ∆0(RP2) si můžeme zvolit bázi Z0 =
Z{w − v, v} a tedy H∆

0 (RP2) ∼= Z. Souhrnně tedy

H∆
n (RP2) =

 Z pro n = 0,
Z2 pro n = 1,
0 pro n > 1.

(2.24)

2.4 Singulárńı homologie

Ukázali jsme, že pokud je topologický prostor X vybaven strukturou ∆-komplexu, je v principu
snadné spoč́ıtat př́ıslušnou simpliciálńı homologii H∆

• (X). Abychom však těmto algebraickým
dat̊um mohli přǐradit jakýkoliv význam, potřebujeme ukázat, že ve grupy ve skutečnosti nezáviśı
na konkrétńı

”
triangulaci“ prostoru X. Jak je v matematice běžné, na problém se zaútoč́ı z

úplně jiné strany. Kĺıčovým trikem je zavést výrazně obecněǰśı a výpočetně absurdně složitou
homologickou teorii, která se však velmi předv́ıdatelně chová vzhledem ke spojitým zobrazeńım
topologických prostor̊u. Konečně, s použit́ım (již převážně algebraických) trik̊u se ukáže, že grupy
této tzv. singulárńı homologie jsou izomorfńı těm pocházej́ıćı ze simpliciálńı homologie. T́ım
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źıskáme nejen užitečný nástroj na jejich výpočet, ale automaticky i nezávislost těch simpliciálńıch
na konkrétńım ∆-komplexu (a mnoho daľśıho).

Singulárńım n-simplexem nazveme libovolné spojité zobrazeńı σ : ∆n → X. Grupa
singulárńıch n-řetězc̊u Cn(X) je volná abelovská grupa na singulárńıch n-simplexech, tedy
množina konečných formálńıch sum

∑
i niσi, kde ni ∈ Z a σi : ∆n → X. Operátor hranice se

definuje naprosto analogicky jako pro ∆-komplex, tedy

∂nσ =

n∑
i=0

(−1)i σ|∆n
(i)
, (2.25)

kde ∆n
(i)
∼= ∆n−1 je hrana standardńıho n-simplexu ∆n protilehlá vrcholu n. Úplně analogicky

se dokáže, že ∂n ◦ ∂n+1 = 0 a tedy (C•(X), ∂•) tvoř́ı řetězcový komplex. Potom Hn(X) =
ker(∂n)/ im(∂n+1) se nazývá singulárńı n-tou grupou homologie.

Je zřejmé, že výpočet Hn(X) je téměř nemožným úkolem, jelikož i pro hodně jednoduché X
je Cn(X) nespočetná množina. Neńı v̊ubec zřejmé, že by Hn(X) měla být nějaká hezká abelovská
grupa typu Z nebo Zn. Než si ukážeme nejd̊uležitěǰśı vlastnost singulárńı homologie, zavedeme
si následuj́ıćı pojem:

Definice 2.4.1. Necht’ (C•, ∂•) a (C ′•, ∂
′
•) jsou dva řetězcové komplexy. Homomorfismus2 ϕ :

C• → C ′• se nazývá řetězcové zobrazeńı, pokud zachovává stupeň, t.j. ϕ(Cn) ⊆ C ′n a komutuje
s operátory hranice, t.j. plat́ı ∂′n ◦ ϕ = ϕ ◦ ∂n pro každé n ≥ 0. Snadno se rozmysĺı, že řetězcové
komplexy společně s řetězcovými zobrazeńımi tvoř́ı kategorii řetězcových komplex̊u Ch.

Lemma 2.4.2. Přiřazeńı (C•, ∂•) 7→ H• je funktor z Ch do kategorie abelovských grup Ab.

D̊ukaz. Na objektech máme funktor definovaný. Muśıme ukázat, že pro každé řetězcové zobrazeńı
ϕ : C• → C ′• máme indukovaný homomorfismus abelovských grup ϕ∗ ∈ Ab(H•, H

′
•). Necht’

[σ] ∈ Hn je tř́ıda reprezentovaná n-cyklem σ ∈ Cn. Definujeme

ϕ∗[σ] = [ϕ(σ)]. (2.26)

Muśı se ověřit, že je ϕ∗ dobře definované. Zaprvé muśı být ϕ(σ) opět n-cyklus. Ale ∂′n(ϕ(σ)) =
ϕ(∂nσ) = 0, kde jsme využili toho, že ϕ je řetězcové zobrazeńı. Dál nesmı́ záviset na výběru
reprezentanta. Pokud [σ] = [σ′], máme σ′ = σ + ∂n+1λ a tedy ϕ(σ′) = ϕ(σ) + ∂′n+1(ϕ(λ)).
Obrazy se tedy opět lǐśı jen o hranici a ϕ∗ je dobře definované zobrazeńı.

Zjevně jde o morfismus abelovských grup (protože ϕ j́ım z definice je) a na skládáńı se chová
jak má. To dokazuje, že (C•, ∂•) 7→ H• je funktor. �

Lemma 2.4.3. Přiřazeńı X 7→ H•(X) =
⊕∞

n=0Hn(X) je funktor z kategorie Top do Ab.

D̊ukaz. Stač́ı ukázat, že přǐrazeńı X 7→ (C•(X), ∂•) je funktor z Top do Ch. Každému spojitému
zobrazeńı ϕ ∈ Top(X,Y ) muśıme přǐradit řetězcové zobrazeńı ϕ̂ : C•(X) → C•(Y ). Jelikož
Cn(X) je volná abelovská grupa na n-simplexech, stač́ı definovat ϕ̂ na n-simplexech σ : ∆n → X.
To je ale jednoduché, protože ϕ̂(σ) := ϕ ◦ σ definuje spojité zobrazeńı z ∆n do Y , tedy jeden z
generátor̊u Cn(Y ). Muśı se ukázat, že komutuje z hranićı. Ale to je triviálńı:

∂n(ϕ̂(σ)) =

n∑
i=0

(−1)iϕ̂[σ]|∆n
(i)

=

n∑
i=0

(−1)i(ϕ ◦ σ)|∆n
(i)

=

n∑
i=0

(−1)iϕ ◦ (σ|∆n
(i)

) = ϕ̂(∂nσ). (2.27)

2Na C• se d́ıváme jako na abelovskou grupu C• =
⊕

n∈Z Cn.
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Je triviálńı uvidět, že 1̂X = 1 a ˆϕ ◦ ψ = ϕ̂ ◦ ψ̂, což dokazuje, že jsme právě definovali funktor
z Top do Ch. Funktor z tvrzeńı je potom složeńı dvou funktor̊u X 7→ (C•(X), ∂•) 7→ H•(X)
a tedy automaticky funktor. Explicitně pro každé spojité zobrazeńı ϕ ∈ Top(X,Y ) definujeme
morfismus ϕ∗ ∈ Ab(H•(X), H•(Y ) jako ϕ∗[σ] = [ϕ̂(σ)] = [ϕ ◦ σ]. �

Důsledek 2.4.4. Je-li ϕ ∈ Top(X,Y ) homeomorfismus, je ϕ∗ : H•(X)→ H•(Y ) izomorfismus
abelovských grup. Singulárńı homologie je tedy topologický invariant!

Singulárńı homologii můžeme poč́ıtat pro každou komponentu křivkové souvislosti X zvlášt’,
protože plat́ı následuj́ıćı pozorováńı:

Lemma 2.4.5. Každý topologický prostor je disjunktńım sjednoceńım svých komponent křivkové
souvislosti, X =

⊔
αXα. Potom Hn(X) ∼=

⊕
αHn(Xα).

D̊ukaz. Důkaz je zřejmý, pokud si člověk uvědomı́, že pro každý n-simplex σ je σ(∆n) ⊆ Xα

pro nějaké α ze spojitosti zobrazeńı σ. Nav́ıc ∂nσ je rovněž kombinace simplex̊u z podgrupy
Cn−1(Xα) a výpočet Hn(X) lze tedy dělat

”
po komponentách“. �

Důsledek 2.4.6. Je-li X =
⊔
αXα, kde Xα jsou komponenty křivkové souvislosti X, máme

H0(X) =
⊕

α Z. Nultá singulárńı homologie tedy
”

poč́ıtá“ komponenty křivkové souvislosti X.

D̊ukaz. Podle předchoźıho lemmatu stač́ı ukázat, že pro (neprázdný) křivkově souvislý prostor
X máme H0(X) = Z. Grupa C0(X) je volná abelovská grupa na spojitých zobrazeńıch z jedno-
bodové množiny ∆0 do X. Tedy C0(X) = ZX a 0-̌retězce jsou konečné celoč́ıselné kombinace
bod̊u z X. 1-simplexy jsou spojitá zobrazeńı z ∆1 do X, neboli spojité křivky z Top(I,X), a
1-̌retězce C1(X) jsou jejich formálńı celoč́ıselné kombinace.

Necht’ x0 ∈ X je fixńı význačný bod. Označme σx 0-simplex odpov́ıdaj́ıćı bodu x ∈ X. Jelikož
X je křivkově souvislý, existuje křivka f ∈ Top(I,X), taková, že f(0) = x0 a f(1) = x. Necht’

σf ∈ C1(X) je odpov́ıdaj́ıćı 1-simplex. Snadno vid́ıme, že

σx = σx0
+ (σx − σx0

) = σx0
+ ∂1σf . (2.28)

Odtud [σx] = [σx0
] a celá grupa H0(X) je generovaná [σx0

], neboli H0(X) ∼= Z. �

Žádná podobná snadná interpretace neexistuje pro vyšš́ı singulárńı homologické grupy. Ne-
najdeme mnoho př́ıklad̊u, kde lze ty vyšš́ı z definice spoč́ıtat. Jeden bychom však měli.

Př́ıklad 2.4.7. Je-li X jednobodová množina, máme H0(X) = Z a Hn(X) = 0 pro n > 0.

Zřejmě Cn(X) = Z{σn}, kde σn : ∆n → X je jediný možný n-simplex zobrazuj́ıćı ∆n do
jednoho bodu. Operátor hranice ∂n má tvar

∂nσn =

n∑
i=0

(−1)iσn−1 = (

n∑
i=0

(−1)i) · σn−1 =

{
σn−1 je-li n sudé,

0 je-li n liché.
(2.29)

Náš řetězcový komplex je tedy posloupnost grup a zobrazeńı

· · · Z Z Z Z 01 0 1 0 0 (2.30)

Odtud hned vid́ıme, že (ve shodě s předchoźım tvrzeńım) H0(X) = Z. Pro k ≥ 1 pak

H2k(X) = ker(1)/ im(0) = 0/0 = 0, (2.31)

H2k−1(X) = ker(0)/ im(1) = Z/Z = 0. (2.32)
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Poznámka 2.4.8. Prvńı singulárńı homologická grupa H1(X) souviśı velmi úzce s fundamentálńı
grupou π1(X), předpokládáme-li křivkovou souvislost X. Skutečně, lze ukázat, že H1(X) je tzv.
abelizaćı grupy π1(X).

Pro libovolnou grupu G lze sestrojit komutátorovou podgrupu [G,G] ⊆ G, definovanou
jako nejmenš́ı podgrupu obsahuj́ıćı všechny komutátory [g, h] ≡ g−1h−1gh. Je snadné ukázat, že
[G,G] je normálńı podgrupa a tedy má smysl definovat abelizaci G jako

GAb = G/[G,G]. (2.33)

Snadno se ukáže, že GAb je abelovská grupa a G 7→ GAb je funktor z Grp do Ab. Toto
pozorováńı může být užitečné. Např́ıklad

Z2 = H∆
1 (RP2) ∼= H1(RP2) ∼= π1(RP2)Ab, (2.34)

odkud hned vid́ıme, že π1(RP2) 6= 0 a prostor RP2 neńı jednoduše souvislý. Ve skutečnosti se
dá dokázat, že pro libovolnou topologickou křivkově souvislou varietu X je π1(X) automaticky
abelovská a potom rovnou π1(X) ∼= H1(X).

Pro každé spojité zobrazeńı ϕ ∈ Top(X,Y ) máme homomorfismus ϕ∗ : H•(X) → H•(Y ).
Ukazuje se, že tento nezáviśı na výběru reprezentanta př́ıslušné tř́ıdy homotopických zobrazeńı:

Věta 2.4.9. Necht’ ϕ,ϕ′ ∈ Top(X,Y ) jsou homotopická zobrazeńı. Potom ϕ∗ = ϕ′∗.

Důsledek 2.4.10. Je-li ϕ ∈ Top(X,Y ) homotopická ekvivalence, je ϕ∗ izomorfismus.

D̊ukaz věty 2.4.9. Základem d̊ukazu je si správně
”
triangulovat“ prostor ∆n × I. Označme

[v0, . . . , vn] a [w0, . . . , wn] n-simplexy odpov́ıdaj́ıćı kraj̊um ∆n×{0} a ∆n×{1}, přičemž vi a wi
maj́ı stejný obraz v ∆n vzhledem k projekćım, t.j. lež́ı

”
proti sobě“.

v0 v1

v2

w0
w1

w2

Vyrob́ıme nyńı posloupnost n-simplex̊u t́ım, že vždy přesuneme jeden z vrchol̊u vi po úsečce
[vi, wi] do vrcholu wi a začneme pro i = n. Nejprve tedy z [v0, . . . , vn] vyrob́ıme [v0, . . . , vn−1, wn],
potom [v0, . . . , vn−2, wn−1, wn], atd. Celkem dostaneme n nových n-simplex̊u. V př́ıkladu pro
n = 2 na obrázku jsou to postupně [v0, v1, w2] (modrý) a [v0, w1, w2] (červený).

Typický krok tento konstrukce vyráb́ı z [v0, . . . , vi, wi+1, . . . , wn] přesunut́ım vi do wi simplex
[v0, . . . , wi, wi+1, . . . , wn]. Oba dva n-simplexy jsou stěnou (n+1)-simplexu [v0, . . . , vi, wi, . . . , vn].
V př́ıkladu nahoře jsou 2-simplexy [v0, v1, w2] (modrý) a [v0, w1, w2] (červený) stěnami 3-simplexu
(čtyřstěnu) [v0, v1, w1, w2]. Snadno si rozmysĺıme, že ∆n× I lze psát jako sjednoceńı n+ 1 právě
takto sestrojených (n+ 1)-simplex̊u ∆[i] ≡ [v0, . . . , vi, wi, . . . , wn]. Podstatné je, že ∆[i] a ∆[i+1]

spolu soused́ı vždy právě jednou stěnou, a to n-simplexem [v0, . . . , vi, wi+1, . . . , wn].
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Necht’ H : X × I → Y je homotopie zobrazeńı ϕ a ϕ′. Pro libovolný singulárńı simplex
σ : ∆n → X můžeme sestrojit zobrazeńı H ◦ (σ × 1) : ∆n × I → Y . Pomoćı něj a konstrukce
výše můžeme sestrojit tzv. hranolový operátor P : Cn(X)→ Cn+1(Y ) jako

P (σ) =

n∑
i=0

(−1)i{H ◦ (σ × 1)}|∆[i]
(2.35)

Všimněte si, že tento operátor zdvihá stupeň řetězce z singulárńım komplexu o 1. Je kĺıčové si
rozmyslet, jak se P chová vzhledem k operátoru hranice. Ukážeme si, že plat́ı rovnost

∂n+1 ◦ P = ϕ̂′ − ϕ̂− P ◦ ∂n, (2.36)

kde ϕ̂[σ] = ϕ◦σ je řetězcové zobrazeńı obou komplex̊u, podobně pro ϕ̂′. Slovem hranol se typicky
označuje ∆n× I. Tuto rovnici si lze (intuitivně) představit jako tvrzeńı, že hranice hranolu P (σ)
je tvořena dvěma podstavami ϕ̂′(σ) a ϕ̂(σ) a hranolem vyrobeným z hranice, t.j. P (∂nσ), přičemž
znaménka jen zaručuj́ı správnou orientaci. Prostým dosazeńım dostáváme

∂n+1P (σ) =

n∑
i=0

(−1)i∂n+1({H ◦ (σ × 1)}|[v0,...,vi,wi,...,wn])

=
∑
j≤i

(−1)i+j{H ◦ (σ × 1)}|[v0,...,v̂j ,...,vi,wi,...,wn]

+
∑
j≥i

(−1)i+j+1{H ◦ (σ × 1)}|[v0,...,vi,wi,...,ŵj ,...,wn].

(2.37)

Členy, kde i = j tvoř́ı jednoduchou sumu

n∑
i=1

(
(−1)2i{H ◦ (σ × 1)}|[v0,...,vi−1,wi,...,wn] + (−1)2i+1{H ◦ (σ × 1)}|[v0,...,vi,wi+1,...,wn]

)
. (2.38)

Vid́ıme, že se členy po dvojićıch odečtou až na dva krajńı odpov́ıdaj́ıćı i ∈ {0, n}:

(−1)0{H ◦ (σ × 1)}|[w0,...,wn] = ϕ′ ◦ σ, (−1)2n+1{H ◦ (σ × 1)}|[v0,...,vn] = −ϕ ◦ σ. (2.39)

Sč́ıtance s i = j tedy dávaj́ı přesně rozd́ıl obou podstav ϕ̂′(σ)− ϕ̂(σ). Zbývaj́ıćı členy jsou přesně
opak P (∂nσ), protože ∂nσ =

∑n
j=0(−1)jσ|[v0,...,v̂j ,...,vn] a Teda

P (∂nσ) =
∑
j<i

(−1)j+i−1{H ◦ (σ × 1)}|[v0,...,v̂j ,...,vi,wi,...,wn]

+
∑
j>i

(−1)j+i{H ◦ (σ × 1)}|[v0,...vi,wi,...,ŵj ,...,wn].
(2.40)

T́ım jsme dokázali rovnici (2.36). Zbytek d̊ukazu je nyńı velice jednoduchý. Necht’ σ ∈ Cn(X) je
libovolný n-cyklus. Máme ukázat, že ϕ′∗[σ] = ϕ∗[σ]. Ale

(ϕ′∗ − ϕ∗)[σ] = [(ϕ̂′ − ϕ̂)(σ)] = [∂n+1(P (σ)) + P (∂nσ)] = [∂n+1(P (σ)) + P (0)] = 0. (2.41)

T́ımto můžeme považovat větu za dokázanou. �

Důkaz je typickou ukázkou velmi obvyklé konstrukce v algebraické topologii. Chtěli jsme
ukázat, že dvě řetězcová zobrazeńı ϕ̂ a ϕ̂′ z Cn(X) do Cn(Y ) indukuj́ı stejné zobrazeńı ϕ∗ = ϕ′∗
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mezi př́ıslušnými homotopiemi Hn(X) a Hn(Y ). Sestrojili jsme zobrazeńı P : Cn(X)→ Cn+1(Y ),
které splňuje rovnici ϕ̂′ − ϕ̂ = ∂n+1 ◦ P + P ◦ ∂n.

Takovému zobrazeńı P se ř́ıká řetězcová homotopie a řetězcová zobrazeńı ϕ̂′ a ϕ̂ jsou
řetězcově homotopická. Jde o algebraický analog pojmu homotopie, člověk si snadno rozmysĺı,
že být řetězcově homotopický definuje relaci ekvivalence na prostoru Ch((C•, ∂•), (C

′
•, ∂
′
•)) pro

libovolné dva řetězcové komplexy (C•, ∂•), (C
′
•, ∂
′
•).

Př́ıklad 2.4.11. Necht’ X je kontraktibilńı prostor. Z definice má X homotopický typ bodu a
existuje tedy homotopická ekvivalence ϕ : X → {∗}. Podle př́ıkladu 2.4.7 a d̊usledku 2.4.10 tedy

Hn(X) =

{
Z pro n = 0,
0 pro n ≥ 1.

(2.42)

2.5 Exaktńı posloupnosti a vyř́ıznut́ı

Je-li X topologický prostor a A ⊆ X jeho uzavřená podmnožina, je přirozené se ptát, jak souviśı
homologické grupy Hn(A), Hn(X/A) a Hn(X). V ideálńım světě by platilo, že Hn(X/A) ∼=
Hn(X)/Hn(A), což by ale při obecné platnosti tohoto tvrzeńı vedlo k trivialitě celé homologické
teorie. Z technických d̊uvod̊u je vhodné si zavést následuj́ıćı mı́rnou modifikaci:

Definice 2.5.1. Pro libovolný neprázdný topologický prostor X definujeme ε : C0(X) → Z
vztahem ε(

∑
i niσi) =

∑
i ni. Pro libovolný 1-simplex σ je ε(∂1σ) = ε(σ|∆1

(0)
−σ|∆1

(1)
) = 1−1 = 0.

Můžeme tedy uvažovat augmentovaný singulárńı komplex:

· · · C2(X) C1(X) C0(X) Z 0.
∂2 ∂1 ε (2.43)

Př́ıslušná homologie H̃n(X) se nazývá redukovaná singulárńı homologie. Zjevně H̃n(X) =

Hn(X) pro n > 0 a H̃−1(X) = 0. ε̂[σ] = ε(σ) je dobře definovaný epimorfismus z H0(X) do Z a

H̃0(X) ⊆ H0(X) je jeho jádro. Tedy H0(X) ∼= H̃0(X)⊕ Z.

Je-li ϕ : X → Y spojité zobrazeńı, indukované zobrazeńı ϕ∗ : H̃0(X) → H̃0(Y ) můžeme
definovat stejným předpisem, protože pokud σ ∈ C0(X) splňuje ε(σ) = 0, pak ε′(ϕ ◦ σ) = 0.

Př́ıklad 2.5.2. Pro křivkově souvislý topologický prostor je H̃0(X) = 0. Ukázali jsme totiž, že
H0(X) = Z[σx0

], kde x0 ∈ X je libovolný fixńı bod. Potom ε̂[σx0
] = 1 je zjevně izomorfismus a

má tedy triviálńı jádro H̃0(X).

Velmi užitečným konceptem v algebraické topologii je exaktnost posloupnost́ı homomorfismů
grup. Často umožńı jednoduše formulovat několik předpoklad̊u najednou.

Definice 2.5.3. Uvažujme posloupnost grup a homomorfismů

· · · An+1 An An−1 · · ·ϕn+1 ϕn
(2.44)

Řekneme, že jde o exaktńı posloupnost, pokud ker(ϕn) = im(ϕn+1) pro každé n.

Př́ıklad 2.5.4. Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Posloupnost 0 A B
ϕ

je exaktńı, právě tehdy když je ϕ injektivńı.

(ii) Posloupnost A B 0
ϕ

je exaktńı, právě tehdy když je ϕ surjektivńı.
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(iii) Posloupnost 0 A B 0
ϕ

je exaktńı, právě tehdy když je ϕ izomorfismus.

(iv) Posloupnost 0 A B C 0
ϕ ψ

je exaktńı, právě tehdy když je ϕ in-
jektivńı, ψ surjektivńı a kerψ = imϕ. Tento speciálńı př́ıpad se nazývá krátká exaktńı
posloupnost.

Věta 2.5.5. Necht’ X je topologický prostor a A jeho uzavřená podmnožina. Dále A muśı být
deformačńı retrakt nějakého okoĺı U ⊆ X. Dvojice (X,A) se nazývá dobrý pár. Potom existuje
následuj́ıćı exaktńı posloupnost redukovaných homologických grup:

· · · H̃n(A) H̃n(X) H̃n(X/A)

H̃n−1(A) H̃n−1(X) H̃n−1(X/A) · · · H̃0(X/A) 0,

i∗ q∗

δ

i∗ q∗
(2.45)

kde i ∈ Top(A,X) je vnořeńı a q ∈ Top(X,X/A) faktor-zobrazeńı.

Homomorfismus δ je definovaný následovně: Pro každé [σ] ∈ Hn(X/A) najdu σ̂ : ∆n → X
splňuj́ıćı q ◦ σ̂ = σ. Protože ∂σ = 0, bude nutně ∂σ̂ ∈ Cn−1(A) a m̊užu definovat δ[σ] = [∂σ̂]. To
že to jde a je to nezávislé na volbách je netriviálńı.

Poznámka 2.5.6. Př́ıkladem dobrého páru je např́ıklad každý CW pár (X,A), t.j. celulárńı kom-
plex X společně s jeho libovolným podkomplexem A.

Důsledek 2.5.7 (Redukovaná homologie sfér). Plat́ı H̃n(Sn) ∼= Z a H̃i(Sn) = 0 pro i 6= n.

D̊ukaz. Stač́ı si vźıt (X,A) = (Dn,Sn−1). Zjevně se jedná o dobrý pár a X/A = Sn. Protože Dn

je kontraktibilńı prostor, máme H̃i(D
n) = 0 pro všechny i. V exaktńı posloupnosti (2.45) se pro

každé i > 0 vyskytuje úsek

· · · 0 H̃i(Sn) H̃i−1(Sn−1) 0 · · · ,i∗ q∗ δ i∗ q∗
(2.46)

jehož exaktnost okamžitě implikuje, že δ : H̃i(Sn)→ H̃i−1(Sn−1) je izomorfismus. Odtud indukćı

okamžitě plyne, že H̃n(Sn) ∼= · · · ∼= H̃0(S0) ∼= Z. Pro i < n je H̃i(Sn) ∼= H̃0(Sn−i) = 0, protože

S̃n−i je křivkově souvislá. Pro i > n je H̃i(Sn) = H̃i−n(S0) = 0, protože S0 je disjunktńı
sjednoceńı dvou bod̊u. �

Důsledek 2.5.8 (Brouwerova věta o pevném bodě v dimenzi n). Každé spojité zobrazeńı
ϕ : Dn → Dn má pevný bod.

D̊ukaz. V d̊ukazu pro n = 2 jsme argumentovali, že stač́ı ukázat, že neexistuje retrakce r : Dn →
∂Dn ∼= Sn−1. Pokud by existovala, máme r ◦ i = 1 a tedy

H̃n−1(Sn−1) H̃n−1(Dn) H̃n−1(Sn−1)
i∗ r∗ (2.47)

definuje automorfismus grupy H̃n−1(Sn−1) ∼= Z. Ale prostředńı člen H̃n−1(Dn) je triviálńı grupa
a tedy nutně i∗ a r∗ jsou triviálńı zobrazeńı, což vede ke sporu. �

Větu 2.5.5 si podrobně nedokážeme, protože vynecháme nejtěžš́ı část. Nejprve si ukážeme,
že podobná dlouhá exaktńı posloupnost existuje, když homologie X/A nahrad́ıme jinou grupou,
tzv. relativńı homologíı.

34



Definice 2.5.9. Pro libovolnou podmnožinu A ⊆ X můžeme sestrojit faktorgrupu relativńıch
n-řetězc̊u Cn(X,A) = Cn(X)/Cn(A). Protože ∂n(Cn(A)) ⊆ Cn−1(A), můžu přirozeně induko-
vat operátor relativńı hranice ∂n : Cn(X,A)→ Cn−1(X,A). Dostávám řetězcový komplex

· · · Cn+1(X,A) Cn(X,A) Cn−1(X,A) · · · 0
∂n+1 ∂n , (2.48)

a př́ıslušné Hn(X,A) = ker ∂n/ im ∂n+1 se nazývaj́ı grupy relativńı homologie.

Označme q : Cn(X) → Cn(X,A) přirozené faktor-zobrazeńı z definice relativńıch n-̌retězc̊u.
Rovněž z definice dostáváme pro každé n komutativńı diagram

0 Cn(A) Cn(X) Cn(X,A) 0

0 Cn−1(A) Cn−1(X) Cn−1(X,A) 0

∂

i

∂

q

∂

i q

, (2.49)

kde už dál nebudeme explicitně psát stupeň ∂. Oba řádky tvoř́ı krátkou exaktńı posloupnost.
Označme An = Cn(A), Bn = Cn(X) a Cn = Cn(X,A). Jelikož tohle plat́ı pro každé n, můžeme
vyrobit komutativńı

”
superdiagram“:

0 0 0

· · · An+1 An An−1 · · ·

· · · Bn+1 Bn Bn−1 · · ·

· · · Cn+1 Cn Cn−1 · · ·

0 0 0

∂

i

∂

i i

∂

q

∂

q q

∂ ∂

(2.50)

Stoj́ı za povšimnut́ı, že i a q lze interpretovat jako řetězcová zobrazeńı. Přirozeně tedy indu-
kuj́ı zobrazeńı př́ıslušných homologíı i∗ : H•(A) → H•(B) a q∗ : H•(B) → H•(C). Kĺıčové je
následuj́ıćı obecně platné pozorováńı:

Tvrzeńı 2.5.10 (Had́ı lemma). Uvažujme scénář jako v diagramu (2.50). Potom pro každé n
existuje tzv. spojuj́ıćı homomorfismus δ : Hn(C)→ Hn−1(A) takový, že

· · · Hn+1(A) Hn(A) Hn−1(A) · · ·

· · · Hn+1(B) Hn(B) Hn−1(B) · · ·

· · · Hn+1(C) Hn(C) Hn−1(C) · · ·

i∗ i∗ i∗

q∗ q∗ q∗

δ δ

(2.51)

je dlouhá exaktńı posloupnost.
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D̊ukaz. Sestroj́ıme zobrazeńı δ : Hn(C) → Hn−1(A). Uvažujme tedy [c] ∈ Hn(C) pro nějaké
c ∈ Cn. Z předpokladu je q surjektivńı a tedy c = q(b) pro nějaké b ∈ Bn. Potom ale q(∂b) =
∂(q(b)) = ∂c = 0, protože c je n-cyklus. Z exaktnosti ∂b ∈ ker(q) = im(i) a tedy nutně existuje
(právě jedno) a ∈ An−1 splňuj́ıćı ∂b = i(a). Definujeme δ[c] = [a].

V pr̊uběhu jsme činili několik voleb, muśıme ukázat, že definice δ je na nich nezávislá. Necht’

b′ ∈ Bn také splňuje q(b′) = c. Protože q(b′− b) = 0, existuje z exaktnosti (právě jedno) k ∈ An,
že b′ = b+ i(k). Stejně jako předt́ım máme ∂b′ = i(a′) pro unikátńı a′ ∈ An−1. Potom ale

i(a′) = ∂(b′) = ∂(b+ i(k)) = i(a+ ∂k), (2.52)

protože i komutuje s hranićı. Jelikož je z exaktnosti i prosté, máme a′ = a+ ∂k, tedy [a′] = [a].

Dál muśıme vyřešit závislost na výběru reprezentanta tř́ıdy [c]. Necht’ [c′] = [c], neboli c′ =
c + ∂n pro n ∈ Cn+1. Protože q je surjektivńı, existuje m ∈ Bn+1 splňuj́ıćı q(m) = n. Můžeme
tedy psát c′ = c+∂n = c+∂(q(m)) = c+q(∂m). Je-li c = q(b), máme tedy c′ = q(b+∂m). Podle
konstrukce popsané výše najdeme a′ řeš́ıćı rovnici i(a′) = ∂(b+ ∂m) = ∂b = i(a). Z injektivity i
ale a′ = a. Zobrazeńı δ je tedy dobře definované. Ve zbytku d̊ukazu je třeba objasnit exaktnost
sekvence výše. Muśıme ukázat trojici vlastnost́ı

(i) ker(q∗) = im(i∗): Jelikož q ◦ i = 0 a tedy q∗ ◦ i∗ = 0, jedna inkluze je zřejmá. Opačně, necht’

q∗[b] = 0, což implikuje q(b) = ∂k pro k ∈ Cn+1. Protože je q surjektivńı, existuje m ∈ Bn+1

splňuj́ıćı k = q(m). Potom ale q(b− ∂m) = 0. Z exaktnosti máme a ∈ An splňuj́ıćı rovnici
b− ∂m = i(a). Ověř́ıme, že a je cyklus. Máme i(∂a) = ∂(i(a))∂(b− ∂m) = ∂b = 0, protože
b reprezentuje tř́ıdu homologie. Z injektivity i je ∂a = 0. Konečně, [b] = [i(a) + ∂m] =
[i(a)] = i∗[a]. To dokazuje druhou inkluzi.

(ii) ker (δ) = im(q∗): Nejprve ukážeme, že δ ◦ q∗ = 0. Necht’ [c] = q∗[b] pro b ∈ Bn. Jelikož
b reprezentuje homologickou tř́ıdu, máme ∂b = 0. Ale a v definici δ bylo unikátńı řešeńı
rovnice ∂b = i(a). Nutně tedy a = 0 a δ[c] = [a] = 0. Opačně, necht’ δ[c] = 0 = [∂x] pro
nějaké x ∈ An. Ale ∂x je jednoznačné řešeńı rovnice ∂b = i(∂x) pro nějaké b ∈ Bn splňuj́ıćı
q(b) = c. Odtud ∂(b− i(x)) = 0. Potom q∗[b− i(x)] = [q(b− i(x))] = [c]. T́ım jsme dokázali
opačnou inkluzi ker(δ) ⊆ im(q∗).

(iii) im(δ) = ker(i∗): Rovnice i∗ ◦ δ = 0 je opět jednoduchá, protože i∗(δ[c]) = i∗[a] = [i(a)] =
[∂b] = 0. Naopak, necht’ i∗[a] = 0 pro nějaký cyklus a ∈ An−1. To ale znamená, že i(a) = ∂b
pro nějaké b ∈ Bn. Dostáváme ∂(q(b)) = q(∂b) = q(i(a)) = 0. Vid́ıme, že q(b) může
reprezentovat tř́ıdu [q(b)]. Z konstrukce zřejmě δ[q(b)] = [a] a opačná inkluze je dokázána.

Nalezli jsme hada a jsme hotovi. �

Důsledek 2.5.11. Pro každý topologický prostor X a jeho libovolnou podmnožinu A dostáváme
dlouhou exaktńı posloupnost homologických grup

· · · Hn(A) Hn(X) Hn(X,A)

Hn−1(A) Hn−1(X) Hn−1(X,A) · · · H0(X,A) 0,

i∗ q∗

δ

i∗ q∗
(2.53)

kde i ∈ Top(A,X) je inkluze a q∗ je indukované zobrazeńım q : Cn(X)→ Cn(X,A).
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Poznámka 2.5.12. Pro A 6= ∅ můžeme úplně stejně odvodit dlouhou exaktńı sekvenci reduko-
vaných homologíı, kde se ve stupni −1 přidá krátká exaktńı sekvence

0 Z Z 0 0.1 (2.54)

Zejména plat́ı H̃n(X,A) = Hn(X,A) pro každé n. Konečně, pro libovolné neprázdné podmnožiny
B ⊆ A ⊆ X můžeme uvažovat krátkou exaktńı posloupnost

0 Cn(A,B) Cn(X,B) Cn(X,A) 0,i q
(2.55)

a pomoćı had́ıho lemmatu dostáváme dlouhou exaktńı posloupnost s relativńımi homologickými
grupami Hn(A,B), Hn(X,B) a Hn(X,A). Pro B = {a} ⊆ A dostaneme dlouhou posloupnost
redukovaných homologíı.

Př́ıklad 2.5.13. Pro libovolný bod x0 ∈ X můžeme uvažovat dlouhou exaktńı sekvenci reduko-
vaných homologických grup pro dvojici (X,x0). Protože H̃n(x0) = 0 pro všechny n, dostáváme
exaktńı úseky ve tvaru

0 H̃n(X) Hn(X,x0) 0,
q∗

(2.56)

což dokazuje, že Hn(X,x0) ∼= H̃n(X).

Důkaz věty 2.5.5 využ́ıvá následuj́ıćı kĺıčovou vlastnost singulárńı homologie, jej́ıž d̊ukaz je
dalece nad rámec této přednášky. Poznamenejme, že podobně jako pro singulárńı homologie,
každé zobrazeńı ϕ : X → Y které splňuje ϕ(A) ⊆ B pro nějaké podmnožiny A ⊆ X a B ⊆ Y ,
indukuje homomorfismus ϕ∗ : Hn(X,A)→ Hn(Y,B).

Věta 2.5.14 (Věta o vyř́ıznut́ı). Pro libovolné množiny Z ⊆ A ⊆ X, kde uzávěr Z je ve vnitřku
A. Potom vnořeńı (X − Z,A − Z) 7→ (X,A) indukuje izomorfismus relativńıch homologických
grup Hn(X − Z,A− Z) 7→ Hn(X,A) pro každé n ≥ 0.

Abychom dokázali větu 2.5.5, zbývá ukázat, že relativńı grupy Hn(X,A) a a redukované

grupy H̃n(X/A) jsou pro dobrý pár (X,A) izomorfńı.

Tvrzeńı 2.5.15. Pro dobrý pár (X,A) zobrazeńı q : (X,A) → (X/A,A/A) indukuje izomorfis-

mus grup q∗ : Hn(X,A)→ Hn(X/A,A/A) ∼= H̃n(X/A).

D̊ukaz. Necht’ U ⊆ X je okoĺı uzavřené podmnožiny A která je jeho deformačńım retraktem.
Můžeme uvažovat komutativńı diagram

Hn(X,A) Hn(X,U) Hn(X −A,U −A)

Hn(X/A,A/A) Hn(X/A,U/A) Hn(X/A−A/A,U/A−A/A)

q∗ q∗ q∗ (2.57)

Celý problém je v tom, že větu o vyř́ıznut́ı nemůžeme použ́ıt př́ımo, ale muśıme umět
”
obalit“

množinu A otevřeným okoĺım, které se na ni dokáže spojitě
”
smrsknout“. Ukážeme, že všechny

horizontálńı šipky jsou izomorfismy, a nejpravěǰśı q∗ také. Komutativita zajist́ı, že homomorfis-
mus označený přerušovaně je izomorfismus.
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Levá horńı horizontálńı šipka je izomorfismus protože trojice (A,U,X) dle poznámky 2.5.12
indukuje dlouhou exaktńı posloupnost

· · · Hn(U,A) Hn(X,A) Hn(X,U) Hn−1(U,A) · · · . (2.58)

Deformačńı retrakce U na A indukuje homotopickou ekvivalenci dvojic3 (U,A) a (A,A). Stejně
jako pro singulárńı grupy plat́ı Hn(U,A) ∼= Hn(A,A) = 0. Krajńı členy v posloupnosti výše jsou
tedy triviálńı a prostředńı šipka je isomorfismus. Protože U/A je zjevně deformačńım retraktem
A/A, stejný argument lze použ́ıt na levou dolńı horizontálńı šipku.

Obě pravé horizontálńı šipky nejsou nic jiného než izomorfismy z věty o vyř́ıznut́ı. Konečně,
nejpravěǰśı q∗ je izomorfismus, protože restrikce q na X − A je homeomorfismus topologických
prostor̊u X −A a X/A−A/A. T́ım máme tvrzeńı dokázané. �

Věta 2.5.16 (Věta o invariance dimenze, Brouwer cca 1910). Jsou-li U ⊆ Rn a V ⊆ Rm
dvě homeomorfńı otevřené množiny, je m = n.

D̊ukaz. necht’ x ∈ U . Potom Hk(U,U − {x}) ∼= Hk(Rn,Rn − {x}) podle věty o vyř́ıznut́ı. Z
dlouhé exaktńı posloupnosti (2.53) pro dvojici (Rn,Rn − {x}) dostáváme Hk(Rn,Rn − {x}) ∼=
H̃k−1(Rn−{x}) ∼= H̃k−1(Sn−1), kde jsme využili, že Sn−1 je deformačńı retrakt Rn−{x}. Podle
d̊usledku 2.5.7 tedy Hn(U,U − {x}) ∼= Z a všechny ostatńı jsou nula.

Libovolný homeomorfismus ϕ : U → V ale indukuje izomorfismus relativńıch homologických
grup Hk(U,U − {x}) a Hk(V, V − {ϕ(x)}). Odtud snadno vid́ıme, že nutně m = n. �

Na závěr této sekce si spoč́ıtáme ještě dva př́ıklady, které budeme potřebovat v sekci následuj́ıćı.

Př́ıklad 2.5.17. Ukažme si relativńı singulárńı homologii páru Hi(D
n, ∂Dn). Tvrd́ıme, že

Hn(Dn, ∂Dn) = Z, Hi(D
n, ∂Dn) = 0 pro i 6= n. (2.59)

Toto se nejjednodušeji dokáže z dlouhé exaktńı sekvence pro redukované homologie. Dostáváme
tam exaktńı úseky ve tvaru

H̃i(∂D
n) H̃i(D

n) Hi(D
n, ∂Dn) H̃i−1(∂Dn) H̃i−1(Dn) (2.60)

Pro i = n využijeme toho, že H̃n−1(∂Dn) = H̃n−1(Sn−1) = Z a dostáváme exaktńı posloupnost

0 Hn(Dn, ∂Dn) Z 0, (2.61)

z které plyne prvńı tvrzeńı. Pro i 6= n je mı́sto Z nula, z čehož plyne druhé tvrzeńı.

Př́ıklad 2.5.18. Spoč́ıtali jsme, že Hn(Dn, ∂Dn) je netriviálńı grupa izomorfńı Z, t.j. jsou volně
generované jednou homologickou tř́ıdou. Někdy je užitečné nalézt explicitńı předpis pro n-cyklus
který ji reprezentuje.

Dvojici (Dn, ∂Dn) je užitečné nahradit ekvivalentńı (homeomorfńı) dvojićı (∆n, ∂∆n). V
singulárńım komplexu Cn(∆n) vždy máme n-simplex 1n : ∆n → ∆n. Z definice maj́ı všechny
simplexy tvoř́ıćı hranici ∂1n hodnoty v ∂∆n, z čehož plyne, že 1n reprezentuje relativńı n-cyklus
v Cn(∆n, ∂∆n), označme ho jako 1′n. Tvrd́ıme, že [1′n] ∈ Hn(∆n, ∂∆n) je generátor.

3Homotopická ekvivalence prostor̊u, kde homotopie pro každé t zachovávaj́ı podmnožiny.
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To se ukáže indukćı podle n. Pro n = 0 lze tvrzeńı snadno vidět př́ımo z definice. Uvažujme
tedy n > 0 libovolné. Symbolem Λ označme podmnožinu ∂∆n tvořenou všemi stěnami ∆n kromě
jedné. Tvrd́ıme, že šipky v následuj́ıćım diagramu jsou izomorfismy:

Hn(∆n, ∂∆n) Hn−1(∂∆n,Λ) Hn−1(∆n−1, ∂∆n−1) (2.62)

Levá šipka je spojuj́ıćı homomorfismus v dlouhé exaktńı posloupnosti pro trojici Λ ⊂ ∂∆n ⊂ ∆n:

Hn(∂∆n,Λ) Hn(∆n,Λ) Hn(∆n, ∂∆n) Hn−1(∂∆n,Λ) Hn−1(∆n,Λ) (2.63)

Dá se snadno uvidět, že Λ je deformačńı retrakt ∆n, odtud ale Hi(∆
n,Λ) ∼= Hi(Λ,Λ) = 0. To

mi dává dvě nuly v posloupnosti výše a ukazuje, že spojuj́ıćı homomorfismus je izomorfismus.

Druhá šipka je indukovaná inkluźı stěny i : ∆n−1 → ∂∆n kterou jsme vynechali v definici
Λ. Potom i(∂∆n−1) ⊆ Λ, máme zobrazeńı pár̊u a tedy i indukovaný homomorfismus relativńıch
homologíı i∗ : Hn−1(∆n−1, ∂∆n−1)→ Hn−1(∂∆n,Λ). Pro n = 1 plat́ı izomorfismus už na úrovni
řetězcových komplex̊u C0(∆0)→ C0(∂∆1,Λ), stač́ı uvažovat n > 1. Potom ale (∆n−1, ∂∆n−1) a
(∂∆n,Λ) jsou dobré páry. Dostáváme tedy komutativńı diagram

Hn−1(∆n−1, ∂∆n−1) Hn−1(∂∆n,Λ)

Hn−1(∆n−1/∂∆n−1) Hn−1(∂∆n/Λ),

(2.64)

kde přerušovaná šipka je indukovaná zobrazeńım î : ∆n−1/∂∆n−1 → ∂∆n/Λ, které pocháźı z
injektivńıho vnořeńı ∆n−1 do ∂∆n. Snadno je vidět, že î je homeomorfismus, což ihned implikuje,
že přerušovaná šipka v diagramu nahoře je izomorfismus.

Zbytek d̊ukazu je jednoduchou aplikaćı indukčńıho předpokladu. Homologická tř́ıda [1′n] se
spojuj́ıćım izomorfismem zobraźı na tř́ıdu (viz. d̊ukaz had́ıho lemma) [∂1′n] ∈ Hn−1(∂∆n,Λ). V
závislosti na tom, kterou přesně stěnu jsme vyndali při definici Λ je ale tato tř́ıda rovná ±[1′n−1],
které podle indukčńıho předpokladu generuj́ıHn−1(∆n−1, ∂∆n−1) a tedy iHn−1(∂∆n,Λ). Vid́ıme,
že [1′n] je izomorfńım obrazem (až na znaménko) generátoru, a tedy rovněž generátor.

2.6 Singulárńı versus simpliciálńı

V předchoźı sekci jsme si připravili p̊udu pro d̊ukaz kĺıčového tvrzeńı této kapitoly. Uvažujme
nejprve ∆-komplex X a jeho podkomplex A. Podkomplexem rozumı́me sjednoceńı nějakých sim-
plex̊u z X rovněž tvoř́ıćı ∆-komplex. Z logiky věci (simpliciálńı homologie funguje stejně jako
singulárńı, jen použ́ıvá méně simplex̊u) můžeme definovat relativńı simpliciálńı homologii
H∆
n (X,A) jako homologii řetězcového komplexu ∆n(X,A) = ∆n(X)/∆n(A). Naprosto analo-

gicky pak můžeme sestavit př́ıslušné krátké exaktńı posloupnosti a použ́ıt had́ı lemma na źıskáńı
dlouhé exaktńı sekvence s grupami H∆

n (A), H∆
n (X) a H∆

n (X,A).

Jelikož každý n-simplex σα : ∆n → X v ∆-komplexu X je z definice singulárńı simplex
v X, snadno dostáváme kanonické řetězcové zobrazeńı ∆n(X,A) → Cn(X,A), které indukuje
homomorfismus grupH∆

n (X,A)→ Hn(X,A). Nyńı si ukážeme, že toto zobrazeńı je izomorfismus.
Volbou A = ∅ pak snadno dostaneme tvrzeńı pro absolutńı homologie.

Věta 2.6.1. Homomorfismy H∆
n (X,A)→ Hn(X,A) jsou izomorfismy pro libovolné n a všechny

dvojice ∆-komplex̊u (X,A).
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D̊ukaz. Důkaz si ukážeme pouze pro konečněrozměrný ∆-komplex X, t.j. X = Xm pro nějaké
m ≥ 0. Tvrzeńı plat́ı obecně, jen se muśı trošku v́ıce pracovat s topologíı celulárńıch komplex̊u.
Uvažujme nejprve A = ∅. Indukćı podle k dokážeme, že zobrazeńı H∆

n (Xk) → Hn(Xk) je
izomorfismus. Pro k = 0 je tvrzeńı zřejmé, protože izomorfńı už jsou i grupy 0-̌retězc̊u ∆n(X0)
a Cn(X0). T́ım je hotový nultý krok indukce.

Necht’ tedy k > 0 a tvrzeńı plat́ı pro všechny nižš́ı kostry. Xk−1 ⊆ Xk je podkomplex a
dostáváme komutativńı diagram exaktńıch posloupnost́ı:

H∆
n+1(Xk, Xk−1) H∆

n (Xk−1) H∆
n (Xk) H∆

n (Xk, Xk−1) H∆
n−1(Xk−1)

Hn+1(Xk, Xk−1) Hn(Xk−1) Hn(Xk) Hn(Xk, Xk−1) Hn−1(Xk−1).

(2.65)

Ukážeme, že všechny vertikálńı šipky kromě té prostředńı jsou izomorfismy. Druhá a pátá šipka
jsou izomorfismy z indukčńıho předpokladu. Ukažme si, že prvńı a čtvrtá šipka jsou izomorfismy.

Nejprve je třeba si uvědomit, že grupa relativńıch n-̌retězc̊u ∆n(Xk, Xk−1) je triviálńı pro
n 6= k a ∆k(Xk, Xk−1) je volná abelovská grupa na k-simplexech tvoř́ıćıch ∆-komplex X. Totéž
ale muśı platit pro simpliciálńı homologické grupy H∆

n (Xk, Xk−1).

Singulárńı relativńı homologieHn(Xk, Xk−1) můžeme vypoč́ıtat následuj́ıćım trikem. Uvažujme
spojité zobrazeńı Φ :

⊔
α(∆k

α, ∂∆k
α)→ (Xk, Xk−1) které je poskládané z k-simplex̊u σα : ∆k → X

tvoř́ıćıch ∆-komplex X. To zřejmě indukuje homomorfismus grup a komutativńı diagram⊕
αHn(∆k

α, ∂∆k
α) Hn(Xk, ∂Xk)

⊕
α H̃n(∆k

α/∂∆k
α) H̃n(Xk/Xk−1),

Φ∗

Φ̂∗

(2.66)

kde Φ̂ :
⊔
α ∆k

α/∂∆k
α → Xk/Xk−1 je homeomorfismus (každý k-simplex σα : ∆k → X je zobra-

zuje ∆k−∂∆k homeomorfně do X). Potom ale Φ̂∗ je izomorfismus a obě vertikálńı šipky rovněž,
jak plyne z tvrzeńı 2.5.15. To dokazuje, že Φ∗ je izomorfismus.

To dokazuje, že Hn(Xk, ∂Xk) je triviálńı pro n 6= k a Hk(Xk, ∂Xk) je generovaná Φ∗-obrazy
generátor̊u grupy

⊕
αHn(∆k

α, ∂∆k
α). Podle př́ıkladu je každá kopie Hn(Xk

α, ∂∆k
α) generovaná

tř́ıdou [1′k]α reprezentovanou k-simplexem 1k : ∆k → ∆k. Potom ale

Φ∗[1
′
k]α = [Φ ◦ 1k] = [σα] (2.67)

Ukázali jsme, že Hk(Xk, ∂Xk) je grupa generovaná tř́ıdami [σα] reprezentovanými k-simplexy
σα : ∆k → X ∆-komplexu. To ale dokazuje, že indukované zobrazeńı z H∆

n (Xk, Xk−1) do
Hn(Xk, Xk−1) zobrazuje generátory na generátory, a tedy je izomorfismus.

Posledńı krok je ukázat, že i prostředńı krok je izomorfismus. To plyne z následuj́ıćıho
všeobecného tvrzeńı o morfismech exaktńıch posloupnost́ı:

Lemma 2.6.2 (O pěti izomorfismech). Uvažujme následuj́ıćı komutativńı diagram grup a
jejich homomorfism̊u:

A1 A2 A3 A4 A5

B1 B2 B3 B4 B5

γ1

α1 α2

γ2

α3

γ3

α4

γ4 γ5

β1 β2 β3 β4

, (2.68)
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kde obě horizontálńı posloupnosti jsou exaktńı a γ1, γ2, γ4 a γ5 jsou izomorfismy.

Potom i γ3 (vyznačený přerušovanou čarou) je izomorfismus.

D̊ukaz. Důkaz je klasickým
”
honěńım diagramu“. Předpoklady lze trošku zjemnit:

(i) γ3 je injektivńı, je-li γ2 a γ4 injektivńı a γ1 surjektivńı.

(ii) γ3 je surjektivńı, je-li γ2 s γ4 surjektivńı a γ5 injektivńı.

Krajńı zobrazeńı tedy nemuśı být nutně izomorfismy. Pojd’me si dokázat obě části.

Ad (i): Necht’ γ3(a) = 0. Odtud (β3◦γ3)(a) = (γ4◦α3)(a) = 0. Protože je γ4 injektivńı, je nutně
α3(a) = 0. Z exaktnosti posloupnosti vyplývá, že nutně existuje k ∈ A2, takové že a = α2(k).
Potom (β2 ◦ γ2)(k) = (γ3 ◦ α2)(k) = 0. Z exaktnosti dolńı posloupnosti γ2(k) = β1(b) pro nějaké
b ∈ B1. Ze surjektivity γ1 nacháźıme m ∈ A1, že γ1(m) = b. Potom (γ2 ◦α1)(m) = (β1 ◦γ1)(m) =
β1(b). Ale γ2 je injektivńı a tedy γ1(m) = k. Konečně, dostáváme a = α2(k) = α2(α1(m)) = 0,
kde jsme použili exaktnost horńı sekvence.

Ad (ii): Necht’ b ∈ B3 je libovolné. Ze surjektivity γ4 pak existuje k ∈ A4, že γ4(k) =
β3(b). Potom ale (γ5 ◦ α4)(k) = (β4 ◦ γ4)(k) = (β4 ◦ β3)(b) = 0, kde jsme využili exaktnost
dolńı posloupnosti. Z injektivity γ5 potom nutně α4(k) = 0. Z exaktnosti horńı posloupnosti
potom existuje a′ ∈ A3, že k = α3(b′). Odtud (β3 ◦ γ3)(a′) = (γ4 ◦ α3)(a′) = β3(b). Vid́ıme,
že b − γ3(a′) ∈ ker(β3). Z exaktnosti dolńı posloupnosti existuje c ∈ B2, že β(c) = b − γ3(a′).
Konečně, ze surjektivity γ2 plyne existence m ∈ A2, že γ2(m) = c. Definujeme a = a′ + α2(m).
Máme γ3(a) = γ3(a′) + (γ3 ◦α2)(m) = γ3(a′) + (β2 ◦ γ2)(m) = γ3(a′) + b− γ3(a′) = b. Našli jsme
vzor b a jsme hotovi. �

Jednoduchou aplikaćı právě dokázaného lemmatu vid́ıme, že prostředńı šipka v (2.65) je
izomorfismus a indukčńı krok je dokončen. Pro konečněrozměrné X tedy máme zcela dokázán
př́ıklad A = ∅. Př́ıpad netriviálńıho A je ovšem triviálńı, stač́ı použ́ıt lemma o pěti homomorfis-
mech na komutativńı diagram

H∆
n (A) H∆

n (X) H∆
n (X,A) H∆

n−1(A) H∆
n−1(X)

Hn(A) Hn(X) Hn(X,A) Hn−1(A) Hn−1(X)

, (2.69)

kde všechny šipky až na prostředńı jsou již izomorfismy. A máme hotovo. �

Důsledek 2.6.3. Jako vedleǰśı produkt jsme ukázali, že Hn(X) je konečně generovaná abe-
lovská grupa kdykoliv má X konečně mnoho n-simplex̊u. Je známá věc, že každá konečně
generovaná abelovská grupa G je izomorfńı

G ∼= Zq ⊕ Zk1 ⊕ · · · ⊕ Zkm , (2.70)

kde q ≥ 0 a k1, . . . , km celá č́ısla ostře věťśı než 1 taková, že ki vždy děĺı ki+1. Koeficient q
se znač́ı jako rank(G) a pro G = Hn(X) nazývá n-té Bettiho č́ıslo prostoru X a znač́ı
jako bn(X). m-tice č́ısel (k1, . . . , km) (uspořádané, s opakováńım) celých č́ısel se nazývaj́ı torzńı
koeficienty.
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2.7 Nějaké aplikace

Nyńı si můžeme ukázat nějaké známé využit́ı homologické teorie. Umožňuje např́ıklad zkoumat
spojitá zobrazeńı na sféře.

Definice 2.7.1. Necht’ f ∈ Top(Sn,Sn) pro n > 0. Dostáváme indukované zobrazeńı f∗ :
Hn(Sn) → Hn(Sn). Ukázali jsme, že Hn(Sn) ∼= Z a tedy f∗(α) = deg(f) · α pro libovolný
generátor α ∈ Z a č́ıslo deg(f) ∈ Z, které záviśı pouze na f , nazývané stupeň f . Z definice a
funktoriality homologie snadno dostáváme spoustu vlastnost́ı deg(f):

(i) deg(1) = 1, protože 1∗ = 1.

(ii) deg(f) = 0 kdykoliv f neńı surjektivńı. Je-li x0 ∈ Sn−f(Sn), můžeme f psát jako faktorizaci

dvou zobrazeńı Sn Sn − {x0} Sn . Jelikož Hn(Sn − {x0}) = 0 z kontraktibi-

lity, je nutně f∗ = 0.

(iii) deg(fg) = deg(f) · deg(g). Homeomorfismus má tedy stupeň ±1.

(iv) Reflexe podle jedné roviny má stupeň −1, antipodálńı zobrazeńı (−1)n+1.

(v) Pro f ∼= g plat́ı deg(f) = deg(g). Plat́ı i opak!

(vi) Zobrazeńı f nemá žádné fixńı body, právě tehdy když je homotopické antipodálńımu.

Věta 2.7.2. Na sféře Sn existuje všude nenulové spojité vektorové pole právě tehdy, je-li n liché.

D̊ukaz. Necht’ x 7→ v(x) je spojité tečné vektorové pole. v(x) můžeme interpretovat jako vek-
torové pole v Rn+1 v počátku, kde x ⊥ v(x) pro všechny x ∈ Sn. Je-li |v(x)| 6= 0, můžeme ho
normalizovat a uvažovat |v(x)| = 1. Potom cos(t) · x+ sin(t) · v(x) lež́ı na jednotkové kružnici v
rovině tvořené vektory x a v(x). Potom

H(x, t) = cos(t) · x+ sin(t) · v(x) (2.71)

pro t ∈ [0, π] definuje homotopii z identity do antipodálńıho zobrazeńı. Obě muśı mı́ dle předchoźı
definice stejný stupeň a tedy (−1)n+1 = 1, tedy n muśı být liché.

Naopak, pokud n = 2k−1, definujeme v(x1, x2, . . . , x2k−1, x2k) = (−x2, x1, . . . ,−x2k, x2k−1).
Zjevně v(x) ⊥ x a |v(x)| = 1, tedy x 7→ v(x) je spojité všude nenulové vektorové pole na Sn. �

V historii topologie sehrála významnou roli tzv. Eulerova charakteristika mnohostěn̊u,
definovaná jako χ(P ) = #V −#E+#F , kde V , E a F jsou množiny vrchol̊u, hran a stěn tvoř́ıćı
P . Každý mnohostěn má přirozenou strukturu celulárńıho komplexu. Můžeme tedy definovat
Eulerovu charakteristiku libovolného konečného celulárńıho komplexu X jako

χ(X) =
∑
n

(−1)ncn(X), (2.72)

kde cn je počet n-cel v X. Na prvńı pohled neńı v̊ubec jasné, že by mělo toto č́ıslo mı́t vypov́ıdaj́ıćı
hodnotu. Ukazuje se ovšem, že pro každý konečný celulárńı komplex X je Hn(X) opět konečně
generovaná a má tedy smysl definovat n-té Bettiho č́ıslo bn(X). Plat́ı formulka

χ(X) =
∑
n

(−1)nbn(X). (2.73)
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Na podrobný d̊ukaz neńı dostatek prostoru. Podobně jako pro ∆-komplexy se dá př́ımo ukázat,
že Hk(Xn, Xn−1) je triviálńı pro n 6= k a volná abelovská s báźı odpov́ıdaj́ıćı k-celám pro
n = k. Plat́ı tedy rank(Hk(Xk, Xk−1)) = ck(X). Dále existuje řetězcový komplex CCWk =
Hk(Xk, Xk−1) tvořený těmito operátory s jistým operátorem hranice dk : CCWk → CCWk−1 .

Př́ıslušné homologické grupyHCW
k definuj́ı tzv. celulárńı homologii X. Plat́ıHk(X) ∼= HCW

k (X).
Pro libovolný řetězcový komplex (Ck, dk) můžeme sestrojit dvojici krátkých exaktńıch sekvenćı

0 Bn Zn Hn 0,

0 Zn Cn Bn−1 0.

(2.74)

Jsou-li všechny grupy konečně generované, hodnost prostředńı grupy je součtem krajńıch. Dostáváme
tedy rovnosti rank(Zn) = rank(Bn)+rank(Hn) a rank(Cn) = rank(Zn)+rank(Bn−1). Dosazeńım
prvńı rovnice do druhé a stř́ıdavým součtem přes n potom∑

n

(−1)n rank(Cn) =
∑
n

(−1)n rank(Hn). (2.75)

Volbou Cn = CWn ale dostáváme přesně rovnost (2.72) a (2.73).

Př́ıklad 2.7.3. Eulerova charakteristika χ(X) je definovaná pro velké množstv́ı prostor̊u. Ihned
např́ıklad dostáváme následuj́ıćı tvrzeńı:

χ(T2) = 0, χ(K) = 0, χ(Sn) = 1+(−1)n, χ(RPn) =
1

2
(1+(−1)n), χ(Mg) = 2(1−g). (2.76)
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Kapitola 3

Kohomologie

V posledńı kapitole této přednášky se budeme zaob́ırat matematickou teoríı, která je v jistém
smyslu plně duálńı k homologické teorie. Jinými slovy, budeme uvažovat kořetězcové komplexy

. . . Cn−1 Cn Cn+1 . . . ,
dn−1 dn dn+1

(3.1)

posloupnosti abelovských grup a jejich morfismů, přičemž plat́ı dn+1 ◦ dn = 0 pro každé n. dn
se nazývá operátor kohranice nebo též diferenciál1. Zcela analogicky definujeme n-kocykly
Zn = ker(dn) a n-kohranice Bn = im(dn−1). Př́ıslušná n-tá kohomologie je jejich faktorgrupa
Hn = Zn/Bn. Prvky Hn se nazývaj́ı kohomologické tř́ıdy a plat́ı [α′] = [α], pokud α′ =
α+ dn−1ω, ř́ıkáme, že α a α′ jsou kohomologické. Spousta tvrzeńı o kohomologíıch je pouhou
modifikaćı podobných nápad̊u pro homologie.

Př́ıklad 3.0.1. Necht’ (C•, ∂•) je řetězcový komplex, kde každá abelovská grupa n-̌retězc̊u tvoř́ı
Z-modul. Máme tedy definovanou operaci násobeńı celým č́ıslem, která se chová jak má (distri-
butivńı, kompatibilńı se strukturou okruhu v Z).

Definujeme Cn = HomZ(Cn,Z), t.j. n-kořetězce jsou Z-lineárńı zobrazeńı z Cn do Z. Operátor
kohranice dn definujeme pomoćı ∂n. Necht’ α ∈ Cn a σ ∈ Cn+1. Potom

(dnα)(σ) := α(∂n+1σ). (3.2)

Snadno se ověř́ı, že (C•, d•) je kořetězcový komplex.

3.1 de Rhamova kohomologie

My se však budeme zabývat zejména kohomologickou teoríı, kterou lze př́ımo přǐradit nějakému
geometrickému objektu. Těmi budou v této sekci hladké variety, velmi dobře vychované topolo-
gické prostory s extra (hladkou) strukturou.

Definice 3.1.1. Necht’ M je hladká varieta. Potom dostáváme kořetězcový komplex

0 Ω0(M) Ω1(M) · · · ΩN (M) 0,
d0 d1 dN−1 dN (3.3)

1Původ tohohle názvu bude záhy zřejmý.
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kde N = dim(M), Ωn(M) je prostor hladkých n-forem a dn je operátor vněǰśı derivace. O něm je
známo že splňuje dn+1 ◦ dn = 0, a tedy (Ω•(M), d) definuje2 kořetězcový de Rhamův komplex.

Podgrupu Zn tvoř́ı uzavřené n-formy a Bn exaktńı n-formy. Př́ıslušná kohomologie
Hn(M) se nazývá de Rhamova kohomologie variety M .

Př́ıklad 3.1.2 (Kohomologie př́ımky). Uvažujme M = R. Máme Ω0(R) = C∞(R). Pro
f ∈ Ω0(R) je df = f ′(x)dx a tedy Z0 jsou konstantńı funkce, Z0 = R. Nav́ıc B0 = 0 a tedy
H0(R) = R.

Jelikož dim(R) = 1, máme nutně Z1 = Ω1(R). Necht’ α = α(x)dx je libovolná (uzavřená)
1-forma. Definujeme f(x) =

∫ x
0
α(t)dt. Potom df = f ′(x)dx = α(x)dx. Každá exaktńı forma je

uzavřená, odkud dostáváme tvrzeńı

Hn(R) =

{
R pro n = 0,
0 pro n = 1.

(3.4)

Mı́rnou modifikaćı, která ovšem může mı́t zaj́ımavé odlǐsnosti, je uvažovat pouze speciálńı
n-formy na M . Připomeňme, že funkce s kompaktńım nosičem na M jsou takové, že

Supp(f) = Cl{x ∈M | f(x) 6= 0} (3.5)

je kompaktńı množina (nosič funkce f) v M . Analogicky lze definovat prostor n-forem s kom-
paktńım nosičem Ωnc (M). Z vlastnost́ı derivaćı plyne, že Supp(dα) ⊆ Supp(α). Uzavřená
podmnožina kompaktńı množiny je kompaktńı a restrikćı d tedy dostáváme kompaktńı de
Rhamův komplex

0 Ω0
c(M) Ω1

c(M) · · · ΩNc (M) 0,
d0 d1 dN−1 dN (3.6)

a př́ıslušnou kompaktńı de Rhamovu kohomologii H•c (M).

Př́ıklad 3.1.3 (Kompaktńı kohomologie př́ımky). Tentokrát je Z0 prostor konstantńıch
funkćı s kompaktńım nosičem, t.j. zřejmě Z0 = 0. Protože ji B0 = 0, máme H0

c (R) = 0.

Můžeme definovat lineárńı zobrazeńı ψ z Ω1
c(R) do R pomoćı integrálu:

ψ[α(x)dx] :=

∫
R
α(x)dx (3.7)

Integrál konverguje z d̊uvodu kompaktnosti nosiče α. Zobrazeńı je zjevně surjektivńı. Ukážeme,
že jeho jádro jsou právě exaktńı 1-formy s kompaktńım nosičem. Necht’ tedy α(x) = f ′(x)dx pro
f ∈ Ω0

c(R). Nosič f je kompaktńı a tedy celý v nějakém otevřeném intervalu (a, b). Potom∫
R
f ′(x)dx =

∫ b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a) = 0. (3.8)

Opačně, necht’ α(x)dx lež́ı v jádru ψ . Definujeme funkci f vztahem f(x) =
∫ x
−∞ α(y)dy. Z

nulovosti integrálu přes celé R plyne, že f má kompaktńı nosič. Nav́ıc α(x)dx = df = f ′(x)dx a
tedy každá forma z jádra ψ je exaktńı. Potom

H1
c (R) = Ω1

c(R)/B1 = Ω1
c(R)/ ker(ψ) ∼= R. (3.9)

Souhrnem tedy dostáváme následuj́ıćı tvrzeńı:

Hn
c (R) =

{
0 pro n = 0,
R pro n = 1.

(3.10)

2Často nebudeme psát dolńı index u dn.
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Na závěr si ujasněme, že nultá de Rhamova kohomologie má podobně jako nultá singulárńı
homologie př́ımý geometrický význam. Vskutku, máme H0(M) = {f ∈ C∞(M) | df = 0}. Ta-
kovým funkćım se ř́ıká lokálně konstantńı. Každá taková je konstantńı na každé komponentě
křivkové souvislosti. Lokálně konstantńı funkci tedy urč́ıme zadáńım konstanty na každé kom-
ponentě křivkové souvislosti. Odtud

H0(M) =
∏
α

R, (3.11)

kde α prob́ıhá komponenty křivkové souvislosti.

Poznámka 3.1.4. De Rhamův komplex i př́ıslušné kohomologie maj́ı ve skutečnosti nav́ıc extra
strukturu oproti např. singulárńı homologii. Tvoř́ı totiž vektorový prostor nad R. Toho můžeme
a budeme využ́ıvat v následuj́ıćım.

3.2 Mayer-Vietorisova posloupnost

Kĺıčovou dovednost́ı je pochopitelně možnost poč́ıtat de Rhamovu kohomologii větš́ıch prostor̊u
ze znalosti de Rhamovy kohomologie jeho součást́ı. Nejprve je třeba si uvědomit jednu základńı
vlastnost de Rhamovy kohomologie - jej́ı chováńı vzhledem k hladkým zobrazeńım.

Tvrzeńı 3.2.1. Pro každé variety M a N a hladké zobrazeńı ϕ : M → N máme pullback dife-
renciálńıch forem f∗ : Ωn(N)→ Ωn(M), který komutuje s vněǰśı derivaćı, ϕ∗◦d = d◦ϕ∗. Definuje
tedy kořetězcové zobrazeńı a předpis ϕ∗[α] = [ϕ∗α] definuje indukovaný homomorfismus
kohomologických grup. Plat́ı

(ψ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗, 1∗ = 1. (3.12)

Jinými slovy, přiřazeńı M 7→ Ω•(M) je kontravariantńı3 funktor z kategorie hladkých variet
Man∞ do kategorie abelovských grup Ab.

Důsledek 3.2.2. Difeomorfńı variety maj́ı izomorfńı kohomologické grupy.

Kĺıčovou vlastnost́ı variet pro následuj́ıćı tvrzeńı bude existence tzv. rozkladu jedničky Připomeňme
si tedy jeho definici.

Definice 3.2.3 (Rozklad jedničky). Necht’ {Uα}α∈I je libovolné otevřené pokryt́ı variety M .
Necht’ {ρα}α∈I je kolekce hladkých funkćı na M , které splňuj́ı:

(i) Supp(ρα) ⊆ Uα, 0 ≤ ρα ≤ 1;

(ii) Každý bod x ∈M má okoĺı, které má neprázdný pr̊unik pouze s konečně mnoho množinami
Supp(ρα). Jinými slovy, systém {Supp(ρα)}α∈I je tzv. lokálně konečný.

(iii) Pro každé x ∈M plat́ı
∑
α∈I ρα(x) = 1. Podle (ii) je tato suma pro každé x konečná.

Dá se ukázat, že rozklad jedničky existuje pro libovolné otevřené pokryt́ı M .

3Kontravariantńı funktor je stejný jako obyčejný, ale indukované zobrazeńı a pravidlo skládáńı jsou opačně.
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Nyńı uvažujme situaci, kde M = U ∪V pro dvě otevřené podmnožiny. Dostáváme následuj́ıćı
dvojici posloupnost́ı variet a jejich hladkých zobrazeńı:

M U t V U ∩ V
∂1

∂0
, (3.13)

kde levá šipka je kanonické surjektivńı zobrazeńı z disjunktńıho zobrazeńı na sjednoceńı oprav-
dové a ∂0 (respektive ∂1) je vnořeńı U ∩ V do kopie V (respektive U) v disjunktńım sjednoceńı
U t V . Dostáváme tedy dvojici prostor̊u forem s šipkami naopak:

Ω•(M) Ω•(U)⊕ Ω•(V ) Ω•(U ∩ V )
∂∗0

∂∗1

(3.14)

Připomeňme, že např́ıklad ∂∗0 zobrazuje dvojici (ω, τ) ∈ Ω•(U)⊕Ω•(V ) na formu τ̂ ∈ Ω•(U ∩V ),
která je fakticky pouze restrikćı τ na otevřenou podmnožinu U ∩ V . Pomoćı těchto zobrazeńı
definujeme posloupnost

0 Ω•(M) Ω•(U)⊕ Ω•(V ) Ω•(U ∩ V ) 0,
η

(3.15)

kde η(ω, τ) := (∂∗0 − ∂∗1 )(ω, τ) = τ̂ − ω̂. Prvńı šipka zobraźı formu ω ∈ Ω•(M) na dvojici jejich
restrikćı (ωU , ωV ) ∈ Ω•(U)⊕ Ω•(V ). Právě jsme dostali Mayer-Vietorisovu posloupnost.

Tvrzeńı 3.2.4. Mayer-Vietorisova posloupnost je exaktńı.

D̊ukaz. Je-li (ωU , ωV ) = 0, zjevně je ω = 0 na celém M = U ∪ V . Levá šipka je tedy injektivńı
zobrazeńı. Dál (ω, τ) ∈ ker(η) právě tehdy když ω a τ splývaj́ı na pr̊uniku U ∩ V . Potom ale
definuj́ı formu α ∈ Ω•(M), že (ω, τ) = (αU , αV ). Jádro η je tedy přesně obraz levé šipky. Zbývá
ukázat, že η je surjektivńı zobrazeńı.

Necht’ ω ∈ Ω•(U ∩ V ). Necht’ {ρU , ρV } je rozklad jedničky př́ıslušný pokryt́ı {U, V }. Stač́ı si
uvědomit, že můžeme dobře definovat formu ρV ω na U . Protože U = (U ∩V )tV c, viz. obrázek,

U V

V c

U ∩ V

stač́ı si uvědomit, že Supp(ρV ) ⊆ V a tedy ρV ω je hladké a dobře definované na U ∩ V a nula
na V c. Obdobně ρUω ∈ Ω•(V ). Potom ale

η(−ρV ω, ρUω) = (ρU + ρV )ω = ω. (3.16)

T́ım jsme dokázali, že zobrazeńı η je surjektivńı. �

Důsledek 3.2.5. Je-li M = U ∪ V , dostáváme dlouhou exaktńı posloupnost kohomologíı:

· · · Hn(M) Hn(U)⊕Hn(V ) Hn(U ∩ V )

Hn+1(M) Hn+1(U)⊕Hn+1(V ) Hn+1(U ∩ V ) · · ·

η∗

δ

η∗

(3.17)
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Spojuj́ıćı homomorfismus δ m̊užeme explicitně definovat následovně. Necht’ [ω] ∈ Hn(U ∩ V ).
Máme ω = η(−ρV ω, ρUω). Potom ale η(−d(ρV ω), d(ρUω)) = dω = 0. To ale znamená, že
existuje forma α ∈ Ωn+1(M), že (αU , αV ) = (−d(ρV ω), d(ρUω)). Tato forma je uzavřená a
definujeme δ[ω] = [α].

Posloupnost (3.17) se rovněž nazývá Mayer-Vietorisova posloupnost.

D̊ukaz. Aplikace had́ıho lemma na posloupnost (3.14) která je exaktńı podle předchoźıho tvrzeńı.
Všimněte si, že v kohomologíıch spojuj́ıćı homomorfismus zvyšuje stupeň. �

Př́ıklad 3.2.6 (Kohomologie kružnice). Mayer-Vietoris se dá snadno použ́ıt na výpočet de
Rhamovy kohomologie kružnice H•(S1). Zjevně S1 = U ∪V , kde U a V jsou otevřené oblouky co
se na dvou konćıch kružnice překrývaj́ı. Máme tedy U, V ∼= R a U∩V ∼= RtR. Mayer-Vietorisova
posloupnost má tvar

0 H0(S1) H0(R)⊕H0(R) H0(R t R)

H1(S1) H1(R)⊕H1(R) H1(R t R) 0.

η∗

δ
η∗

(3.18)

Po dosazeńı známých věćı tedy dostáváme posloupnost

0 H0(S1) R⊕ R R⊕ R H1(S1) 0
η∗ δ (3.19)

Už jsme si ujasnili, že H0(S1) = R, protože S1 je křivkově souvislá varieta. Protože prvńı šipka
je injektivńı, máme dim(ker η∗) = 1. Odtud ale nutně dim(im η∗) = 1 ze standardńı lineárńı
algebry. Z exaktnosti ale také dim(ker(δ)) = dim(im η∗) = 1. Protože δ je surjektivńı, máme
dim(H1(S1)) = dim(R⊕ R)− dim(ker(δ)) = 1. A tedy H1(S1) ∼= R.

Ve skutečnosti můžeme př́ımo zkonstruovat uzavřenou 1-formu reprezentuj́ıćı generátorH1(S1).
Uvažujme uzavřenou 0-formu α ∈ Ω0(U ∩V ) definovanou jako konstanta 1 na jedné komponentě
U ∩V a 0 na druhé. Aby δ[α] ∈ H1(S1) tvořilo bázi, stač́ı aby [α] /∈ ker(δ) = im(η∗). Nesmı́ tedy
existovat dvojice konstantńıch 0-forem (ω, τ) ∈ Ω0(U)⊕Ω0(V ), že α = η(ω, τ). Ale to je zřejmé,
protože η(ω, τ) muśı být na obou komponentách U ∩ V rovno stejné konstantě (τ − ω)(x).

Nyńı na [α] stač́ı aplikovat proces popsaný výše. Máme α = η(−ρV α, ρUα). Potom dvojice
(−d(ρV α), d(ρUα)) 1-forem na U a V souhlaśı na U ∩ V a pocházej́ı tedy z restrikce jedné
uzavřené 1-formy ω ∈ Ω1(S1). Snadno lze vidět, že ω je forma s kompaktńım nosičem uvnitř
jedné z komponent U ∩ V , takovým se ř́ıká

”
bump formy“. Z konstrukce [ω] = δ[α] generuje de

Rhamovu kohomologii H1(S1).

Poznámka 3.2.7. Existuje i Mayer-Vietorisova posloupnost pro kompaktńı kohomologii. Kupo-
divu se výrazně lǐśı, protože obecně pullback ϕ∗ nezachovává kompaktnost nosiče. Použije se
následuj́ıćıho triku. Je-li i : U → M inkluze otevřené množiny, můžeme vźıt formu ω ∈ Ω•c(U)
a dodefinovat ji nulou na zbytku M , č́ımž dostaneme i∗(ω) ∈ Ω•c(M). Dostáváme tedy homo-
morfismus opačně než pro normálńı kohomologie: i∗ : H•c (U) → H•c (M). Potom dostáváme
posloupnost

0 Ω•c(U ∩ V ) Ω•c(U)⊕ Ω•c(V ) Ω•c(M) 0. (3.20)

Prvńı šipka je
”
orientovaná inkluze“, druhá šipka sečte rozš́ı̌reńı obou forem v M . Dá se ukázat,

že tato posloupnost je exaktńı a tedy naprosto analogicky indukuje dlouhou exaktńı posloupnost
na kompaktńıch kohomologíıch.

48



3.3 Poincarého lemma

V této části si ukážeme zásadńı tvrzeńı o de Rhamových topologíıch. Uvažujme následuj́ıćı dvojici
zobrazeńı hladkých variet:

Rn × R Rn
π

s
, (3.21)

kde π(x, t) = x je projekce a s(x) = (x, 0) je nulový řez. Na úrovni forem tedy dostáváme diagram

Ω•(Rn × R) Ω•(Rn)
s∗

π∗

(3.22)

Zjevně plat́ı rovnost π ◦ s = 1 a tedy i s∗ ◦ π∗ = 1. Opačně máme (s ◦ π)(x, t) = (x, 0), což neńı
identita. Ani na úrovni forem neplat́ı, že π∗ ◦ s∗ = 1, protože např́ıklad s∗(dt) = 0. Na úrovni
kohomologíı jsme však úspěšněǰśı, jak si nyńı dokážeme:

Tvrzeńı 3.3.1. Zobrazeńı π∗ : H•(Rn)→ H•(Rn × R) je izomorfismus.

D̊ukaz. Pro d̊ukaz tvrzeńı stač́ı nalézt zobrazeńı K : Ω•(Rn × R)→ Ω•(Rn × R) splňuj́ıćı

1− π∗ ◦ s∗ = ±(K ◦ d± d ◦K). (3.23)

Pravá strana zobrazuje všechny uzavřené formy na exaktńı a tedy definuje nulové zobrazeńı
kohomologických grup. Každá forma ω na Rn × R je unikátńı lineárńı kombinace forem z jedné
z následuj́ıćıch dvou tř́ıd

(i) f(x, t) · (π∗φ),

(ii) f(x, t) · (π∗φ) ∧ dt,

kde φ ∈ Ω•(Rn) je forma na bázi f ∈ C∞(Rn ×R). Zobrazeńı K : Ωq(Rn ×R)→ Ωq−1(Rn ×R)
definujeme zvlášt’ na každém z obou typ̊u:

(i) K[f(x, t) · (π∗φ)] = 0,

(ii) K[f(x, y) · (π∗φ) ∧ dt] = (
∫ t

0
f(x, s)ds) · π∗(φ).

Zbývá ověřit, že K splňuje rovnici (3.23). Necht’ ω je q-forma typu (i). Potom

(1− π∗ ◦ s∗)(ω) = f(x, t) · (π∗φ)− π∗(f(x, 0) · φ)

= {f(x, t)− f(x, 0)} · (π∗φ).
(3.24)

Na druhou stranu, několikerým použit́ım definice K dostáváme

(K ◦ d− d ◦K)(ω) = K(
∂f

∂t
(x, t) · {dt ∧ (π∗φ)})

= (−1)q(

∫ t

0

∂f

∂t
(x, s)) · (π∗φ)

= (−1)q{f(x, y)− f(x, 0)} · (π∗φ).

(3.25)
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Vid́ıme, že na formách typu (i) plat́ı rovnost 1 − π∗ ◦ s∗ = (−1)q(K ◦ d − d ◦K). Na formách
typu (ii) máme s∗(ω) = 0 a tedy (1− π∗ ◦ s∗)(ω) = ω. Potom máme

dω = f(x, t) · (π∗dφ) ∧ dt+

n∑
i=1

∂f

∂xi
(x, t)dxi ∧ (π∗φ) ∧ dt, (3.26)

a p̊usobeńım K tedy dostáváme

K(dω) = (

∫ t

0

f(x, s)ds) · (π∗dφ) +

n∑
i=1

(

∫ t

0

∂f

∂xi
(x, s)ds) · dxi ∧ (π∗φ). (3.27)

Na druhou stranu, p̊usobeńım operátoru d na K(ω) dostáváme

−d(K(ω)) = − d((

∫ t

0

f(x, s)ds) · (π∗φ))

= − f(x, t) · (dt ∧ (π∗φ))−
n∑
i=1

(

∫ t

0

∂f

∂xi
(x, s)) · dxi ∧ (π∗φ)

− (

∫ t

0

f(x, s)ds) · (π∗dφ).

(3.28)

Sečteńım obou výraz̊u opravdu dostáváme K(dω)− d(K(ω)) = (−1)qω. �

Toto tvrzeńı má několik zásadně d̊uležitých d̊usledk̊u, přičemž jeden z nich je slavné Poin-
carého lemma, které poč́ıtá kohomologie eukleidovského prostoru.

Věta 3.3.2 (Poincarého lemma). Plat́ı následuj́ıćı:

Hk(Rn) = Hk({∗}) =

{
R pro k = 0,
0 pro k 6= 0.

(3.29)

Jinými slovy, každá uzavřená k-forma na Rn je exaktńı (pro k > 0).

D̊ukaz. Indukćı podle k. �

Důsledek 3.3.3. Snadnou modifikaćı d̊ukazu tvrzeńı 3.3.1 zjist́ıme, že pro projekci π : M×R→
M , kde M je libovolná hladká varieta, je zobrazeńı π∗ : H•(M)→ H•(M × R) izomorfismus.

Důsledek 3.3.4. Necht’ f, g : M → N jsou dvě hladká homotopická zobrazeńı. Potom f∗ = g∗

jako zobrazeńı de Rhamových kohomologíı.

De Rhamova kohomologie je tedy invariantem homotopické ekvivalence. Pro každou kontrak-
tibilńı varietu M v d̊usledku plat́ı H0(M) = R a Hk(M) = 0 pro k 6= 0.

D̊ukaz. Hladká homotopie f a g je hladké zobrazeńı H : M ×R→ N , takové, že H(x, t) = f(x)
pro t ≤ 0 a H(x, t) = g(x) pro t ≥ 1. Necht’ s0 : M → M × R a s1 : M → M × R je nulový
(respektive jednotkový) řez, takže plat́ı H ◦ s0 = f a H ◦ s1 = g. Potom

f∗ = s∗0 ◦H∗, g∗ = s∗1 ◦H∗. (3.30)

Na úrovni kohomologíı ale máme s∗0 = (π∗)−1 = s∗1 a obě zobrazeńı tedy splývaj́ı. �
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Př́ıklad 3.3.5 (de Rhamova kohomologie sfér). Uvažujme M = Sn. Naṕı̌seme M = U ∪ V ,
kde U a V jsou kontraktibilńı a U ∩ V je difeomorfńı Sn−1 × R. Indukćı podle n dokážeme, že

Hk(Sn) =

 R pro k = 0,
R pro k = n,
0 pro k /∈ {0, n}.

(3.31)

Pro n ∈ {0, 1} už máme dokázáno. Pro n > 1, s použit́ım Mayer-Vietorisovy posloupnosti
dostáváme H1(Sn) = 0 a protože Sn je křivkově souvislý, máme H0(Sn) = R. Pro k > 1 pak
plat́ı Hk(Sn) = Hk−1(Sn−1). Použit́ım indukčńıho předpokladu dostáváme výsledek.

Poznámka 3.3.6 (Poincarého Lemma pro kompaktńı nosiče). Podobnými úvahami jako
předt́ım se dá dokázat kompaktńı verze Poincarého lemma:

Hk
c (Rn) =

{
R pro k = n,
0 pro k 6= n.

(3.32)

To mimochodem ukazuje, že kompaktńı de Rhamova kohomologie neńı invariant homotopické
ekvivalence. Při difeomorfismech se ale zachovává.

3.4 Čechova-de Rhamova kohomologie

V této sekci si ukážeme, jak lze v jistých př́ıpadech převést výpočet de Rhamovy kohomologie na
kombinatorický problém (v tomhle ohledu to připomı́ná simpliciálńı homologii). Nejprve muśıme
uvažovat pokryt́ı (analog triangulace) speciálńım druhem otevřených množin.

Definice 3.4.1. Necht’ U = {Uα}α∈I je otevřené pokryt́ı n-rozměrné variety M . Řekneme, že U
je dobré pokryt́ı, je-li každý neprázdný konečný pr̊unik Uα1

∩ · · · ∩ Uαk otevřených množin z
U difeomorfńı Rn.

Hlavńı idea za dobrými pokryt́ımi je přirozeně ta, že z Poincarého lemmatu přesně v́ıme, jak
vypadaj́ı kohomologie množin z U , všech jejich pr̊unik̊u a chytrým už́ıváńım Mayer-Vietorisovy
posloupnosti i jejich jistých sjednoceńı. Připomeňme, že pro dvě pokryt́ı U = {Uα}α∈I a B =
{Vβ}β∈J řekneme, že B je zjemněńı U , psáno U < B, pokud existuje zobrazeńı φ : J → I,
takové, že Vβ ⊆ Uφ(β).

Věta 3.4.2. Necht’ M je libovolná varieta. Potom každé otevřené pokryt́ı U má zjemněńı B,
které je dobrým pokryt́ım M . Zejména každá kompaktńı varieta má konečné dobré pokryt́ı.

Jako jeden př́ıklad aplikace této definice si ukážeme následuj́ıćı jednoduché tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.4.3. Má-li M konečné dobré pokryt́ı, je př́ıslušná de Rhamova kohomologie H•(M)
konečně-rozměrná.

D̊ukaz. Z exaktnosti Mayer-Vietorisovy posloupnosti

· · · Hn−1(U ∩ V ) Hn(U ∪ V ) Hn(U)⊕Hn(V ) · · ·δ r (3.33)

plyne, že Hn(U ∪ V ) ∼= im(δ) ⊕ ker(r). Jsou-li tedy de Rhamovy kohomologie U , V i U ∩ V
konečněrozměrné, nutně je i kohomologie U ∪ V . Budeme postupovat indukćı na počet množin
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tvoř́ıćı otevřené pokryt́ı M . Varieta s dobrým pokryt́ım jedinou množinou je difeomorfńı Rn a
Hq(M) je konečněrozměrná z Poincarého lemma.

Pro indukčńı krok předpokládejme, že každá varieta s dobrým pokryt́ım nejvýše k množinami
má konečněrozměrnou de Rhamovu kohomologii. Necht’ {U0, . . . , Uk} je dobré pokryt́ı M pomoćı
k + 1 množin. Potom varieta (U0 ∪ · · · ∪ Uk−1) ∩ Uk má dobré pokryt́ı k množinami, a tedy
konečněrozměrou de Rhamovu kohomologii z indukčńıho předpokladu. Stejné lze ř́ıct o U0∪· · ·∪
Uk−1 a Uk a tvrzeńı plyne z předchoźıho odstavce. �

Nyńı předpokládejme, že U = {Uα}α∈I je libovolné otevřené pokryt́ı variety M , kde I js
spočetná a uspořádaná množina (klidně může být konečná). Zavedeme označeńı

Uα1...αk := Uα1
∩ · · · ∩ Uαk (3.34)

a uvažujme (obecně nekonečnou) posloupnost inkluźı

M
⊔
Uα

⊔
α0<α1

Uα0α1

⊔
α0<α1<α2

Uα0α1α2
. . .

∂0

∂1

∂0

∂1

∂2

, (3.35)

kde ∂i : Uα0...αk → Uα0...α̂i...αk ”
vynechá“ i-tou množinu. Např́ıklad pro k = 2 máme

∂0 : Uα0α1α2
→ Uα1α2

, ∂1 : Uα0α1α2
→ Uα0α2

, ∂2 : Uα0α1α2
→ Uα0α1

. (3.36)

Funktor přǐrazuj́ıćı de Rhamovy kořetězcové komplexy nám přǐrad́ı opačnou posloupnost.

Ω•(M)
∏

Ω•(Uα)
∏

α0<α1

Ω•(Uα0α1
)

∏
α0<α1<α2

Ω•(Uα0α1α2
) . . .r

δ0

δ1

δ0

δ1

δ2

,

(3.37)
kde δi jsou restrikce indukované vnořeńımi výše. Připomeňme, obecný element prostoru

ω ∈
∏

α0<···<αp

Ω•(Uα0...αk) (3.38)

je posloupnost ω = (ωα0...αk)α0<···<αk , kde ωα0...αk ∈ Ω•(Uα0...αk). Výsledek p̊usobeńı δiω je
tedy opět posloupnost, jej́ıž element (δiω)α0...αk+1

má tvar

(δiω)α0...αk+1
= ωα0...α̂i...αk+1

|Uα0...αk+1
. (3.39)

Pro zjednodušeńı značeńı nebudeme explicitně psát restrikce na otevřené podmnožiny. Podobně
jako při d̊ukazu Mayer-Vietorisovy posloupnosti nyńı z několika šipek vyrob́ıme jednu.

Definice 3.4.4. Necht’ ω ∈
∏

Ω•(Uα0...αk) má komponenty ωα0...αk ∈ Ω•(Uα0...αk). Definujeme
element δω ∈

∏
Ω•(Uα0...αk+1

) pomoćı př́ıslušných komponent jako

(δω)α0...αk+1
=

k+1∑
i=0

(−1)i(δiω)α0...αk+1
≡
k+1∑
i=0

(−1)iωα0...α̂i...αk+1
, (3.40)

Jak si operátor δ představit? Předpokládejme, že M = U0 ∪ U1 ∪ U2. Potom např́ıklad
ω ∈

∏
Ω•(Uα0) je trojice (ω0, ω1, ω2), kde ωi ∈ Ω(Ui). Prostor

∏
Ω•(Uα0α1) je tvořen troji-

cemi (ω01, ω02, ω12), kde ωij ∈ Ω•(Ui ∩ Uj) pro i < j. Potom

δ(ω)01 = ω1 − ω0, δ(ω)02 = ω2 − ω0, δ(ω)12 = ω2 − ω1, (3.41)
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kde na pravých stranách jsou implicitně myšleny restrikce na společné pr̊uniky definičńıch obor̊u
jednotlivých forem. Přestože restrikce neṕı̌seme, je potřeba si uvědomit, že pr̊uniky mohou být
prázdné. Pokud je např́ıklad U0 ∩ U1 = ∅, bude δ(ω)01 = 0! Kĺıčovou vlastnost́ı δ je následuj́ıćı

Lemma 3.4.5. Plat́ı rovnost δ2 = 0.

D̊ukaz. Důkaz je stejný jako vždycky - výsledek je dvojná suma, kde se po dvojićıch odečtou
členy kv̊uli rozd́ılným znaménk̊um. �

Poznámka 3.4.6. Často se pro komponenty ωα0...αk už́ıvá konvence, kde se povoĺı libovolné
uspořádáńı index̊u, přičemž plat́ı

ω...α...β... = −ω...β...α.... (3.42)

Např́ıklad pro I = N0 máme ω021 = −ω012 = ω102 nebo ω001 = 0.

Tvrzeńı 3.4.7 (Zobecněná Mayer-Vietorisova posloupnost). Pro každou varietu M a
jej́ı otevřené pokryt́ı U = {Uα}α∈I , kde I je uspořádaná spočetná množina, dostáváme dlouhou
exaktńı posloupnost

0 Ω•(M)
∏
α0

Ω•(Uα)
∏

α0<α1

Ω•(Uα0α1)
∏

α0<α1<α2

Ω•(Uα0α1α2) · · · .r δ δ δ

(3.43)
Řečeno jinak, posloupnost výše je kořetězcový komplex s triviálńı kohomologíı.

D̊ukaz. Injektivita r je zřejmá, diferenciálńı forma je nula právě tehdy když je nula každá jej́ı
restrikce na pokrývaj́ıćı množiny. Exaktnost v daľśım členu je také zřejmá. Uspořádaná kolekce
ω = (ωα)α∈I pocháźı z restrikce globálńı formy na M , souhlaśı-li jednotlivé dvojice na pr̊unićıch,
t.j. δ(ω)αβ = ωβ − ωα = 0.

V obecném stupni je konstrukce podobná d̊ukazu obyčejné Mayer-Vietorisovy posloupnosti.
Necht’ {ρα}α∈I je rozklad jednotky př́ıslušný pokryt́ı U a necht’ ω ∈

∏
Ω•(ωα0...αk). Definujeme

lineárńı operátor K :
∏

Ω•(ωα0...αk)→
∏

Ω•(ωα0...αk−1
) vztahem

K(ω)α0...αk−1
=
∑
α∈I

ρα · ωαα0...αk−1
. (3.44)

Můžeme tedy psát následuj́ıćı:

K(δω)α0...αk =
∑
α∈I

ρα · (δω)αα0...αk =
∑
α∈I

ρα · {ωα0...αk −
k−1∑
i=0

(−1)iωαα0...α̂i...αk}

= ωα0...αk − (δK(ω))α0...αk .

(3.45)

Plat́ı tedy identita Kδ + δK = 1. A každý δ-kocyklus ω můžeme psát jako δ-kohranici, protože
ω = δ(K(ω)). T́ım je d̊ukaz exaktnosti hotový. �

Vid́ıme, že máme kořetězcový komplex (byt’ s triviálńı kohomologíı), jehož stupně tvoř́ı
násobnosti pr̊unik̊u okoĺı z pokryt́ı U . Zároveň však máme p̊uvodńı stupně forem a vněǰśı di-
ferenciály d. Pro každé p, q ≥ 0 tedy definujeme vektorový prostor

Kp,q ≡ Cp(U ,Ωq) =
∏

α0<···<αp

Ωq(Uα0...αp). (3.46)
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Z definice dostáváme komutativńı diagram obsahuj́ıćı všechny tyto prostory:

...
...

0 Ω2(M) K0,2 K1,2 · · ·

0 Ω1(M) K0,1 K1,1 · · ·

0 Ω0(M) K0,0 K1,0 · · ·

r

d

δ

d

δ

r

d

δ

d

δ

r

d

δ

d

δ

(3.47)

Kolekci vektorových prostor̊u vybavených Kp,q a dvou komutuj́ıćıch diferenciál̊u δ : Kp,q →
Kp+1,q a d : Kp,q → Kp,q+1 se ř́ıká dvojný kořetězcový komplex. Pro př́ıpad Kp,q =
Cp(U ,Ωq) se nazývá Čech̊uv-de Rhamův dvojný komplex.

Každý dvojný kořetězcový komplex (Kp,q, d, δ) zadarmo poskytuje daľśı kořetězcovou struk-
turu, takzvaný totálńı kořetězcový komplex (K•, D), kde

Kn =
⊕
p+q=n

Kp,q, (3.48)

a totálńı diferenciál D : Kn → Kn+1 je na každé komponentě Kp,q definovaný jako D =
δ + (−1)pd. Někdy budeme psát D = δ +D′′. Znaménko (−1)p před diferenciálem d je d̊uležité,
protože potom plat́ı:

Lemma 3.4.8. (K•, D) je kořetězcový komplex, t.j. D2 = 0. Výsledná kohomologie H•D(K) se
nazývá totálńı kohomologie dvojného komplexu.

D̊ukaz. Necht’ ω ∈ Kp,q. Potom plat́ı následuj́ıćı:

D2(ω) = D(δω + (−1)pdω) = δ(δω + (−1)pdω) + (−1)p+1d(δω) + d(dω)

= (δ2 + (−1)pδd+ (−1)p+1dδ + d2)(ω) = 0.
(3.49)

�

Poznámka 3.4.9. Jak vypadá př́ıklad typického D-kocyklu φ v komplexu K•? Je to suma člen̊u
φ = a+ b+ c, každý z nich v jiné komponentě Kp,q, a plat́ı soustava rovnic

da = 0, δa = −D′′b, δb = −D′′c, δc = 0. (3.50)

a

b

c

0

0

q

p
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Typická D-kohranice φ = a+ b+ c je taková, že existuje suma člen̊u a1 + a2 + a3 + a4, taková že

a = δa1 +D′′a2, b = δa2 +D′′a3, c = δa3 +D′′a4. (3.51)

a

b

c

q

p

a1

a2

a3

a4

0

0

Čech- de Rhamův komplex ovšem neńı úplně obyčejný. Každý jeho řádek je exaktńı zobecněná
Mayer-Vietorisova posloupnost. To mu prop̊ujčuje jisté neobvyklé vlastnosti. Nejprve je třeba
uvědomit si, že pro každé n ≥ 0 máme zobrazeńı r : Ωn(M)→ C0(U ,Ωn) = K0,n ⊂ Kn.

Nav́ıc pro každou n-formu ω plat́ı D(r(ω)) = δ(r(ω)) + (−1)0dr(ω) = 0 + r(d(ω)), kde jsme
použili exaktnost zobecněné Mayer-Vietorisovy posloupnosti a komutativnosti diagramu (3.47).
To dokazuje, že r : Ω•(M)→ K• je kořetězcové zobrazeńı a indukuje tedy homomorfismus
r∗ : H•(M)→ H•D(K). Z exaktnosti řádk̊u Čechova-de Rhamova komplexu pak plyne následuj́ıćı
pozoruhodné tvrzeńı:

Věta 3.4.10 (Zobecněný Mayer-Vietoris̊uv princip). Zobrazeńı r∗ je izomorfismus. Jinými
slovy, de Rhamova kohomologie M a Čechova-de Rhamova kohomologie odpov́ıdaj́ıćı libovolnému
nejvýše spočetnému pokryt́ı U jsou izomorfńı, Hn(M) ∼= Hn

D(C•(U,Ω•)).

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že r∗ je surjektivńı. Necht’ [φ]D je tř́ıda v Hn
D(K) reprezentovaná

D-kocyklem φ. Ukážeme si, že [φ]D = [φ′]D, kde φ′ má nenulovou jen komponentu v K0,n.

Necht’ a ∈ Kn−q,q je nenulová komponenta φ s nejnižš́ım q. Protože φ je D-kocyklus, je
δ(a) = 0. Z exaktnosti zobecněné Mayer-Vietorisovy posloupnosti existuje b ∈ Kn−q−1,q, že
a = δ(b). Interpretujeme-li b jako element Kn−1, máme [φ]D = [φ−D(b)]D, ale φ−D(b) má již
komponentu v Kn−q,q nulovou. Iteraćı tohoto kroku dostaneme φ′.

Jelikož φ′ ∈ K0,n ⊂ Kn je D-kocyklus, máme δφ′ = 0 a dφ′ = 0. Z exaktnosti zobecněné
Mayer-Vietorisovy posloupnosti je tedy φ′ = r(ω) pro nějakou globálńı n-formu ω ∈ Ωn(M).
Jelikož je každá jej́ı restrikce na otevřené okoĺı Uα ∈ U uzavřená, je i ω uzavřená a

r∗[ω] = [φ′]D = [φ]D. (3.52)

T́ım jsme dokázali surjektivitu, pojd’me ukázat injektivitu r∗. Necht’ r∗[ω] = [0]D. Vid́ıme,
že r(ω) ∈ K0,n je D-exaktńı. Máme tedy φ ∈ Kn−1, že r(ω) = Dφ. Protože Dφ ∈ K0,n,
každá nenulová komponenta φ je δ-uzavřená. Stejným argumentem jako výše tedy můžeme od φ
odeč́ıst D-kohranici a t́ım vynulovat všechny komponenty až na K0,n−1. Dostaneme r(ω) = Dφ′,
kde φ′ ∈ K0,n−1. Zejména δφ′ = 0 a dφ′ = r(ω). Z exaktnosti zobecněné Mayer-Vietorisovy
posloupnosti φ′ = r(α) pro α ∈ Ωn−1(M). Máme tedy r(dα) = D(r(α)) = Dφ′ = r(ω) a z
injektivity r potom ω = dα, t.j. [ω] = 0. �

Ve skutečnosti jsme použili velmi obecný argument, který závisel jen na exaktnosti hori-
zontálńıch posloupnost́ı. Můžeme uvažovat následuj́ıćı augmentaci Čechova-de Rhamova kom-
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plexu, kde tentokrát přidáme nový řádek:

...
...

0 Ω1(M) K0,1 K1,1 · · ·

0 Ω0(M) K0,0 K1,0 · · ·

C0(U ,R) C1(U ,R) · · ·

0 0

r

d

δ

d

δ

r

d

δ

d

δ

i

δ

i

δ

, (3.53)

kde Cp(U ,R) ≡ ker(d) ⊆ Kp,0 je prostor lokálně konstantńıch funkćı na (p + 1)-násobných
pr̊unićıch Uα0...αp , který zděd́ı diferenciál δ z Kp,0 (restrikce lokálně konstantńıch funkćı jsou
lokálně konstantńı). Dostáváme tedy kořetězcový komplex

C0(U ,R) C1(U ,R) C2(U ,R) · · ·δ δ δ (3.54)

Př́ıslušná kohomologie H•(U ,R) se nazývá Čechova kohomologie pokryt́ı U .

Z d̊ukazu zobecněného Mayer-Vietorisova principu je zřejmé, že pokud budou všechny sloupce
augmentovaného dvojitého komplexu (3.53) exaktńı, bude i indukovat izomorfimus i∗ : Hn(U ,R)→
Hn
D(K). To nám dá okamžitě i izomorfismus Hn(U ,R) ∼= Hn(M). Jak zajistit exaktnost sloupc̊u?

Připomeňme, že Kp,q =
∏
α0<···<αp C

q(Uα1...αp). Exaktnost p-tého sloupce tedy měř́ı kohomolo-
gické grupy ∏

α0<···<αp

Hq(Uα0...αp). (3.55)

Vid́ıme, že Uα0...αp muśı mı́t triviálńı de Rhamovu kohomologii. Z Poincarého lemma tedy stač́ı
předpokládat, že U je dobré pokryt́ı.

Věta 3.4.11. Je-li U dobré pokryt́ı, je i∗ : H•(U ,R)→ H•D(K) izormofismus.

Uvažovat dobré pokryt́ı má i následuj́ıćı výhodu. Prostory Cp(U ,R) i p̊usobeńı diferenciálu
δ je velmi jednoduché. Protože všechny prostory Uα0...αp jsou křivkově souvislé, jsou lokálně
konstantńı funkce na nich ve skutečnosti konstantńı. Odtud

Cp(U ,R) =
∏

α0<···<αp

R, (3.56)

Každý element λ ∈ Cp(U ,R) je tedy kolekce {λα0...αp} reálných konstant a

(δλ)α0...αp+1 =

p+1∑
i=0

(−1)iλα0...α̂i...αp+1 . (3.57)

Tato notace je mı́rně nepřesná, protože v př́ıpadě, že Uα0...αp+1 = ∅, je pravá strana automaticky
nula. Jinak jde ale o čistě kombinatorický výpočet, jen řeš́ıme, zda se nějaké pokrývaj́ıćı množiny
prot́ınaj́ı! Mimo jiné dostáváme následuj́ıćı tvrzeńı.
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Tvrzeńı 3.4.12. Čechova kohomologie H•(U ,R) je stejná pro všechna dobrá pokryt́ı M .

Př́ıklad 3.4.13 (Dobré pokryt́ı S1). Uvažujme dobré pokryt́ı kružnice jako na obrázku:

U0

U1

U2

U01

U12

U02

10

i

Máme tedy pouze dva netriviálńı členy Čechova komplexu

C0(U ,R) = R3 = {(λ0, λ1, λ2) | λi ∈ R}, C1(U ,R) = R3 = {(λ01, λ02, λ12) | λij ∈ R}. (3.58)

Zaj́ımá nás tedy pouze operátor δ : C0(U ,R)→ C1(U ,R). Pro λ = (λ0, λ1, λ2) ∈ C0(U ,R) máme

(δλ)01 = λ1 − λ0, (δλ)02 = λ2 − λ0, (δλ)12 = λ2 − λ1. (3.59)

Snadno vid́ıme, že ker(δ) = {(λ, λ, λ) | λ ∈ R} ∼= R. Odtud zřejmě H0(U ,R) = R. Dále
dim(H1(U ,R)) = dim(C1(U ,R)/ im(δ)) = dim(C1(U ,R)) − dim(im(δ)) = 3 − (3 − 1) = 1.
Odtud H1(U ,R) ∼= R. Zřejmě Hn(U ,R) = 0 pro n > 0. Dostáváme tedy

Hn(U ,R) =

 R pro n = 0,
R pro n = 1,
0 pro n > 1.

(3.60)

Vid́ıme, že Čechova kohomologie je opravdu izomorfńı de Rhamově kohomologii.

Důsledek 3.4.14 (Kohomologie vektorových bandl̊u). Necht’ π : E →M je libovolný vektorový
bandl nad varietou M . Potom H•(M) ∼= H•(E).

D̊ukaz. Ukažme si d̊ukaz pomoćı Čechovy kohomologie. Necht’ V je trivializačńı pokryt́ı M .
Ukázali jsme, že V < U , kde U je dobré pokryt́ı. Potom Û = {π−1(Uα)}α∈I je otevřené pokryt́ı

E. Protože Uα ⊆ Vφ(α), máme Ûα0...αp ≡ π−1(Uα0...αp) ∼= Uα0...αp × Rk ∼= Rn × Rk. Tedy Û je

dobré pokryt́ı E. Nav́ıc zřejmě Ûα0...αp 6= ∅ ⇔ Uα0...αp 6= ∅. Z obou pozorováńı plyne

H•(E) ∼= H•(Û ,R) ∼= H•(U ,R) ∼= H•(M). (3.61)

A máme dokázáno. �

Poznámka 3.4.15. Tvrzeńı lze dokázat snadno i jinak, protože M je deformačńı retrakt E, a tedy
homotopicky ekvivalentńı. Jejich de Rhamovy kohomologie muśı být tedy nutně izomorfńı.
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3.5 Kohomologie Lieových algeber

Aplikace teorie kohomologíı sahaj́ı mnohem dál než do diferenciálńı geometrie. Ukazuje se, že
představuj́ı užitečný nástroj i při studiu algebraických objekt̊u. Př́ıkladem nám budou kohomo-
logie (reprezentaćı) Lieových algeber.

Následuj́ıćı definice funguj́ı nad libovolným tělesem (pro jistotu s charakteristikou 0) a pro
libovolnou (tedy i nekonečnou) dimenzi.

Definice 3.5.1. Necht’ (g, [·, ·]g) je libovolná Lieova algebra a necht’ (V, ρ) je jej́ı reprezentace.
Potom prostor k-kořetězc̊u Chevalley-Eilenbergova kořetězcového komplexu ck(g, ρ) defi-
nujeme jako prostor k-lineárńıch totálně antisymetrických zobrazeńı z g do V .

Poznámka 3.5.2. Pro konečně-rozměrné g můžeme ztotožnit ck(g, ρ) s prostorem Λkg∗ ⊗ V .

Definice 3.5.3. Diferenciál ∆ : ck(g, ρ)→ ck+1(g, ρ) definujeme pro ω ∈ ck(g, ρ) vztahem

∆(ω)(x1, . . . , xk+1) =

k+1∑
i=1

(−1)i+1ρ(xi) · ω(x1 . . . , x̂i, . . . , xk+1)

+
∑
i<j

(−1)i+jω([xi, xj ]g, . . . , x̂i, . . . , x̂j , . . . , xk+1).

(3.62)

Apriori neńı v̊ubec zřejmé, že ∆ je dobře definovaný (výsledek nemuśı být nutně totálně antisy-
metrický) a už v̊ubec ne, že ∆2 = 0. Dokážeme si pouze prvńı z vlastnost́ı.

Lemma 3.5.4. Pro každé k ≥ 0 a ω ∈ ck(g, ρ) máme ∆(ω) ∈ ck+1(g, ρ).

D̊ukaz. Dı́ky polarizaci stač́ı ukázat, že pravá strana (3.62) je nula, kdykoliv jsou nějaké dva
vstupńı vektory stejné. Necht’ xp = xq = x pro nějaké 1 ≤ p < q ≤ k + 1. Z prvńı sumy zbudou
právě dva členy, a to pro i = p a i = q, jinak budou dva stejné vektory x. vstupovat do totálně
antisymetrického zobrazeńı ω. Dostaneme tedy součet

(−1)p+1ρ(x)·ω(x1, . . . , x̂p, . . . , x, . . . , xk+1)+(−1)q+1ρ(x)·ω(x1, . . . , x, . . . , x̂q, . . . , xk+1). (3.63)

V prvńım z nich muśıme prohodit x právě (q − p − 1)-krát s jeho sousedem, abychom dostali
výraz v druhém členu. To nám dodá znaménko (−1)q−p−1 a oba se navzájem odečtou.

Dvojitá suma v (3.62) bude obsahovat jen členy, kde právě jeden z vektor̊u v [·, ·]g bude x.
Dostaneme čtveřici jednoduchých sum, dvě pro př́ıpad kdy i tref́ı jeden z dvojice (p, q) a dvě pro
př́ıpad, kdy je tref́ı j. Máme tedy součet∑

j>q

(−1)q+jω([x, xj ]g, . . . , x, . . . , x̂q, . . . , x̂j , . . . , xk+1)

+
∑
j>p
j 6=q

(−1)p+jω([x, xj ]g, . . . , x̂p, . . . , x̂j , . . . , xk+1)

+
∑
i<p

(−1)i+pω([xi, x]g, . . . , x̂i, . . . , x̂p, . . . , x, . . . , xk+1)

+
∑
i<q
i 6=p

(−1)i+qω([xi, x]g, . . . , x̂i, . . . , x̂q, . . . , xk+1).

(3.64)
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Obě složitěǰśı sumy lze psát jako součet dvou podle polohy indexu j vzhledem ke q (resp. i
vzhledem k p). Např́ıklad prvńı z nich lze psát jako součet∑

j>q

(−1)p+jω([x, xj ]g, . . . , x̂p, . . . , x, . . . , x̂j , . . . , xk+1)

+
∑
p<j<q

(−1)p+jω([x, xj ]g, . . . , x̂p, . . . , x̂j , . . . , x, . . . , xk+1).
(3.65)

Prvńı suma se odečte s prvńı sumou výše, protože transpozicemi x dostaneme znaménko (−1)q−p−1

které to zař́ıd́ı. Stejná situace nastane v druhých dvou součtech a dostaneme součet dvou sum:∑
p<j<q

(−1)p+jω([x, xj ]g, . . . , x̂p, . . . , x̂j , . . . , x, . . . , xk+1)

+
∑
p<i<q

(−1)i+qω([xi, x]g, . . . , x, . . . , x̂i, . . . , x̂q, . . . , xk+1).
(3.66)

Transpozićı x v druhé sumě (transpozic je tentokrát q − p − 2) a prohozeńım v závorce [·, ·]g
dostáváme kýžené znaménko a oba součty se odečtou. �

Tvrzeńı 3.5.5. Plat́ı ∆2 = 0. (c•(g, ρ),∆) tedy tvoř́ı kořetězcový komplex.

Př́ıslušná kohomologie Hk(g, ρ) se nazývá Chevalley-Eilenbergova kohomologie Lieovy
algebry g vzhledem k reprezentaci ρ.

D̊ukaz. Důkaz provedeme uvěřeńım pro k = 0. Zřejmě c0(g, ρ) = V . Necht’ v ∈ V a x ∈ g. Máme
∆(v)(x) = ρ(x) · v. Pro x1, x2 ∈ g potom

∆(∆(v))(x1, x2) = ρ(x1) ·∆(v)(x2)− ρ(x2) ·∆(v)(x1)−∆(v)([x1, x2]g)

= ρ(x1) · (ρ(x2) · v)− ρ(x2) · (ρ(x1) · v)− ρ([x1, x2]g) · v
= ([ρ(x1), ρ(x2)− ρ([x1, x2]g)) · v = 0.

(3.67)

Použili jsme fakt, že ρ : g→ End(V ) je reprezentace g. �

Prvńı tři kohomologické grupy maj́ı jednoduchou algebraickou interpretaci. Nejprve máme

H0(g, ρ) = Z0(g, ρ) = {v ∈ V | ρ(x) · v = 0 ∀x ∈ g} ≡ V g. (3.68)

Prvk̊um V g se ř́ıká invarianty reprezentace ρ. Je-li totiž ρ odvozená z reprezentace ρ̃ (souvislé)
Lieovy grupyG integruj́ıćı g, jsou V g opravdu invarianty ρ̃. Připomeňme, že c1(g, ρ) = Hom(g, V ).
Prostor 1-kocykl̊u má potom tvar

Z1(g, ρ) = {α ∈ Hom(g, V ) | α([x1, x2]g) = ρ(x1) · α(x2)− ρ(x2) · α(x1)} ≡ Der(g, ρ), (3.69)

kde zobrazeńı z Der(g, ρ) se nazývaj́ı derivace g-modulu (V, ρ). 1-kohranice potom maj́ı tvar

B1(g, ρ) = {α ∈ Hom(g, V ) | α(x) = ρ(x) · v pro nějaké v ∈ V } ≡ IDer(g, ρ) (3.70)

a nazývaj́ı se vnitřńı derivace g-modulu (V, ρ). Prvńı Chevalley-Eilenbergova kohomologie
H1(g, ρ) tedy měř́ı kolik derivaćı neńı vnitřńıch:

H1(g, ρ) = Der(g, ρ)/ IDer(g, ρ). (3.71)
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Př́ıklad 3.5.6. Uvažujme (V, ρ) = (g, ad). MámeH0(g, ρ) = {y ∈ g | [x, y]g = 0 ∀x ∈ g} ≡ Z(g),
nultá kohomologie př́ıslušná adjungované reprezentaci neńı nic jiného než centrum Lieovy algebry.
Derivace a vnitřńı derivace osvětluj́ı p̊uvod svého jména:

Der(g, ad) = {α ∈ End(g) | α([x1, x2]g) = [α(x1), x2]g + [x1, α(x2)]g}, (3.72)

IDer(g, ad) = {α ∈ End(g) | α(x) = [x, y]g pro nějaké y ∈ g}. (3.73)

Interpretace H2(g, ρ) je neméně zaj́ımavá. Nejprve připomeňme následuj́ıćı pojem:

Definice 3.5.7. Necht’ g je Lieova algebra a (V, ρ) jej́ı reprezentace. Potom abelovské rozš́ı̌reńı
g̃ algebry g modulem (V, ρ) je krátká exaktńı posloupnost homomorfismů Lieových algeber

0 V g̃ g 0,
j

t

r

s
(3.74)

přičemž V interpretujeme jako abelovskou Lieovu algebru. Nav́ıc muśı platit vztah

[x, j(v)]g̃ = j(ρ(r(x)) · v), (3.75)

pro všechny x ∈ g̃ a v ∈ V . Je-li g̃′ jiné abelovské rozš́ı̌reńı g stejným modulem, řekneme, že
isomorfismus φ ∈ Hom(g̃, g̃′) je ekvivalence abelovských rozš́ı̌reńı, pokud diagram

0 V g̃ g 0

0 V g̃′ g 0

j

1V

r

φ 1g

j′ r′

(3.76)

komutuje. Rozštěpeńım krátké exaktńı posloupnosti mysĺıme lineárńı zobrazeńı s ∈ Hom(g, g̃)
takové, že r ◦ s = 1g.

Nějaké rozštěpeńı existuje pro každou posloupnost vektorových prostor̊u nad nekonečným
tělesem. Ne nutně je však s homomorfismus algeber! Pro každé takové smůžeme sestrojit unikátńı
zobrazeńı t ∈ Hom(g̃, V ) splňuj́ıćı ker(t) = im(s) a t◦j = 1g. Jelikož je j monomorfismus, můžeme
definovat t vztahem

j(t(x)) = (1− s ◦ r)(x), (3.77)

pro všechny x ∈ g̃. Snadno se ověř́ı, že t má požadované vlastnosti a je unikátńı.

Zobrazeńı φ : V ⊕ g → g̃ definované vztahem φ(v, y) = j(v) + s(y) pro každé (v, y) ∈ V ⊕ g
je izomorfismus vektorových prostor̊u. Jeho inverze je φ−1(x) = (t(x), r(x)). Vskutku, máme

(φ ◦ φ−1)(x) = j(t(x)) + s(r(x)) = x, (3.78)

kde jsme použili definici (3.77). Opačný směr je podobně jednoduchý:

(φ−1 ◦ φ)(v, y) = (t(j(v) + s(y)), r(j(v) + s(y))) = (v, y). (3.79)

Pomoćı φ můžeme na h = V ⊕ g indukovat strukturu Lieovy algebry [·, ·]h. Snadno se ukáže, že
závorka má pro (v, y), (v′, y′) ∈ h tvar

[(v, y), (v′, y′)]h = (ρ(y) · v′ − ρ(y′) · v + ω(v, v′), [y, y′]g), (3.80)

kde ω ∈ c2(g, ρ) je definovaná vztahem ω(y, y′) = t([s(y), s(y′)]g̃). Lieova algebra h je zřejmě
rovněž abelovským rozš́ı̌reńım Lieovy algebry g modulem (V, ρ) a φ ∈ Hom(h, g̃) je ekvivalence
abelovských rozš́ı̌reńı. Volbou jiného rozštěpeńı s′ dostanu jiné abelovské rozš́ı̌reńı h′ = V ⊕ g,
které je ale nutně ekvivalentńı h.
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Lemma 3.5.8. ω je 2-kocyklus, ω ∈ Z2(g, ρ).

D̊ukaz. Závorka [·, ·]h z definice muśı splňovat Jacobiho identitu. Máme tedy

0 = [(0, x), [(0, y), (0, z)]h]h + cyclic(x, y, z)

= [(0, x), (ω(y, z), [y, z]g)]h + cyclic(x, y, z)

= (ρ(x) · ω(y, z) + ω(x, [y, z]g), [x, [y, z]g]g) + cyclic(x, y, z)

= (∆(ω)(x, y, z), 0).

(3.81)

pro libovolné x, y, z ∈ g, a tedy ∆(ω) = 0. �

Každé abelovské rozš́ı̌reńı a volba rozštěpeńı tedy určuje unikátńı 2-kocyklus v př́ıslušném
Chevalley-Eilenbergově komplexu. Každý takový 2-kocyklus ω můžeme, jak se dá snadno ověřit,
použ́ıt ke konstrukci abelovského rozš́ı̌reńı. Konečně, snadno ukážeme následuj́ıćı tvrzeńı.

Lemma 3.5.9. Necht’ h = V ⊕ g a h′ = V ⊕ g jsou dvě Abelovská rozš́ıřeńı parametrizovaná
2-kocykly ω a ω′. Potom jsou ekvivalentńı právě tehdy když ω′ − ω ∈ B2(g, ρ), neboli [ω] = [ω′]
v H2(g, ρ). Jinými množina tř́ıd ekvivalence abelovských rozš́ıřeńı algebry g modulem (V, ρ) je
bijektivńı kohomologii H2(g, ρ).

D̊ukaz. Z komutativity diagramu (3.76) muśı mı́t každá ekvivalence φ : h → h′ tvar φ(v, y) =
(v + α(y), y) pro nějaké α ∈ c1(g, ρ). Potom dostáváme

ω′(x, y) = πV ([(0, x), (0, y)]h′) = prV φ
−1([φ(0, x), φ(0, y)]h)

= πV φ
−1([(α(x), x), (α(y), y)]h)

= πV φ
−1(ρ(x) · α(y)− ρ(y) · α(x) + ω(x, y), [x, y]g)

= ω(x, y) + {ρ(x) · α(y)− ρ(y) · α(x)− α([x, y]g)}
= ω(x, y) + ∆(α)(x, y).

(3.82)

T́ım je Lemma dokázáno. �

Tato interpretace je př́ıkladem standardńıho postupu v matematice - tzv. hledáńı obstrukce.
Máme totiž přesně kvantifikovaný následuj́ıćı problém.

Důsledek 3.5.10. Necht’ g̃ je abelovské rozš́ıřeńı algebry g modulem (V, ρ).

Potom existuje rozštěpeńı s ∈ Hom(g, g̃) takové, že s(g) ⊆ g̃ je podalgebra izomorfńı g, právě
tehdy když je odpov́ıdaj́ıćı kohomologická tř́ıda v H2(g, ρ) triviálńı.

D̊ukaz. Zřejmě s(g) je podalgebra, právě tehdy když ω = 0. Je-li s rozštěpeńı z tvrzeńı věty,
muśım mı́t tedy nutně [ω] = [0]. Opačně, je-li s′ libovolné rozštěpeńı a ω′ ∈ Z2(g, ρ) př́ıslušný
2-kocyklus, mám z předpokladu [ω′] = [0]. Existuje tedy α ∈ c1(g, ρ), takové, že ω′ = ∆(α).
Snadno se ukáže, že s(y) := s′(y)− j(α(y)) splňuje tvrzeńı věty. �

Toto tvrzeńı je velice užitečné pro velkou tř́ıdu Lieových algeber a jejich reprezentaćı. Vskutku,
plat́ı následuj́ıćı pozoruhodné tvrzeńı.

Věta 3.5.11 (1. a 2. Whiteheadovo Lemma). Je-li g poloprostá Lieova algebra nad tělesem
charakteristiky 0 a (V, ρ) jej́ı konečněrozměrná reprezentace. Potom H1(g, ρ) = H2(g, ρ) = 0.
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Důsledek 3.5.12. Všechny derivace konečněrozměrné poloprosté algebry nad tělesem charakte-
ristiky 0 jsou vnitřńı.

Konečně, necht’ G je souvislá Lieova grupa integruj́ıćı (reálnou) algebru g, g = Lie(G).
Můžeme se ptát, zda existuje nějaká souvislost mezi de Rhamovou kohomologíı G a Chevalley-
Eilenbergovou kohomologíı. Uvažujme podprostor Ω•L(G) ⊆ Ω•(G) levoinvariantńıch diferenciálńıch
forem. Jelikož d komutuje s pullbacky, zřejmě d : ΩkL(G)→ Ωk+1

L (G). Dostáváme tedy subkom-
plex de Rhamova komplexu tvořený levo-invariantńımi formami, (Ω•L(G), d). Př́ıslušné kohomo-
logie H•L(G) definuj́ı (levou) invariantńı de Rhamovu kohomologii G.

Lemma 3.5.13. Necht’ (R, 0) je triviálńı reprezentace g na R. Označme c•(g) ≡ c•(g, 0). H•(g)
se obvykle nazývá jednoduše kohomologie Lieovy algebry g.

Potom existuje lineárńı izomorfismus ϕ : Ω•L(G) → c•(g), který tvoř́ı kořetězcové zobrazeńı,
t.j. ∆ ◦ ϕ = ϕ ◦ d. Zejména tedy H•L(G) ∼= H•(g).

D̊ukaz. Necht’ ω ∈ ΩkL(G). Potom ϕ(ω) ∈ ck(g) definujeme pomoćı hodnoty na x1, . . . , xk ∈ g:

ϕ(ω)(x1, . . . , xk) := ω(xL1 , . . . , x
L
k ) ∈ R, (3.83)

kde xLi ∈ X(G) jsou levo-invariantńı vektorová pole. Inverze se sestroj́ı výměnou vstupńıch a
výstupńıch dat v této definici. Zbývá ověřit komutaci s diferenciály:

∆(ϕ(ω))(x1, . . . , xk+1) =
∑
i<j

(−1)i+jϕ(ω)([xi, xj ]g, . . . , x̂i, . . . , x̂j , . . . )

=
∑
i<j

(−1)i+jω([xi, xj ]
L
g , . . . , x̂

L
i , . . . , x̂

L
j , · · · )

=
∑
i<j

(−1)i+jω([xLi , x
L
j ], . . . , x̂Li , . . . , x̂

L
j , · · · )

= dω(xL1 , . . . , x
L
k+1) = (ϕ(dω))(x1, . . . , xk+1).

(3.84)

Zbytek tvrzeńı je již triviálńı. �

Jelikož by nás zaj́ımala opravdická de Rhamova kohomologie G (třeba kv̊uli Poincarého
lemma), zbývá odpovědět na otázku, zda H•L(G) ∼= H•(G).

Tvrzeńı 3.5.14. Pro kompaktńı Lieovu grupu G tvrzeńı plat́ı.

D̊ukaz. Důkaz provedeme pouze jemným náznakem. Zřejmě máme inkluzi i : Ω•L(G) ↪→ Ω•(G),
která komutuje s diferenciálem. Zřejmě však neńı lineárńım izomorfismem. Na každé Lieově grupě
máme kanonickou (až na konstantu) levo-invariantńı formu objemu µL ∈ Ωdim g(G), takzvanou
(levou) Haarovu mı́ru. Je-li ω ∈ Ωk(G) libovolná forma, můžeme definovat formu L(ω) vztahem

L(ω)(X1, . . . , Xk) =
1

vol(G)

∫
G

(L∗gω)(X1, . . . , Xk) · µL, (3.85)

pro všechny X1, . . . , Xk ∈ G, kde integrál konverguje protože G je kompaktńı a vol(G) =
∫
G
µL.

Nyńı se dá relativně snadno ukázat, že L : Ω•(G) → Ω•L(G) a L komutuje s diferenciálem a
indukované zobrazeńı L∗ : H•(G)→ H•L(G) je izomorfismus inverzńı k i∗. �
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3.6 Svazky a jejich Čechova kohomologie

Necht’ X je libovolný topologický prostor. Označme Op(X) následuj́ıćı kategorii. Jej́ımi objekty
jsou otevřené podmnožiny X. Pro libovolné dva objekty U, V ∈ Op(X) existuje právě jeden
morfismus iUV : V → U , právě tehdy když V ⊆ U .

Lze si představit jako graf, jehož vrcholy jsou otevřené podmnožiny X a přidáme do něj
orientovanou hranu (šipku), je-li jedna podmnožina obsažena v druhé.

Definice 3.6.1. Necht’ C je libovolná kategorie. Kontravariantńı funktor F : Op(X) → C se
nazývá předsvazek (presheaf) na X s hodnotami v C. Explicitně:

(i) pro každé U ∈ Op(X) máme objekt F(U) ∈ C;

(ii) je-li V ⊆ U , existuje morfismus restrikce ρUV : F(U)→ F(V ) v kategorii C a plat́ı

ρVW ◦ ρUV = ρUW , ρUU = 1F(U), (3.86)

pro libovolné W ⊆ V ⊆ U otevřené podmnožiny.

Př́ıklad 3.6.2. Necht’ C = Ab je kategorie abelovských grup. Necht’ G ∈ Ab je fixně zvolená
abelovská grupa. Konstantńı předsvazek GX je definovaný jako GX(U) := G pro všechny
neprázdné U ∈ Op(X), a GX(∅) := {0}. Restrikce definujeme jako ρUV := 1G kdykoliv V ⊆ U a
V 6= ∅, a ρU∅ jako nulové zobrazeńı.

Předsvazek typicky přǐrazuje algebraickou strukturu (určenou výběrem C) topologickým
dat̊um (otevřeným podmnožinám). Přičemž v́ıme co se děje, když si bereme menš́ı množiny.
Co ale opačná procedura - ř́ıct něco

”
globálně“ na základě lokálńıch dat? Tento požadavek vede

přesně na definici svazku. Předpokládáme, že C je tzv. konkrétńı kategorie, tj. jej́ı objekty jsou
množiny a morfismy jsou zobrazeńı mezi těmito množinami (s extra požadavky). Potom má totiž
smysl mluvit o prvćıch množiny F(U), které se nazývaj́ı lokálńı řezy předsvazku F nad U .

Definice 3.6.3. Necht’ F : Op(X) → C je předsvazek na X s hodnotami v C. Řekneme, že F
je svazek na X s hodnotami v C, pokud plat́ı následuj́ıćı.

Necht’ U ∈ Op(X) je libovolná podmnožina a necht’ U = {Uα}α∈I jej́ı libovolné pokryt́ı, t.j.
U = ∪α∈IUα. V každém takovém př́ıpadě muśı platit následuj́ıćı dva axiomy:

(i) axiom lokality: necht’ s, t ∈ F(U) splňuj́ı ρUUα(s) = ρUUα(t). Potom s = t;

(ii) axiom lepeńı: necht’ {sα}α∈I je kolekce lokálńıch řez̊u, kde sα ∈ F(Uα) a plat́ı

ρUαUα∩Uβ (sα) = ρ
Uβ
Uα∩Uβ (sβ) (3.87)

pro všechny α, β ∈ I. Potom existuje řez s ∈ F(U) splňuj́ıćı ρUUα(s) = sα pro všechny α ∈ I.

Př́ıklad 3.6.4. Necht’ E je topologický prostor a π : E → X spojité surjektivńı zobrazeńı.
Definujeme svazek Γ(E, π) spojitých řez̊u (E, π) předpisem:

Γ(E, π)(U) := {σ : U → E | π ◦ σ = 1U , σ je spojité}. (3.88)

Takto obecně máme C = Set. Pro V ⊆ U definujeme morfismus restrikce jako skutečnou restrikci
ρUV (σ) = σ|V . Z obvyklých vlastnost́ı spojitých funkćı plyne, že plat́ı axiomy lokality i lepeńı.
Uvažujme nyńı dva speciálńı př́ıklady:
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(i) E = X × R. Každý lokálńı řez σ : U → X × R muśı mı́t tvar σ(x) = (x, f(x)), kde
f : U → R je spojitá funkce. Dostáváme Γ(E, π) = C0

X , kde C0
X je svazek spojitých

reálných funkćı na X, kde C0
X(U) := C0(U) restrikce jsou restrikce.

Všimněte si, že v tomhle př́ıpadě můžeme za C vźıt i třeba vektorové prostory nad R,
abelovské grupy nebo komutativńı okruhy.

(ii) Necht’ G ∈ Ab je fixńı abelovská grupa. Vybavme G diskrétńı topologíı a uvažujme opět
E = X × G. Spojité lokálńı řezy σ : U → X × G opět odpov́ıdaj́ı spojitým zobrazeńım
f : U → G. Necht’ x ∈ X. Protože množina {f(x)} ⊆ G je otevřená. Existuje tedy okoĺı
V ⊆ U bodu x, takové, že f(V ) ⊆ {f(x)}, neboli f(y) = f(x) pro všechny y ∈ V . Takovým
funkćım se ř́ıká lokálně konstantńı a dá se ukázat, že jsou vždycky spojité vzhledem k
diskrétńı topologii na G. Dostáváme tedy svazek lokálně konstantńıch funkćı GX , kde

GX(U) := {f : U → G | f je lokálně konstantńı}, (3.89)

kde restrikce jsou restrikce. Aby došlo ke zmateńı úplně všech, GX se nazývá konstantńı
svazek s hodnotami v G.

Tvrzeńı 3.6.5. Konstantńı předsvazek GX neńı svazek.

D̊ukaz. Uvažujme G alespoň o dvou prvćıch a otevřenou podmnožinu U = U1tU2, kde U1, U2 ∈
Op(X). Máme tedy otevřené pokryt́ı U = {U1, U2}. Uvažujme kolekci řez̊u {s1, s2}. Pro každé
U 6= ∅ je GX(U) = G, volba s1 a s2 je ekvivalentńı volbě dvou element̊u G. Předpokládejme,
že s1 6= s2. Jelikož U1 ∩ U2 = ∅, je podmı́nka (3.87) splněna triviálně. Muśı tedy existovat řez
(element G) s ∈ F(U), takový že 1G(s) = s1 a 1G(s) = s2, což nelze splnit. �

Necht’ F : Op(X)→ Ab je libovolný předsvazek na X s hodnotami v kategorii abelovských
grup. Předpokládejme F(∅) = {0}. Necht’ U = {Uα}α∈I je libovolné otevřené pokryt́ı X. Budeme
opět použ́ıvat značeńı Uα0...αk = Uα0 ∩ · · · ∩ Uαk . Tentokrát však umožńıme opakováńı index̊u.
Podobně jako při konstrukci zobecněné Mayer-Vietorisovy posloupnosti máme (tentokrát vždy
nekonečnou) posloupnost množin

X
⊔
α0∈I Uα0

⊔
(α0,α1)∈I2

Uα0α1

⊔
(α0,α1,α2)∈I3

Uα0α1α2
. . .

∂0

∂1

∂0

∂1

∂2

, (3.90)

kde ∂i : Uα0...αk → Uα0...α̂i...αk ”
vynechá“ i-tou množinu. Opět umožňujeme opakováńı index̊u!

Na tuto posloupnost můžeme aplikovat kontravariantńı funktor F a dostaneme posloupnost
abelovských grup, kde δi := F(∂i), a r je indukované inkluzemi Uα to X.

F(X)
∏
α0∈I F(Uα)

∏
(α0,α1)∈I2

F(Uα0α1
)

∏
(α0,α1,α2)∈I3

F(Uα0α1α2
) . . .r

δ0

δ1

δ0

δ1

δ2

,

Abelovské grupy v této posloupnosti se nazývaj́ı grupy Čechových p-řetězc̊u Cp(U ,F) př́ıslušné
předsvazku F a pokryt́ı U , tedy

Cp(U ,F) =
∏

(α0,...,αp)∈Ip+1

F(Uα0 . . . Uαp). (3.91)
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Podobně jako při konstrukci Mayer-Vietorisovy posloupnosti můžeme nyńı nakombinovat jed-
notlivé restrikce a definovat Čech̊uv operátor kohranice δF : Cp(U ,F)→ Cp+1(U ,F) jako

(δFω)α0,...,αp+1 =

p+1∑
i=0

(−1)i+1δi(ωα0...α̂i...αp), (3.92)

kde ωα0...αp jsou komponenty ω ∈ Cp(U ,F). Opět lze snadno ukázat, že δ2
F = 0.

Definice 3.6.6. Kořetězcový komplex (C•(U ,F), δF ) se nazývá Čech̊uv kořetězcový kom-
plex př́ıslušný předsvazku F a pokryt́ı U . Př́ıslušná kohomologická grupa se znač́ı jako Ȟ

p
(U ,F)

a nazývá se Čechova kohomologie př́ıslušná předsvazku F a pokryt́ı U .

Nyńı uvažujme kategorii OpC(X), jej́ıž objekty jsou otevřená pokryt́ı a právě jeden morfis-
mus jVU : U → V, je-li U ≺ V, neboli V je zjemněńı U . Všimněte si, že pro každá dvě otevřená
pokryt́ı U ,U ′ ∈ OpC(X) existuje společné zjemněńı V ∈ OpC(X) takové, že U ,U ′ ≺ V. Za
povšimnut́ı stoj́ı, že OpC(X) neńı množina.

Tvrzeńı 3.6.7. Přiřazeńı U 7→ Ȟ(U ,F) definuje funktor Ȟ(F) : OpC(X)→ Ab.

D̊ukaz. Necht’ U = {Uα}α∈I a V = {Vβ}β∈J . Je-li U ≺ V, existuje zobrazeńı φ : J → I takové, že

Vβ ⊆ Uφ(β). Pro dané φ můžeme definovat morfismus abelovských grup φ̂ : Cp(U ,F)→ Cp(V,F).
Pro ω ∈ Cp(U ,F) definujeme

(φ̂(ω))β1...βp := ρ
Uφ(β1)...φ(βp)

Vβ1...βp
(ωφ(β1),...,φ(βp)), (3.93)

kde využ́ıváme inkluze Vβ1...βp ⊆ Uφ(β1)...φ(βp). Nyńı se dá snadno ukázat, že toto zobrazeńı

komutuje s př́ıslušnými Čechovými kodiferenciály a indukuje tedy zobrazeńı φ∗ : Ȟ
p
(U ,F) →

Ȟ
p
(V,F). Připomeňme, že pro jedno zjemněńı U ≺ V může být mnoho zobrazeńı φ. Dá se ale

ukázat (lze nalézt v literatuře) že zobrazeńı φ∗ na konkrétńı volbě nezáviśı. �

Předsvazku F a topologickému prostoru bychom chtěli přǐradit veličinu, která by nezávisela
na konkrétńım otevřeném pokryt́ı U . Předpokládejme, že X je takzvaný Lindelöf̊uv prostor,
kde každé otevřené pokryt́ı U má spočetné podpokryt́ı. Např́ıklad každá hladká varieta je takový
prostor. Označme jako OpCN(X) množinu všech spočetných pokryt́ı X.

Definice 3.6.8. Necht’ X Lindelöf̊uv prostor. Potom Čechovou kohomologíı prostoru X a
předsvazku F nazýváme tzv. př́ımou limitu přes spočetná pokryt́ı

Ȟ
p
(X,F) := lim−→

U∈OpCN(X)

Ȟ
p
(U ,F), (3.94)

kde abelovská grupa na pravé straně je jednoznačně (až na izomorfismus) definována vlastnostmi:

(i) pro každé U ∈ OpCN(X) máme homomorfismus πU : Ȟ
p
(U ,F)→ Ȟ

p
(X,F);

(ii) je-li U ≺ V, plat́ı πV ◦ φ∗ = πU ;

(iii) je-li A libovolná abelovská grupa a {τU}U∈OpCN(X) je kolekce zobrazeńı τU : Ȟ
p
(U ,F)→ A

maj́ıćı vlastnost (ii), existuje unikátńı homomorfismus ϕ : Ȟ
p
(X,F)→ A splňuj́ıćı ϕ◦πU =

τU pro každé U ∈ OpCN(X). Tomuto se ř́ıká vlastnost univerzality.
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Tvrzeńı 3.6.9. Taková grupa existuje.

D̊ukaz. Uvažujme abelovskou grupu G =
⊕

U∈OpCN(X) Ȟ
p
(U ,F). Necht’

M = {[ω]− φ∗[ω] | [ω] ∈ Ȟ
p
(U ,F), φ∗ : Ȟ

p
(U ,F)→ Ȟ

p
(V,F)}. (3.95)

Nyńı se vezme ideál I = 〈M〉 generovaný touto množinou (nejmenš́ı ideál v A obsahuj́ıćı M .
Potom stač́ı Ȟ

p
(X,F) definovat jako př́ıslušný faktorprostor G/I. Necht’ \ : G→ G/I je př́ıslušné

faktorzobrazeńı.

Pro každé U ∈ OpCN(X) definujeme πU = \ ◦ iU , kde iU : Ȟ
p
(U ,F) → G je inkluze do

direktńı sumy. Necht’ U ≺ V a φ∗ je př́ıslušné zobrazeńı. Pro každé [ω] ∈ Ȟ
p
(U ,F) máme

(πV ◦ φ∗)[ω] = \(φ∗[ω]) = \([ω]− ([ω]− φ∗[ω])) = πU [ω]. (3.96)

Máme tedy splněny vlastnosti (i) a (ii). Necht’ A je libovolná abelovská grupa s kolekćı zobrazeńı
τU : Ȟ

p
(U ,F) → A maj́ıćı vlastnosti (ii). Můžeme definovat zobrazeńı ϕ̂ : G → A předpisem

ϕ̂◦iU := τU . Předpoklad zajist́ı, že I ⊆ ker(ϕ̂) a dostáváme tedy homomorfismus grup τ : G/I →
A. Potom τ ◦ πU = (τ ◦ \) ◦ iU = ϕ̂ ◦ iU = τU . Z konstrukce je jasné, že neexistuje jiné zobrazeńı
splňuj́ıćı τ ◦ πU = τU . �

Definice 3.6.10. Pro F = GX dostáváme klasickou Čechovu kohomologii s koeficienty v
G, označujeme jednoduše jako Ȟ

p
(X,G) := Ȟ

p
(X,GX). Pro zaj́ımavost, je-li X parakompaktńı

topologický prostor, máme Ȟ
p
(X,GX) ∼= Ȟ

p
(X,GX).

Poznámka 3.6.11. Na závěr si řekněme několik poznámek bez d̊ukaz̊u.

1) Je-li X hladká varieta, lze Ȟ
p
(X,F) poč́ıtat jako př́ımou limitu pouze přes dobrá pokryt́ı.

2) Mı́sto všech kořetězc̊u můžeme uvažovat podkomplex C ′p(U ,F) ⊆ Cp(U ,F) alternuj́ıćıch
p-kořetězc̊u, kde kdykoliv se dva indexy opakuj́ı, dostaneme nulu a plat́ı pravidlo

ω...α...β... = −ω...β...α.... (3.97)

Operátor δF se zúž́ı na zobrazeńı δF : C ′p(U ,F) → C ′p+1(U ,F) a my tak můžeme spoč́ıtat

kohomologii Ȟ
′p

(U ,F). Dá se ukázat, že Ȟ
′p

(U ,F) ∼= Ȟ
p
(U ,F), ale vyžaduje to dost znalost́ı

teorie abstraktńıch simpliciálńıch komplex̊u.

3) Čechova kohomologie H•(U ,R) pokryt́ı U (z Čechova-de Rhamova komplexu) je Čechova
kohomologie pro konstantńı svazek RM . Jelikož jsme ukázali, že nezáviśı na volbě dobrého
pokryt́ı U , dostáváme z bodu 1) Ȟ

•
(U ,RM ) ∼= Ȟ

•
(M,RM ). Jelikož je M parakompaktńı, plat́ı

rovněž Ȟ
•
(U ,RM ) ∼= Ȟ

•
(U ,R).

4) Čechovy kohomologie se přirozeně objevuj́ı v diferenciálńı geometrii. Např́ıklad, hlavńı fib-
rované prostory π : P → M s abelovskou strukturńı grupou G jsou klasifikovány grupou

Ȟ
1
(M,C∞M,G), kde C∞M,G(U) := C∞(U,G) jsou hladká zobrazeńı z U do G. Jinými slovy,

každé tř́ıdě izomorfismů [P ] př́ısluš́ı právě jeden element Ȟ
1
(M,C∞M,G).

5) Tř́ıdy Čechovy kohomologie často měř́ı obstrukci nějaké geometrické vlastnosti. Např́ıklad pro
každou varietu M existuje jej́ı prvńı Stiefelova-Whitneyho tř́ıda, kanonicky definovaná

tř́ıda v Ȟ
1
(M,Z2). Tato tř́ıda je triviálńı, právě tehdy když M je orientovatelná.

Podobně, existuje druhá Stiefelova-Whitneyho tř́ıda v Ȟ
2
(M,Z2). Tato tř́ıda je triviálńı,

právě tehdy když na M existuje spinová struktura. Množina všech neekvivalentńıch spinových

struktur je pak př́ımo grupa Ȟ
1
(M,Z1).

66



Literatura

[1] R. Bott and L. W. Tu, Differential forms in algebraic topology, vol. 82. Springer Science &
Business Media, 2013.

[2] J. Gallier and J. Quaintance, A gentle introduction to homology, cohomology, and sheaf
cohomology, 2016.

[3] M. Goto and F. D. Grosshans, Semisimple lie algebras. CRC, 1978.

[4] A. Hatcher, Algebraic Topology. Cambridge University Press, 2002.

67


	Úvod
	Fundamentální grupa
	Relace homotopie
	Fundamentální grupa
	Fundamentální grupa kružnice
	Indukovaná zobrazení a homotopická ekvivalence
	Jazyk kategorií

	Homologie
	Celulární komplexy
	-komplexy
	Simpliciální homologie
	Singulární homologie
	Exaktní posloupnosti a vyríznutí
	Singulární versus simpliciální
	Nejaké aplikace

	Kohomologie
	de Rhamova kohomologie
	Mayer-Vietorisova posloupnost
	Poincarého lemma
	Cechova-de Rhamova kohomologie
	Kohomologie Lieových algeber
	Svazky a jejich Cechova kohomologie


