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Uvod

Toto jsou oficidlni poznamky k predndsce vyucované na FJFI CVUT v Praze.

Studium moderni matematické a teoretické fyziky klade na posluchace neustéale se zvySujici
naroky na znalost matematického aparatu. Hlavnim tkolem tohoto kurzu je seznamit studenty
se zakladnimi metodami uzivanymi v algebraické topologii, zejména s elementy teorie kategorii,
homotopii, homologické algebry a kohomologie. Dulezitym cilem je rozsifeni matematického ja-
zyka o pojmy vyskytujici se univerzalné napti¢ disciplinami jako jsou diferencidlni geometrie a
abstraktni algebra.

Kapitoly o fundamentalni grupé a homologii jsou zalozeny témeér vyhradné na knizce A.
Hatchera [4]. Jeji aktualizovand verze je k dispozici piimo na jeho webovych strankdch na adrese

https://pi.math.cornell.edu/~hatcher/AT/AT.pdf

Kapitola o kohomologiich je vybérem ze slavné knihy [1]. Cést o kohomologiich Lieovych algeber
1ze vcetné viech detailt nalézt v [3]. Vice o Cechovych kohomologiich predsvazku nalezne ¢tenar
v poznamkdch [2].

Dékuji studentum za uzitetné pripominky.


https://pi.math.cornell.edu/~hatcher/AT/AT.pdf

Kapitola 1

Fundamentalni grupa

V této kapitole si predstavime jeden ze zdkladnich néstroju algebraické topologie, tzv. fun-
damentalni grupu. Vite, Zze topologicky prostor je jednoduse souvisly, jde-li kazdou spojitou
uzavienou kiivku spojité stdhnout do bodu. Ukazuje se, ze dva homeomorfni (tedy z hlediska
topologie identické) topologické prostory vzdy sdili tuto vlastnost. Co kdyz jednoduse souvislé
nejsou? Existuje néjakd podrobnéjsi charakteristika toho ,nebyt jednoduse souvisly“ spoleéna
pro vSechny reprezentanty jedné tiidy homeomorfnich prostoru?

1.1 Relace homotopie

Nejprve je dobré si peclivé zavést koncept spojité deformace nejpfirozenéjsiho topologického
objektu - spojitych zobrazeni. Dalsi modifikaci této definice dostaneme potiebné nastroje. Pokud
nebude feceno jinak, I vzdy oznacuje jednotkovy uzavreny interval I = [0,1].

Definice 1.1.1. Nechf X a Y jsou dva topologické prostory, a necht f,g: X — Y jsou spojitd
zobrazeni. Rekneme, 7e f a g jsou homotopicka, pokud existuje spojité zobrazeni H : X xI — Y
takové, ze H(x,0) = f(z), H(x,1) = g(x) pro viechny = € X. Zobrazeni H se nazyvd homotopie
zobrazeni f a g. Piseme f ~ g.

Jelikoz je H spojité, pro kazdé t € I ndm predpis f;(z) = H(x,t) definuje spojité zobrazeni f; :
X — Y, takové ze fo = f a f; = g. Dvé homotopicka zobrazeni lze tedy ,,spojité* transformovat
jedno na druhé zménou parametru ¢, pficemz kazdy mezikrok je spojité zobrazeni.

Pied dukazem klicové vlastnosti pojmu homotopie si vyslovime jedno technické lemma.
Lemma 1.1.2. Necht X,Y jsou libovolné topologické prostory a Ci,Cy C X dvé uzaviené

mnoziny. Necht f : C1 U Cy — Y je libovolné zobrazeni. Potom f je spojité, prdvé tehdy kdyz
jeho restrikce na C1 i Cy je spojité zobrazend.

Diikaz. Necht je f spojité zobrazeni. UkdZeme, Ze jeho restrikce fi : C1 — Y je spojita. Necht
V C Y je oteviena mnozina. Z definice je f~1(V) C C; U Cy oteviend. Existuje tedy oteviena
mnozina U C X, ze f~1(V) = (C; UCy) NU. To ale miZzeme piepsat jako

fHV)=(CLuCy)NU = (C1NU)U(Con ). (1.1)



Méme ukazat, ze f; *(V) je oteviend. Ziejme f; (V) = f~'(V) N Cy. Z piedchoziho potom s
vyuzitim standardnich vlastnosti sjednoceni a prunikt dostdvame jednoduse

fFfvy=ainu (1.2)

To je oteviend mnozina v Cy a tedy fi; : C1 — Y je spojité. Dukaz pro restrikci na Cs je
analogicky. Vidime, Zze pro tento smér neni podstatné, ze C; a Cy jsou uzaviené.

Pro opa¢ny smér, ukdzeme, ze vzor kazdé uzaviené mnoziny vzhledem k f je uzaviend
mnozina. Nechtf V' C Y je libovolnd uzaviend mnozina. Nechf f; a f oznacuje pifslusné re-
strikce. Z predpokladu je mnozina Uy = f; 1(V) C C4 uzaviena v Cy. Ale C je uzaviena a tedy
je Uy uzaviend i v X. Ze stejného divodu je Uy = f5 *(V) C Cy uzaviend v X. Potom ale

Y)Y =U,0U, CCLUC, (1.3)
je mnozina uzaviend v X, specialné tedy i v Cq U Cs. |

Pozndmka 1.1.3. Analogické lemma plati pro zobrazeni definované na sjednoceni dvou otevienych
podmnozin.

Toto lemma nam dava jednoduchou moznost jak vyrabét spojitd zobrazeni. Muzeme vzit dvé
libovolnd spojitd zobrazeni f; : C1 — Y a fy : Co — Y. Tato jsou restrikci unikatniho zobrazeni
f:C1UCs — Y, prave tehdy kdyz se fi a fs shoduji na pruniku C7 N Cs. Z predchoziho tvrzeni
plyne, ze takové f je automaticky spojité.

Tvrzeni 1.1.4. Nechf X,Y jsou dva topologické prostory. Symbolem Top(X,Y) oznacme pro-
stor vSech spojitych zobrazeni. Potom byt homotopickd® je relaci ekvivalence na Top(X,Y),
prislusné tridy ekvivalence se nazyvaji homotopické tridy.

Druikaz. Musime ukéazat, ze relace f ~ g je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

1. (Reflexivita) f ~ f pro kazdé f € Top(X,Y): Zobrazeni H(x,t) = f(x) je zjevné spojité
v obou parametrech a definuje homotopii f s f.

2. (Symetrie) f ~ g = g ~ f: Nechf H je homotopie f a g, tj. H(z,0) = f(z) a H(x,1) =
g(z). Muzeme definovat H'(z,t) = H(x,1 —t). Zjevné H' je homotopie g a f, tj. g ~ f.

3. (Tranzitivita) (f ~ g) A (9 =~ h) = f ~ h: Necht H; je homotopie f a g, Hy homotopie
g a h. Definujeme H : X x I — Y vztahem

H,y(x,2t) kdyz (z,t) € X x [0, 3],
m“”:{m@mu M;@ﬁeXx%ﬁ. (1.4)

Zjevné H(x,0) = Hy(z,0) = f(z) a H(x,1) = Ha(x,1) = h(z). Spojitost plyne z pozndmky
pod Lemma 1.1.2, protoze H je definovdno pomoci dvou spojitych zobrazeni{ H;(z,2t) na
C1 =X x[0,3] a Hy(x,2t — 1) na Co = X x [3, 1], které splyvaji na C1 N Cy = X x {1}.
A mame dokézéno. n

Nékdy je tieba vice restriktivni a omezit mnozinu ptipustnych homologii, napiiklad chceme-li
aby homotopie dvou funkei splyvajicich na néjaké podmnoziné A C X byla pomoci funkci které
rovnéz v8echny splyvaji na A. To vede k néasledujici definici:



Definice 1.1.5. Necht f, g € Top(X,Y). Nechf A C X je libovolnd podmnozina. Rekneme, Ze
f a g jsou homotopické relativné k A existuje-li jejich homotopie H : X x I — Y, takova, ze
pro vsechny a € A je H(a,t) funkce nezdvisld na t. Oznacujeme f ~4 g.

Poznamka 1.1.6. Z dikazu piedchoziho tvrzeni je ziejmé, ze homotopie relativni vzhledem k A
je opét relace ekvivalence, kterd ma pro A # () vice tiid ekvivalence neZ homotopie absolutni.
Zejména plati, ze kdyz je f ~4 g, tak pro vsechny a € A musi platit f(a) = H(a,0) = H(a,1) =
g(a), tj. dvé zobrazeni homotopickd relativné k A musi na A splyvat.

Na zdveér této sekce si pfipomenime dvé obvyklé definice, které lze pomoci (relativni) homo-
topie formulovat velmi efektivné.

Definice 1.1.7. Necht X a Y jsou libovolné topologické prostory. Zobrazeni f € Top(X,Y) se
nazyva homotopicka ekvivalence, existuje-li zobrazeni g € Top(Y, X), takové ze

gof~1x, fog~1ly. (1.5)
Existuje-li mezi dvéma prostory néjaka homotopicka ekvivalence, fekneme, Zze maji stejny ho-
motopicky typ.
Piiklad 1.1.8. Ma-li topologicky prostor X stejny homotopicky typ jako bod {x}, fekneme, ze
X je stahnutelny do bodu (nebo také kontraktibilni).

Ukazme si, ze toto pojmenovani mé své opodstatnéni. Podle definice tedy existuje homoto-
pickd ekvivalence f : X — {x}. Zfejmeé existuje jedno jediné spojité zobrazeni f : X — {x}.
Piislusné zobrazeni g : {*x} — X muzeme ztotoznit s vybérem fixntho bodu zy = g(x) € X.
Podminka f o g ~ 1, je trividlné splnénd pro kazdé X i volbu g. Uvazujme tedy druhou z
podminek go f ~ 1x. Z definice existuje spojité zobrazeni H : X x I — X, které splnuje:

H(0,z) =1x(z) ==, H(1,2)= (g0 f)(x) = g(+) = o (1.6)

Pro kazdé ¢ € I tedy dostdvame zobrazen{ f; € Top(X, X), kde fy je identita na X a f; zobrazuje
celé X do bodu xg. Na t — fi(z) se také muzeme divat jako na spojitou kiivku spojujici x s xg.

Tvrzeni 1.1.9. Mit stejny homotopicky typ je relace ekvivalence.

Diuikaz Identita 1x : X — X je zjevné homotopickd ekvivalence, a tedy relace je reflexivni.
Pokud f € Top(X,Y) je homotopickéd ekvivalence, mdme piislusné g € Hom(Y, X). Je zjevné,
ze g je homotopicka ekvivalence. To ukazuje, ze relace je symetricka.

Konecng, nechf f € Top(X,Y) a f' € Top(Y, Z) jsou homotopické ekvivalence. Ukazeme,
ze f' o f € Top(X,Z) je homotopickd ekvivalence. Z definice mdme g € Top(Y,X) a ¢ €
Top(Z,X),2e go f~1x, foge=1ly,g of ~1y a flog ~ 1.

Ukazme si nejprve nésledujici obecnéjsi trvzeni. Necht f, g :€ Top(X,Y). Potom pro kazdé
h € Top(Y, Z) a k € Top(S, X) plati

feg=>hof~hog, f~g= fok~gok. (1.7

Necht H : X x I — Y je homotopie f a g. Snadno se ovéii, ze H' := h o H je homotopie ho f a
h o g. Podobné, zobrazeni H" (s,t) :== H(k(s),t) definuje homotopii fok a gok.

Nyni se jiz muzeme vratit k dokazovanému tvrzeni a mame
(f'of)olgog)=1fo(foglog = folyog =flog =1z (1.8)

Druhé z pozadovanych identit se ukaze uplné stejné. Tim jsme dokdazali tranzitivitu. |



Definice 1.1.10. Nech{ A C X je podmnozina topologického prostoru X. Rekneme, ze A je
deformacni retrakt X, pokud existuje r € Top(X, X), takové r(X) = A a plati 1x ~4 r.

Z poznamky 1.1.6 plyne, Zze nutné r(a) = lx(a) = a pro vsechny a € A. Takové r se
nazyvé retrakce X na A. Homotopie relativni k A ndm ale navic ddvd mnozinu zobrazeni
ry € Top(X, X), kde 1o = 1x, r1 = r a kazdé ze zobrazeni spliuje r.(a) = a pro kazdé a € A.

Tvrzeni 1.1.11. Je-li A deformacni retrakt na X, maji X a A stejng homotopicky typ.

Diikaz. v muZeme diky podmince r(X) = A povaZovat za spojité zobrazeni r : X — A. Necht
i: A — X je inkluze podmnoziny. Z definice podmnozinové topologie ¢ € Top(A4, X). Ukazme,
ze T je homotopicka ekvivalence. Z predchozi poznamky r oi = 1 4. Ukdzeme, ze tor ~ 1x. Z
definice ale méme homotopii H : X x I — X, kterd spliuje H(-,0) =1x a H(-,1) =ior. N

Piiklad 1.1.12. S" ! = {z € R" | 27 + -+ + 22 = 1} je deformaén{ retrakef R™ — {0}.

Retrakei r definujeme jednoduse jako r(z) := ||z|| =1, coz je zjevné spojité zobrazeni z X to

X splnujici r(X) = A. Tiidu zobrazeni r; : X — X sestrojime ndsledovné. Muzeme chtit, aby

r¢(x) byl bod na spojnici mezi r(z) € S*~! a x. To jsou ale presné konvexn{ linedrn{ kombinace
téchto bodl. Tedy navrhujeme

re(z) = tr(x) + (1 — t)x. (1.9)

To je zjevné spojité zobrazeni, ry = 1x, r; = r a pro viechny a € S*~! plati r(a) = a a proto
ri(a) =tr(a) + (1 —t)a =ta+ (1 — t)a = a, jak jsme pozadovali.

Piiklad 1.1.13. Necht f € Top(X,Y). Uvazujme topologicky prostor
My ={(XxI)uY}/ ~, (1.10)

kde (x,0) ~ f(z). Co se tim min{? Vezmeme dvé mnoziny X x I a Y a ztotoznime kazdy bod
(2,0) z prvni s f(z) z druhé. Lze si predstavovat jako ,prilepen{“.

Jak se na takovém prostoru zavadi topologie? Mame pfirozené ,faktorové zobrazeni“ ¢ :
(X xI)UY — My, které kazdému bodu z ptivodnich dvou mnozin piifadi odpovidajici bod v
slepeném prostoru. ¢ nenf injektivni, protoze (x,0) € X x I a f(z) € Y zobrazi na stejny bod.
Rekneme, ze U € M je oteviend, pokud ¢~ (U) je oteviend v (X x I) LY.

My s touto topologii se nazyvé zobrazovaci valec f. Ukazme, ¥ C My je deformacni
retrakt M. Pro kazdé ¢t € I musime sestrojit r; : My — My. Pro kazdé ¢ € [0, 1] sestrojime
spojité 7y : (X x I) UY — My vztahem

Pe(x,s) == (z,t-8), T(y):=y. (1.11)

Snadno se ovéii, ze potom existuje jednoznacné zobrazeni r; : My — My takové, r; o q = 7.
Takové zobrazeni je z definice topologie vzdycky spojité. Zjevné r1 = 1y,. Definujeme r := rq.
Také r(y) = y pro vSechny y € Y.

Dé se ukédzat, ze podmnozina X x {1} = X je deformacni retrakt My, pravé tehdy kdyz
f X =Y je homotopickd ekvivalence.



1.2 Fundamentalni grupa

Nyni se specializujeme na spojita zobrazeni{ Top(I, X) pro fixn{ topologicky prostor X. Kazdym
jeho elementem je spojité zobrazeni f : I — X, kterému fikdme spojita kfivka v prostoru X.
Na prostoru Top(I, X) méame dle Tvrzeni 1.1.4 relaci ekvivalence ~ jejiz t¥idy jsou homotopické
ktivky. Zvolime-li si podmnozinu A = {0,1} C I, muzeme uvazovat homotopii relativn{ vzhledem
k A. To je dle poznamky 1.1.6 téz relace ekvivalence.

Shriime si, co ndm dévéd informace f ~4 g pro f,g € Top(I, X). Pro kazdé ¢ € I dostdvame
kiivku f; € Top(I, X), takovou ze fo(z) = f(z), fi(xz) = g(z). Relativita vaci A = {0, 1} zarudi,
ze f1(0) = f(0) =¢(0) a f:(1) = f(1) = g(1), tedy ze viechny zicastnéné kiivky zacinaji i koncd
ve stejném bodé.

Definice 1.2.1. Pokud pro f,g € Top(I, X) plati f ~4 g, fekneme, Ze pfislusnd homotopie je
homotopie kfivek s pevnymi konci. V nasledujicim textu budeme uvazovat vghradné tento
typ homotopie a psat pouze f ~ g bez spodniho indexu A.

Je zjevné, ze dvé kiivky nemuzou byt homotopické s pevnymi konci, pokud jejich poc¢ateéni a
koncovy bod nesplyvaji. Tridu ekvivalence dané kiivky f budeme oznacovat [f] a nazyvat t¥idou
homotopie kiivky f. Jinymi slovy [f] = [f’], prédvé tehdy kdyz f ~ f’. Je tfeba si uvédomit, ze
pod slovem kfivka se vzdy mysli spojité zobrazeni f € Top(l, X), nikoliv pouze obraz (stopa)
f(I) € X. Intuice ndm ale i{kd, ze pojem homotopie by mél byt do jisté miry nezdvisly na
konkrétni parametrizaci kiivky. Pfesné tvrzeni ndm poskytuje nasledujici lemma:

Lemma 1.2.2. Necht f € Top(I, X). Reparametrizact kvivky f rozumime krivku f o, kde
o : I — I je libovolné spojité zobrazeni splrujici ¢(0) = 0 a ¢(1) = 1. Potom plati [f] = [f o ¢],
tedy reparametrizace neméni tridu homotopie.

Dukaz. Pro kazdé (s,t) € I x I definujeme hledanou homotopii jako
H(s,t) = f((1 —t)p(s) + ts). (1.12)

Ziejmé je o spojité zobrazeni, plati H(s,0) = f(p(s)), H(s,1) = f(s), konvexnost intervalu I
zaruci, ze (1 —t)p(s) + ts € I, a homotopie fixuje koncové body protoze

H(0,1) = f(1 =1)p(0) +¢-0) = £(0), H(L,t)=f((1L—-t)p(1)+1-1) = f(1). (1.13)
Zjistujeme tedy, ze f ~ f o ¢, jak bylo dokézati. [ |

Definice 1.2.3. Necht f,g € Top(I, X) jsou dvé kiivky takové, ze f(1) = g(0). Napojenim
kiivek f a g myslime kiivku f * g definovanou vztahem

wra={ H60 el (114

Z pozndmky pod Lemma 1.1.2 je f g spojitd kfivka, kterd splituje (f+g)(0) = £(0) a (f*g)(1) =
g(1). Intuice: v prvn{ pilce I projedeme f, v druhé pulce projedeme g.

Je jasné, ze ne kazdé dvé kiivky lze napojit. Pii libovolném nésledujicim vyroku obsahujicim
operaci * budeme implicitné predpoklddat, ze dané kiivky napojit lze. Piipadné ovéfeni, ze
vSechny vyrazy maji smysl pfenechdme ¢tenaii. Napojeni kiivek mé jednu vyznacnou vlastnost,
kterou shrnujeme v nésledujicim lemma:



Lemma 1.2.4. Operace napojeni kiivek se chovd prirozené vzhledem k homotopiim, tj. pokud
pro f,f',9,9" € Top(I,X) plati f ~ f' a g~ ¢, potom fxg~ f *xg.

Dikaz. Ukézeme pouze, ze za danych predpokladu plati f * g ~ f/ % g. Druhy specidlni piipad

se ukdze analogicky a zbytek plyne z tranzitivity relace ekvivalence. Necht H : I x I — X je

prislusnd homotopie. Homotopii H' kiivek f * g a f’ * g definujeme pro (¢,s) € I x I jako
H'(t,s) = (fs % 9)(t), (1.15)

kde fs € Top(I, X) jsou kiivky definované homotopii H, tj. fs(t) = H(t,s). Snadno se ovéri, ze
H' je spojité zobrazeni a navic H'(0,s) = (f % ¢)(0), H'(1,s) = (fxg)(1), H'(t,0) = (f xg)(t) a
H'(t,1) = (' * g)(t). Dostavame tedy f * g ~ f’ x g, coz bylo dokdzati. |

Definice 1.2.5 (Césteéné bindrni operace na homotopiich). Na tiididch homotopie kiivek
muzeme zavést ¢astetnou bindrn{ operaci * vztahem [f] * [g] = [f * g].

Tvrzeni 1.2.6. Operace x md vlastnosti velmi podobné tém grupovym:

(i) (Ndsobeni jednotkou) Pro libovolnou konstantni kiivku ey, (t) = xo plati rovnice
] % lewo] = [f]s [ex] % [o] = [g], (1.16)
pro vSechny f,g € Top(I, X), pro které md operace * smysl.
(ii) (Imverze) Pro kaZdou krivku f € Top(I, X) existuje krivka f~' € Top(I, X), takovd, Ze
171 = lesl, 1] =[es)]. (1.17)
(i1i) (Asociativita) Pro kaZdou trojici kiivek f, g, h € Top(I, X) plati asociativni zdkon:

(] (lg] * [R]) = ([F] = [g]) * [A]. (1.18)

Diikaz. Ad (i): Ukdzeme prvni z moznosti. Mame tedy f(1) = xo. Snadno se nahlédne, ze fxe,, =
f o pro spojitou funkci jejiz graf lomenou ¢arou zadanou body

e(0) =0, ¢(5)=1, »(1) =1 (1.19)

Z Lemma 1.2.2 pak plyne [f] * [es,] = [f * €x,] = [f © ¢] = [f].

Ad (ii): Necht f € Top(I,X) je libovolnd kiivka. Definujeme f~! € Top(I, X) vztahem
f7H(t) = f(1 —t) pro t € I. Ovefime, Ze f * f~1 ~ ey(g), druhd rovnost se dokdze analogicky.
Homotopii H : I x I — X definujeme vztahem

_ ] (A —s)2t) telo, 3],
H(t’s){ (- s)@—1)+s) telll (1.20)

Tento slozity predpis mé jednoduchou interpretaci. Pro dané s € I bézime pro ¢ € [0, %] podél
kiivky f az do bodu f(1 — s), pak pro ¢t € [4,1] bézime opatné podél kiivky f~' z bodu
f71(s) = f(1 —s) do bodu f~1(1) = f(0). Vidime, ze H(t,0) = f* f~1, H(t,1) = e (t) a
H(0,s) = H(1,8) = f(0). Tedy fx* f~' ~e.

Ad (iii): Snadno se nahlédne, Ze obé kiivky f* (g h) a (f*g)*h se lis{ pouze parametrizaci,
tj (fxg)xh=(fx(g*h)) o, kde graf ¢ je lomend ¢dra zadand body
1 1 1 3
p0)=0. ¢(7) =5, ¢(5)=7 ¢)=1 (1.21)

Odtud jiz plyne asociativita ([f] * [g]) * [R] = [(f x g) * h] = [f * (g * h)] = [f] * ([g] * [h])- |



Vidime, zZe jedinou prekazkou pro definici grupy je fakt, ze * neni definovana pro kazdé dveé
kiivky. To se d& velmi snadno obejit uvazovdnim specidlni podmnoziny Top(7, X).

Definice 1.2.7. Nechf zy € X je libovolny bod. Prostorem smyéek s poéatkem v bodé zg
myslime podmnozinu (X, z¢) C Top(I, X) definovanou jako

X, z0) = {f € Top(I, X) | f(0) = f(1) = z0}. (1.22)

Jelikoz dvé homotopické kiivky musi mit stejny pocatecni i koncovy bod, lezi kazda tiida
homotopie celd v Q(X,zg), nebo s ni mé prazdny prunik. Nésledujici definice mé tedy dobry
smysl.

Definice 1.2.8. Fundamentdlni grupou 7 (X, zg) prostoru X v bodé zy myslime mnozinu
tFid homotopie smycek v Q(X, ), tedy

(X, zo) ={[f] | f € UX,20)} = UX,20)/ >~ . (1.23)

Vidime, Ze souéin * je nyni poctivd bindrni operace na prostoru 7 (X, zg). S pomoci Tvrzen{
1.2.6) je jiz dukaz nésledujictho pozorovani trividlni.

Tvrzeni 1.2.9 (Fundamentilni grupa je grupa). Operace x definovand v Definici 1.2.5
omezend na podmnozinu 71(X, xo) homotopickych trid smycek s pocdtkem v bodé xq je grupovy
soucin.

Diikaz. Jedind konstantni smy¢ka je e = e, je podle (1.16) jednotkou grupy. Ttida [f]~ = [f}]
tvoif podle (1.17) inverzni prvek. Koneéné, podle (1.18) je operace * asociativni. |

V definici velmi explicitné vystupuje bdzovy bod zy. Ukazeme si, pro dva body spojené
kfivkou se prislusné fundamentalni grupy piilis nelisi - jsou izomorfni.

Tvrzeni 1.2.10. Necht zg ayo jsou dva bodu prostoru X v jedné komponenté linedrni souvislosti.
Potom existuje isomorfismus grup 71 (X, zo) a m1(X,yo).

Diikaz. Jsou-li zg a yo v jedné komponenté linedrni souvislosti, existuje kiivka h € Top(I, X),
takovd 7e h(0) = xg a h(1) = yg. Necht [f] € 71 (X, z0). Definujeme 8y, : 71 (X, x9) — m2(X, o)
vztahem S, [f] = [h™ Y] * [f] * [h]. Vidime, Ze B; nezavisi na volbé reprezentanta tifdy [f]. Muze
viak explicitné zaviset na tiidé homotopie [h] a S, tedy nenf izomorfismus kanonicky. Déle mame

Brleao] = (7] * [eay] * [h] = [n71] = [h] = [ey,], (1.24)

kde jsme pouzili (1.16) a (1.17). Podobné, pro vsechny [f], [g] € Q(X, x¢) dostdvame
Br(lf1* [g]) = [h™"] % [f = gl # [A] = [™ "] [+ [h] % [h] ™" x [g] % [B] = Bulf] * Bulgl-  (1.25)
Vidime, 7ze 35, je homomorfismus grup. Inverzni zobrazen{ se definuje zdménou roli h a h=!. W

Poznamka 1.2.11. V linedrné souvislych prostorech se z duvodu ptredchazejictho tvrzeni ¢asto
vynechavd explicitni zminka po¢dteéniho bodu zy a fundamentdlni grupa (libovolnd z nich) se
oznacuje jednoduse jako i (X). Casto se pise m(X) = 0.

Definice 1.2.12. Nechf X je linedrné souvisly topologicky prostor. Rekneme, ze X je jednoduse
souvisly, je-li fundamentdln{ grupa 1 (X) trividlni.



Tvrzeni 1.2.13. Topologicky prostor je jednoduse souvisly, existuje-li pro kazdé dva body x,y €
X prdvé jedna kohomologickd trida [h], takovd, Ze h(0) =z a h(1) = y.

Diikaz. Necht z,y € X. Je-li X jednoduse souvisly, je linedrné souvisly a tedy existuje spojitd
kiivka h € Top(I, X), takovd ze h(0) = = a h(1) = y. Necht 1’ € Top(I, X) je jind takova
kiivka. Potom ale

[A] =[]+ [ey] = [h] = ([M'=*]x [']) = ([A] * [W/71]) # [A] = [ea] + [W'] =[], (1.26)

kde jsme pouzili [h] x [W'7!] = [e,] z pfedpokladu 71(X) = 0. Ditkaz opaéného tvrzeni je jed-
noduchy. Z predpokladu vzdy existuje néjaka kiivka spojujici libovolné dva body a tedy X je
linedrné souvisly. Navic kazdd smycka f € Q(X, xg) spojuje zg a zo. Musi byt tedy homotopicka
konstantn{ kiivee, [f] = [es,]. Odtud m (X, zo) = {[ex,]}, & tedy 71 (X) = 0. [ |

Piiklad 1.2.14 (Vektorové prostory jsou jednoduSe souvislé). Necht V je vektorovy
prostor s béznou eukleidovskou topologii indukovanou volbou néjaké baze V. Kazdy vektor v € V
lze spojit pifmkou h(t) = ¢ - v s nulovym vektorem 0 € V, a tedy V je linedrné souvisly. Staci
spocitat 71 (V,0). Je-li f € Q(V,0), definujeme homotopii H s konstantni kiivkou e(t) = 0
vztahem

H(t,s)=(1—1s)- f(t). (1.27)

Ziejmeé H(t,0) = f(t), H(t,1) =e(t) =0a H(0,s) = H(1,s) = 0. Tedy [f] = [e] a uzavieme, ze
m1 (V) =0, tj. V je jednoduse souvisly topologicky prostor.

1.3 Fundamentalni grupa kruznice

V této sekci si ukazeme nejjednodussi piiklad topologického prostoru s netrividlni fundamentalni
grupou. Budeme zkoumat kruznici, oznacovanou v topologickych kruzich jako S'. Vysledek si
vyslovime jako vétu, kterou pak postupné dokazeme.

Véta 1.3.1 (Fundamentalni grupa kruznice). 71(S') je nekonecnd cyklickd grupa genero-
vand tridou homotopie smycky w € Q(S', (1,0)), kde w(t) = (cos(2nt), sin(27t)).

Ziejme [w]™ = [wy], kde w,(t) = (cos(2mnt),sin(2wnt)). Musime ukazat, ze kazda smycka s
pocatkem v (1,0) je homotopickd w,, pro unikatni n € Z.

Zékladn{ idea je nasledujici. Definujeme zobrazeni p : R — St vztahem p(s) = (cos(27s), sin(27s)).
Vizualizace tohoto zobrazenf je nasledovna - R lze vnoiit do R? jako §roubovici s — (cos(27s), sin(27s), s).
Potom p je restrikce projekce R3 na R? na tuto sroubovici. Viimneme si, Ze w,, = p o &y, kde
@y, € Top(I,R) je definovand vztahem @, (t) = n - t. Rikdme, ze &, je zdvih smycky w,,. Dikaz
véty se provede studiem zdvihii obecngjch smycéek v S'. To se opird o néasledujici obecny koncept.

Definice 1.3.2. Necht X je topologicky prostor. Nakryti X je topologicky prostor X a pE
Top(X, X), takové, ze pro kazdy bod xy € X existuje jeho okoli U C X, takové, ze p~1(U) je
disjunktni sjednoceni otevienych podmnozin, kde kazdou z nich p zobrazuje homeomorfné na U.

Rekneme, ze U je stejnomérné nakryté.

Piiklad 1.3.3. Zobrazeni p : R — S' piedstavené vyse definuje nakryti S'. Kazdy otevieny
oblouk U C S! je stejnomérné nakryty.

K dukazu Véty 1.3.1 vyuzijeme uzite¢nych vlastnosti nakryti.
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Tvrzeni 1.3.4. Necht p: XX je nakryti. Potom plati

(i) Pro kazdou krivku f € Top(I, X) s pocdtkem v bodé xo € X a kazdé Ty € p~t(z0) existuje
unikdtni zdvih f € Top(I, X) s pocdtkem v bodé Zy.

(i) Je-li H homotopie krivek s poédtkem v bodé xq (tj. musi nutné fizovat oba koncové body),
existuje unikdtni homotopie H prislusnych zdvihi s poédatkem v bodé Ty.

Nez si tvrzeni dokazeme, ukazme si, jak z jeho pomoci dokazat Vétu 1.3.1.

Diikaz véty 1.3.1. Necht f € Q(S!,z0) reprezentuje tifdu [f] € m (S, z0), kde 2o = (1,0).
Protoze 0 € 7~ 1(zg), existuje podle 1.3.4 jeji unikdtni zdvih f € Top(,R) s pocdtkem v bodé

0. Tato kiivka nutné konéf v néjakém celo¢iselném bodé n € Z, protoze f(1) € n~1(f(0)) =
77 () = Z. Protoze f a w, maji stejné koncové body, existuje jejich linearni homotopie

H(t,s) = (1—5)- f(t) + - Dn(t). (1.28)

Snadno vidime, ze H = po H je homotopie (fixujici poc¢dtecni i koncovy bod) smycek w, a f,
tedy [f] = [wn]. Musime ukdzat, ze takové n € Z je jednoznacéné urcené [f].

Necht [f] =~ [wn] & [f] = [wim]. Potom taky [wp,] ~ [w,]. Necht H je piislusnd homotopie, tj.
H(t,0) =w, a H(t,1) = wy, (s pocdtkem v z¢). Podle tvrzeni 1.3.4 existuje unikatni homotopie

H zdvihu kfivek w, a wy,. To jsou z jednoznaénosti kiivky @, a @,. Ale potom n = @,(1) =

H(1,0) = H(1,1) = Gm(1) = m. n

Zbyva dokazat Tvrzeni 1.3.4. Ukazme si, ze obé jeho ¢éasti plynou z obecnéjsi vlastnosti
topologickych nakryti:

Lemma 1.3.5. Pro kazdé zobrazeni F € Top(Y x I,X) a F € Top(Y x {0}, X) , které je
zdvihem Fly oy € Top(Y x {0}, X), tj. po F' = Fly 0}, existuje unikdtni zdvih celého F, tj.
Fe Top(Y x I,)N(), takové z'epoﬁ =F.

Dukaz tvrzend 1.3.4. (i) je specidlnim piipadem Lemma 1.3.5 pro Y = {yo}. (i¢) je ndsledujici
aplikaci Lemma 1.3.5 pro Y = I. Necht H : I x I — X je homotopie dvou kiivek fo = H(-,0)
a fi = H(-,1) s pevnymi konci xo = H(0,s) a x1 = H(1,s). Zobrazeni H|; (0} = fo md podle
Tvrzeni 1.3.4 a jiz dokdzaného (i) unikétni zdvih H € Top(I x {0}, X), takovy ze H(0,0) = Z.
Podle Lemma 1.3.5 nyni existuje jednoznacény zdvih He Top(I x I,)Z'), takovy, ze p o H=H.
Musime ovéfit, ze H je kiivkova homotopie zdvihu fo a ]?1 s pocatkem v Zg.

7 konstrukce p o H(t,0) = H(t,0) = fo(t) a H(0,0) = Zo. Z jednoznacnosti v Tvrzeni 1.3.4
(i) musi tedy byt H(t,0) = fo(t).

Musime ukézat, ze kiivky H(0,s) a H(1,s) jsou konstantni v s (tj. H je homotopie kiivek).
Ale po H(0,8) = H(0,8) = x9 a s = H(0, s) je tedy zdvih konstantni kiivky s pocdtkem v bodé

H(0,0) = Zo. Ale konstantni kiivka ez, je zdvih do stejného bodu a tedy H (0, s) = ez, (s) = .
Podobné se dokaze, ze H(1,s) = H(1,0) = fo(1).

Konecné, po H(t,1) = H(t,1) = fi(t) a H(0,1) = H(0,0) = Fo, tj. H(t, 1) je zdvihem kiivky
f1 s pocdtkem v Ty. Z jednoznacnosti H(t,1) = fi1 a H je tedy homotopie (kiivkova) obou
pfislusnych zdviha fy a f. ]
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Zbyva tedy dokazat Lemma 1.3.5. Tento dukaz je prehlidkou typickych topologickych argu-
mentu a proto si ho poradné udélame.

Diikaz Lemma 1.3.5. Necht yo € Y je fixni. Nejprve sestrojime zdvih F:NxI—X pro néjaké
okoli N > yg. Pro kazdé t € I muzeme najit sou¢inové okoli Ny X [as,b] C N x I bodu (yo,t),
takové, ze F'(N; X [at, b)) je néjakém rovnomeérné nakrytém okoli U bodu F(yo,t).

Systém okoli N; X [ag, by] tedy tvoif pokryt{ kompaktni mnoziny {yo} x I. Muzeme tedy vybrat
rozdélenf 0 = tg < -+ < t,, = 1 a okoli N 3 yo, 7e cely obraz F(N x [t;,t;+1]) je je obsazeny
v néjakém rovnomeérné nakrytém okoli U; C X, a to pro kazdé ¢ € {0,...,m — 1}. Pro indukci
predpoklédejme, ze jiz madme F definované na mnozing N x [0,¢;] pro néjaké okoli N bodu yo,
pFicemz nulty krok indukce odpovidd zadanému F : N x {0} — X.

7 konstrukce je F(N x [ti,t;41]) C U;. Existuje tedy oteviend mnozina U; C X, kterou
p zobrazuje homeomorfné na U; a obsahuje bod F(yo,t;). Bez djmy na obecnosti miizeme

predpokladat, Ze F(N x {t;}) C U, protoze si misto N mizeme vzit libovolné mensf okolf
N’ = (N x {t;}) N F~Y(U;). Pro (y,t) € N x [t;, t;+1] mitzeme definovat

F(y,t) = (p~' o F)(y, ). (1.29)

Zjevné p o ZF(y7 t) = F(y,t) a F je spojité. Podle indukéntho predpokladu dostavéme F €
N x [0,t;41]. Po koneéném poétu krokii dostévame spojity zdvih F: N x I — X.

Nyni ukdzeme unikdtnost zdvihu v Lemma 1.3.5 pro specidlni piipad Y = {yo}. Potlac¢ime
explicitni notaci jednobodové mnoziny. Mame tedy zadanou kiivku F € Top(I, X) a spojité
zobrazeni F € Top({0}, X) zdvihajici F\{o}, tj. zvoleny bod Zp € p 1(1‘0), kde zo = F(0).
Piedpoklédejme, ze méme dva zdvihy F,F’ : Top(] X), takové, ze F(0) = F'(0) = Zo.

Opét muzeme najit rozdéleni 0 = ¢4 < --- < t,, = 1, takové, ze F([t;,t;+1]) € U; pro
néjaké rovnomérné nakryté souwislé okoli U; C X. Pro indukci piedpokladejme, Ze jiz vime
F| 0t] = F’ lj0,¢;]- Protoze [t;, tz+1] je souvisld mnozina, musf byt i F([t;, tl+1]) Musi tedy lezet

celd v jedné z otevienych mnozin U; C X, které je homeomorfni U;. Protoze F(t;) = F'(t;), mus
byt i F'([tl,tlﬂ]) C U;. Ale p|U je homeomorfismus a tedy p o F = p' o F na [t;, ti+1] implikuje
F=F'na [tistit1]. A tedy F=F'na [0, t;11].

Konecéné, méame-li zdvih F definovany na N x I a F’ definovany na N’ x I, mdme pro kazdé
y € NN N’ jejich restrikei i dva zdvihy Ff,3x; na {y} x I. Podle ptedchoziho odstavce F' a F’
mus{ byt stejné na {y} x Y, a tedy i na celém pruniku. Dostdvdme tedy zdvih F:YxI—X.

Protoze kazdé dva takové splyvaji na {y} x I pro kazdé y € Y, je F podle predchoziho odstavce
unikatni. ]

Pozndmka 1.3.6. Snadno vidime, ze 1 (S') = (Z, +), kde izomorfismus je definovany jako (jed-

noznaéné) rozsfreni [w] — 1 € Z. Casto se tedy setkdme se znacenim 7 (S') = Z.

Véta 1.3.7 (Zakladni véta algebry). Kazdy nekonstantni polynom s koeficienty v C md
alespont jeden koten v C.

Diikaz. Sta¢i uvazovat polynom p ve tvaru p(z) = 2™ + a2~ + - - + a,. Pfedpokladejme, 7e
p(z) # 0 pro viechny z € C. Pro kazdé r > 0 muzeme sestrojit smycku

p(re>™) /p(r)

Ir8) = {p(remnit) fp(r)]

(1.30)
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kterd lezi na jednotkové kruznici S' C C a m4 pocatek v bodé 1 € C. Spojitou zménou parametru
r muzeme piejit ke konstantni kiivce fo(t) = 1. To ale znamend, ze pro kazdé r > 0 je [f,] =
[e] € 1 (Sh).

Nyni zafixujme r, tak aby r > max{|a1]| + --- + |an|,1}. Pro libovolné z € C, takové, ze
|z| = |r| nyni plati nerovnost |2"| = |z]|z["7' > (la1]| + - +|an])]2|" 7 > |a1z" 7 + - + |an| >
la;2"~t + -+ a,|. To ale znamend, ze polynom py(2) = 2™ + s(a;2"~* + - - + a,,) nem4d zadné
kofeny na kruznici |z| = r pro zddné s € [0, 1]. To by totiz implikovalo, Ze obé komplexni ¢isla
tvoifcl ps(2) majf stejny modul: 2| = sla1 2" L+ +a,| < |a1z" 1+ +ayl|, coz je v rozporu
s predchozi nerovnosti.

Zaménou p za ps v (1.30) dostdvdme pro (fixni a dost velké) r a kazdé s € [0, 1] smycku f3(¢),
piicemz fL(t) = f.(t) a fO(t) = €™ = w,(t). Zjevné H(t,s) = f(t) je homotopie smycek f, a
W, coz dokazuje, Ze [fr] = [wn] = [w]™. Dostdvdme tedy rovnost [w]™ = [e], coz nastavd pouze
pro n = 0, coz odpovida konstantnimu polynomu p. |

Véta 1.3.8 (Brouwerova véta o pevném bodé v dimenzi 2). Necht D? C R? je uzavieny
jednotkovy disk, t.j. D*> = {z € R? | |x| < 1} C R2. Potom pro kazdé h € Top(D?, D?) existuje
xo € D2, takové, Ze h(xg) = xo.

Diikaz. Pro spor piedpokladejme, 7ze h(z) # x pro véechny x € D?. Mizeme tedy definovat
spojité zobrazeni r € Top(D?,S) tak, 7e kazdému bodu 2 € D? pfitadime bod r(x) € S! = 9D?
kde polopiimka (dobfe definovand) z bodu h(z) skrz x protind hranici kruhu. Spojitost r je
intuitivné ziejmé (zménime-li o kousek x, zmén{ se o kousek h(z) a tedy i polopiimka a jeji
prinik s hranic{). Z definice rovnéz r(z) = x pro = € S'.

To dokazuje, ze r : D? — S! je retrakce D? na S!. Ukazeme si, Ze takovd retrakce nemiize
existovat. Necht fo € Q(Sh, z0) je libovolnd smyécka v St. Zarovein fo je smycka kterd je v D?
homotopickd konstantni kiivce, kde H(t,s) = (1 — s) - fo(t) + s - xo. Potom ale H' = r o H je
homotopie v S kiivky r o fo = fo a konstantn{ kiivky v zo. To je ale ve sporu s m;(S*) #0. H

1.4 Indukovana zobrazeni a homotopicka ekvivalence

Koncept fundamentdlni grupy jsme od zac¢atku zamysleli jako topologicky invariant. Je tedy
tfeba ovérit, ze tomu tak skutecné je.

Tvrzeni 1.4.1. Necht ¢ € Top(X,Y) je spojité zobrazeni. Potom predpisem
ex[f] = oo f] (1.31)

pro vsechny [f] € m(X,xzo) definujeme homomorfismus grup p. : m(X,x0) = 7 (Y, ¢(x0)).
Pokud ¢ € Top(Y, Z), plati pravidla

(Yop) =tsops, 1,=1 (1.32)
Zejména je-li ¢ homeomorfismus, je p. izomorfismus fundamentdlnich grup.
Diikaz. Nejprve musime ukézat, ze ¢, je dobfe definované. Je-li [f] = [f/] a H je pifslusnd

homotopie, zjevné H' = ¢ o H je homotopie smycek p o f a ¢ o f'. Evidentné ¢.([e]) = [e] a z
definice napojeni kiivek rovnéz snadno

eulfxgl=1lpo(f*g)=1[(wof)*(pog)] = p.lf]*wlg]. (1.33)
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To dokazuje, ze @, je grupovy homomorfismus. Dikaz kompozi¢nich pravidel je ziejmy, stejné
jako tvrzeni o izomorfismu. |

Poznamka 1.4.2. Rozhodné neplati opa¢né tvrzeni. Jsou-li X a Y jednoduse souvislé, muzeme
vzit libovolné konstantni zobrazeni{ ¢(x) = yo pro vSechny z € X. Zjevné ¢, je izomorfismus
(trividlnich) fundamentédlnich grup m (X, zo) a m (Y, yo), ale ne kazdé jednoduse souvislé topo-
logické prostory jsou homeomorfni.

Toto tvrzeni miZzeme pouzit v ditkazu nasledujici véty, kterd ukazuje, ze S° a S* jsou jedinymi
piiklady n-rozmérnych sfér, které nejsou jednoduse souvislé.

Véta 1.4.3 (Vicerozmeérné sféry jsou jednoduse souvislé). Pro kazdén > 2 je m(S™) = 0.

Dtukaz se opird o nasledujici dvé obecné lemma:

Lemma 1.4.4. Pro libovolné dva topologické prostory je m1 (X xY) je izomorfni m (X) x 71(Y)
kdykoliv jsou X a 'Y krivkové souvislé.

Druikaz. Produktovd topologie na X X Y je plné charakterizovana vlastnosti, ze f : Z - X x Y
je spojité, pravé tehdy kdyz zobrazeni g : Z — X a h : Z — Y definovand vztahem f(z) =
(9(2), h(z)) jsou obé spojita. Kazda smycka f € Q(X x Y, (zg,yo)) je tedy ekvivalentni dvojici
smycek g € Q(X,xz9) a h € Q(Y,yo). Ze stejného duvodu je homotopie H € Top(I x I, X xY)
ekvivalentni zadani dvojice homotopii v X a Y. Dostavame tedy bijekci

(X X Y, (20, 90)) = m (X, z0) X m1(Y, y0), (1.34)

o které se snadno dokaze, ze jde o grupovy isomorfismus. Kfivkovou souvislost predpokladdame
¢isté abychom nemuseli psat body ve kterych m; pocitame. |

Lemma 1.4.5. Necht X je sjednoceni kolekce oteviengjch podmmnoZin A, kde kazdd z nich ob-
sahuje xo a kazdy prunik A, N Ag je kiivkové souvisly.

Potom kazdd smycka v Q(X,xo) je homotopickd soucinu smycek, kde kaZdd z nich je celd
obsaZend v néjakém A,.

Diikaz. Necht f € QY(X, z0) je dand smycka. Protoze f je spojité, pro kazdé t € I existuje okolf
Vi C I, takové, ze f(V;) C A,. Muzeme V; vybrat jako otevieny interval, jehoz uzdvér se zobrazi
cely do A,. Z kompaktnosti muzu vybrat koneéné podpokryti témito intervaly. Dostavame tedy
rozdéleni 0 =tg < -+ < t,, = 1, takové, ze f([t;, ti+1]) C Ay, pro kazdé i € {0,...,m — 1}.

Ozna¢me f; restrikei f na [t;,¢;41] reparametrizovanou tak, aby $lo o zobrazeni z I. Potom
f=foxfi--*fm,a fi € Top(I, A,,). Protoze A,, NAq, ., je kiivkové souvislé, existuje kiivka
gi € Top(I, Ay, N Aq,,,) spojujici zg a bod f(t;) € A, N Aa, .. pro kazdé i € {1,...,m — 1}.
Potom muzeme psat t¥idu [f] jako kompozici

[f1=[foxgr ] [g1  foxga '] % [gm—1 * ful- (1.35)

A lemma je dokazano. ]

Diikaz véty 1.4.3. Muzeme psit S” = Ay U As, kde A; je napiiklad S™ bez ,severniho pdlu*
(1,0,...,0) a As je S™ bez ,jizniho pélu* (—1,0,...,0). Pomoci stereografické projekce snadno
vidime, ze A, Ay ~ R". Kazdy bod A; N Ay mizeme zobrazit na ,rovnik“ S* N {x € R" | 2! =
0} ~S"~! a poznamenat si jeho soufadnici ! € (—1,1). A tedy A; N Ay ~ S~ 1 x R.
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Pro n > 2 je prostor S"~! x R kiivkové souvisly (protoze S"~! i R jsou). Muzeme tedy
pouzit piedchoz{ lemma. Necht zo € A; N As. Potom kazdou [f] € m1(S"™, z9) muZeme psit jako
[f] = [fo] * [f1] - -+ = [fm], kde f; € Q(A12,20). Oba prostory A; i As jsou jednoduse souvislé a
tedy [fi] = [e] pro kazdé i € {0,...,m}. Mame tedy m1(S™) = m1(S™, 20) = 0. To dokazuje, ze S™
je jednoduse souvisld mnozina. |

Diisledek 1.4.6. Prostory R% a R™ jsou homeomorfni pouze pro n = 2.

Diikaz. Necht f € Top(R?,R") je homeomorfismus. Pro libovolny bod x € R? je potom i jeho
restrikce f € Top(R? \ {z},R" \ {f(2)}) homeomorfismus. Mdme také homeomorfismus

R™\ {y} ~ S"! x R, (1.36)

pro kazdé y € R™, ktery lze snadno ukazat napiiklad volbou vicerozmeérnych sférickych soutadnic
s pocatkem v bodé y. f’ tedy indukuje homeomorfismus S x R a S*~! x R. Pro n = 1 dostdvéme
spor, protoze S° x R nenf kiivkové souvisld mnozina a S x R je. Pro n > 2 dostdvame spor,
protoze 71 (S x R) = m1(S) x 71 (R) = 71 (S) = Z a zéroven m1(S" ! x R) = 71 (S"~1) = 0. [ |

Tvrzeni 1.4.1 m& spoustu aplikaci. Hodi se zejména pii porovnavani fundamentalnich grup
prostoru, kde jeden je retrakei druhého.

Tvrzeni 1.4.7. Necht r € Top(X, A) je retrakce, A C X. Potom inkluze i € Top(A,X)
indukuje monomorfismus i, : m (A, x9) — m (X, x0) pro vdechny xy € A. Je-li v deformacni
retrakt, je zobrazeni i, izomorfismus.

Drikaz. Definice retrakce je ekvivalentni identité roi = 1 4. Dle Tvrzeni 1.4.1 méme tedy r, o4, =
1. To ale muze nastat jen v piipadé, ze je i, monomorfismus. Je-li r deformaéni retrakt, mame
r € Top(X,X), kde ro = 1x, r1 = r a ri(a) = a pro vechny a € A. Necht [f] € m (X, zo).
Potom ale H(t,s) = (rs o f)(t) zaddvd homotopii a [f] = [ro f]. Ale ro f € Q(A, zp) a muzeme
tedy psat [f] = [i or o f] = i.[r o f]. To dokazuje, Ze i, je surjektivni. [ |

Nyni si vyslovime vétu zasadni pro aplikace a explicitni vypocet fundamentdlni grupy.

Véta 1.4.8. Necht X a Y jsou libovolné topologické prostory a ¢ : X — Y je homotopickd
ekvivalence. Potom @, : m (X, xo) = m1(Y, p(x0)) je izomorfismus.

Teorém je jednoduchym dusledkem nésledujiciho tvrzeni:

Lemma 1.4.9. Nechf H : X x I — Y je homotopie zobrazeni g = H(-,0) a p; = H(-,1).
Definujme kiivku h € Top(1,Y) jako obrazy bodu xo homotopid H, t.j. h(t) = H(xg,t). Potom
nasledujici diagram je komutationi:

(1.37)

kde By, je izomorfismus generovany krivkou h.
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Diikaz. Ptipomeiime, Ze 3y, je definovany jako Bx[g] = [h] ™ *[g]*[h] pro viechny [g] € 71 (Y, p1(z0))-
Necht [f] € 71 (X, z0). Mdme tedy ukdzat, Ze po«[f] = (Bn o p1s)[f]. Explicitné

o o f] = [M™" (1 0 f) * h] (1.38)

Sestrojime tiidu kiivek hg(t) = h(st), tj. ho(t) = h(0) = po(xo) a hi(t) = h(t). Definujeme

H(t,s) = (hy' % (s 0 f) # ha) (1), (1.39)

kde us = H(-,s). Nejprve si ¢lovek musi rozmyslet, ze ma kompozice smysl. hs(1) = h(s) =
ts(zo). To je ale presné bod, kde mé pocatek smycka pg o f. Mame I?(t,O) = oo f, ﬁ(t, 1) =
h=' % (uy o f) * h a koneéné H(0,s) = H(1,s) = po(zo). H je tedy homotopie smycek s o f a
h=1 % (uy1 o f) * h, coz bylo dokézati. ]

Drikaz véty 1.4.8. Nechf v € Top(Y, X) je homotopicka inverze ¢, tj pop =~ 1x a poth =~ 1y.
Uvazujme nésledujici posloupnost homomorfismu:

(X, m0) —2 m (Y, (o)) — m (X, $((w0)) —2 m(Y, @t (p(20))) (1.40)

Nejprve aplikujeme pfedchozi lemma na homotopii spojitych zobrazeni ¥ o ¢ a 1x kterd existuje
z piedpokladu. Méme tedy po = pop, u1 = 1x aizomorfismus Sy, : m1 (X, zo) = m1 (X, ¥(¢(x0)),
takovy ze . 0y = fox = Br o f1« = Brs. Odtud vidime, zZe 1, 0 p, je izomorfismus. To dokazuje,
7e @, je injektivni zobrazeni.

Nyni aplikujeme piredchozi lemma obdobné na homotopii ¢ o 1) a 1y abychom dokézali, ze
V4« 0 Yy je isomorfismus a tedy ¥, v posloupnosti nahote musi byt injektivni. Jelikoz 1, o ¢, je
isomorfismus, musi byt ¢. také surjektivni. Vskutku, pro kazdé [g] € m1 (Y, ¢(z0)) existuje préavée
jedno [f] € m (X, zo) takové, ze . (p«[f]) = ¥«[g] a z injektivity . tedy [g9] = @« [f]. [ |

Pozndamka 1.4.10. Vsimnéte si, ze homotopickd inverze ¢ nemusi nutné generovat grupovou
inverzi oy, t.j. neplati ¥, o o, = 1.

1.5 Jazyk kategorii

V algebraické topologii se velmi ¢asto objevuji prifazeni algebraickych objektu kazdému topo-
logickému prostoru. Naptiklad kazdé dvojici (X, xz¢), kde X je topologicky prostor a zop € X
prifazujeme fundamentdlni grupu 71 (X, o) a to zpusobem, ktery v jistém smyslu respektuje
zobrazeni mezi ruznymi topologickymi prostory.

Tento ,,jisty smysl“ byva velmi podobny napti¢ celym oborem, je proto vyhodné nalézt obecny
ramec do kterého tato ,pfifazeni“ prirozené zapadaji. Ukazuje se, ze odpovédi je tzv. teorie
kategorii. Nyni si ukdzeme jeji naprosto elementarni zéklady. Nejprve si musime vysvétlit, co
kategorie je a uvést si nékteré priklady.

(C1) Zékladem kazdé kategorie C je tiida jejich objektia Ob(C).

Ttidou se mysli abstraktni pojem z teorie mnozin, nahrazujici problematicky pojem , mnozina“
(viz. Russelluv paradox). Naptiklad pro C = Set je Ob(Set) tiida vSsech mnozin.

Casto se zjednodusuje notace a pise se Ob(C) = C.
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(C2) Pro kazdé dva objekty a,b € Ob(C) existuje tiida morfismu C(a,b). Tohle uz obvykle
byvé obycejnd mnozina. Napiiklad, pro kazdé A, B € Ob(Set) je Set(A, B) mnozina vSech
zobrazeni f : A — B.

(C3) Pro kazdé tii objekty a,b,c € Ob(C) existuje operace skladani x, zobrazeni * : C(a,b) X
C(b,c) — C(a,c). Obvykle se znaci *(f,g) =g * f.
(C4) Pro kazdy objekt a € Ob(C) existuje vyzna¢ény morfismus 1, € C(a,a), kterému se Fikd

identita v a.

(C5) Nalozi se néekolik axiomi, které zajisti, ze operace sklddani je asociativni operace, a identity
funguji jako identity.

Pozndmka 1.5.1. Uplné stejnym argumentem jako v teorii grup se ukéze, ze pro dané a € Ob(C)
je pravé jedna identita 1,.
gorie topologickych prostoru s vyznaénym bodem.

Objekty Ob(Top, ) jsou dvojice (X, zg), kde X je topologicky prostor a zy € X jeho vyznacény
bod. Pro kazdé (X, zo) a (Y, yo) definujeme mnozinu morfismu jako

Top,.((X, 20), (Y, v0)) = {f € Top(X,Y) | f(z0) = vo}, (1.41)

tj. v8echna spojitd zobrazeni zachovéavajici vyznacny bod. Operace * je se zavede jako opravdové
skladani spojitych zobrazeni.

Priiklad 1.5.3. Kategorii grup Grp myslime kategorii, jejimiz objekty je tiida vSech grup a
morfismy jsou grupové homomorfismy.

Piiklad 1.5.4. Kazdy graf G = (V, E) definuje kategorii C. Vezmu Ob(C) = V. A pro kazdé
v,w € Ob(C) definujeme C(v,v") jako mnozinu vsech hranovych cest z v do v’. Potom C(v,v)
jsou piesné cykly v grafu G a jednotkovym prvkem je trividln{ cyklus (prdzdnd hranovd cesta).
Skladani je napojovani hranovych cest.

Piiklad 1.5.5. V obecné kategorii nemusi existovat ,inverzni sipka“. Pokud pro kazdy morfismus
f € C(a,b) existuje f~1 € C(b,a), takovy, ze fxf~1 =1, a f 1+ f = 1,, nazveme tuto kategorii
grupoidem.

V této kapitole jsme ve zkonstruovali fundamentalni grupoid I1;(X) prostoru X, kde
Ob(II; (X)) = X a pro kazdou dvojici z,y € X mdme

Hl(X)(‘T7y) = {[f] ‘ e TOP(I’X)7 f(O) =7, f(l) = y} (1'42)

Skladani je indukované napojovanim kiivek, identity jsou tfidy konstantnich smycek. Ziejmeé
méme I (X)(z,z) = m1(X, z) pro vSechny z € X.

My se vsak na fundamentdlni grupu podivame jesté zcela jinym zpusobem.

Definice 1.5.6. Necht C a D jsou dvé kategorie. Funktor F' : C — D je nasledujicf kombinace:

(i) Zobrazeni na objektech, tj. pfifazeni Ob(C) 3 a — F(a) € Ob(D).

(ii) Zobrazeni na morfismech, pro kazdé f € C(a,b) mdme morfismus f. € D(F(a), F(b)).
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(iii) Zobrazeni na morfismech respektuje skldddn{ v obou kategoriich, t.j. plati

(g% f)e =ge* fr, (1a)s = 1p@ (1.43)
pro vSechny f € C(a,b), g € C(b,c) a viechny objekty a,b,c € Ob(C).

Piiklad 1.5.7. Nechft C = Top a D = Set. Kazdy topologicky prostor je mnozina a spojité
zobrazeni je zobrazeni mnozin. Na toto se muzeme divat jako na funktor (0 : Top — Set, kterému
se kd zapomnétlivy funktor.

Tvrzeni 1.5.8. Fundamentdlni grupu lze interpretovat jako funktor z Top, do Grp.
Diikaz. Pro kazdy objekt (X,xo) € Ob(Top,) definujeme F(X,z9) = m1(X,20) € Ob(Grp).

Necht ¢ € Top, ((X, o), (Y,90)). Potom definujeme ¢, € Grp(F (X, o), F(Y,yo)) presné jako
v Tvrzenf 1.4.1. Z (1.32) plyne, Ze jsme prévé definovali funktor. |
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Kapitola 2

Homologie

Fundamentalni grupa je uzite¢nym néstrojem. Ve své podstaté vSak pouziva pouze 1-rozmérné
objekty - spojité smycky. Intuitivné tak tusime, Ze neni vhodna k analyze ,vicerozmérnych*
topologickych prostoru. Jiz jsme napifklad ukazali, ze pro n > 2 je 71 (S™) = 0, a tedy navzajem
nerozlisime vicerozmérné sféry. Ze stejného duvodu nerozezndme (jako topologické prostory)
vektorové prostory ruzné dimenze.

Ideu fundamentalni grupy lze snadno rozsitit - prostor smyc¢ek muzeme ztotoznit s prosto-
rem Top, ((S!,*), (X, x0)), a definujeme (X, 20) jako homotopické t¥idy téchto zobrazeni.
Vyssi homotopické grupy m,(X,x0) lze pak definovat jako t¥idy homotopie zobrazeni v
Top, ((S™, *), (X, xzp)). Problémem je jejich skuteény vypocet. Napiiklad m4(S™) se obecné znd
jen pro s < n, pro s > n existuji jen tabulky pro specialni pfipady, obecné formulka neexistuje.

Je proto dilezité vyrobit vypocetné jednodussi zpusoby. V této kapitole si predstavime me-
todu kterd vyuziva toho, ze velkou tfidu znamych topologickych prostoru lze ,slepit* z konecné
mnoha elementarnich objekt jako jsou usecky, trojuhelniky, ¢tyrstény, atd... Zpusob jakym jsou
slepeny lze zachytit algebraicky, pomoci tzv. homologickych grup.

2.1 Celularni komplexy

Anglicky ,,cell complexes®, téz CW komplexy. Nejprve si ukazme jednoduchy piiklad konstrukce
toru T2 = S' x S!. Ten lze psat jako &tverec, ve kterém identifikujeme hrany:

y=

ey

AL

Podobné, jak vidno na druhém obriazku, muzeme zapsat ,nafouknutou lezatou osmicku® jako
osmithelnik, kde slepime hrany podle obrazku. Obecné lze libovolnou orientovanou plochu genusu

19



g psét jako jako pravidelny 4g-ihelnik, jehoz hrany (po identifikaci) tvoi{ 2¢ kruznic protinajicim
se v jednom jediném bodé (vSechny tlusté tecky na obrazcich).

Na cely proces se divame nasledovné - vezmeme dvourozmeérny otevieny disk, neboli 2-celu a
prilepfme ho hranici (tj. kruznici) k sjednoceni 2¢ kruznic protinajicich se v jednom bodé. Kazda
z téchto kruznic je otevieny interval, neboli 1-cela, ktery se svoj{ hranici (2 koncové body)
prilepi k jednomu bodu, neboli 0-cele. Orientovanou plochu s genusem g tedy muzZeme vyrobit
induktivnim procesem - k 0-celam pfilepim 1-cely, k tomu nakonec pridélam 2-celu. Tento postup
muzeme vzit jako zaklad nasledujici definice.

Definice 2.1.1. Uvazujme nésledujici induktivni sekvenci kroku:

(1) Zac¢neme s diskrétni mnozinou X, jejiz body povazujeme za 0-cely;

(2) Vyrobfme takzvanou n-kostru X" z X"~! ptilepenim mnoziny n-cel e pomoci spojitych
zobrazeni ¢, : S*~1 — X", Pfesnéji, X" je faktorprostor disjunktniho sjednoceni

x| oz (2.1)

mnoziny X"~ ! s kolekcef n-rozmérnych diskit D7, kde kazdé x € 9D = S"~! identifikujeme
s 0a(z) € X" t.j. & ~ pu(x). Mnozinové tedy

X" =X"" e, (2.2)

kde kazda n-cela e je otevieny n-rozmérny disk, na ktery se faktor-zobrazenim homeomorfné
zobrazi D7 \ 0DL.

3) Definujeme X = [ J°7 , X", kde X je vybaveno tzv. ,slabou topologii“, kde A C X je oteviena
n=0
(resp. uzaviend), je-li AN X" oteviend (resp. uzaviend) v X™ pro kazdé n > 0.

Takto zkonstruovany topologicky prostor X se nazyvé celularni komplex (nebo také CW
komplex). Je-li X = X™ pro néjaké n > 0, fekneme, ze X je koneénérozmérny a nejmensi
takové n je jeho dimenze.

Piiklad 2.1.2. Vezméme X? = {¢°} tvoreny jednim bodem, tj. mdme pravé jednu O-celu. Poté
nebudeme mit zadné n-cely pro 1 < n < k — 1, tj. Xk-1=xk-1—=...= X0 Budeme uvazovat
pravé jednu k-celu e”, a pifslusné zobrazeni ¢ : SF=1 — X*=1 = {9} musi byt logicky konstantni
zobrazeni ¢(z) = €° pro viechny x € S¥=1. Tedy

Xt =({"yuDh/ ~, (2.3)
kde ztotoznime dD* s bodem e°. Snadno nahlédneme, ze X* = e! = S¥, a to véetné topologie.
Dalsi cely nepfidévime a tedy X = X* = S*. Vidime, ze vicerozmérné sféry lze pséat jako
celuldrni komplexy.

Piiklad 2.1.3. Uvazujme topologicky prostor RP", prostor pifmek skrz po¢atek v R"+1. Topo-
logicky se zavede jako faktorprostor R"*1\ {0} relaci ekvivalence \ - z ~ x pro néjaké nenulové
A € R, nebo zcela ekvivalentné jako faktorprostor S™ identifikaci antipodélnich bodu x a —x pro
kazdé z € S™.

To je ale totéz jak uvazovat pouze (uzavienou) hornf hemisféru S = {z € S" | 2! > 0},
kterd homeomorfn{ disku D™ (tfeba pomoci stereografickych soufadnic), kde body na rovniku
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oSy = S*~! jsou antipodalné identifikovany. Ale S*~! s antipodélni identifikaci je pravé prostor
RP™ !, Projektivni prostor RP" tedy vyrobime pfilepenim jedné n-cely k RP™ !, kde faktor-
zobrazeni ¢ : S*~1 — RP™ ! je nade zobrazen{ v celulirnich komplexech.

X = RP" lze tedy opét interpretovat jako celuldrni n-rozmérny komplex s pravé s jednou
k-celou pro kazdé 0 < k < n, tj. X = el U Uen.
Poznamka 2.1.4. Jeden topologicky prostor muze mit mnoho struktur celularnich komplexi.
Uvazujme napiiklad nésledujici identifikaci prostoru RP? = S2 /{xz ~ —z}. Nejprve si na sfére
zvolme trojici bodtt {N, S, R} , kde N a S jsou pély a R libovolny bod na rovniku. Potom S?
muZzeme interpretovat jako ¢tverec s identifikact:

N

\

\

G R s

Obrazem trojice bodu (N, S, R) vzhledem k antipoddlnimu zobrazeni je (S, N, R'), kde R’ je bod
,u protinozcu®“ od R. Uhlopiicka ¢tverce pak odpovida protilehlému poledniku:

N
N R

»
L

Y Ry

\

R S

Potom trojuhelnik , pod uhloptickou” odpovidé hemisfére ne vychod od R, pficemz antipodalni
zobrazeni ji celou zobrazi na hemisféru na zédpad od R. Kvocient S? vzhledem k antipodalnimu
zobrazeni je tedy to samé co tento dolni trojihelnik s ptislusnym ztotoznénim na jeho preponé:

N

Yo

R
b A yo

Y

R S~N

To je ale prostor ekvivalentni ¢tverci s identifikaci hran tak jako na druhém obrazku. To ndm
davé plné jinou strukturu celuldrniho komplexu na RP?, ktery ma dvé O-cely, dvé 1-cely a jednu
2-celu, slepenych jak je zobrazeno vyse.

Ke kazdé n-cele e} muzeme piifadit jeji charakteristické zobrazeni ¢, : D! — X, de-
finované jako rozsffeni ¢, : D7 — X"~! C X. Pfesnéji mizeme ¢, definovat komutativnim
diagramem

Dl —— X" 1], Dl —— X" —— X, (2.4)



kde g je faktor-zobrazeni definujici X™, ostatni Sipky jsou inkluze. Snadno se uvidi, Ze na hranici
0D je to opravdu ¢, a zobrazuje int(D?) = e? na jeho homeomorfni kopii v X™.

Piiklad 2.1.5. Uvazujme standardni celuldrni komplex na S™. Potom ¢ : D* — S* je zobrazeni
co identifikuje celou hranici disku dD* s jednim bodem v S, 0-celou €.

Popis topologickych prostort pomoci celularnich komplext umi byt velmi uziteénym néstrojem.
Zejména proto, ze se chova velmi pfirozené vzhledem k obvyklym operacim na topologickych
prostorech. Podkomplex A celuldrniho komplexu je podmnozina, kterd je sjednocenim cel X,
takova, ze kazda cela z A ma svij uzaver obsazeny v A. Kazdé lepici zobrazeni o, piislusné cele
z A ma tedy cely obraz obsazeny v A a A samo o sobé je tim paddem celularnim komplexem,
jehoz topologie je identickd jako podmnozinovd v A C X. Dvojice (X, A) se nazyva CW pér.

Indukci 1ze snadno ukéazat, ze libovolna n-kostra X™ C X je vzdy podkomplex X.
Pi#iklad 2.1.6. Uvazujme dvourozmérny celuldrni komplex X = e® U (e} U el) U e? na obrazku:

€1 €

Kromé koster X0 =e¥ X1 =% Uel Uel a X2 = X! Ue? md X podsimplexy e® Ue}, e’ el a
e¥ U ef U e?. Zbyvajicf podmnoziny, naptiklad e? Ll e} podsimplexy nejsou.

Pozndamka 2.1.7. Nyni se da ukazat, ze plati nasledujici:

1. Jsou-li X a Y celularni komplexy, je i X x Y celularni komplex. Maji-li X a Y spocetné
mnoho cel, sedi to i topologicky.

2. Pro kazdy CW pér (X, A) je i kvocient X/A celuldrni komplex, jehoz cely jsou cely doplitku
X \ A a jedna novd 0-cela odpovidajici obrazu mnoziny A v X/A. Udéldme-li napiiklad v
piikladu vyse kvocient 1-kostrou X! C X, zbude nam 2-cela e? ptidélan4 na jednu 0-celu,
tj. topologicky prostor S2.

3. Velice dulezitou operaci v algebraické topologii je suspenze S(X) prostoru X, definovand
jako kvocient ,vélce* X x I relaci ekvivalence ~, definované jako (x,0) ~ (z/,0) a (x,1) ~
(z',1) pro viechny x,2’ € X. Tedy S(X) = X/ ~ s obvyklou topologii.

Struktura celuldarniho komplexu se zavede pfirozené, tj. vezmu soucinovy celuldrni komplex
na X x I. Z obou podkomplexii X x {0} a X x {1} udéldm dvé O-cely a pfilepim k nim
zbytek. D4 se ukazat, ze S(S") = S"*l. Timhle zplisobem mizeme induktivné dostat
celularni komplex na S™, ktery ovSem neni ten z prikladu. Sta¢i se podivat na nasledujici
sekvence obrazku:
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Vidime, 7ze S' a S? zkonstruované timto indukénim procesem maji vzdy dva kousky od kazdé
k-cely, pro kazdé 0 < k < n.

2.2 A-komplexy

Jak ukazuje néasledujici obrazek, torus T2, projektivni rovinu RP? i Kleinovu lahev K lze ve psét
(kreslit) jako sjednoceni trojihelnika s identifikovanymi sténami:

/
A
\ES

ap c A% OA c Y4 ‘A c Y

=Y
=Y

T? K

Snadno lze nalézt podobné rozdéleni pro libovolny pravidelny n-tihelnik. Kazdou orientovanou
plochu s genusem g lze tedy timto zpusobem tzv. triangulovat.

Idea A-komplexu je zobecnit tento nahled pro libovolnou dimenzi. Nejprve je potieba zavést

n-rozmeérny analog trojuhelniku. Uvazujme afinné nezavisly soubor n + 1 vektoru (vg,...,v,) v
prostoru R™, tj. (vy — vg, ..., v, — vg) je linedrné nezdvisly!' soubor v R™. Potom n-simplex je
komplexni obal souboru (v, ..., vy,).

Vektory v; se nazyvaji vrcholy simplexu a samotny simplex budeme znacit jako [vg, . . ., vp].

Je dulezité, ze uvazujeme vrcholy jako soubor, tj. véetné pofadi.

Piiklad 2.2.1. Modelovym piikladem je standardni simplex v R"*!, definovany jako

n
A" = {(to,...,tn) ER" | Y "t; =1, t; > 0}, (2.5)

i=0
t.j. A" = [eg, . .., en], kde {e;}, je standardni baze R" 1. Kazdy simplex [vg, ..., v,] je home-
omorfni A", kde homeomorfismus definovany jako (fo,...,t,) — >+ t;v; se nazyvd barycen-

trické souradnice.

A \Al
X---@---  x--Ye---

Aé. -

INutné tedy n < m.
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Z daného n-simplexu [vg, . . ., v,] muzeme ,vymazat® vrchol a dostaneme (n—1)-simplex tvoreny
zbyvajicimi vrcholy, t.j. [vo,...,¥;,...,vy], nazyvany sténa simplexu protilehld vrcholu wv;.
Porad{ vrcholu stény, piipadné libovolného podsimplexu (komplexni obal na podmnoziné jeho
vrchold) je urcovdno jejich poradi{ v puvodnim souboru. Méme tedy napiiklad orientaci hran,
1-simplext ve tvaru [v;, v;] pro 0 < i < j < n.

Sjednoceni stén standardniho n-simplexu se nazyva hranice A", zna¢ime OA™. Otevieny n-
simplex A" je definovany jako vnitfek (topologicky) n-simplexu, t.j. A™ = A™\ 9A™. Formalizace
a zaroven zobecnéni pojmu triangulace shrnuje nasledujici definice:

Definice 2.2.2. Struktura A-komplexu na prostoru X je kolekce zobrazeni o, : A™ — X,
kde n zavisi na indexu «, takova, ze plati nasledujici:

(i) Restrikce oa|xn je injektivni a kazdy bod X je v obrazu praveé jedné této restrikce.

(ii) Restrikce o, : A™ — X na libovolnou hranu ddvé jiné zobrazeni o5 : A"! — X z kolekee.

Striktné vzato musime pouzivat homeomorfismus, ktery ztotozinuje hranu A™ se stan-
dardnfm (n — 1)-simplexem A”~! a zachovav4 porad{ vrcholii.

(iii) Mnozina A C X je oteviend, pravé tehdy kdyz jeji vzor o 1(A) C A" je mnoZina oteviend
v A" pro kazdé ze zobrazeni o,,.

Priklad 2.2.3. Vsechny tfi obrézky triangulovanych prostoru vyse zadavaji strukturu A-komplexu.
A-komplexy piislusné T? a K maji jeden O-simplex, t¥i 1-simplexy a dva 2-simplexy, zatimco
RP? mé navic jeden O-simplex.

Orientace jednotlivych hran v obrdzku jednozna¢né uréi kam budou o, zobrazovat které
vrcholy standardnich simplexii. Porovnejme napiiklad nésledujici situace:

(1) =b (2) (2) <b (1)
o(A?) o(A?)

ap c AC ap ya
o(0) o(0)
T2 RP?

V obou piipadech jsou modré trojihelniky (véetné hran a vrchold) obrazem standardniho 2-
simplexu. Sipky na hranch nejprve uréf jak se na né zobrazi odpovidajici standardn{ 1- simplexy.
Je vyhodné vrcholy standardniho simplexu oznacovat pouze é&isly, t.j. napt. A? = [0,1,2] ma
hrany [0, 1],[1,2] a [0, 2].

Je-li nyni napi. o : A2 — T? zobrazeni na modry trojihelnik, musi byt jeho restrikce na
jednotlivé hrany ve shodé s jiz zadanymi zobrazenimi 1-simplexu, a to véetné orientace. To uréi
obrazy souboru vrcholi (0, 1,2) jednoznaéné. Pro RP? se situace lisi, viz. obrazek.

Pozndmka 2.2.4. Na prostor X muzeme nahlizet jako na kvocient disjunktniho sjednoceni sim-
plexu Al pficemz ztotoznime kazdou hranu kazdého A7 se simplexem Ag_l, kde 8 je urceny
vlastnosti{ (ii) v definici A-komplexu. Stejné jako celuldrni komplexy, muzeme A-komplexy bu-
dovat induktivné - k diskrétni mnoziné 0-simplexu pfidélame 1-simplexy a vytvoiime graf, atd.
Pozndmka 2.2.5. Ziejmé A" = D" 9A™ = S"~1. Definujeme-li oteviené n-simplexy e =
JQ(A"), definuji ndm o, charakteristickda zobrazeni a X je celuldrni komplex s n-celami el.
Zejména tedy X =| | el. Lepici zobrazeni (restrikce o, na JA™) jsou ovsem velmi specidlni.
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Piiklad 2.2.6. Prvni z obrazku predstavuje podivuhodny A-komplex nazyvany hlupakav klo-
bouk (anglicky dunce hat). M4 jeden O-simplex, jeden 1-simplex a jeden 2-simplex.

£X AX

Druhy obrazek zdanlivé vypada jako krasny A-komplex, ale ve skutec¢nosti jim neni. Ne kazdy
obrazek s trojuhelniky a Sipkami je A-komplex. Triangulace doty¢tného prostoru je ve skutecnosti
pomérné komplikovand (¢tyfi 0-simplexy, deset 1-simplext, sedm 2-simplexu):

p

2.3 Simplicialni homologie

Kazdy A-komplex je ve skutecnosti jen sniiskou kombinatorickych dat. Rikime z jakych simplext
je udélany, ptricemz je podstatné jen to, kterda hrana kterého simplexu se pfilepi kam - pficemz
lepeni (jako spojité zobrazeni) je jiz jednoznaéné uréené. Ukazuje se, Zze témto datim muzeme
prifadit algebraicky objekt, ktery bude navic do jisté miry nezavisly na volbé ,triangulace®, t.j.
je jedno jak X ze simplexu slepime.

Definujeme A,,(X) jako volnou abelovskou grupu generovanou zobrazenimi o, : A™ — X.
Kazdy element A, (X) je tedy formalni linearni kombinace ) nq0q, kde no € Z jsou celociselné
koeficienty, a jen koneéné mnoho z nich je rizngch od nuly. Grupovou operaci budeme psét v
aditivni notaci, pficemz.

(Z NaCa) + (Z MaOq) = Z(na +Mmqa)0a (2.6)
« (0% «@

Inverze a jednotka jsou ztejmé. A, (X) se nazyva prostor n-fetézcu.

Necht A™ = [0,1,...,n]. Standardni n-simplex ma (n + 1) stén, které oznaéime jako
Ay =10,..,5,...,n], (2.7)

kde jsme v A?i) jednoduse vynechali i-ty vrchol. Z definice je restrikce kazdého o, na A?i)
néjaky (n — 1)-simplex o5 : A"~! — X. M4 tedy dobry smysl definovat operdtor hranice
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On : Ap(X) = Ap_1(X) pomoci jeho hodnoty na generédtory:

n

anga = Z(_l)l O’(X‘AZ)' (28)

=0

Pozndmka 2.3.1. Operdtor hranice si lze vizualizovat néasledovné. Kazdy ze simplexi Al =
0a(A™) je tvofeny vrcholy (vo,...,vn), t.j. AL = [vg,...,v,]. Potom element 9,0, € A, _1(X)

je celociselnd (formdaln{) kombinace zobrazeni, jejimiz obrazy jsou prave stény [vo, ..., i, ..., Up]
simplexu A?. Muzeme tedy psat 9y, [vo, ..., vn] = > oro(=1) v, ..., D4y, vp).
Jako pifklad mdme Os[vg,v1,v2] = [v1,v2] — [vo,v2] + [vo,v1]. Prifadili jsme 2-simplexu

[vo, v1, V2] sekvenci (1-Fetézec) jeho hran, pficemz znaménko lze interpretovat jako ,,otocen{ Sipky“
tak abychom dostali orientovany graf hran:

V2 V2
)

Vo (%1 Vo U1 (29)
Co se stane kdyz aplikujeme 9; na vysledek 07 Dostdvame
O1([v1, v2] = [vo, v2] + [vo, v1]) = [v2] = [v1] = [v2] + [wo] + [v1] = [vo] = 0. (2.10)

Dostévdme tedy 0y 09y = 0. Jelikoz jsme o simplexu [vg, v1, v2] nepFedpoklddali vitbec nic, vypadd
to na obecné pravidlo.

Tvrzeni 2.3.2. Pro kazdy A-komplex X plati 0,,—1 o 8, = 0. Zavddi se konvence A,(X) =0
pro n < 0. Jingmi slovy im(9,) C ker(Op—1).

Dikaz. Oznatme A?ij) =1[0,...,%,...,J,...,n]. Pro kazdé o, : A" — X mame
On-1(0noa) = 8n71(Z(—1)j0a ap) = Z(—l)jana(%m?j))
=0 7=0 (2.11)
Z(_l)l“‘-]o'a AZZ]) + Z(_l)l-‘r]—laa

i<j i>j

Ay

V druhé sumé muzeme zaménit s¢itaci indexy i a j, a zjistime, ze vysledek se 1lisi préavé o
znaménko, takze se obé ¢asti odectou a mame 0,,—1(9,04) = 0. |

Definice 2.3.3. Necht {C,}2°, je posloupnost abelovskych grup spoleéné s homomorfismy
{00}, kde 0, : Cp, = Cp_1 spliiuji 9,-1 0 9, = 0. Tato struktura se nazyvé Fetézcovy
komplex, znaéime (C,, 0, ). Index n se ¢asto u 9 nepise.

Grupé C,, se iikd n-fetézce. Muzeme definovat dvé jeji podgrupy. Podgrupa n-cykla 7, =
ker(9,,) a podgrupa n-hranic B,, = im(9,+1). Zjevné B,, C Z,, C C,,. M4 tedy smysl definovat n-
tou grupu homologie H,, = Z,,/B,,. Elementy H,, se nazyvaji homologické t¥idy. Pokud dva
cykly w,w’ € Z,, reprezentuji stejnou homologickou t¥idu, fekneme, Ze w a w’ jsou homologické.
Dva cykly jsou homologické, lisi-li se o hranici: w’ = w + 9.

Tvrzeni 2.3.4. Necht X je A-komplex. Potom C,, = A, (X) spolu s operdtorem hranice (2.8)
tvori Tetézcovy komplex. Prislusnou homologickou grupu znacime H2(X) a nazjvime n-tou sim-
plicidlni grupou homologie.
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Pozndmka 2.3.5. VSimnéte si, ze je-li v X maximélni dimenze simplexu n, mdme B, = 0 a tedy
H2(X) = Z,,. Ziejmé také HA(X) = 0 proi > n. Podobné Zy = Cp a tedy H5(X) = Ao(X)/Bo.

Priklad 2.3.6. Uvazujme jednoduchy A-simplex definovany jako na obrazku:

e

v

Je tvofeny jednfm O-simplexem v = 0,,(A%) a jednim 1-simplexem e = o.(A'). Mame Ag(X) =
Z{o,} a A1(X) = Z{o.}. Operétor hranice 01 : A1(X) — Ag(X) mé tvar

O1(oe) = 0'€|A(1) - Ue‘A} =0, — 0y = 0. (2.12)

Odtud vidime, ze HP(X) = Z) = A1(X) = Z{o.} = Z. Zaroven By = 0 a tedy HS(X) =
Ag(X)/By = Ag(X) = Z{0, } = Z. Dokézali jsme nésledujici:

Aty | Z  prone{0,1},
H,) (S)—{ 0 pron>2. (2.13)

Piiklad 2.3.7. Uvazujme torus T? s nasledujici strukturou A-komplexu:

v i) v
H
ap c A
D
v > v
b

V nasledujicim ztotoznime zobrazenf o s jejich obrazy v X. Mame tedy Ag(T?) = Z{v}, A1(T?) =
Z{a,b,c} a Ay(T?) = {H, D}. Zaénéme operatorem hranice. Mame

82H2H|A3—H‘A§+H|Ag. (214)
Ale vrcholy trojthelniku H jsou obrazem vrcholtt A? jako na obrazku v piikladu 2.2.3. Odtud

OoH =b—c+a, (2.15)
0D =a—c+b, (2.16)

kde hodnotu na D jsme vypocitali analogicky. Protoze vsechny 1-simplexy koné¢i na stejném
vrcholu, 0-simplexu v, mdame ziejmé 01 = 0. Jdeme pocitat podgrupy cykla.

Abychom vypoéitali Zs, staci si véimnout, ze 92(H—D) = 0, a tedy Zy = Z{H—D} = Z. Déle
ziejmé Z; = A1(T?) = Z{a,b,c} a Zy = Ao(T?) = Z{v}. Koneéné, podgrupa B; je generovand
prvkem a + b — ¢. Tento stac{ doplnit na bédzi Z;, staci zrejmé soubor (a,b,a+b— ¢). Vidime, ze
HL(T?) = Z{a,b,a +b— c}/Z{a + b — c} = Z{a,b} = Z & 7. Dostavame tedy

Z pron =0,
Z®7Z pron=1,
Y/ pron =2,
0 pron > 3.

H2(T?) = (2.17)
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Pi#iklad 2.3.8. Uvazujme projektivni prostor RP? s ndsledujici strukturou A-komplexu:

w b v
H
ap c Y@
D
v > w
b

Méme tedy Ag(RP?) = Z{v,w}, A, (RP?) = Z{a,b,c} a Ay(RP?) = {H, D}. Méme
OoH=b—a+c, (2.18)
hD=a—-b+c (2.19)

vevs

ha=w—v, dhb=w—v, O;1c=0. (2.20)
Zagnéme opét hleddnim 2-cykli, neboli feSenim rovnice d2(A H + A3 D) = 0. To vede na rovnici
()\2 — /\1)& + ()\1 — /\Q)b + (/\1 + )\Q)C =0. (221)

Ta mé ziejmé pouze trividlni feSeni a tedy HQA(RPQ) = Z5 = 0. Pokrac¢ujme hledanim prostoru
1-cyklu, tedy jddra homomorfismu d;. Rovnice 91(A1a + A2b + Aszc) = 0 vede na

M+ X)(w—v)=0. (2.22)

Nutné tedy Ao+ = 0 a vidime, ze Z1 = Z{b—a, c}. Je vihodné psit Z; = Z{b—a+c, c}. Protoze
B, = im(dy) je obraz injektivniho zobrazeni, je generovany obrazy libovolné baze Ay(RP?),
napiiklad By = {02(H),02(H + D)} = Z{b — a + ¢, 2¢}. Odtud snadno vidime, ze

HP(RP?) = Z{b—a+c,c}/Z{b— a+ c,2c} 2 L/27 = Ts. (2.23)

Koneéné, snadno vidime, ze By = Z{w — v}. V Zy = Ao(RP?) si mizeme zvolit bazi Zy =
Z{w — v,v} a tedy H&(RP?) = Z. Souhrnné tedy

Z  pron =0,
H2RP?) ={ Zy pron=1, (2.24)
0 pro n > 1.

2.4 Singularni homologie

Ukazali jsme, ze pokud je topologicky prostor X vybaven strukturou A-komplexu, je v principu
snadné spocitat pifslusnou simplicidlni homologii H2(X). Abychom vsak témto algebraickym
datum mohli prifadit jakykoliv vyznam, potiebujeme ukazat, ze ve grupy ve skutecnosti nezavisi
na konkrétni ,triangulaci“ prostoru X. Jak je v matematice bézné, na problém se zaitoci z
tplné jiné strany. Klicovym trikem je zavést vyrazné obecnéjsi a vypocetné absurdné slozitou
homologickou teorii, kterd se vSak velmi predvidatelné chova vzhledem ke spojitym zobrazenim
topologickych prostoru. Konetné, s pouzitim (jiz pFevazné algebraickych) triku se ukdze, ze grupy
této tzv. singularni homologie jsou izomorfni tém pochazejici ze simplicidlni homologie. Tim
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ziskame nejen uziteény nastroj na jejich vypocet, ale automaticky i nezavislost téch simplicidlnich
na konkrétnim A-komplexu (a mnoho dalstho).

Singularnim n-simplexem nazveme libovolné spojité zobrazeni o : A™ — X. Grupa
singularnich n-fetézca C,(X) je volnd abelovskd grupa na singuldrnich n-simplexech, tedy
mnozina kone¢nych formalnich sum ), n;0;, kde n; € Z a 0; : A™ — X. Operator hranice se
definuje naprosto analogicky jako pro A-komplex, tedy

n

Ono =Y (=1)' olap,, (2.25)

=0

kde AZ.) =~ A"~ je hrana standardniho n-simplexu A" protilehld vrcholu n. Uplné analogicky
se dokdze, ze On 0 Opt1 = 0 a tedy (Co(X),0) tvoii Fetézcovy komplex. Potom H,(X) =
ker(9,)/im(0,+1) se nazyva singuldrni n-tou grupou homologie.

Je ziejmé, ze vypocet H,(X) je téméF nemoznym tkolem, jelikoz i pro hodné jednoduché X
je Cp,(X) nespocetnd mnozina. Neni vibec ziejmé, ze by H, (X ) méla byt néjakd hezkd abelovskd
grupa typu Z nebo Z,,. Nez si ukdzeme nejdulezitéjsi vlastnost singuldrni homologie, zavedeme
si nasledujici pojem:

Definice 2.4.1. Necht (C,,0,) a (C.,3,) jsou dva fetézcové komplexy. Homomorfismus? ¢ :
Ce — C se nazyva fetézcové zobrazeni, pokud zachovava stupen, t.j. ¢(Cy,) C C/, a komutuje
s operdtory hranice, t.j. plati 9/, o ¢ = ¢ 0 9,, pro kazdé n > 0. Snadno se rozmysli, ze fetézcové
komplexy spolecné s fetézcovymi zobrazenimi tvoii kategorii fetézcovych komplexti Ch.

Lemma 2.4.2. Pritazeni (Co,0s) — Hq je funktor z Ch do kategorie abelovskych grup Ab.

Duikaz. Na objektech mame funktor definovany. Musime ukézat, ze pro kazdé retézcové zobrazeni
¢ : Cy — C, mdme indukovany homomorfismus abelovskych grup ¢, € Ab(H,, H,). Necht
[c] € Hy, je tiida reprezentovand n-cyklem o € C,,. Definujeme

pilo] = [p(o)]. (2.26)

Musi se ovéfit, ze je . dobfe definované. Zaprvé musi byt ¢(o) opét n-cyklus. Ale 9, (¢(0)) =
©(0n0) = 0, kde jsme vyuzili toho, Ze ¢ je Fetézcové zobrazeni. D4l nesmi zdviset na vybéru
reprezentanta. Pokud [0] = [0/], mdme o’ = 0 4 011X a tedy p(0') = @(0) + 05,11 (p(N)).
Obrazy se tedy opét lisi jen o hranici a ¢, je dobfe definované zobrazeni.

Zjevné jde o morfismus abelovskych grup (protoze ¢ jim z definice je) a na sklddén{ se chovd
jak mé. To dokazuje, ze (C,, ) — H, je funktor. |

Lemma 2.4.3. Prifazeni X — Ho(X) = @, H,(X) je funktor z kategorie Top do Ab.

Dukaz. Staci ukdzat, ze prifazeni X +— (Co(X), ds) je funktor z Top do Ch. Kazdému spojitému
zobrazeni ¢ € Top(X,Y) musime priradit fetézcové zobrazeni @ : Co(X) — Co(Y). Jelikoz
Cp(X) je volnd abelovskd grupa na n-simplexech, sta¢i definovat ¢ na n-simplexech o : A™ — X.
To je ale jednoduché, protoze ¢(o) := ¢ o o definuje spojité zobrazeni z A™ do Y, tedy jeden z
generdtoru Cp,(Y). Musi se ukdzat, ze komutuje z hranici. Ale to je trividlni:

n n n

On(@(0)) = D (=)'¢lollag, = D (=)' (po0)lay, = D (~1)'po(olar ) = ¢(0a0). (2:27)

=0 =0 =0

2Na C, se divame jako na abelovskou grupu Ce = D,cz Cn-
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Je trividlni uvidét, ze 1x =1 a ¢ o Y =¢po 1/;, coz dokazuje, ze jsme pravé definovali funktor
z Top do Ch. Funktor z tvrzeni je potom slozeni dvou funktori X — (Ce(X),0s) — He(X)
a tedy automaticky funktor. Explicitné pro kazdé spojité zobrazeni ¢ € Top(X,Y’) definujeme
morfismus ¢, € Ab(He(X), He(Y) jako p.[o] = [@(0)] = [p o o]. |

Disledek 2.4.4. Je-li ¢ € Top(X,Y) homeomorfismus, je p. : He(X) — Ho(Y) izomorfismus
abelovskych grup. Singuldrni homologie je tedy topologicky invariant!

Singulédrni homologii muiZeme poéitat pro kazdou komponentu kfivkové souvislosti X zvI4st,
protoze plati nasledujici pozorovani:

Lemma 2.4.5. Kazdy topologicky prostor je disjunktnim sjednocenim svych komponent krivkové
souvislosti, X = | |, Xo. Potom H,(X) =, Hn(Xa)-

Dukaz. Dukaz je ziejmy, pokud si ¢lovek uvédomi, ze pro kazdy n-simplex o je o(A™) C X,
pro ngjaké « ze spojitosti zobrazeni o. Navic 0,0 je rovnéz kombinace simplexu z podgrupy
Cn—1(X4) a vypocet H,(X) lze tedy délat ,po komponentach®. |

Dusledek 2.4.6. Je-li X = ||, X, kde X, jsou komponenty krivkové souvislosti X, mdme
Hy(X) =@, Z. Nultd singuldrni homologie tedy ,pocitda“ komponenty kiivkové souvislosti X .

Diikaz. Podle pfedchoziho lemmatu staci ukdzat, ze pro (neprézdny) kiivkové souvisly prostor
X méme Hy(X) = Z. Grupa Cy(X) je volné abelovskd grupa na spojitych zobrazenich z jedno-
bodové mnoziny A® do X. Tedy Co(X) = ZX a O-fetézce jsou koneéné celoéiselné kombinace
bodi z X. 1-simplexy jsou spojitd zobrazeni z A! do X, neboli spojité kiivky z Top(I, X), a
1-fetézce C1(X) jsou jejich formdlni celoéiselné kombinace.

Necht zg € X je fixn{ vyznaény bod. Oznaéme o, 0-simplex odpovidajici bodu x € X. Jelikoz
X je kiivkové souvisly, existuje kiivka f € Top(I, X), takovd, ze f(0) = zg a f(1) = z. Necht
of € C1(X) je odpovidajici 1-simplex. Snadno vidime, ze

Oz = 0gy + (00 — Oy) = 0, + O107. (2.28)

I

Odtud [o,] = [04,] a celd grupa Hy(X) je generovand [o,,], neboli Hy(X) = Z. [ |

Zidna podobné snadnd interpretace neexistuje pro vyssi singuldrni homologické grupy. Ne-
najdeme mnoho piikladu, kde lze ty vyssi z definice spocitat. Jeden bychom vsak meéli.

Piiklad 2.4.7. Je-li X jednobodovd mnozina, méme Ho(X) =7 a H,(X) =0 pron > 0.

Ziejmé Cp(X) = Z{on}, kde 0, : A" — X je jediny mozny n-simplex zobrazujici A™ do
jednoho bodu. Operdtor hranice 0,, m4 tvar

0,0, = Z(_l)ianfl _ (Z(_l)Z) e { Uno—l je-li n sudé, (2.29)

. . je-li n liché.
1=0 =0
Na&s fetézcovy komplex je tedy posloupnost grup a zobrazeni

L,z 57172257250 (2.30)

Odtud hned vidime, ze (ve shodé s predchozim tvrzenim) Hy(X) = Z. Pro k > 1 pak

Ha(X) = ker(1)/im(0) = 0/0 = 0, (2.31)
Hop 1(X) = ker(0)/im(1) = Z/Z = 0. (2.32)
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Pozndmka 2.4.8. Prvni singuldrn{ homologickd grupa H;(X) souvisi velmi izce s fundamentdlni
grupou 71 (X)), predpokldddme-li kiivkovou souvislost X . Skutecné, lze ukézat, ze Hy(X) je tzv.
abelizaci grupy 7 (X).

Pro libovolnou grupu G lze sestrojit komutiatorovou podgrupu [G,G] C G, definovanou
jako nejmensf podgrupu obsahujici vechny komutétory [g, h] = g~ *h~1gh. Je snadné ukdzat, ze
[G, G] je normélni podgrupa a tedy méd smysl definovat abelizaci G jako

Gab = G/[G, G. (2.33)

Snadno se ukdze, ze Gap je abelovskd grupa a G — Gap je funktor z Grp do Ab. Toto
pozorovani muze byt uzite¢né. Napiiklad

Zy = HA(RP?) = H, (RP?) 2 1 (RP?) op, (2.34)

odkud hned vidime, ze 7 (RPQ) #£ 0 a prostor RP? neni jednoduse souvisly. Ve skutecnosti se
dé dokézat, ze pro libovolnou topologickou kiivkové souvislou varietu X je m1(X) automaticky
abelovskd a potom rovnou 71 (X) & Hy(X).

Pro kazdé spojité zobrazeni ¢ € Top(X,Y) méme homomorfismus ¢, : He(X) = He(Y).
Ukazuje se, Ze tento nezavisi na vybéru reprezentanta piislusné tiidy homotopickych zobrazeni:

Véta 2.4.9. Necht ¢, € Top(X,Y) jsou homotopickd zobrazeni. Potom ¢, = ¢..

Disledek 2.4.10. Je-li ¢ € Top(X,Y) homotopickd ekvivalence, je p. izomorfismus.
Diikaz véty 2.4.9. Zékladem dukazu je si sprdvné triangulovat® prostor A™ x I. Ozna¢me

[vo, - .., vn] & [wo,. .., w,] n-simplexy odpovidajici krajum A™ x {0} a A™ x {1}, pficemz v; a w;
maji stejny obraz v A™ vzhledem k projekeim, t.j. lezi ,,proti sobé®.

1y w1

Wo

Vo U1

Vyrobime nyni posloupnost n-simplexu tim, ze vzdy pfesuneme jeden z vrcholi v; po tsecce
[vs,w;] do vrcholu w; a za¢neme pro i = n. Nejprve tedy z [vg, . . ., v,] vyrobime [vg, . .., Vp—1, W],
potom [vg, ..., Up_2,Wn_1,w,], atd. Celkem dostaneme n novych n-simplexu. V piikladu pro
n = 2 na obrazku jsou to postupné [vg, vy, ws] (modry) a [vg, w1, ws] (Cerveny).

Typicky krok tento konstrukce vyrabi z [vo, . .., v, Wit1, . . ., Wy,] pFesunutim v; do w; simplex
[Voy - -y Wiy Wit1,- - ., Wy]. Oba dva n-simplexy jsou sténou (n+1)-simplexu [vg, . .., Vi, Wy, . . ., U]
V pitkladu nahofe jsou 2-simplexy [vg, v1, ws] (modry) a [vg, w1, ws] (¢erveny) sténami 3-simplexu
(Ctyfsténu) [vg, v1, w1, ws]. Snadno si rozmyslime, ze A™ x I lze psat jako sjednoceni n + 1 prave
takto sestrojenych (n + 1)-simplextt Ay = [vo, ..., vs, w;, . .., wy,]. Podstatné je, ze A a Afqq
spolu soused{ vzdy prévé jednou sténou, a to n-simplexem [vg, ..., Vs, Wit1, ..., Wy].
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Necht H : X x I — Y je homotopie zobrazeni ¢ a ¢’. Pro libovolny singuldrni simplex
o : A" — X muzeme sestrojit zobrazeni H o (¢ x 1) : A™ x I — Y. Pomoci néj a konstrukce
vy$e muzeme sestrojit tzv. hranolovy operator P : C,,(X) — C,11(Y) jako

n

P(o) = Y (~1){H o (0 x 1)}, (2.35)

=0

Vsimnéte si, ze tento operator zdviha stupen fetézce z singuldrnim komplexu o 1. Je klicové si
rozmyslet, jak se P chové vzhledem k operdtoru hranice. Ukazeme si, ze plati rovnost

Opsr1oP =@ —p—Pody, (2.36)

kde ¢[o] = poo je fetézcové zobrazeni obou komplexii, podobné pro ¢’. Slovem hranol se typicky
oznacuje A™ x I. Tuto rovnici si lze (intuitivné) pfedstavit jako tvrzeni, Ze hranice hranolu P(o)
je tvofena dvéma podstavami ¢’(o) a (o) a hranolem vyrobenym z hranice, t.j. P(9,0), pFicemz
znaménka jen zarucuji spravnou orientaci. Prostym dosazenim dostavame

n

anJrlP(J) = Z(_l)ianJrl({Ho (U X 1)}|[vo,v--,vmwm.--,wn])

=0
= Z(il)iJrj{H © (U X 1)}|[’U07~--7ﬁj7--<7Uiywiy--<7wn] (237)
Jj<i
+ Z(_l)i+j+1{H 0 (0 X 1) Hiug,e..,v4,w5 oyt 0]
Jjzi

Cleny, kde i = j tvoii jednoduchou sumu

n

Z ((*1)2i{H o (o x 1)}|[’U07---7'U7L—11wi7-~7wn] + (*1)2”1{1{ o (o x 1)}|[U07~--7U'i7w'i+17---7'wn])' (2.38)

i=1
Vidime, ze se ¢leny po dvojicich ode¢tou az na dva krajni odpovidajici ¢ € {0,n}:
(—=1){H o (0 x ) Hiwe,....wn] = ¢’ 00, (—=1)*" T Ho (o x 1) Hivo,..svn] = =000 (2.39)

Scitance s i = j tedy davaji piesné rozdil obou podstav ¢'(c) —¢(o). Zbyvajici ¢leny jsou presné
opak P(0,0), protoze 0,0 = Z?:o(_l)%ﬂ[vo,...,ﬁj,...,vn} a Teda

P(0n0) = Z(_l)jﬂ;l{Ho (o x 1)}|[UO7~~~;'[)j;~~'7vi;wi;'~'7wn]

g<i

+ Z(_I)J+Z{H © (U X 1)}'[vo,‘..vi,wi,..”uﬁj,...7w”]-

G>i

(2.40)

Tim jsme dokdzali rovnici (2.36). Zbytek diikazu je nyni velice jednoduchy. Necht o € C,,(X) je
libovolny n-cyklus. Mame ukazat, ze ¢, [0] = p.[o]. Ale

(Pl = 9u)lo] = [(¢" = 9)(0)] = [On+1(P(0)) + P(9n0)] = [0n41(P(0)) + P(0)] =0.  (2.41)

Timto muzeme povazovat vétu za dokdzanou. [ ]

Dikaz je typickou ukazkou velmi obvyklé konstrukce v algebraické topologii. Chtéli jsme
ukdzat, ze dvé fetézcovd zobrazeni ¢ a ¢’ z C,(X) do C,(Y) indukuji stejné zobrazeni p, = ¢,
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mezi pifslusnymi homotopiemi H,,(X) a H,(Y). Sestrojili jsme zobrazeni P : C,(X) — Cy11(Y),
které spliiuje rovnici @' — @ = 9py10 P+ Pody,.

Takovému zobrazeni P se ifkd Fetézcova homotopie a fetézcovd zobrazeni @' a @ jsou
retézcové homotopicka. Jde o algebraicky analog pojmu homotopie, ¢lovék si snadno rozmysli,
7e byt fetézcové homotopicky definuje relaci ekvivalence na prostoru Ch((C,,ds), (C4,0.)) pro
libovolné dva fetézcové komplexy (Ce, da ), (CL, D, ).

Piiklad 2.4.11. Necht X je kontraktibilni prostor. Z definice ma X homotopicky typ bodu a
existuje tedy homotopické ekvivalence ¢ : X — {x}. Podle piikladu 2.4.7 a dusledku 2.4.10 tedy

Z pron =70,

H,(X) = { 0 prom>1, (2.42)

2.5 Exaktni posloupnosti a vyriznuti

Je-li X topologicky prostor a A C X jeho uzaviend podmnozina, je piirozené se ptét, jak souvisi
homologické grupy H,(A), H,(X/A) a H,(X). V idedlnim svété by platilo, ze H,(X/A) =
H,(X)/H,(A), coz by ale pii obecné platnosti tohoto tvrzeni vedlo k trivialité celé homologické
teorie. Z technickych davodu je vhodné si zavést nasledujici mirnou modifikaci:

Definice 2.5.1. Pro libovolny neprdzdny topologicky prostor X definujeme € : Co(X) — Z
vztahem €(} ", n;0;) = Y. n;. Pro libovolny 1-simplex o je €(010) = 6(0’|A(10) —0’|A(11>) =1-1=0.
Muzeme tedy uvazovat augmentovany singuldrni komplex:

D Oo(X) 2 0y(X) 2 Cy(X) — Z —— 0. (2.43)

Piislusnd homologie H,(X) se nazjvé redukovana singuldrni homologie. Zjevné f[n(X ) =
H,(X)pron>0aH_1(X)=0. €o] = ¢(o) je dobfe definovany epimorfismus z Hy(X) do Z a
Hy(X) C Hyo(X) je jeho jadro. Tedy Ho(X) = Ho(X) @ Z.

Jeli ¢ : X — Y spojité zobrazeni, indukované zobrazenf ¢, : Ho(X) — Hy(Y) mizeme
definovat stejnym piedpisem, protoze pokud o € Cy(X) spliiuje €(o) = 0, pak € (¢ o) = 0.
Priklad 2.5.2. Pro kiivkové souvisly topologicky prostor je ETO(X) = 0. Ukazali jsme totiz, ze

Ho(X) = Z[oy,], kde o € X je libovolny fixni bod. Potom €[o,,] = 1 je zjevné izomorfismus a
m4 tedy trividlni jadro Ho(X).

Velmi uziteénym konceptem v algebraické topologii je exaktnost posloupnosti homomorfismiu
grup. Casto umozni jednoduse formulovat nékolik predpokladu najednou.

Definice 2.5.3. Uvazujme posloupnost grup a homomorfismu

Appr 25 Ay =2 Ay — - (2.44)

Rekneme, ze jde o exaktni posloupnost, pokud ker(y,,) = im(¢,41) pro kazdé n.

Priklad 2.5.4. Plati nasledujici tvrzeni:
(i) Posloupnost 0 — A —— B je exaktni, pravé tehdy kdyZ je ¢ injektivni.
(ii) Posloupnost A —% o B——50 je exaktni, pravé tehdy kdyz je ¢ surjektivni.
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(iii) Posloupnost 0 A—*5B 0 je exaktni, pravé tehdy kdyz je ¢ izomorfismus.

(iv) Posloupnost 0 A" 0 je exaktni, pravé tehdy kdyz je ¢ in-
jektivni, ¥ surjektivni a kery = im . Tento specialni pifipad se nazyva kratka exaktni
posloupnost.

Véta 2.5.5. Necht X je topologicky prostor a A jeho uzaviend podmmnozina. Ddle A musi byt
deformacni retrakt néjakého okoli U C X. Dvojice (X, A) se nazgvd dobry pdr. Potom existuje
ndsledujici exakini posloupnost redukovangjch homologickyjch grup:

C Ho(A) s Hoy(X) —T H,(X/A)
5 (2.45)

Hy 1(A) 2 Hy (X)L Hy, 1 (X/A) — -+ — Ho(X/A) — 0

kde i € Top(A, X) je vnofeni a q € Top(X, X/A) faktor-zobrazent.

Homomorfismus § je definovany ndsledovné: Pro kazdé [o] € H,(X/A) najdu 6 : A™ — X
spliiugici qo & = o. Protoze 0o = 0, bude nutné 96 € C,—1(A) a mizu definovat é[o] = [06]. To
Ze to jde a je to mezdvislé na volbdch je netrividlni.

Poznamka 2.5.6. Pifkladem dobrého paru je napifklad kazdy CW pér (X, A), t.j. celuldrn{ kom-
plex X spolecné s jeho libovolnym podkomplexem A.

Diisledek 2.5.7 (Redukovana homologie sfér). Plati H, (S") = Z a H;(S") = 0 pro i # n.
Diikaz. Staéf si vzit (X, A) = (D™, S"71). Zjevné se jedna o dobry par a X/A = S™. Protoze D"

je kontraktibiln{ prostor, méme H;(D™) = 0 pro vSechny i. V exaktn{ posloupnosti (2.45) se pro
kazdé ¢ > 0 vyskytuje tsek

Cet 0 = H(Sh) 0 Hy(SP) 0 —L (2.46)
jehoi exaktnost okamzité implikuje, ze & : H;(S™) — H;_ 1(8”_1) je izomorfismus. Odtud induke{
okamzité plyne, ze H, (S") & --- = Hy(S ) 2 7. Proi <mnje H;(S™) & Hy(S"™%) = 0, protoze
Sn=i je kiivkové souvisld. Pro i > n je H;(S?) = H;_,(S°) = 0, protoze S° je disjunktni
sjednoceni dvou bod. |

Dausledek 2.5.8 (Brouwerova véta o pevném bodé v dimenzi n). Kazdé spojité zobrazeni
@ : D™ — D™ md pevny bod.

Diikaz. 'V dukazu pro n = 2 jsme argumentovali, Ze stac¢i ukdzat, ze neexistuje retrakce r : D™ —
0D™ = S"~!. Pokud by existovala, mame r o i = 1 a tedy

T

Ho 1 (SPY) — H,_1(D") — H,_1(S") (2.47)

definuje automorfismus grupy H,_;(S"!) 2 Z. Ale prostiedni ¢len H,,_1(D™) je trividln{ grupa
a tedy nutné i, a r, jsou trivialni zobrazeni, coz vede ke sporu. |

Vétu 2.5.5 si podrobné nedokédzeme, protoze vynechdme nejtézsi ¢ast. Nejprve si ukazeme,

ze podobnd dlouhd exaktni posloupnost existuje, kdyz homologie X/A nahradime jinou grupou,
tzv. relativni homologii.
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Definice 2.5.9. Pro libovolnou podmnozinu A C X muzeme sestrojit faktorgrupu relativnich
n-fetézcu C, (X, A) = C,(X)/Cn(A). Protoze 0,(Cp(A)) C Cr_1(A), muzu prirozené induko-
vat operdtor relativni hranice 9,, : C,,(X, A) — C,,_1(X, A). Dostdvam Fetézcovy komplex

Oy O (XL A) 2 O (X A) —— 5 0, (2.48)

e Cn+1(X7 A)
a pifslusné H, (X, A) = ker 9,/ im 0,41 se nazyvaji grupy relativni homologie.

Oznacme ¢ : Cp(X) — Cp(X, A) prirozené faktor-zobrazeni z definice relativnich n-fetézcu.
Rovnéz z definice dostdvame pro kazdé n komutativni diagram

0 —— Cp(A) —— Cp(X) —L— Co(X,A) —— 0

la la lf’ : (2.49)

0 —— Cp_1(A) —— Cr1(X) —25 Cp_1(X,A) —— 0

kde uz dal nebudeme explicitné psat stupen 9. Oba fadky tvoii kratkou exaktni posloupnost.
Ozna¢me A, = C,(4), B, = C,(X) a C, = C,(X, A). Jelikoz tohle plati pro kazdé n, mizeme
vyrobit komutativni ,superdiagram®:

0 0 0
Lo

Api1 A, Ay — -

lz 2] i 2] lz

Bpi1 B, B4 — --- (2.50)

2] o0
CnJrl Cn Cnfl e

0 0 0

Stoji za povS8imnuti, Ze i a ¢ lze interpretovat jako fetézcovéa zobrazeni. Pfirozené tedy indu-
kuji zobrazeni prislusnych homologii i, : He(A) — He(B) a g. : He(B) — Ho(C). Klicové je
nasledujici obecné platné pozorovani:

Tvrzeni 2.5.10 (Hadi lemma). UvaZujme scéndr jako v diagramu (2.50). Potom pro kaZdé n
existuje tzv. spojujici homomorfismus ¢ : H,(C) — H,_1(A) takovy, Ze

Hn+1(A) Hn(A) Hn—l(A)

K 7 7 ’
’ . s . ’ . ’
,/ . 7 T L, T ,
’ // 7 ’

Hn B) % H,B) ° H, B
, +1( ) L ) % 1( ), (251)

% , , %
s ’
’ /
’ q= 7 q« 7 qx ,
/ ’ / ’
’ , , 7
/

Hn+1(C) Hn(C) anl(C)

’

je dlouhd exaktni posloupnost.
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Diikaz. Sestrojime zobrazeni § : H,(C) — H,_1(A). Uvazujme tedy [¢] € H,(C) pro n&jaké
¢ € Cp. Z predpokladu je ¢ surjektivni a tedy ¢ = ¢(b) pro néjaké b € B,,. Potom ale ¢(9b) =
9(q(b)) = Oc = 0, protoze c¢ je n-cyklus. Z exaktnosti 9b € ker(¢q) = im(7) a tedy nutné existuje
(prave jedno) a € A,_1 spliujici 0b = i(a). Definujeme §[c] = [a].

V pritbéhu jsme éinili nékolik voleb, musime ukézat, Ze definice J je na nich nezavisld. Necht
b € B, také spliiuje q(b') = c. Protoze ¢(b' —b) = 0, existuje z exaktnosti (pravé jedno) k € A,
7e b = b+ i(k). Stejné jako predtim mame 9" = i(a’) pro unikétni o’ € A,_;. Potom ale

i(a) =0(b') =9(b+i(k)) =i(a+ 0k), (2.52)
protoze i komutuje s hranici. Jelikoz je z exaktnosti ¢ prosté, mame a’ = a + 9k, tedy [a'] = [a].
D4l musime vytesit zdvislost na vybéru reprezentanta t¥idy [c]. Necht [¢/] = [¢], neboli ¢/ =

¢+ 90n pro n € Cp41. Protoze q je surjektivni, existuje m € B,y1 spliwjici ¢(m) = n. Muzeme
tedy psét ¢ = ¢+9n = c+09(q(m)) = c+q(Om). Je-li ¢ = q(b), médme tedy ¢’ = q(b+Im). Podle
konstrukce popsané vyse najdeme a’ Fesici rovnici i(a’) = 9(b+ dm) = 9b = i(a). Z injektivity i
ale a’ = a. Zobrazeni ¢ je tedy dobie definované. Ve zbytku dukazu je tfeba objasnit exaktnost
sekvence vyse. Musime ukazat trojici vlastnosti

(i) ker(q.) = im(4): Jelikoz goi = 0 a tedy g« o 4. = 0, jedna inkluze je ziejma. Opacné, necht
g«[b] = 0, coz implikuje q(b) = Ok pro k € Cp, 1. Protoze je g surjektivni, existuje m € B, 41
splnujici k = ¢(m). Potom ale g(b — dm) = 0. Z exaktnosti mdme a € A,, spliujici rovnici
b—0m = i(a). Ovérime, ze a je cyklus. Mame i(da) = 9(i(a))d(b— Om) = 9b = 0, protoze
b reprezentuje tiidu homologie. Z injektivity ¢ je da = 0. Koneéné, [b] = [i(a) + Om] =
[i(a)] = ix[a]. To dokazuje druhou inkluzi.

(ii) ker (6) = im(qs): Nejprve ukdzeme, ze § o g, = 0. Nechf [c] = ¢.[b] pro b € B,,. Jelikoz
b reprezentuje homologickou tfidu, mame 0b = 0. Ale a v definici § bylo unikétni reseni
rovnice 9b = i(a). Nutné tedy a = 0 a d[c] = [a] = 0. Opacné, necht d[c] = 0 = [0z] pro
néjaké x € A,,. Ale 0z je jednoznacné feSeni rovnice b = i(9x) pro néjaké b € B,, splnujici
q(b) = ¢. Odtud 9(b—i(x)) = 0. Potom g.[b—i(x)] = [¢(b—i(x))] = [¢]. Tim jsme dokdzali
opacnou inkluzi ker(d) C im(g.).

(iii) im(d) = ker(4.): Rovnice 4. 0§ = 0 je opét jednoduchd, protoze i, (d[c]) = i.[a] = [i(a)] =
[0b] = 0. Naopak, necht i.[a] = 0 pro n&jaky cyklus a € A,_1. To ale znamena, ze i(a) = Ob
pro néjaké b € B,. Dostdvame 9(q(b)) = ¢(9b) = q(i(a)) = 0. Vidime, ze ¢(b) muze
reprezentovat tiidu [¢(b)]. Z konstrukce ziejmeé d[g(b)] = [a] a opacnd inkluze je dokdzana.

Nalezli jsme hada a jsme hotovi. ]

Dusledek 2.5.11. Pro kazdy topologicky prostor X a jeho libovolnou podmmnoZinu A dostdvdme
dlouhou exaktni posloupnost homologickijch grup

o Hy(A) —2 Ho(X) -2 H, (X, A)

/
_ (2.53)

H,_1(A) = H, (X)) & H,_1(X,A) — -+ — Hy(X,A) — 0,

kde i € Top(A, X) je inkluze a g« je indukované zobrazenim q : Cp,(X) — C, (X, A).
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Pozndmka 2.5.12. Pro A # () miZzeme 1plné stejné odvodit dlouhou exaktni sekvenci reduko-
vanych homologii, kde se ve stupni —1 pfidéd kratka exaktni sekvence

0 zZ -7 0 0. (2.54)

Zejména plati H, (X, A) = H,(X, A) pro kazdé n. Kone¢né, pro libovolné neprazdné podmnoziny
B C A C X muzeme uvazovat kratkou exaktni posloupnost

0 —— Cn(A4,B) —— C,(X,B) —*= CL(X,A) —— 0, (2.55)

a pomoci hadiho lemmatu dostavame dlouhou exaktni posloupnost s relativnimi homologickymi
grupami H, (A, B), H,(X,B) a H,(X,A). Pro B = {a} C A dostaneme dlouhou posloupnost
redukovanych homologii.

Priklad 2.5.13. Pro libovolny bod zy € X miuzeme uvazovat dlouhou exaktni sekvenci reduko-
vanych homologickych grup pro dvojici (X, zg). Protoze Hy(z9) = 0 pro vechny n, dostdvame
exaktni useky ve tvaru

0 —— H,(X) -~ H,(X,z0) — 0, (2.56)
coz dokazuje, ze H, (X, xo) = H,(X).

Dukaz véty 2.5.5 vyuziva nésledujici klicovou vlastnost singuldrni homologie, jejiz dukaz je
dalece nad ramec této prednédsky. Poznamenejme, ze podobné jako pro singuldrni homologie,
kazdé zobrazeni ¢ : X — Y které splituje p(A) C B pro néjaké podmnoziny A C X a BCY,
indukuje homomorfismus ¢, : H,(X, A) — H,(Y, B).

Véta 2.5.14 (Véta o vyiiznuti). Pro libovolné mnozZiny Z C A C X, kde uzdvér Z je ve vnitiku
A. Potom vnoreni (X — Z,A — Z) — (X, A) indukuje izomorfismus relativnich homologickgch
grup H,(X — Z,A— Z)— H,(X,A) pro kazdé n > 0.

Abychom dokézali vétu 2.5.5, zbyva ukdzat, ze relativni{ grupy H,(X,A) a a redukované
grupy H,(X/A) jsou pro dobry par (X, A) izomorfni.
Tvrzeni 2.5.15. Pro dobry pdr (X, A) zobrazeni q : (X, A) — (X/A, A/A) indukuje izomorfis-

mus grup g« : Ho(X, A) = H,(X/A, AJA) =2 H,(X/A).

Diikaz. Nechf U C X je okoli uzaviené podmnoziny A kterd je jeho deformaénim retraktem.
Miuzeme uvazovat komutativni diagram

Hoy(X,A) —— 5 Hy(X,U) +—— Hp (X — A,U — A)
g l"* lq* (2.57)

~

Ho(X/A, AJA) —— Ho(X/A,UJA) +—— Ho(X/A— AJAUJA — AJA)

Cely problém je v tom, ze vétu o vytiznuti nemuzeme pouzit piimo, ale musime umét ,obalit*
mnozinu A otevienym okolim, které se na ni dokaze spojité ,smrsknout“. Ukdzeme, ze vSechny
horizontalni 8ipky jsou izomorfismy, a nejpravéjsi g, také. Komutativita zajisti, ze homomorfis-
mus oznaceny prerusované je izomorfismus.
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Leva hornf horizontdlni Sipka je izomorfismus protoze trojice (A4, U, X) dle poznamky 2.5.12
indukuje dlouhou exaktni posloupnost

oo —— Hy(U,A) — Hp(X,A) — H,(X,U) — H,_1(U,A) —— --- . (2.58)

Deformaén{ retrakce U na A indukuje homotopickou ekvivalenci dvojic® (U, A) a (A, A). Stejné
jako pro singuldrnf grupy plat{ H, (U, A) = H, (A, A) = 0. Krajn{ ¢leny v posloupnosti vyse jsou
tedy trividln{ a prostfedni Sipka je isomorfismus. Protoze U/A je zjevné deformaénim retraktem
A/A, stejny argument lze pouzit na levou dolni horizontalni sipku.

Obé pravé horizontalni Sipky nejsou nic jiného nez izomorfismy z véty o vyfiznuti. Konecné,
nejpravéjsi g, je izomorfismus, protoze restrikce ¢ na X — A je homeomorfismus topologickych
prostorut X — A a X/A — A/A. Tim mame tvrzeni dokdzané. ]

Véta 2.5.16 (Véta o invariance dimenze, Brouwer cca 1910). Jsou-li U CR" ¢« V CR™
dvé homeomorfni otevrrené mnoZiny, je m = n.

Diikaz. necht x € U. Potom Hy(U,U — {z}) = H(R",R" — {z}) podle véty o vyiiznuti. Z
dlouhé exaktni posloupnosti (2.53) pro dvojici (R™,R™ — {z}) dostdvame Hy(R",R"™ — {z}) =
Hj_1(R" — {z}) = Hj,_1(S" 1), kde jsme vyuzili, ze S"! je deformaéni retrakt R — {z}. Podle
dusledku 2.5.7 tedy H,(U,U — {x}) & Z a v8echny ostatni jsou nula.

Libovolny homeomorfismus ¢ : U — V ale indukuje izomorfismus relativnich homologickych
grup Hi(U,U — {z}) a H,(V,V — {¢(x)}). Odtud snadno vidime, ze nutné m = n. [ |

Na zaveér této sekce si spocitame jesté dva ptiklady, které budeme potiebovat v sekci nasledujici.
Piiklad 2.5.17. Ukazme si relativn{ singuldrni homologii paru H;(D™,9D™). Tvrdime, zZe
H,(D",0D™) =17, H;(D",0D") =0 proi#n. (2.59)

Toto se nejjednoduseji dokéze z dlouhé exaktni sekvence pro redukované homologie. Dostavame
tam exaktni useky ve tvaru

H;(dD™) —— H;(D™) — H;(D",dD"™) — H;_1(dD") — H;_1(D")  (2.60)
Pro i = n vyuzijeme toho, ze H,_1(0D") = H,_1(S"!) = Z a dostévame exaktni posloupnost
0 —— H,(D",0D") —— Z —— 0, (2.61)

z které plyne prvni tvrzeni. Pro i # n je misto Z nula, z ¢ehoz plyne druhé tvrzeni.

Piiklad 2.5.18. Spocitali jsme, ze H, (D™, dD™) je netrividlni grupa izomorfni Z, t.j. jsou volné
generované jednou homologickou tiidou. Nékdy je uzite¢né nalézt explicitni pfedpis pro n-cyklus
ktery ji reprezentuje.

Dvojici (D™,0D™) je uzitecné nahradit ekvivalentni (homeomorfni) dvojici (A", 0A™). V
singuldrnim komplexu C),(A™) vzdy médme n-simplex 1,, : A" — A"™. Z definice maji vSechny
simplexy tvotici hranici 01,, hodnoty v OA™, z ¢ehoz plyne, zZe 1,, reprezentuje relativni n-cyklus
v Cp(A™, 0A™), oznatme ho jako 1),. Tvrdime, ze [1,,] € H,(A™, OA™) je generdtor.

3Homotopicks ekvivalence prostorti, kde homotopie pro kazdé t zachovévaji podmnoziny.
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To se ukaze indukci podle n. Pro n = 0 lze tvrzeni snadno vidét piimo z definice. Uvazujme
tedy n > 0 libovolné. Symbolem A ozna¢me podmnozinu QA" tvorenou vSemi sténami A™ kromé
jedné. Tvrdime, ze Sipky v nasledujicim diagramu jsou izomorfismy:

H, (A", 0A"™) —— H,,_1(0A™,A) +—— H, (A"~ dA""1) (2.62)
Lev4 sipka je spojujici homomorfismus v dlouhé exaktni posloupnosti pro trojici A C 0A™ C A™:
H,(0A™ A) — Hp(A™,A) — Hp,(A™,0A™) — H,_1(0A™, A) — H,_1(A™,A) (2.63)

D4 se snadno uvidét, ze A je deformacni retrakt A™, odtud ale H;(A™ A) = H;(A,A) = 0. To
mi dava dvé nuly v posloupnosti vyse a ukazuje, ze spojujici homomorfismus je izomorfismus.

Druh4 Sipka je indukovand inkluzi stény i : A"~! — OA™ kterou jsme vynechali v definici
A. Potom i(OA™~1) C A, mame zobrazeni pari a tedy i indukovany homomorfismus relativnich
homologif i, : H, (A" 1, 0A"" 1) — H, _1(0A™, A). Pron = 1 plat{ izomorfismus uz na trovni
fetézcovych komplexit Co(A%) — Co(dAL, A), staéi uvazovat n > 1. Potom ale (A"~1, A" 1) a
(0A™, A) jsou dobré péary. Dostdvame tedy komutativni diagram

Hy 1 (A"=1 A1) — 5 H,_ (A", A)

l l (2.64)

Ho 1 (A" JOAMY) ——— H,_1(DAT/A),

kde prerusovans sipka je indukovand zobrazenim ¢ : A"~! JOA™ L — QA™ /A, které pochdzi z
injektivniho vnofeni A"~ do A™. Snadno je vidét, Ze i je homeomorfismus, coz ihned implikuje,
7e prerusovand Sipka v diagramu nahote je izomorfismus.

Zbytek dukazu je jednoduchou aplikaci indukéniho predpokladu. Homologicka tiida [1],] se
spojujicim izomorfismem zobrazi na tiidu (viz. dikaz hadiho lemma) [01]] € H,,_1(0A™ A). V
z4vislosti na tom, kterou pfesné sténu jsme vyndali pii definici A je ale tato t¥ida rovnd +[1],_,],
které podle indukéntho predpokladu generuji H, 1 (A" "1, A" V) atedy i H,,_1(0A™, A). Vidime,

ze [17] je izomorfnim obrazem (az na znaménko) generatoru, a tedy rovnéz generdtor.

2.6 Singularni versus simplicialni

V ptedchozi sekci jsme si pripravili pudu pro dukaz klicového tvrzeni této kapitoly. Uvazujme
nejprve A-komplex X a jeho podkomplex A. Podkomplexem rozumime sjednoceni néjakych sim-
plext z X rovnéz tvofici A-komplex. Z logiky véci (simplicidlni homologie funguje stejné jako
singuldrn{, jen pouzivd méné simplext) muzeme definovat relativni simplicidlni homologii
H2(X, A) jako homologii fetézcového komplexu A, (X, A) = A, (X)/A,(A). Naprosto analo-
gicky pak muzeme sestavit ptislusné kratké exaktni posloupnosti a pouzit hadi lemma na ziskdni
dlouhé exaktni sekvence s grupami H2(A), H2(X) a HY (X, A).

Jelikoz kazdy n-simplex o, : A" — X v A-komplexu X je z definice singuldrni simplex
v X, snadno dostdvdme kanonické fetézcové zobrazeni A, (X, A) — C,(X, A), které indukuje
homomorfismus grup H2 (X, A) — H, (X, A). Nynf si ukdzeme, Ze toto zobrazen{ je izomorfismus.
Volbou A = () pak snadno dostaneme tvrzeni pro absolutni homologie.

Véta 2.6.1. Homomorfismy H2(X, A) — H, (X, A) jsou izomorfismy pro libovolné n a viechny
dvojice A-komplexi (X, A).
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Drikaz. Dukaz si ukdzeme pouze pro kone¢nérozmérny A-komplex X, t.j. X = X" pro néjaké
m > 0. Tvrzeni plati obecné, jen se musi trosku vice pracovat s topologii celularnich komplexu.
Uvazujme nejprve A = (). Indukei podle k dokdzeme, Ze zobrazeni HZ(X*) — H,(X*) je
izomorfismus. Pro k = 0 je tvrzen{ ziejmé, protoze izomorfni uz jsou i grupy O-fetézci A, (X°)
a Cp(X?). Tim je hotovy nulty krok indukce.

Necht tedy k > 0 a tvrzeni plati pro véechny nizs kostry. X*~! C X* je podkomplex a
dostavame komutativni diagram exaktnich posloupnosti:

Hp (X9 XEY) — HR(XRY) — H}(XY) — H(XF, XA — Hp (X5

| L | s

Hypr (X5, XF71) 5 Ho(XF7Y) — Ho(XF) — Ho (X5, X571 — Hy,oq (XED).

Ukézeme, ze vSechny vertikalni Sipky kromé té prostiedni jsou izomorfismy. Druhd a patd Sipka
jsou izomorfismy z indukéniho predpokladu. Ukazme si, ze prvni a ¢tvrta Sipka jsou izomorfismy.

Nejprve je tieba si uvédomit, Ze grupa relativnich n-fetézci A, (X*, X*=1) je trividlni pro
n#ka Ag(X* X*1) je volna abelovska grupa na k-simplexech tvoticich A-komplex X. Totéz
ale musf platit pro simplicidlni homologické grupy H2(X*, Xk=1).

Singularni relativni homologie H,, (X", X*~1) mtizeme vypocitat nasledujicim trikem. Uvazujme
spojité zobrazeni @ : | | (Ak,OAF) — (X%, X*~1) které je posklddané z k-simplexti o : A¥ — X
tvoricich A-komplex X. To ziejmé indukuje homomorfismus grup a komutativni diagram

@, Ha(AR 0AF) —2 H, (X*,0X%)

i A i (2.66)

@, Ha(ARjoAk) 25 [, (Xk/ Xk,

kde ® : LI, Ak JoAE — X*/X*~1 je homeomorfismus (kazdy k-simplex o, : A¥ — X je zobra-
zuje AF — 9AF homeomorfné do X). Potom ale ®, je izomorfismus a obé vertikaln{ Sipky rovnéz,
jak plyne z tvrzeni 2.5.15. To dokazuje, ze @, je izomorfismus.

To dokazuje, ze H,(X*, 0X%) je trividlni pro n # k a Hy(X"*,0X*) je generovand ®,-obrazy
generdtort grupy €, Hn(AF,0A%). Podle pitkladu je kazdd kopie H, (X%, 0AF) generovand
t¥idou [1}], reprezentovanou k-simplexem 1; : A¥ — A*. Potom ale

D, [1}]a = [® 0 14] = [04] (2.67)

Ukézali jsme, ze Hy(X*, 0XF*) je grupa generovana ti¥idami [o,] reprezentovanymi k-simplexy
0o : A¥ — X A-komplexu. To ale dokazuje, ze indukované zobrazeni z H2(X*, X*~1) do
H,(X*, X*=1) zobrazuje generatory na generatory, a tedy je izomorfismus.

Posledni krok je ukazat, ze i prostfedni krok je izomorfismus. To plyne z nésledujiciho
vSeobecného tvrzeni o morfismech exaktnich posloupnosti:

Lemma 2.6.2 (O péti izomorfismech). Uvazujme ndsledujici komutativni diagram grup a
jejich homomorfismai:

Ay —2s Ay —25 A3 24 A 4 Ay

yl yz bs lm bs : (2.68)

By 5 By —% By " By 2 Bs




kde obé horizontdlni posloupnosti jsou exaktni a vy1,7v2,v4 @ Y5 jsou izomorfismy.

Potom i 3 (vyznaceny preruSovanou éarou) je izomorfismus.
Diikaz. Dukaz je klasickym ,honénim diagramu“. Pfedpoklady lze trosku zjemnit:

(i) ~vs je injektivni, je-li o a 4 injektivni a 1 surjektivni.

(ii) ~s je surjektivni, je-1i yo s 4 surjektivni a 5 injektivni.

Krajni zobrazeni tedy nemusi byt nutné izomorfismy. Pojdme si dokdzat obé &4sti.

Ad (i): Necht v3(a) = 0. Odtud (B3073)(a) = (y40a3)(a) = 0. Protoze je 4 injektivni, je nutné
as(a) = 0. Z exaktnosti posloupnosti vyplyvd, ze nutné existuje k € Ag, takové ze a = as(k).
Potom (B2 0 v2)(k) = (73 0 ae)(k) = 0. Z exaktnosti dolnf posloupnosti v2 (k) = 51 (b) pro néjaké
b € By. Ze surjektivity y; nachdzime m € Ay, ze y1(m) = b. Potom (y20a1)(m) = (B1ov)(m) =
B1(b). Ale 72 je injektivni a tedy v1(m) = k. Konetné, dostdvame a = aq(k) = az(ag(m)) = 0,
kde jsme pouzili exaktnost horni sekvence.

Ad (ii): Necht b € Bj je libovolné. Ze surjektivity 4 pak existuje k € Ay, ze v4(k) =
B3(b). Potom ale (75 0 ay)(k) = (B4 0 v4)(k) = (B4 0 B3)(b) = 0, kde jsme vyuzili exaktnost
dolni posloupnosti. Z injektivity 5 potom nutné ay(k) = 0. Z exaktnosti horni posloupnosti
potom existuje a’ € Az, ze k = a3z(b'). Odtud (B3 0 y3)(a’) = (74 0 a3)(a’) = B5(b). Vidime,
ze b — y3(a’) € ker(B3). Z exaktnosti dolni posloupnosti existuje ¢ € B, ze S(c) = b — y3(a’).
Konecné, ze surjektivity v, plyne existence m € As, Ze y2(m) = c. Definujeme a = a’ + az(m).
Méme y3(a) = y3(a’) + (13 0 az)(m) = y3(a’) + (B2 072)(m) = v3(a’) + b —3(a’) = b. Nasli jsme
vzor b a jsme hotovi. |

Jednoduchou aplikaci pravé dokdzaného lemmatu vidime, ze prostfedni Sipka v (2.65) je
izomorfismus a indukéni krok je dokoncen. Pro kone¢nérozmérné X tedy méame zcela dokdzan
pitklad A = (). Piipad netrividlniho A je ovSem trividlni, sta¢i pouZit lemma o péti homomorfis-
mech na komutativni diagram

H}A) —— H}X) —— H}X,A) — HR 4 (A) — H 1 (X)

R R R

H,(A) —— H,(X) —— H,(X,A) —— H,_1(A) — H,_1(X)

kde v8echny sipky az na prostfedni jsou jiz izomorfismy. A mame hotovo. |

Dusledek 2.6.3. Jako vedlejsi produkt jsme ukdzali, Ze Hy,(X) je koneéné generovand abe-
lovskd grupa kdykoliv md X koneéné mnoho n-simplexu. Je zndmd véc, Ze kazdd konecné
generovand abelovskd grupa G je izomorfni

G%Zq@Zkl@m@ka, (270)

kde g > 0 a ky,...,ky, celd ¢isla ostie vétsi nez 1 takovd, Ze k; vidy déli k;y1. Koeficient q
se znaci jako rank(G) a pro G = Hp(X) nazyjvd n-té Bettiho é&islo prostoru X a znadi
jako by (X). m-tice éisel (k1,. .., kn) (usporddané, s opakovdnim) celjch Cisel se nazyjvaji torznd
koeficienty.
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2.7 Nejaké aplikace

Nyni si muzeme ukazat néjaké zndmé vyuziti homologické teorie. Umoznuje napiiklad zkoumat
spojita zobrazeni na sfére.

Definice 2.7.1. Necht f € Top(S",S") pro n > 0. Dostdvdme indukované zobrazeni f, :
H,(S") — H,(S"). Ukézali jsme, ze H,(S") = Z a tedy f.(a) = deg(f) - @ pro libovolny
generdtor a € Z a ¢islo deg(f) € Z, které zdvisi pouze na f, nazyvané stupen f. Z definice a
funktoriality homologie snadno dostdvdme spoustu vlastnosti deg(f):

(i) deg(1) =1, protoze 1, = 1.

(ii) deg(f) = 0 kdykoliv f neni surjektivni. Je-li g € S"— f(S™), muzeme f psdt jako faktorizaci
dvou zobrazeni S§" —— S"™ — {zo} —— S" . Jelikoz H,(S™ — {z¢}) = 0 z kontraktibi-
lity, je nutné f, = 0.

(iii) deg(fg) = deg(f) - deg(g). Homeomorfismus mé tedy stupen +1.

(iv) Reflexe podle jedné roviny méa stupeii —1, antipoddln{ zobrazeni (—1)"*1.

(v

(vi) Zobrazeni f nemd zadné fixni body, pravé tehdy kdyz je homotopické antipodalnimu.

)
) Pro f = g plati deg(f) = deg(g). Plati i opak!

Véta 2.7.2. Na sfére S™ existuje vsude nenulové spojité vektorové pole pravé tehdy, je-li n liché.

Diikaz. Nechf x — v(x) je spojité tecné vektorové pole. v(z) muZeme interpretovat jako vek-
torové pole v R"*1 v pocatku, kde = L v(z) pro viechny = € S"™. Je-li |v(z)| # 0, miZeme ho
normalizovat a uvazovat |v(z)| = 1. Potom cos(t) - « 4 sin(t) - v(x) lez{ na jednotkové kruznici v
roviné tvorené vektory = a v(z). Potom

H(z,t) = cos(t) - x + sin(t) - v(z) (2.71)
pro t € [0, 7] definuje homotopii z identity do antipodélniho zobrazeni. Obé musi mi dle pfedchozi
definice stejny stupeii a tedy (—1)"*! = 1, tedy n musf byt liché.

Naopak, pokud n = 2k — 1, definujeme v(x1, za, ..., Top—1,22k) = (—T2, 21, ..., —Tok, Tog—1)-
Zjevneé v(z) L x a |v(x)| = 1, tedy x — v(x) je spojité véude nenulové vektorové pole na S*. MW

V historii topologie sehrala vyznamnou roli tzv. Eulerova charakteristika mnohosténu,
definovana jako x(P) = #V —#E+#F, kde V| E a F jsou mnoziny vrcholu, hran a stén tvorici
P. Kazdy mnohostén mé pfirozenou strukturu celuldrniho komplexu. Muzeme tedy definovat
Eulerovu charakteristiku libovolného koneéného celuldrniho komplexu X jako

X(X) =Y (=1)"en(X), (2.72)

kde ¢, je pocet n-cel v X. Na prvni pohled neni vibec jasné, ze by mélo toto ¢islo mit vypovidajici
hodnotu. Ukazuje se ovsem, ze pro kazdy konecény celuldrni komplex X je H,(X) opét koneéné
generovand a ma tedy smysl definovat n-té Bettiho ¢islo b, (X). Plati formulka

X(X) =) (=1)"ba(X). (2.73)

n
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Na podrobny dtkaz neni dostatek prostoru. Podobné jako pro A-komplexy se dé piimo ukazat,
7e Hp(X™ X" 1) je trividlni pro n # k a volnd abelovskd s bazi odpovidajici k-celam pro
n = k. Plat{ tedy rank(H(X*, X*71)) = ¢4(X). Déle existuje fetézcovy komplex CSW =
Hy(X*, X*=1) tvofeny témito operdtory s jistym operdtorem hranice dy : CFW — CEW.
Pifslugné homologické grupy HEW definujf tzv. celuldarni homologii X . Plat{ Hy,(X) = HEW (X).
Pro libovolny fetézcovy komplex (C, dr) muZeme sestrojit dvojici krétkych exaktnich sekvenci

0 B, Zn H, 0,
(2.74)

O ZTL Cn Bn—l O

Jsou-li vSechny grupy koneéné generované, hodnost prostiedni grupy je souctem krajnich. Dostavame
tedy rovnosti rank(Z,,) = rank(B,,)+rank(H,) a rank(C,,) = rank(Z, ) +rank(B,,_1). Dosazenim
prvni rovnice do druhé a stfidavym souctem pfes n potom

> (=1)"rank(Cy) = > (—1)" rank(H,). (2.75)

n n

Volbou C,, = C}V ale dostédvdme ptesné rovnost (2.72) a (2.73).

Piiklad 2.7.3. Eulerova charakteristika x(X) je definovand pro velké mnozstvi prostoru. Thned
napiiklad dostdavame nasledujici tvrzeni:

X(T?) =0, x(K)=0, x(S") =1+(-1)", x(RP")= %(H(—l)"% x(M9) =2(1-g). (2.76)
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Kapitola 3

Kohomologie

V posledni kapitole této prednasky se budeme zaobirat matematickou teorii, kterd je v jistém
smyslu plné dualni k homologické teorie. Jinymi slovy, budeme uvazovat kotetézcové komplexy

dn—1 dn

cn=1 on ortr Ay (3.1)
posloupnosti abelovskych grup a jejich morfismu, pficemz plati d,11 o d,, = 0 pro kazdé n. d,
se nazyva operator kohranice nebo té7 diferencidl!. Zcela analogicky definujeme n-kocykly
Z"™ = ker(d,,) a n-kohranice B™ = im(d,,—1). Piislusnd n-t4 kohomologie je jejich faktorgrupa
H™ = Z"/B™. Prvky H" se nazyvajl kohomologické tfidy a plati [o/] = [a], pokud o' =
a+d,_jw, fikdme, Ze o a o’ jsou kohomologické. Spousta tvrzeni o kohomologiich je pouhou
modifikaci podobnych napadu pro homologie.

Piiklad 3.0.1. Necht (C,,0,) je fetézcovy komplex, kde kazda abelovskd grupa n-fetézcti tvoif
Z-modul. Mdme tedy definovanou operaci ndsobeni celym ¢éislem, kterd se chovd jak mé (distri-
butivni, kompatibilni se strukturou okruhu v Z).

Definujeme C™ = Homg(C,,, Z), t.j. n-kofetézce jsou Z-linedrn{ zobrazeni z C,, do Z. Operator
kohranice d,, definujeme pomoci 8,,. Necht o € C" a ¢ € C,, 1. Potom

(dn)(0) = (D s10). (3.2)

Snadno se ovéri, ze (C*®,d,) je kofetézcovy komplex.

3.1 de Rhamova kohomologie

My se v8ak budeme zabyvat zejména kohomologickou teorii, kterou lze pfimo pfifadit néjakému
geometrickému objektu. Témi budou v této sekci hladké variety, velmi dobfe vychované topolo-
gické prostory s extra (hladkou) strukturou.

Definice 3.1.1. Nechf M je hladkd varieta. Potom dostavame kofetézcovy komplex

0 —— QOM) —2s @l (M) —Ly ... DL N () I g, (3.3)

1Pavod tohohle ndzvu bude zdhy ziejmy.
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kde N = dim(M), Q"(M) je prostor hladkych n-forem a d,, je operdtor vnéjsi derivace. O ném je
znamo Ze splituje d,, 11 0d, = 0, a tedy (Q2°(M), d) definuje? kotetézcovy de Rhamtiv komplex.

Podgrupu Z" tvoii uzaviené n-formy a B™ exaktni n-formy. Pfislusnd kohomologie
H™(M) se nazyvid de Rhamova kohomologie variety M.

P#iklad 3.1.2 (Kohomologie pfimky). Uvazujme M = R. Mame Q°(R) = C*°(R). Pro
f € QR) je df = f'(x)dx a tedy Z° jsou konstantni funkce, Z° = R. Navic B = 0 a tedy
H°(R) = R.

Jelikoz dim(R) = 1, mame nutné Z! = Q}(R). Nechf a = a(z)dx je libovolnd (uzaviend)
1-forma. Definujeme f(z) = [ a(t)dt. Potom df = f'(z)dz = a(x)dz. Kazdd exaktni forma je
uzaviend, odkud dostdvame tvrzeni

n _J R pron=0,
H (R)_{ 0 pron=1. (3.4)

Mirnou modifikaci, kterda ovSéem muze mit zajimavé odliSnosti, je uvazovat pouze specidlni
n-formy na M. Pfipomenme, Ze funkce s kompaktnim nosi¢em na M jsou takové, ze

Supp(f) = Cl{z € M | f(z) # 0} (3.5)

je kompaktni mnozina (nosi¢ funkce f) v M. Analogicky lze definovat prostor n-forem s kom-
paktnim nosi¢em Q7 (M). Z vlastnosti derivaci plyne, ze Supp(da) C Supp(a). Uzaviend
podmnozina kompaktni mnoziny je kompaktni a restrikci d tedy dostdvame kompaktni de
Rhamuv komplex

dy

0 —— QO(M) % (M) —By .. D Ny

— 0, (3.6)

a pifslusnou kompaktni de Rhamovu kohomologii H?(M).
Piiklad 3.1.3 (Kompaktni kohomologie pfimky). Tentokrit je Z° prostor konstantnich
funkei s kompaktnim nosicem, t.j. ziejmé Z° = 0. Protoze ji B® = 0, mdme H?(R) = 0.
Miizeme definovat linedrn{ zobrazenf v z QL(R) do R pomoc{ integralu:
Yla(z)dz] = / ax)dx (3.7
R

Integral konverguje z duvodu kompaktnosti nosi¢e a. Zobrazeni je zjevné surjektivni. Ukdzeme,
7e jeho jadro jsou pravé exaktni 1-formy s kompaktnim nosi¢em. Necht tedy a(x) = f/(z)dz pro
f € Q%R). Nosi¢ f je kompaktn{ a tedy cely v néjakém otevieném intervalu (a,b). Potom

b
[ r@ide= [ 5@ = 50) - ) =0 (3.8)
R a

Opa¢né, necht a(x)dzr lezi v jddru 1 . Definujeme funkci f vztahem f(z) = ffoo a(y)dy. Z
nulovosti integrélu pres celé R plyne, ze f md kompaktni nosi¢. Navic a(z)dz = df = f'(x)dz a
tedy kazda forma z jadra ¢ je exaktni. Potom

H(R) = Q¢(R)/B" = Qc(R)/ ker(s) = R. (3.9)
Souhrnem tedy dostdvame nésledujici tvrzeni:
n _J 0 pron=0,
H!R) = { R pron=1 (3.10)

2Casto nebudeme psét doln{ index u dp,.
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Na zavér si ujasnéme, ze nultd de Rhamova kohomologie mé podobné jako nulta singuldrni
homologie pifmy geometricky vyznam. Vskutku, mame H°(M) = {f € C*(M) | df = 0}. Ta-
kovym funkcim se fika lokalné konstantni. Kazda takova je konstantni na kazdé komponenté
kiivkové souvislosti. Lokalné konstantni funkci tedy uréime zadanim konstanty na kazdé kom-
ponenté kiivkové souvislosti. Odtud

HO (M) =]]R, (3.11)

kde « probiha komponenty kiivkové souvislosti.

Pozndamka 3.1.4. De Rhamuv komplex i piislusné kohomologie maji ve skutecnosti navic extra
strukturu oproti napf. singuldrni homologii. Tvoii totiz vektorovy prostor nad R. Toho muzeme
a budeme vyuzivat v nésledujicim.

3.2 Mayer-Vietorisova posloupnost

Klicovou dovednosti je pochopitelné moznost pocitat de Rhamovu kohomologii vétsich prostori
ze znalosti de Rhamovy kohomologie jeho soucasti. Nejprve je tfeba si uvédomit jednu zakladni
vlastnost de Rhamovy kohomologie - jeji chovani vzhledem k hladkym zobrazenim.

Tvrzeni 3.2.1. Pro kazdé variety M a N a hladké zobrazeni ¢ : M — N mdme pullback dife-
rencidlnich forem f* : Q"(N) — Q™(M), ktery komutuje s vnéjsi derivact, p*od = dow*. Definuje
tedy kotetézcové zobrazeni a predpis p*[a] = [p*a] definuje indukovany homomorfismus
kohomologickych grup. Plati

(Yop) =p oy, 1" =1 (3.12)

Jingmi slovy, prirazeni M s Q®(M) je kontravariantni® funktor z kategorie hladkyjch variet
Man® do kategorie abelovskijch grup Ab.

Daisledek 3.2.2. Difeomorfni variety maji izomorfni kohomologické grupy.

Klicovou vlastnosti variet pro ndsledujici tvrzeni bude existence tzv. rozkladu jednicky Pripomenme
si tedy jeho definici.

Definice 3.2.3 (Rozklad jedni€ky). Necht {U, }acr je libovolné oteviené pokryti variety M.
Necht {pq }acrs je kolekce hladkych funkei na M, které spliuji:

(i) Supp(pa) C Ua, 0 < po < 1;

(ii) Kazdy bod = € M ma4 okoli, které ma neprdzdny prunik pouze s koneéné mnoho mnozinami
Supp(pe)- Jinymi slovy, systém {Supp(pa)}acr je tzv. lokdlné koneény.

(iii) Pro kazdé = € M plati ) _; pa(x) = 1. Podle (ii) je tato suma pro kazdé = konecn.

D4 se ukazat, ze rozklad jednicky existuje pro libovolné oteviené pokryti M.

3Kontravariantni funktor je stejny jako obycejny, ale indukované zobrazeni a pravidlo sklddan{ jsou opacné.
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Nyni uvazujme situaci, kde M = UUV pro dvé oteviené podmnoziny. Dostavame nésledujici
dvojici posloupnosti variet a jejich hladkych zobrazeni:

16)
M+—UUVE—UNV, (3.13)

01

kde leva sipka je kanonické surjektivni zobrazeni z disjunktniho zobrazeni na sjednoceni oprav-
dové a Jy (respektive 9;) je vnoreni U NV do kopie V (respektive U) v disjunktnim sjednocen{
U UV. Dostadvame tedy dvojici prostoru forem s Sipkami naopak:

(M) —— Q*(U) @ Q*(V) Z:; QU NV) (3.14)

1

Pripomerime, ze napiiklad 9§ zobrazuje dvojici (w,7) € Q*(U)®Q*(V) na formu 7 € Q*(UNV),
ktera je fakticky pouze restrikei 7 na otevienou podmnozinu U N V. Pomoci téchto zobrazeni
definujeme posloupnost

0 —— Q' (M) — Q*(U)dQ* (V) —= Q(UNV) — 0, (3.15)
kde n(w,7) := (9§ — 07)(w,T) = 7 — @. Prvni sipka zobrazi formu w € Q°*(M) na dvojici jejich
restrikel (wy,wy) € Q*(U) @ Q*(V). Pravé jsme dostali Mayer-Vietorisovu posloupnost.
Tvrzeni 3.2.4. Mayer-Vietorisova posloupnost je exaktni.

Dukaz. Je-li (wy,wy) = 0, zjevné je w = 0 na celém M = U UV. Lev4 Sipka je tedy injektivn{
zobrazeni. D4l (w,7) € ker(n) pravé tehdy kdyz w a 7 splyvaji na pruniku U N'V. Potom ale

definuji formu « € Q*(M), ze (w,7) = (ay, ay). Jadro n je tedy presné obraz levé Sipky. Zbyvé
ukézat, ze n je surjektivni zobrazeni.

Necht w € Q*(U NV). Necht {py, pv} je rozklad jednicky pifslusny pokryti {U, V'}. Staci si
uvédomit, ze muzeme dobie definovat formu pyw na U. Protoze U = (UNV)UV, viz. obrazek,

unv

U v

staci si uvédomit, ze Supp(py) C V a tedy pyw je hladké a dobfe definované na U NV a nula
na V¢. Obdobné pyw € Q°(V). Potom ale

n(—pvw, puw) = (pu + pv)w = w. (3.16)
Tim jsme dokézali, ze zobrazeni 7 je surjektivni. ]
Dusledek 3.2.5. Je-li M = U UV, dostdavdme dlouhou exakini posloupnost kohomologii:

i —— H"(M) —— H"(U)® H™(V) —— H"(UNYV)

- (3.17)

H Y (M) —— H™N U)o H" (V) —s HHNUNV) — -

47



Spojujici homomorfismus § miZeme explicitné definovat ndsledovné. Necht [w] € H,(U NV).
Mdme w = n(—pyw, pyw). Potom ale n(—d(pyw),d(pyw)) = dw = 0. To ale znamend, Ze
existuje forma o € QVFL(M), Ze (av,ayv) = (—d(pyw),d(pyw)). Tato forma je uzaviend a
definujeme d|w] = [a].

Posloupnost (3.17) se rovnéz nazgjvd Mayer- Vietorisova posloupnost.

Dukaz. Aplikace hadiho lemma na posloupnost (3.14) kterd je exaktni podle predchoziho tvrzeni.
Vsimnéte si, ze v kohomologiich spojujici homomorfismus zvysSuje stupen. |

Priklad 3.2.6 (Kohomologie kruznice). Mayer-Vietoris se d4 snadno pouzit na vypocet de
Rhamovy kohomologie kruznice H®(S). Zjevné S* = UUV, kde U a V jsou oteviené oblouky co
se na dvou koncich kruznice prekryvaji. Mame tedy U,V =2 R a UNV = RUR. Mayer-Vietorisova
posloupnost ma tvar

0 —— HS') —— H°(R) ® HO(R) —— H°(RUR)

- (3.18)
HY(S') ¥—— H'(R)® H'(R) —*» H'(RUR) —— 0.
Po dosazeni zndmych véci tedy dostavame posloupnost
0— H'SY) - ReR 5 RaR -5 HY(SY) — 0 (3.19)

Uz jsme si ujasnili, ze H°(S') = R, protoze S! je kiivkové souvisld varieta. Protoze prvni sipka
je injektivni, mdme dim(kern,) = 1. Odtud ale nutné dim(imn,) = 1 ze standardni linedrn{
algebry. Z exaktnosti ale také dim(ker(d)) = dim(imn,.) = 1. Protoze § je surjektivni, mame
dim(H*(S')) = dim(R & R) — dim(ker(d)) = 1. A tedy H*(S*) = R.

Ve skutecnosti mizeme pifmo zkonstruovat uzavienou 1-formu reprezentujici generator H!(S!).
Uvazujme uzavienou O-formu o € Q°(U N V') definovanou jako konstanta 1 na jedné komponenté
UNV a0 nadruhé. Aby §la] € HY(S!) tvotilo bazi, staéf aby [a] ¢ ker(5) = im(n,). Nesmi tedy
existovat dvojice konstantnich 0-forem (w,7) € Q°(U) @ Q°(V), 7Ze a = n(w, 7). Ale to je ziejmé,
protoze n(w, 7) musi byt na obou komponentach U NV rovno stejné konstanté (r — w)(x).

Nyni na [a] sta¢i aplikovat proces popsany vyse. Mdme o = n(—pya, pya). Potom dvojice
(=d(pva),d(pya)) 1-forem na U a V souhlasi na U NV a pochézeji tedy z restrikce jedné
uzaviené 1-formy w € Q'(S!). Snadno lze vidét, ze w je forma s kompaktnim nosi¢em uvnit#
jedné z komponent U NV, takovym se tkd ,bump formy“. Z konstrukee [w] = §[a] generuje de
Rhamovu kohomologii H'(S').

Poznamka 3.2.7. Existuje i Mayer-Vietorisova posloupnost pro kompaktni kohomologii. Kupo-
divu se vyrazné lisi, protoze obecné pullback ¢* nezachoviva kompaktnost nosice. Pouzije se
ndsledujiciho triku. Je-li ¢ : U — M inkluze oteviené mnoziny, muzeme vzit formu w € Q2 (U)
a dodefinovat ji nulou na zbytku M, ¢imz dostaneme i, (w) € Q2(M). Dostdvame tedy homo-
morfismus opa¢né nez pro normdlni kohomologie: i, : HS(U) — H2(M). Potom dostdvame
posloupnost

00— QUNV) — QU)pQ2(V) —— Q2(M) —— 0. (3.20)

Prvni Sipka je ,jorientovand inkluze®, druhd sipka secte rozsiteni obou forem v M. Da se ukazat,
7e tato posloupnost je exaktni a tedy naprosto analogicky indukuje dlouhou exaktni posloupnost
na kompaktnich kohomologiich.
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3.3 Poincarého lemma

V této ¢asti si ukazeme zdsadni tvrzeni o de Rhamovych topologiich. Uvazujme nésledujici dvojici
zobrazeni hladkych variet:

R" xR — = R" (3.21)

kde 7(z,t) = x je projekce a s(z) = (,0) je nulovy fez. Na tirovni forem tedy dostdvdme diagram

Q*(R" x R) £ 0°(R") (3.22)

S
Zjevneé plati rovnost 1o s =1 a tedy i s* o 7* = 1. Opa¢né mame (s o 7)(x,t) = (z,0), coz neni
identita. Ani na drovni forem neplati, ze 7* o s* = 1, protoze napiiklad s*(dt) = 0. Na drovni
kohomologii jsme vSak tispésnéjsi, jak si nyni dokazeme:
Tvrzeni 3.3.1. Zobrazeni n* : H*(R™) — H*(R™ x R) je izomorfismus.
Diikaz. Pro dukaz tvrzeni sta¢l nalézt zobrazeni K : Q*(R™ x R) — Q*(R™ x R) spliujici
1-71"0s"=+(Kod+doK). (3.23)

Prava strana zobrazuje vSechny uzaviené formy na exaktni a tedy definuje nulové zobrazeni
kohomologickych grup. Kazda forma w na R™ x R je unikatni linedrni kombinace forem z jedné
z nasledujicich dvou t¥id

(i) fz,t)-(m"9),
(i) f(x,t)- (77¢) Adt,

kde ¢ € Q*(R") je forma na bazi f € C*(R™ x R). Zobrazen{ K : Q4(R" x R) — Q4= }(R" x R)
definujeme zv14st na kazdém z obou typt:

(i) K[f(z,t)- (m"¢)] =0
(i) K[f(z,y)- (m*¢) Adt] = ([, f(z,s)ds) - 7*().
Zbyv4 ovéiit, ze K splituje rovnici (3.23). Necht w je g-forma typu (i). Potom

(I -7"0s")(w) = f(z,1) - (7°¢) — 7" (f(,0) - )
=A{f(z,t) = f(z,0)} - (7" 9).

Na druhou stranu, nékolikerym pouzitim definice K dostavame

(K od—do K)(w) = K(Z—U ) {dt A (7°6)})

_ (3.25)
= / Bt (,9)) - (7" 9)
= (=D f(z,y) = f(2,0)} - (779).

(3.24)
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Vidime, ze na forméch typu (i) plati rovnost 1 — 7* o s* = (=1)4(K od — d o K). Na forméach
typu (ii) méme s*(w) =0 a tedy (1 — 7* 0 s*)(w) = w. Potom mdme

dw = f(z,t) - (7*de) AN dt + Z a—q‘i(az, t)dx' A (m*¢) A dt, (3.26)
i=1
a pusobenim K tedy dostdvame

K(dw) = (/0 f(z,s)ds) - (7*do) + Z(/O gli (z,5)ds) - dz' A (7% ). (3.27)

Na druhou stranu, pusobenim operdtoru d na K(w) dostdvame

(K@) = —dl( [ Fos)ds) - (+0)
= — f(z,t) - ™ 7” taf:vs~xi *
= S0 @) - [ gL dt w6
~ ([ fads) - (o).
Sectenim obou vyrazu opravdu dostdvime K (dw) — d(K(w)) = (—1)%w. [ |

Toto tvrzeni méa nékolik zdsadné dulezitych dusledku, pficemz jeden z nich je slavné Poin-
carého lemma, které poc¢ita kohomologie eukleidovského prostoru.

Véta 3.3.2 (Poincarého lemma). Plati ndsledugici:

HER™) = B ({+}) = { N oo ; B > (3.29)

Jingmi slovy, kaZdd uzaviend k-forma na R™ je exakini (pro k > 0).

Duikaz. Indukci podle k. [ ]

Dusledek 3.3.3. Snadnou modifikaci dikazu tvrzend 3.5.1 zjistime, Ze pro projekci m : M xR —
M, kde M je libovolnd hladkd varieta, je zobrazeni n* : H*(M) — H®*(M x R) izomorfismus.

Disledek 3.3.4. Necht f,g: M — N jsou dvé hladkd homotopickd zobrazeni. Potom f* = g*
jako zobrazeni de Rhamouvich kohomologii.

De Rhamova kohomologie je tedy invariantem homotopické ekvivalence. Pro kazZdou kontrak-
tibilni varietu M v disledku plati H*(M) =R a H*(M) =0 pro k # 0.

Diikaz. Hladkd homotopie f a g je hladké zobrazeni H : M x R — N, takové, ze H(x,t) = f(x)
prot <0 a H(z,t) = g(xr) prot > 1. Necht so : M - M xR as; : M - M x R je nulovy
(respektive jednotkovy) fez, takze plati H o sg = f a H o 51 = g. Potom

fr=stoH" g =stoH". (3.30)

1

Na trovni kohomologii ale mame s§ = (7%) ™' = s} a obé zobrazeni tedy splyvaji. |
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Priklad 3.3.5 (de Rhamova kohomologie sfér). Uvazujme M = S". Napiseme M = U UV,
kde U a V jsou kontraktibilni a U NV je difeomorfni S”~! x R. Indukci podle n dokdzeme, Ze

R prok=0,
HfS"Y={ R prok=n, (3.31)
0 prok¢{0,n}.

Pro n € {0,1} uz mdme dokdzéno. Pro n > 1, s pouzitim Mayer-Vietorisovy posloupnosti
dostdvdame H'(S™) = 0 a protoze S™ je kiivkové souvisly, mame H°(S") = R. Pro k > 1 pak
plati H*(S") = H*=1(S"~1). Pouzitim indukéniho predpokladu dostdvame vysledek.

Pozndamka 3.3.6 (Poincarého Lemma pro kompaktni nosiée). Podobnymi dvahami jako
predtim se dé dokazat kompaktni verze Poincarého lemma:

R pro k =n,

HE(R") :{ 0 prokn (3.32)

To mimochodem ukazuje, ze kompaktni de Rhamova kohomologie neni invariant homotopické
ekvivalence. Pti difeomorfismech se ale zachovava.

3.4 Cechova-de Rhamova kohomologie

V této sekci si ukazeme, jak lze v jistych pfipadech pirevést vypocet de Rhamovy kohomologie na
kombinatoricky problém (v tomhle ohledu to pfipomind simplicidln{ homologii). Nejprve musime
uvazovat pokryti (analog triangulace) specidlnim druhem otevienych mnozin.

Definice 3.4.1. Nechf U = {Uq,}qer je oteviené pokryti n-rozmérné variety M. Rekneme, ze U
je dobré pokryti, je-li kazdy neprdzdny koneény prunik U,, N--- N U,, otevienych mnozin z
U difeomorfni R"™.

Hlavni idea za dobrymi pokrytimi je pfirozené ta, ze z Poincarého lemmatu piesné vime, jak
vypadaji kohomologie mnozin z U, vSech jejich prunika a chytrym uzivanim Mayer-Vietorisovy
posloupnosti i jejich jistych sjednoceni. Pfipomenme, Ze pro dvé pokryti U = {Uy}acr a B =
{Vs}pes Fekneme, ze B je zjemnéni U, pséno U < B, pokud existuje zobrazeni ¢ : J — I,
takové, ze Vg C Ug(g)-

Véta 3.4.2. Nechf M je libovolnd varieta. Potom kaZdé oteviené pokryti U md zjemnéni B,
které je dobrym pokrytim M. Zejména kaZdd kompakini varieta md konecéné dobré pokryti.

Jako jeden piiklad aplikace této definice si ukdzeme nésledujici jednoduché tvrzeni.

Tvrzeni 3.4.3. Md-li M konecéné dobré pokryti, je prislusnd de Rhamova kohomologie H® (M)
konecneé-rozmeérnd.

Diikaz. 7 exaktnosti Mayer-Vietorisovy posloupnosti
—— H"YUNV) L>H"(UUV) —— H"U)® H"(V) —— -~ (3.33)

plyne, ze H"(U U V) = im(d) @ ker(r). Jsou-li tedy de Rhamovy kohomologie U, V i U NV
kone¢nérozmeérné, nutné je i kohomologie U U V. Budeme postupovat indukei na poc¢et mnozin
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tvorici oteviené pokryti M. Varieta s dobrym pokrytim jedinou mnozinou je difeomorfni R™ a
H1(M) je konecnérozmérnd z Poincarého lemma.

Pro indukéni krok predpokladejme, ze kazdé varieta s dobrym pokrytim nejvyse & mnozinami
m4 kone¢nérozmérnou de Rhamovu kohomologii. Necht {Uy, ..., Uy} je dobré pokryti M pomoci
k + 1 mnozin. Potom varieta (Up U --- U Ug_1) N Ux mé dobré pokryti{ k¥ mnozinami, a tedy
kone¢nérozmérou de Rhamovu kohomologii z indukéniho predpokladu. Stejné lze tict o UyU---U
Ux—1 a Uy a tvrzeni plyne z pfedchoziho odstavce. |

Nyni piedpokladejme, ze U = {U,}acr je libovolné oteviené pokryti variety M, kde I js
spoCetnd a usporddand mnozina (klidné muze byt konecnd). Zavedeme oznacen{

Ual...ak = Ual n---N Uak (334)

a uvazujme (obecné nekoneénou) posloupnost inkluzi

9
o <a—° —
M ——Us T3 U Vagar 2 Ungaras & -+ (3.35)
apg<ay 1)) ag<ay<ag —
— «

kde 0; : Ung...an, = Unp...@;...c, »vynecha® i-tou mnozinu. Napiiklad pro k = 2 mame
90 : Ungaras = Unyass 01 Usgaras = Uagass 02 2 Unparas — Unpas - (3.36)

Funktor ptifazujici de Rhamovy kofetézcové komplexy nam prifadi opac¢nou posloupnost.

, 8o LN —
Q.(M) — HQ.(UOC) o1 H Q.(Uaoal) L} H Q.<U040041012) _— ..,
— ap<ay d2 ap<ay<az —_—
—
(3.37)
kde §; jsou restrikce indukované vnorenimi vyse. Pfipomenme, obecny element prostoru
we [ 2Wa.an) (3.38)

ap<---<ap

je posloupnost w = (Waq...a1)ao<--<ar, kKde Wag..ar € Q°(Ung...ar ). Vysledek pusobeni d;w je

tedy opét posloupnost, jejiz element (§;w)ay...qx,, MAa tvar

(5iw)a0--~ak+l = Way...&;...ap11 |U00...(xk+1 . (3'39)

Pro zjednoduseni znaceni nebudeme explicitné psat restrikce na oteviené podmnoziny. Podobné
jako pii dukazu Mayer-Vietorisovy posloupnosti nyni z nékolika sipek vyrobime jednu.

Definice 3.4.4. Necht w € [[Q°(Uay,...a,) m& komponenty wa,...a, € Q*(Uay...ax ). Definujeme
element dw € [[Q*(Uq,...q,,) Pomoci pifslusnych komponent jako

k+1 k+1

(5w)ao~~»ak+1 = Z(il)i<5iw)ao---ak+1 = Z(fl)iwaomaimawrl’ (340)
i=0 =0

Jak si operator § predstavit? Predpoklidejme, ze M = Uy U Uy U Us. Potom naptiklad
w € [[Q%(Uy,) je trojice (wo,wr,ws), kde w; € Q(U;). Prostor [[2°(Uaga,) je tvofen troji-
cemi (wo1, wo2,wi2), kde w;; € Q*(U; NU;) pro i < j. Potom

(5(&))01 = W1 — Wo, 6(&))02 = Wy — Wop, (5(0.))12 = Wy — Wi, (341)
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kde na pravych strandch jsou implicitné mysleny restrikce na spole¢né pruniky defini¢nich obort
jednotlivych forem. Prestoze restrikce nepiSeme, je potieba si uvédomit, ze pruniky mohou byt
prazdné. Pokud je napiiklad Uy N U; = @, bude 6(w)g1 = 0! Klicovou vlastnosti § je nasledujici

Lemma 3.4.5. Plat{ rovnost 6% = 0.

Druikaz. Dukaz je stejny jako vzdycky - vysledek je dvojnd suma, kde se po dvojicich odectou
¢leny kvuli rozdilnym znaménkum. |

Pozndmka 3.4.6. Casto se pro komponenty wq,..q, uziva konvence, kde se povoli libovolné
usporadani indext1, pricemz plati

W, .a..p... = —W. 5. .a..- (342)
Napi“iklad pro I = No méme Wp21 = —Wp12 — W102 nebo wWoo1 — 0.

Tvrzeni 3.4.7 (Zobecnénid Mayer-Vietorisova posloupnost). Pro kaZdou varietu M a
jeji oteviené pokryti U = {Uy}aer, kde I je usporddand spocetnd mnoZina, dostdvdme dlouhou
exakini posloupnost

° T ° o ° 5 ° 4
0 — Q (M) - HaOQ (Ua) I H Q (U(X(Jal) - H Q (Uaoalaz) —
ap<ag ap<ay<az
< (3.43)
Receno jinak, posloupnost viyse je koretézcovy komplex s trividini kohomologii.

Duikaz. Injektivita r je ziejmé, diferencialni forma je nula pravé tehdy kdyz je nula kazda jeji
restrikce na pokryvajici mnoziny. Exaktnost v dalsim ¢lenu je také zfejma. Usporddand kolekce
w = (Wq )aecr pochdzi z restrikce globalni formy na M, souhlasi-li jednotlivé dvojice na prunicich,
t.j. d(w)ap = wg —we = 0.

V obecném stupni je konstrukce podobna diukazu obycejné Mayer-Vietorisovy posloupnosti.
Necht {pq }acrs je rozklad jednotky pifslusny pokryti U a necht w € [] Q®*(way...a, ). Definujeme
linedrn{ operédtor K : [[ Q% (Waq...0rn) = 112 (Wag...ay_, ) VZtahem

K(w)ao--~ak71 = Zpa *Waag...ap_1 - (344)
acl

Muzeme tedy psat nasledujici:

k—1
K(éw)ag...ak = Zp(x : ((;W)aao...ak = Zpa . {Wozg...ak - Z(*l)iwaao...di...ak} 345
acl ael 1=0 ( . )

= Wag...ar — (5K(w))aomak'

Plati tedy identita K§ + 0K = 1. A kazdy d-kocyklus w muzeme psat jako d-kohranici, protoze
w = §(K(w)). Tim je dukaz exaktnosti hotovy. [ |

Vidime, 7e mdme kofetézcovy komplex (byt s trividlni kohomologif), jehoZ stupné tvoii
nasobnosti prunika okoli z pokryti U. Zaroven vSsak mame puvodni stupné forem a vnéjsi di-
ferencidly d. Pro kazdé p,q > 0 tedy definujeme vektorovy prostor

Kri=crU, Q) = [ QUUag..ap)- (3.46)

ap<---<ap

53



7 definice dostdvame komutativni diagram obsahujici vSechny tyto prostory:

d ]
0 — Q2(M) —— K%2 2, g12 0, ...

d] d] (3.47)

0 — QY(M) —— KO 25 g1t 2,5 ..

|
0 QO(M) —L KOO0 &5 Lo 8, .
Kolekci vektorovych prostoru vybavenych KP? a dvou komutujicich diferencidlu § : KP4 —

Kptha a 4 : KP9 — KP9tl ge #{kd dvojny kofetézcovy komplex. Pro piipad KP4 =
CP(U,Q?) se nazyvd Cechtiv-de Rhamuv dvojny komplex.

Kazdy dvojny kofetézcovy komplex (KP4, d, ) zadarmo poskytuje dals{ koretézcovou struk-
turu, takzvany totdlni kofetézcovy komplex (K*, D), kde
K"= @ K", (3.48)

ptg=n

a totalni diferencial D : K™ — K"*! je na kazdé komponenté KP¢ definovany jako D =
d + (—1)Pd. Nékdy budeme psét D = 6 + D”. Znaménko (—1)P pied diferencidlem d je dulezité,
protoze potom plati:

Lemma 3.4.8. (K*, D) je koretézcovy komplex, t.j. D* = 0. Vijslednd kohomologie H%(K) se
nazyvd totdlni kohomologie dvojného komplexu.

Diikaz. Necht w € KP4, Potom plati nasledujici:

D?*(w) = D(6w + (—1)Pdw) = §(dw + (—1)Pdw) + (—1)PTd(6w) + d(dw)

= (82 4+ (=1)P6d + (=1)P*1d5 + d2)(w) = 0. (3.49)
]

Poznamka 3.4.9. Jak vypada piiklad typického D-kocyklu ¢ v komplexu K*? Je to suma ¢lentu
¢ = a+ b+ ¢, kazdy z nich v jiné komponenté KP4, a plati soustava rovnic

da=0, éa=—-D"b, b=—-D"c, dc=0. (3.50)

q
A

>0

Q3

i)

<Y
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Typickd D-kohranice ¢ = a+ b+ c je takova, Ze existuje suma ¢lent a1 + as + a3 + a4, takova ze

a=6a1+ D"as, b=23das+ D"as, ¢c=das+ D"ay. (3.51)
q
A
/Iy"\\
a1:>2(
a25>b
A
as=c
//y'\\
as3()
Tp

Cech- de Rhamitv komplex ovéem nenf tiplné obyéejny. Kazdy jeho Fadek je exaktni zobecnéna
Mayer-Vietorisova posloupnost. To mu propujcuje jisté neobvyklé vlastnosti. Nejprve je tieba
uvédomit si, Ze pro kazdé n > 0 mdme zobrazen{ r : Q" (M) — CO(U, Q") = K" c K.

Navic pro kazdou n-formu w platf D(r(w)) = d(r(w)) + (—1)%r(w) = 0 + r(d(w)), kde jsme
pouzili exaktnost zobecnéné Mayer-Vietorisovy posloupnosti a komutativnosti diagramu (3.47).
To dokazuje, ze 7 : Q*(M) — K* je kotetézcové zobrazeni a indukuje tedy homomorfismus
r*: H*(M) — H$(K). Z exaktnosti fadkii Cechova-de Rhamova komplexu pak plyne nasledujici
pozoruhodné tvrzeni:

Véta 3.4.10 (Zobecnény Mayer-Vietorisuv princip). Zobrazenir* je izomorfismus. Jingymi
slovy, de Rhamova kohomologie M a Cechova-de Rhamova kohomologie odpovidajici libovolnému
nejvyse spocetnému pokryti U jsou izomorfni, H"(M) = H}(C*(U,Q°*)).

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze r* je surjektivni. Necht [¢]p je tiida v H}5(K) reprezentovand
D-kocyklem ¢. Ukazeme si, ze [¢]p = [¢']p, kde ¢/ m4 nenulovou jen komponentu v K%m.

poys

§(a) = 0. Z exaktnosti zobecnéné Mayer-Vietorisovy posloupnosti existuje b € K"=9-14 ze
a = 6(b). Interpretujeme-li b jako element K™=, mame [¢]p = [¢ — D(b)]p, ale ¢ — D(b) m4 jiz
komponentu v K"~%4 nulovou. Iteraci tohoto kroku dostaneme ¢’.

Jelikoz ¢/ € K% C K" je D-kocyklus, mame §¢' = 0 a d¢/ = 0. Z exaktnosti zobecnéné
Mayer-Vietorisovy posloupnosti je tedy ¢’ = r(w) pro néjakou globélni{ n-formu w € Q"(M).
Jelikoz je kazdd jeji restrikce na oteviené okoli U, € U uzaviend, je i w uzaviend a

r*[w] = [¢']p = [¢]p. (3.52)

Tim jsme dokézali surjektivitu, pojdme ukdzat injektivitu r*. Necht r*[w] = [0]p. Vidime,
7e r(w) € K% je D-exaktni. Mame tedy ¢ € K" ! ze r(w) = D¢. Protoze Dy € KOm,
kazda nenulova komponenta ¢ je d-uzaviend. Stejnym argumentem jako vyse tedy muzeme od ¢
odeéist D-kohranici a tfm vynulovat viechny komponenty az na K%"~1. Dostaneme r(w) = D¢’,
kde ¢ € K%"~ 1. Zejména 6¢' = 0 a d¢’ = r(w). Z exaktnosti zobecnéné Mayer-Vietorisovy
posloupnosti ¢ = r(a) pro a € Q" 1(M). Mame tedy r(da) = D(r(a)) = D¢’ = r(w) a z
injektivity r potom w = da, t.j. [w] = 0. |

Ve skutecnosti jsme pouzili velmi obecny argument, ktery zavisel jen na exaktnosti hori-
zontalnich posloupnosti. Muzeme uvazovat nédsledujici augmentaci Cechova-de Rhamova kom-
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plexu, kde tentokrat pridame novy radek:

SN

=
L
=
S9)

=
=
—
9

0 —— QM) —=

N
\ U

(3.53)

=
(=]
o
s}

=
=
o
52}

0 —— QM) —=

- -
LN

?
L
Q
=
B

o —
o —

kde CP(U,R) = ker(d) C KPP je prostor lokdlné konstantnich funkcf na (p + 1)-ndsobnych
prinicich Uy, ...o,, ktery zdédi diferencidl 6 z K P:0 (restrikce lokélné konstantnich funkei jsou
lokélné konstantn{). Dostdvame tedy kofetézcovy komplex

COU,R) —— C'(U,R) — C2(U,R) —2— - .. (3.54)

Pifslusna kohomologie H*(U,R) se nazyvd Cechova kohomologie pokryti U.

7 dukazu zobecnéného Mayer-Vietorisova principu je ziejmé, Zze pokud budou vSechny sloupce
augmentovaného dvojitého komplexu (3.53) exaktni, bude ¢ indukovat izomorfimus i* : H"(U,R) —
H}(K). To ndm da okamzité i izomorfismus H™ (U, R) = H™(M). Jak zajistit exaktnost sloupca?
Piipomenme, ze KP9 = Ha0<~~<ap CUUa,...q,)- Exaktnost p-tého sloupce tedy méii kohomolo-
gické grupy

[l E'Ua.a,) (3.55)
ap<---<ap
Vidime, ze Uag...crp musi mit trividlni de Rhamovu kohomologii. Z Poincarého lemma tedy staci
predpokladat, ze U je dobré pokryti.

Veéta 3.4.11. Je-li U dobré pokryti, je i* : H*(U,R) — H}(K) izormofismus.
Uvazovat dobré pokryti ma i nasledujici vyhodu. Prostory CP(U,R) i pusobeni diferencidlu

0 je velmi jednoduché. Protoze vSechny prostory Ua,..a, jsou kiivkové souvislé, jsou lokélné
konstantni funkce na nich ve skute¢nosti konstantni. Odtud

c’uR) =[] R, (3.56)

ap<---<ap

Kazdy element A € CP(U, R) je tedy kolekce {Aq,...q, } redlnych konstant a
p+1

(5)\)O‘O~v-ap+1 = Z(fl)i)\ao...di,..ap_,_y (357)
=0

Tato notace je mirné nepfesna, protoze v pifpade, ze Uy, ...q,,, = 0, je pravd strana automaticky
nula. Jinak jde ale o ¢isté kombinatoricky vypocet, jen fesime, zda se néjaké pokryvajici mnoziny
protinaji! Mimo jiné dostavame nésledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 3.4.12. Cechova kohomologie H*(U,R) je stejnd pro viechna dobrd pokryti M.
Piiklad 3.4.13 (Dobré pokryti S!). Uvazujme dobré pokryti kruznice jako na obrazku:

Méme tedy pouze dva netrividlni éleny Cechova komplexu
COU,R) =R* ={(Xo, A1, A2) | Ai € R}, CM(U,R) =R® = {(Xo1, Aoz, Ai2) | Aij €R}. (3.58)
Zajim4 nds tedy pouze operétor 6 : CO(U,R) — C1(U,R). Pro A = (Ao, A1, A2) € C°(U,R) mame
(6X)o1 = A1 — do, (0A)o2 = A2 — Ag, (0A)12 = Ao — Aq. (3.59)

Snadno vidime, ze ker(d) = {(\,A\,A) | A € R} = R. Odtud ziejmé H°(U,R) = R. Dale
dim(H'(U,R)) = dim(C*U,R)/im(5)) = dim(C*(U,R)) — dim(im(5)) = 3 — (3 —1) = 1.
Odtud H*(U,R) = R. Ziejmé H™(U,R) = 0 pro n > 0. Dostavame tedy

R pron =0,
H'(U,R)=<¢ R pron=1, (3.60)
0 pron>1.

Vidime, ze Cechova kohomologie je opravdu izomorfni de Rhamové kohomologii.
Disledek 3.4.14 (Kohomologie vektorovych bandli). Necht 7w : E — M je libovolny vektorovy
bandl nad varietou M. Potom H®*(M) = H*(E).

Diikaz. Ukazme si dikaz pomoci Cechovy kohomologie. Necht V je trivializacni pokryti M.
Ukézali jsme, ze V < U, kde U je dobré pokryti. Potom U = {7~ 1(U,)}acrs je oteviené pokryti
E. Protoze Uy C Vi(q), madme Uy, .0, = wil(UaUmap) = Uag...ap X RF = R" x R¥. Tedy U je
dobré pokryti E. Navic ziejmé ﬁao,,,% #+0 < Uao...a (). Z obou pozorovani plyne
H'(E)%H'(Z:{\,R)%H'(Z/LR)%’H'(M). (3.61)

A mame dokédzéno. [ |

Pozndmka 3.4.15. Tvrzeni 1ze dokazat snadno i jinak, protoze M je deformacni retrakt F, a tedy
homotopicky ekvivalentni. Jejich de Rhamovy kohomologie musi byt tedy nutné izomorfni.
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3.5 Kohomologie Lieovych algeber

Aplikace teorie kohomologii sahaji mnohem déal nez do diferencidlni geometrie. Ukazuje se, Ze
predstavuji uzite¢ny nédstroj i pii studiu algebraickych objektu. Pitkladem ndm budou kohomo-
logie (reprezentaci) Lieovych algeber.

Nasledujici definice funguji nad libovolnym télesem (pro jistotu s charakteristikou 0) a pro
libovolnou (tedy i nekone¢nou) dimenzi.

Definice 3.5.1. Necht (g, [,]4) je libovolnd Lieova algebra a necht (V,p) je jeji reprezentace
Potom prostor k-koietézci Chevalley-Eilenbergova kotetézcového komplexu ¢*(g, p) defi-
nujeme jako prostor k-linearnich totalné antisymetrickych zobrazeni z g do V.

Pozndmka 3.5.2. Pro koneéné-rozmérné g mizeme ztotoznit ¢*(g, p) s prostorem AFg* @ V.

Definice 3.5.3. Diferencial A : ¢*(g, p) — ¢*T1(g, p) definujeme pro w € c*(g, p) vztahem

k+1
Alw)(x1,. . Tpg1) = Z(—l)”‘lp(xi) cw(®y ., Ty Tpg1)
(3.62)
+Z Z‘”w ZL’Z,ZL']]Q .,/"E\Z‘,...,.’/ﬁ\j7...,$k+1).
1<j

Apriori nenf viubec ziejmé, ze A je dobfe definovany (vysledek nemusi byt nutné totdlné antisy-
metricky) a uz vibec ne, ze A? = 0. DokaZeme si pouze prvni z vlastnosti.

Lemma 3.5.4. Pro kazdé k >0 a w € ¢*(g, p) mdme A(w) € F+1(g, p).

Dukaz. Diky polarizaci stac¢i ukdzat, ze pravd strana (3.62) je nula, kdykoliv jsou ngjaké dva
vstupni vektory stejné. Necht z, = 2, = x pro néjaké 1 < p < ¢ < k + 1. Z prvn{ sumy zbudou
pravé dva ¢leny, a to pro ¢ = p a i = ¢, jinak budou dva stejné vektory x. vstupovat do totalné
antisymetrického zobrazeni w. Dostaneme tedy soucet

(—D)P M p(@) w(@y, ., Bpy ooy @y 1) (=) p(z) w(@y, 2y By Tgr). (3.63)
V prvnim z nich musime prohodit x pravé (¢ — p — 1)-krdt s jeho sousedem, abychom dostali

vyraz v druhém élenu. To ndm dod4 znaménko (—1)97P~! a oba se navzdjem odectou.

Dvojitd suma v (3.62) bude obsahovat jen cleny, kde pravé jeden z vektort v [, -] bude x.
Dostaneme ¢tvefici jednoduchych sum, dvé pro piipad kdy i treff jeden z dvojice (p, q) a dvé pro
piipad, kdy je trefi j. Mame tedy soucet

S (D)Mo, zylg, Ty By, By Tag)
Jj>q
+Z DPH ([, 25]gs o s Tpy s Ty ooy Thot1)
i>p
I7 (3.64)
+Z 1) Pu([ ([Tis gy s Tise e s Ty ooy Ty, Tlge1)
i<p
+Z )[4, @) gy v oy Ty ey By e oo Tho1)-
i<q
i#p
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Obé slozitéjsi sumy lze psit jako soucet dvou podle polohy indexu j vzhledem ke ¢ (resp. i
vzhledem k p). Naptiklad prvnf z nich lze psdt jako soucet

S 0Pz, 2], By Ty By Thg1)
i L (3.65)
+ Z 1)PH ([ ([ zjlg, o s Ty oy Ty ooy Ty ooy Thog1)-
p<j<q

Prvnf suma se odeéte s prvni sumou vyse, protoze transpozicemi x dostaneme znaménko (—1)4=P~1
které to zafidi. Stejnd situace nastane v druhych dvou souctech a dostaneme soucet dvou sum:

+, ~ o~
E (=P w([z, j]gy oy Tpy e ooy Ty ooy Tyeevy Thop1)
p<j<q
i (3.66)
)i ~ ~
+ E TWwo([zg, @g, o s Ty Ty ooy Ty ey Thge1)-
p<i<q
Transpozici « v druhé sumé (transpozic je tentokrdt ¢ — p — 2) a prohozenim v zévorce [-, |4
dostavame kyzené znaménko a oba soucty se odectou. |

Tvrzeni 3.5.5. Plati A% = 0. (¢*(g, p),A) tedy tvori koretézcovy komplex.

Prislusnd kohomologie H*(g, p) se nazjvd Chevalley-Eilenbergova kohomologie Lieovy
algebry g vzhledem k reprezentaci p.

Diikaz. Diikaz provedeme uvéienim pro k = 0. Ziejmé ¢°(g, p) = V. Nechf v € V a x € g. Mame
A(v)(z) = p(x) - v. Pro 1,29 € g potom

z1) - A(v)(z2) — p(x2) - A(v)(21) — A(v)([21, 72]4)
z1) - (p(x2) - v) — p(x2) - (p(1) - ) p([z1,22]g) - v (3.67)
= ([p(x1), p(x2) = p([x1, 72]4)) v =

Pouzili jsme fakt, ze p: g — End(V) je reprezentace g. |
Prvni tii kohomologické grupy maji jednoduchou algebraickou interpretaci. Nejprve mame

H%g,p)=2Z%g,p)={veV|px) - v=0 Vrecgl=V (3.68)

Prvkiam V9 se fikd invarianty reprezentace p. Je-li totiz p odvozend z reprezentace p (souvislé)

Lieovy grupy G integrujici g, jsou V' opravdu invarianty p. Pfipomeiime, Ze ¢! (g, p) = Hom(g, V).
Prostor 1-kocykli mé potom tvar

Z'(g,p) = {a € Hom(g, V) | a([w1,22]) = p(x1) - a(w2) — p(z2) - a(x1)} = Der(g, p), (3.69)
kde zobrazeni z Der(g, p) se nazyvaji derivace g-modulu (V, p). 1-kohranice potom maji tvar
B'(g, p) = {a € Hom(g, V) | a(z) = p(z) - v pro néjaké v € V} = IDer(g, p) (3.70)

a nazyvaji se vnit¥ni derivace g-modulu (V,p). Prvni Chevalley-Eilenbergova kohomologie
H'(g, p) tedy méif kolik derivaci nen{ vnitinich:

H'(g,p) = Der(g, p)/ IDer(g, p)- (3.71)
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Piiklad 3.5.6. Uvazujme (V,p) = (g,ad). Mdme H%(g,p) = {y € g | [z,y]g =0 Vz € g} = 3(g),
nulta kohomologie piislusnd adjungované reprezentaci neni nic jiného nez centrum Lieovy algebry.
Derivace a vnitini derivace osvétluji puvod svého jména:

Der(g,ad) = {a € End(g) | a([1, 72]q) = [a(21), w2]g + [21, a(2)]g}, (3.72)

IDer(g,ad) = {a € End(g) | a(x) = [z, y]q pro néjaké y € g}. (3.73)
Interpretace H?(g, p) je neméné zajimavé. Nejprve piipomeiime nasledujici pojem:

Definice 3.5.7. Necht g je Lieova algebra a (V, p) jejf reprezentace. Potom abelovské rozsiteni

g algebry g modulem (V, p) je kratka exaktni posloupnost homomorfismu Lieovych algeber

0— Ve ge—g——0, (3.74)

pficemz V interpretujeme jako abelovskou Lieovu algebru. Navic musi platit vztah

[z, 5 (0)lg = J(p(r(x)) - v), (3.75)

pro viechny « € g av € V. Je-li g’ jiné abelovské rozsifeni g stejnym modulem, Fekneme, Ze
isomorfismus ¢ € Hom(g,g’) je ekvivalence abelovskych rozsifeni, pokud diagram

0 vV sy 0
llv lﬁﬁ llﬂ (376)
0 v g g 0

komutuje. Rozstépenim kritké exaktni posloupnosti myslime linedrn{ zobrazeni s € Hom(g, g)
takové, ze ro s = 14.

Né¢jaké rozstépeni existuje pro kazdou posloupnost vektorovych prostoru nad nekoneénym
télesem. Ne nutné je vsak s homomorfismus algeber! Pro kazdé takové s muzeme sestrojit unikatni
zobrazeni t € Hom(g, V') splnujici ker(t) = im(s) a toj = 14. Jelikoz je j monomorfismus, muzeme
definovat t vztahem

jt(z)) =1 —sor)(z), (3.77)
pro vSechny z € g. Snadno se ovéri, Ze t md pozadované vlastnosti a je unikdtni.

Zobrazeni ¢ : V @ g — g definované vztahem ¢(v,y) = j(v) + s(y) pro kazdé (v,y) € Vb g
je izomorfismus vektorovych prostorii. Jeho inverze je ¢~1(z) = (t(z),r(x)). Vskutku, mame

(009~ (x) = j(t(x)) +s(r(2)) = =, (3.78)
kde jsme pouzili definici (3.77). Opacény smér je podobné jednoduchy:
(07 o d)(v,y) = (t((v) +5(y)),r((v) + 5(¥)) = (v,y). (3.79)
Pomoci ¢ muzeme na h =V @ g indukovat strukturu Lieovy algebry [-,-]5. Snadno se ukéze, ze
zdvorka m4 pro (v,y), (v',y') € b tvar
[(Ua y)7 (U/a y/)]h = (p(y) v — p(y/) S Cd(’U, U/)7 [y7 ?/]9)7 (380)

kde w € *(g,p) je definovand vztahem w(y,y’) = t([s(y),s(y’)]z). Lieova algebra b je zfejmé
rovnéz abelovskym rozsifenim Lieovy algebry g modulem (V,p) a ¢ € Hom(h,g) je ekvivalence
abelovskych rozsifeni. Volbou jiného rozstépeni s’ dostanu jiné abelovské rozsireni h' = V @ g,
které je ale nutné ekvivalentni b.
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Lemma 3.5.8. w je 2-kocyklus, w € Z*(g, p).

Diikaz. Zévorka [-, ]y z definice musi spliiovat Jacobiho identitu. Médme tedy

[(0,2),[(0,9), (0, 2)]gly + cyclic(z,y, 2)

[0, 2), (w(y, 2), [y, 2]g)]p + cyclic(z,y, z)

= (p(z) - w(y, 2) + w(z, [y, 2l), [z, [y, 2]4lg) + cyclic(z,y, z)
(A(w)(z,y,2),0).

pro libovolné x,y, z € g, a tedy A(w) = 0. [ ]

(3.81)

Kazdé abelovské rozsifeni a volba rozstépeni tedy urcuje unikatni 2-kocyklus v piislusném
Chevalley-FEilenbergové komplexu. Kazdy takovy 2-kocyklus w muzeme, jak se d4 snadno ovéfit,
pouzit ke konstrukei abelovského rozsifeni. Konecné, snadno ukazeme nésledujici tvrzeni.

o~

Lemma 3.5.9. Necht h =V &g al/ =V @ g jsou dvé Abelovskd roziireni parametrizovand
2-kocykly w a w'. Potom jsou ekvivalentni prdve tehdy kdy? w' — w € B?(g,p), neboli [w] = [w']
v H?(g, p). Jingmi mnozina trid ekvivalence abelovskijch rozsiveni algebry g modulem (V,p) je
bijektivni kohomologii H?(g, p).

Dukaz. 7 komutativity diagramu (3.76) musi mit kazdd ekvivalence ¢ : h — b tvar ¢(v,y) =
(v + a(y),y) pro néjaké a € c'(g, p). Potom dostédvame

W'(z,y) = v ([(0,2), (0,9)]y) = prve~ " ([6(0, ), 6(0,)]y)
= o~ ([(a(x), z), (a(y),y)]s)
=mv¢(plx) - aly) — py) - @) + w(@,y), [x, ylg) (3.82)
= w(z,y) +{p(@) - aly) — p(y) - a(z) — [z, yle) }
= w(z,y) + Ala) (2, y).

Tim je Lemma dokézano. |

Tato interpretace je piikladem standardniho postupu v matematice - tzv. hledani obstrukce.
Mame totiz presné kvantifikovany nasledujici problém.

Dusledek 3.5.10. Nechf g je abelovské rozsirent algebry g modulem (V, p).

Potom exzistuje rozstépeni s € Hom(g, g) takové, Ze s(g) C g je podalgebra izomorfni g, prdvé
tehdy kdy? je odpovidagjici kohomologickd trida v H?(g, p) trividini.

Dikaz. Ziejmé s(g) je podalgebra, pravé tehdy kdyz w = 0. Je-li s rozstépeni z tvrzeni véty,

musfm mit tedy nutné [w] = [0]. Opacné, je-li s’ libovolné rozstépeni a w’ € Z2(g, p) piislusny
2-kocyklus, mam z predpokladu [w'] = [0]. Existuje tedy a € c!(g,p), takové, ze w’ = A(a).
Snadno se ukaze, ze s(y) := s'(y) — j(a(y)) spliiuje tvrzeni véty. [ |

Toto tvrzeni je velice uzitecné pro velkou tiidu Lieovych algeber a jejich reprezentaci. Vskutku,
plati néasledujici pozoruhodné tvrzeni.

Véta 3.5.11 (1. a 2. Whiteheadovo Lemma). Je-li g poloprostd Lieova algebra nad télesem
charakteristiky 0 a (V, p) jeji koneénérozmérnd reprezentace. Potom H1(g, p) = H(g, p) = 0.
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Dusledek 3.5.12. Vsechny derivace koneénérozmérné poloprosté algebry nad télesem charakte-
ristiky 0 jsou vnitini.

Koneéné, necht G je souvisld Lieova grupa integrujici (redlnou) algebru g, g = Lie(G).
Miuzeme se ptat, zda existuje néjakéd souvislost mezi de Rhamovou kohomologii G a Chevalley-
Eilenbergovou kohomologii. Uvazujme podprostor 23 (G) C 2°(G) levoinvariantnich diferencidlnich
forem. Jelikoz d komutuje s pullbacky, ziejmé d : QF (G) — Q]ZH(G). Dostavame tedy subkom-
plex de Rhamova komplexu tvofeny levo-invariantnimi formami, (Q$ (G), d). Pislusné kohomo-
logie H} (G) definuji (levou) invariantni de Rhamovu kohomologii G.

Lemma 3.5.13. Necht (R,0) je trividlni reprezentace g na R. Oznacme ¢*(g) = ¢*(g,0). H*(g)
se obvykle nazyjvd jednoduse kohomologie Lieovy algebry g.

Potom ezistuje linedrnd izomorfismus ¢ : Q) (G) — ¢*(g), ktery tvori koretézcové zobrazent,
t.j. Aop=pod. Zeyména tedy H} (G) = H*(g).

Diikaz. Necht w € QF (G). Potom p(w) € ¢*(g) definujeme pomoci hodnoty na z1,...,x; € g:
ow) (... xk) = w(zk, .. 2k) eR, (3.83)

kde x € X(G) jsou levo-invariantni vektorova pole. Inverze se sestroji vyménou vstupnich a
vystupnich dat v této definici. Zbyva ovérit komutaci s diferencialy:

A(gp(w))(a;l, . ,xk+1) :Z(—l)i+j<p(w)([$i,l‘j]g, . ,3?\1‘, . ,5Ej, .. )

i<j
= Z(—l)”jw([xi,xj]g,...,EiL,...,EJL,---)
i<j (3.84)
= > (DM, B2
i<j
=dw(zl, ...,z ) = (p(dw))(T1,. .., Tpt1).
Zbytek tvrzeni je jiz trivialni. |

Jelikoz by nds zajimala opravdickd de Rhamova kohomologie G (tfeba kvuli Poincarého
lemma), zbyvéa odpovédét na otdzku, zda Hj (G) = H*(G).

Tvrzeni 3.5.14. Pro kompakini Lieovu grupu G tvrzent plati.

Diikaz. Dukaz provedeme pouze jemnym nédznakem. Ziejmé mame inkluzi i : Q) (G) — Q°*(G),
ktera komutuje s diferencidlem. Ziejmeé vsak nenf linedrnim izomorfismem. Na kazdé Lieové grupé
méme kanonickou (az na konstantu) levo-invariantni formu objemu p;, € Q4m8(Q), takzvanou
(levou) Haarovu miru. Je-li w € Q%(G) libovolna forma, miizeme definovat formu £(w) vztahem

SW)(X1,..., Xy) = voll(G) /G(LZw)(X17...,Xk)~uL, (3.85)

pro vSechny Xi,..., X € &, kde integral konverguje protoze G je kompaktni a vol(G) = fG W
Nyni se dé relativné snadno ukdzat, ze £ : Q°(G) — Q4 (G) a £ komutuje s diferencidlem a
indukované zobrazeni £, : H*(G) — H}(G) je izomorfismus inverzni k i,. [ ]
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3.6 Svazky a jejich Cechova kohomologie

Necht X je libovolny topologicky prostor. Ozna¢me Op(X) nésledujici kategorii. Jejimi objekty
jsou oteviené podmnoziny X. Pro libovolné dva objekty U,V € Op(X) existuje pravé jeden
morfismus 13 :V — U, pravé tehdy kdyz V C U.

Lze si pfredstavit jako graf, jehoz vrcholy jsou oteviené podmnoziny X a pifidame do néj
orientovanou hranu (Sipku), je-li jedna podmnozina obsazena v druhé.

Definice 3.6.1. Necht C je libovolnd kategorie. Kontravariantni funktor F : Op(X) — C se
nazyva predsvazek (presheaf) na X s hodnotami v C. Explicitné:
(i) pro kazdé U € Op(X) méme objekt F(U) € C;

(ii) je-li V C U, existuje morfismus restrikce p{ : F(U) — F(V) v kategorii C a plat{

P © PV = Pivs Pu = Lrw), (3.86)

pro libovolné W C V C U oteviené podmnoziny.
Piiklad 3.6.2. Nechf C = Ab je kategorie abelovskych grup. Necht G € Ab je fixné zvolend
abelovskd grupa. Konstantni predsvazek Gx je definovany jako Gx(U) := G pro vsechny

nepréazdné U € Op(X), a Gx (D) := {0}. Restrikce definujeme jako p¥ := 1¢ kdykoliv V C U a
V #0, a pj jako nulové zobrazeni.

Predsvazek typicky pfifazuje algebraickou strukturu (uréenou vybérem C) topologickym
datum (otevienym podmnozindm). Pticemz vime co se déje, kdyz si bereme mensi mnoZiny.
Co ale opacné procedura - fict néco ,globalné* na zékladé lokédlnich dat? Tento pozadavek vede
presné na definici svazku. Predpokladame, ze C je tzv. konkrétni kategorie, tj. jeji objekty jsou
mnoziny a morfismy jsou zobrazeni mezi témito mnozinami (s extra pozadavky). Potom m4 totiz
smysl mluvit o prveich mnoziny F(U), které se nazyvaji lokdlni fezy predsvazku F nad U.

Definice 3.6.3. Necht F : Op(X) — C je piedsvazek na X s hodnotami v C. Rekneme, ze F
je svazek na X s hodnotami v C, pokud plati nasledujici.

Necht U € Op(X) je libovolnd podmnozina a necht U = {U, }aer jeji libovolné pokryti, t.j.
U = UgerU,. V kazdém takovém piipadé musi platit nasledujici dva axiomy:

(i) axiom lokality: necht s,t € F(U) splituji pf (s) = pf_(t). Potom s = t;
(i) axiom lepeni: necht {s,}acr je kolekce lokdlnich fezu, kde s, € F(U,) a plati
U
P02 nu, (8a) = Pl nu, (38) (3.87)

pro vSechny «, 8 € I. Potom existuje fez s € F(U) splaujici pga (8) = 84 pro viechny « € I.

Piiklad 3.6.4. Necht E je topologicky prostor a m : E — X spojité surjektivni zobrazenf.
Definujeme svazek T'(E, 7) spojitych fezu (E, ) predpisem:

NE,m)(U):={c:U —= E|mooc =1y, o je spojité}. (3.88)
Takto obecné mame C = Set. Pro V' C U definujeme morfismus restrikce jako skute¢nou restrikci

pY (o) = oly. Z obvyklych vlastnosti spojitych funkef plyne, ze plati axiomy lokality i lepen.
Uvazujme nyni dva specidlni piiklady:

63



1 = x R. Kazdy lokalni fez o : — X musi mit tvar o(x) = (z, f(x)), e

i) F X x R. Kazdy lokalni U X xR { mi f kd
[ : U — R je spojita funkce. Dostavdme I'(E,7) = C%, kde C je svazek spojitych
realnych funkci na X, kde C%(U) := C°(U) restrikce jsou restrikce.

Vsimnéte si, ze v tomhle pfipadé muzeme za C vzit i tfeba vektorové prostory nad R,
abelovské grupy nebo komutativni okruhy.

(ii) Necht G € Ab je fixni abelovsks grupa. Vybavme G diskrétni topologii a uvazujme opét
E = X x (. Spojité lokdlni fezy o : U — X X G opét odpovidaji spojitym zobrazenim
f:U — G. Necht z € X. Protoze mnozina {f(z)} C G je oteviend. Existuje tedy okolf
V C U bodu z, takové, ze f(V) C {f(x)}, neboli f(y) = f(z) pro vSechny y € V. Takovym
funkcim se fikd lokalné konstantni a dd se ukazat, Zze jsou vzdycky spojité vzhledem k
diskrétni topologii na G. Dostdvame tedy svazek lokalné konstantnich funkei G x, kde

Gx(U):={f:U — G| f je lokdlné konstantni}, (3.89)

kde restrikce jsou restrikce. Aby doglo ke zmateni tiplné viech, Gx se nazyva konstantni
svazek s hodnotami v G.

Tvrzeni 3.6.5. Konstantni predsvazek Gx neni svazek.

Diikaz. Uvazujme G alespoii o dvou prvcich a otevienou podmnozinu U = Uy UUs, kde Uy, Us €
Op(X). Mame tedy oteviené pokryti U = {U;,Us}. Uvazujme kolekci Fezu {s1, s2}. Pro kazdé
U #0je Gx(U) = G, volba s1 a sy je ekvivalentn{ volbé dvou elementu G. Piedpoklddejme,
7e 81 # s9. Jelikoz Uy N Uz = 0, je podminka (3.87) splnéna trividlng. Mus{ tedy existovat fez
(element G) s € F(U), takovy ze 1g(s) = s1 a 1g(s) = sa2, coz nelze splnit. |

Necht F : Op(X) — Ab je libovolny predsvazek na X s hodnotami v kategorii abelovskych
grup. Pfedpoklddejme F (@) = {0}. Necht U = {U, }aer je libovolné oteviené pokryt{ X. Budeme
opét pouzivat znaceni Uy, o), = Uno N -+ N U,, . Tentokrat viak umoznime opakovani indexu.
Podobné jako pii konstrukei zobecnéné Mayer-Vietorisovy posloupnosti mame (tentokrat vzdy
nekoneénou) posloupnost mnozin

6]
9o <870 —
X |_|a0€I Uao 01 I_I Uaoal <71 I_I Ua0a1a2 ¢ R (390)
(avo,a1)€T? 02 (ag,01,00)ET3

—

kde 0; : Ung...on = Unayg...50s...0n »vynecha® i-tou mnozinu. Opét umoziujeme opakovani indexul!
Na tuto posloupnost muzeme aplikovat kontravariantni funktor F a dostaneme posloupnost
abelovskych grup, kde d; := F(9;), a r je indukované inkluzemi U, to X.

do

. 5o - —
]:(X) — Haoel ]:(Ua) o1 H }—(Uoéoﬂél) *1> H }—(Uaooéla2) —_— ..
— (ap,a1)€EI? d2  (ap,a1,02)EI3 —

—_

Abelovské grupy v této posloupnosti se nazyvaji grupy Cechovych p-Fetézct CP (U, F) prislusné
predsvazku F a pokryti U, tedy

CPUF)= [] FUa- Vs, (3.91)

(eg,...,ap)EIPTL
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Podobné jako pii konstrukci Mayer-Vietorisovy posloupnosti muzeme nyni nakombinovat jed-
notlivé restrikce a definovat Cechiitv operator kohranice §r : CP(U, F) — CPTH(U, F) jako

p+1

(6-7'—w)(¥0,...,ap+1 = Z(_1)i+16i(wao.“&i...ap)y (392)

i=0
kde wqy...q, jsou komponenty w € C?(U, F). Opét lze snadno ukazat, ze 62 =0.

Definice 3.6.6. Koietézcovy komplex (C*(U, F),d7) se nazyva Cechiiv koretézcovy kom-
plex piislusny predsvazku F a pokryti U. Piislusna kohomologicka grupa se znaci jako H’ U, F)
a nazyva se Cechova kohomologie piislusna predsvazku F a pokryti U.

Nyn{ uvazujme kategorii OpC(X), jejiz objekty jsou oteviend pokryti a pravé jeden morfis-
mus jY U — V, je-lid <V, neboli V je zjemnén{ Y. Vsimnéte si, Ze pro kazdd dvé oteviend
pokryti U, U’ € OpC(X) existuje spoleéné zjemnéni V € OpC(X) takové, ze U, U < V. Za
povsimnut{ stoji, ze OpC(X) neni mnozina.

Tvrzeni 3.6.7. Prirazeni U — H(U,F) definuje funktor H(F) : OpC(X) — Ab.
Diikaz. Necht U = {Us}acr aV = {Vs}ges. Je-lild < V, existuje zobrazeni ¢ : J — I takové, ze

Vs C Ug(p)- Pro dané ¢ miizeme definovat morfismus abelovskych grup b:CP(U,F) = CP(V, F).
Pro w € CP(U, F) definujeme

X U - b(Bp
(@W))p1...8, = Py " (Wa8),0(8), (3.93)

kde vyuzivdme inkluze Vg, 5, € Ug(g,)..¢(5,)- Nyni se da snadno ukdzat, Ze toto zobrazeni
komutuje s prfslusnymi Cechovymi kodiferencidly a indukuje tedy zobrazeni ¢, : H' (U, F) —
Hp(V,]:). Pfipomenme, Ze pro jedno zjemnéni Y < V muze byt mnoho zobrazeni ¢. D4 se ale
ukdzat (lze nalézt v literatuie) ze zobrazeni ¢, na konkrétni volbé nezdvisi. ]

Predsvazku F a topologickému prostoru bychom chtéli prifadit velicinu, kterd by nezavisela
na konkrétnim otevieném pokryti . Predpokladejme, ze X je takzvany Lindel6fav prostor,
kde kazdé oteviené pokryti U ma spocetné podpokryti. Napiiklad kazda hladka varieta je takovy
prostor. Ozna¢me jako OpCpy(X) mnozinu vSech spocetnych pokryti X.

Definice 3.6.8. Nechf X Lindeléfiuv prostor. Potom Cechovou kohomologii prostoru X a
predsvazku F nazyvame tzv. pfimou limitu pfes spocetna pokryti

H'(X,F) = lim H'U, F), (3.94)
UecOpCy(X)

kde abelovskd grupa na pravé strané je jednozna¢né (az na izomorfismus) definovina vlastnostmi:
(i) pro kazdé U € OpCy(X) méme homomorfismus m, : H' (U, F) — H (X, F);
(ii) je-li U <V, plati mp o ¢y = my;

(iii) je-li A libovolna abelovskd grupa a {7/ }ycopc,(x) je kolekce zobrazeni 7 0" Uu,7)— A
majici vlastnost (ii), existuje unikdtni homomorfismus ¢ : H' (X, F) — A spliujici gomy =
Tu pro kazdé U € OpCy(X). Tomuto se iikd vlastnost univerzality.
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Tvrzeni 3.6.9. Takovd grupa existuje.

Diikaz. Uvazujme abelovskou grupu G = @y eopc, (x) H’ (U, F). Necht
M = {[w] = ¢ulu] | [w] € B W, F), 6 : B (U, F) —» H'(V, F)}. (3.95)

Nynf se vezme idedl I = (M) generovany touto mnozinou (nejmensf idedl v A obsahujici M.
Potom stacf H” (X, F) definovat jako piislusny faktorprostor G/I. Necht § : G — G/I je prislusné
faktorzobrazeni.

Pro kazdé U € OpCy(X) definujeme my = f§ o 4y, kde iy : I:Ip(l/l,]:') — G je inkluze do
direktni sumy. Necht & < V a . je piislusné zobrazeni. Pro kazdé [w] € H' (U, F) mame

(my 0 ¢u)w] = (s [w]) = b([w] — ([w] = ¢x[w])) = mu[w]. (3.96)
Mdame tedy splnény vlastnosti (i) a (ii). Necht A je libovolnd abelovska grupa s kolekef zobrazen{
e - H(U, F) — A majici vlastnosti (ii). MiZzeme definovat zobrazeni ¢ : G — A predpisem
poiy = 1y. Piedpoklad zajisti, ze I C ker(¢) a dostavame tedy homomorfismus grup 7 : G/I —
A. Potom 7oy = (Tol) oiy = @ oiy = 7y. Z konstrukcee je jasné, ze neexistuje jiné zobrazeni
spliujici 7o my = 7. |

Definice 3.6.10. Pro F = Gx dostédvame klasickou Cechovu kohomologii s koeficienty v
G, oznactujeme jednoduse jako Hp(X, G) = Hp()i, Gx). Pro zajimavost, je-li X parakompaktni
topologicky prostor, mame Hp(X, Gx) Hp(X7 Gx).

Poznamka 3.6.11. Na zavér si feknéme nékolik pozndmek bez dikazu.
1) Je-li X hladkd varieta, lze Hp(X , F) pocitat jako pifmou limitu pouze pies dobrd pokryti.

2) Misto vSech kofetézci muzeme uvazovat podkomplex C'P(U, F) C CP(U,F) alternujicich
p-koretézcu, kde kdykoliv se dva indexy opakuji, dostaneme nulu a plati pravidlo

W, . .a..p8.. = ~W. 5. .a..- (397)

Operator 67 se zzi na zobrazeni 7 : CP(U,F) — C'"™1(U, F) a my tak mizeme spocitat
kohomologii f{/”(u , F). Dé se ukézat, ze ﬁ”’(u F) = H (U, F), ale vyzaduje to dost znalosti
teorie abstraktnich simplicidlnich komplex.

3) Cechova kohomologie H*(U,R) pokryti U (z Cechova-de Rhamova komplexu) je Cechova
kohomologie pro konstantni svazek Rj;. Jelikoz jsme ukazali, ze nezavisi na volbé dobrého
pokryti U, dostavame z bodu 1) u* U,Ry) = ﬁ.(M, Ryy). Jelikoz je M parakompaktni, plati
rovnéz H' (U, Ry;) = H (U, R).

4) Cechovy kohomologie se pfirozené objevuji v diferencidlni geometrii. Napiiklad, hlavni fib-
rované prostory m : P — M s abelovskou strukturni grupou G jsou klasifikovany grupou
HI(M, Ct.c)s kde Cfp 5(U) = C>=(U,G) jsou hladké zobrazeni z U do G. Jinymi slovy,

kazdé tiideé izomorfismu [P] pifslusi prévé jeden element Hl(M ,Cita)-

5) Tiidy Cechovy kohomologie ¢asto méfi obstrukei néjaké geometrické vlastnosti. Napiiklad pro
kazdou varietu M existuje jeji prvni Stiefelova-Whitneyho tiida, kanonicky definovana
tiida v fll(M ,Zs). Tato tiida je trividlni, pravé tehdy kdyz M je orientovatelnd.

Podobné, existuje druha Stiefelova-Whitneyho tiida v }vlz(M7 Z3). Tato t¥ida je trividlni,
praveé tehdy kdyz na M existuje spinova struktura. Mnozina v§ech neekvivalentnich spinovych
struktur je pak piimo grupa }Vll(M7 Zy).
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