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Uvod

o studium Coxeterovych grup zapocato Haroldem Coxeterem (1907 — 2003) ve 30. letech
20. stoleti

o vSechny Euklidovské grupy zrcadleni jsou zaroven Coxeterovymi grupami

o vsechny konecné Coxeterovy grupy jsou Euklidovské grupy zrcadleni

o zakladnim pojmem pro studium Euklidovskych grup zrcadleni je korenovy systém
o krystalografické korenové systémy odpovidaji Weylovych grupam zrcadleni

o obecnéjsi pristup nezavisly na Lieové teorii
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1 Euklidovské grupy zrcadleni

1.1 Zrcadleni a grupy zrcadleni

Necht E je koneénédimenziondlni Euklidovsky vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (, )
a dimE = [. Grupu ortogondlnich operatoru na E znac¢ime O(E); ptsobeni operatoru z O(E)
na E lze také chépat jako akci grupy O(E) na E. Necht H je nadrovina v E a L = H* je jejf
ortogonalni doplnék, tzn. E = H @ L. Zrcadleni vzhledem k nadroviné H C E je definovano
jako linearni zobrazeni sy : E — E

sgr=x, T €H

sgr=—x, x¢€ L.

Zrcadleni vzhledem k vektoru a € E, a # 0 je zrcadleni vzhledem k nadroviné H,, = {a} i
a znacime
Sa = SH,-

Zrejmé plati pro k # 0, ze s, = Spo. Nadrovina H, se nazyva nadrovina zrcadleni, nebo
invariantni nadrovina pro s,.

Tvrzeni 1.1.(A-1)

Sl = T — 2((;6”0(3)@ r ek
(A-2) s, je ortogonalni operator, s, € O(E).
(A-3) s2 =1, dets, = —1,
(A-4) Pro ¢ € O(E) plati
p(Ha) = Hea

-1
PSP = Spa-

Diikaz. Tvrzeni (A-1) se dokaze dosazenim do definice zrcadleni. Pro dikaz (A-2) se vyuzije
kritérium: s, € O(E), pravé kdyz pro vSechna x,y € E plati (s,z, say) = (z, y) a explicitni
tvar (A-1). Pro z € H, plati (¢z, pa) = (z, a) = 0 a tedy ¢(H,) C H,, a porovnanim
dimenzi dostaneme prvni tvrzeni (A-4). Druhé tvrzeni (A-4) se dostane z explicitniho tvaru
(A-1) porovnanim vyrazii 9s,T = Sy 2. O

Podgrupa W C O(E) se nazyva (Euklidovskd) grupa zrcadleni, pokud je generovana
svymi zrcadlenimi. Dvé grupy W C O(E) a W’ C O(E’) se nazyvaji izomorfni, pokud existuje
izomorfni zobrazeni vektorovych prostoru f : E — E’ takové, ze

(fz, fy) = (v, ),
W t=w.

Grupa zrcadleni W C O(E) je reducibilni, pokud lze napsat jako direktni soucin svych pod-
grup W = W; x Wy, kde Wy a W5 jsou netrividlni a generovany zrcadlenimi z W. Jinak se W
nazyva ireducibilni.



1.2 Priklady grup zrcadleni

Priklad 1 (Symetrickd grupa ¥;). Symetricka grupa ¥; mé akci na E = R! = (21,...,2;) se
standardnim skaldrnim soucinem a je generovana zrcadlenimi s, 7,5 € {1,... 1}, i #j

Q5 = (07...,1,...,—17...,()).
Zrcadleni s,,; pusobi na R! jako transpozice
S, (T1, s @iy gy ) = (X0, T Ty, X)),

Protoze transpozice generuji grupu celou grupu permutaci [ prvki, je ¥J; tvorena vSemi permu-
tacemi soufadnic prvk v R!. Grupa Y, je grupa symetrif [—simplexu ve tvaru

Al:{(ch---acl-i-l) ERZ—H | C; 20701+~~Cl+1 :1}

Priklad 2. [Grupy zrcadleni v roviné D,| Prvky z mnoziny grup D,, které se nazyvaji di-
hedralni grupy, maji akci na R? se standardnim skaldrnim soucinem. UvaZujme piirozené
¢islo n > 3, oznacme thel 6 = 7 a definujme vektory a = (sinf, —cosf) a 8 = (0,1). Pak
grupa D,, je generovana s, a sg. Operatory s, a sg jsou ve standardni béazi reprezentovany
maticemi | °°° 20" sin 20 a L0 a jejich soudin ¢ = s,s5 je roven [ o 20 —sin20

sin 260 — cos 20 0 -1 1] 56 ] sin26  cos260 )’
coz je matice reprezentujici operator rotace o thel 260. Pak vSech 2n prvka z D, je ve tvaru
n rotaci R, = {1,t,...,t" '} a n zrcadleni ve tvaru {s,,tSq4,...,t" 's,}. S pouZitim relace
1Sq = 8ot~ ! se ukdze, Ze pro n liché maji zrcadleni tvar {s.,tsot™!, ... 1" Ls,t 7"} tzn.
zrcadleni tvori jednu tfidu konjugovanych prvkia. Pro n = 2k sudé je n zrcadleni rozdéleno
do dvou t¥{d konjugovanych prvkit {s., tsat ™!, ... " tsot 7R} a {sp, tspt™t, .t Tl sgt TR TLY
Grupa D,, je grupa symetrii pravidelného n—uthelniku [By, ..., B,_1]., kde vrcholy By, jsou v
bodech By = (cos(2k + 1)0,sin(2k + 1)0), k € {0,...,n — 1}. Plati s, By = By a $4Bx, = By,
k e {1, e, — 1} a dale SﬁBk = Bn,kfl.

1.3 Poloprimy soucin
Necht grupa K mé podgrupy G a H a nechf plati
(i) K =GH
(i) G« K
(iii) GNH = {1},

pak K se nazyva poloprimy soucin podgrup K = G x H. Rozklad (i) grupy K je z vlastnosti
(iii) jednoznaény, protoze pokud gihy = gohy pak gy 'go = hihy' = 1. Pak plati |K| = |G||H].

Necht G a H jsou grupy a je zadany homomorfismus ¢ : H — Aut(G). Pak grupa s nosicem
G x H a s operaci

(g1, h1) - (92, ha) = (91[®(h1)g2], hihs)
se znali G x¢ H. Pokud G a H jsou podgrupy K = G x H a definuje se ®(h)g = hgh™! pak
grupy K a G Xg¢ H jsou izomorfni.
Priklad 3 (Grupa (Z/2Z)" x %;). Grupa (Z/2Z)" x ¥; ma akci na E = R = (xq,..., 1) se
standardnim skaldrnim souc¢inem a standardni bazi (e, ..., e;) je generovana zrcadlenimi s, ,

ije{l,. 1}, i



a zrcadlenimi s.,,...,s,,. Zrcadleni s,,, kterd generuji podgrupu (Z/27Z)', pisobi na R’ jako
zména znaménka
Se, (1, o Ty oy ) = (T4, ooy =Ty, X)),

Protoze transpozice generuji grupu celou grupu permutaci [ prvki, je 3; tvorena vSemi permu-
tacemi soufadnic prvkii v R!. Pro pocet prvki plati |(Z/2Z)" x ;| = 21!. Grupa (Z/27)' x %
je grupa symetrii [—dimenzionalni krychle

I'={(c1,...,q) | =1 <¢; <1}
Priklad 4 (Dihedralni grupy D,,). Podgrupa rotaci R,, dihedralni grupy D,, je norméalni a plati
D, = R, x{1,s3}.
Véta 1.1. o KaZda ortogonélni transformace v R? je zrcadleni nebo rotace.

o Jediné konecné podgrupy ortogonalni grupy O(R?) jsou cyklické grupy rotaci R, a di-
hedralni grupy D,,.



2 Korenovy systém

2.1 Definice a vlastnosti

Korenovy systém je konecnd mnozina nenulovych vektoru A C E, tzv. kofeni, ktera splnuje
(B-1) Pokud o € A, pak A € A pravé kdyz A = £1.

(B-2) Pokud «, 5 € A, pak s,0 € A.

Dimenze prostoru Ex = Ay, se nazyvd hodnost (rank) systému A. Kofenovy systém se
nazyva krystalograficky, pokud pro vSechna «, 8 € A plati
(B-3) 22D ¢ 7,

(a, )

Korenovy systém A C E se nazyva esencialni, pokud plati
(B-4) Ex =E.

Ke kazdé konecné grupé zrcadleni W existuje korenovy systém. Ke kazdému zrcadleni z
W podle nadroviny H vybereme jednotkovy vektor baze L a utvoiime mnozinu vSech téchto
vektoru a vektori k nim opa¢nym A — tim je splnéno (B-1). Pro kazdou dvojici a, f € A pak
plati, Ze 55,3 = S0535« € W a tedy s,8 € A. Tento kofenovy systém A je urcen jednoznacné
az na velikost vektoru, které jsme zvolili vSechny jednotkové — hodnost (rank) grupy zrca-
dleni W je pak hodnost systému A. Linearni obal takto zkonstruovaného kotrenového systému
oznac¢ime Ey a plati

E=Ey ¢ EY,

pricemz W piisobi na EV jako identita. Pokud Ey = E nazyva spolu s A také grupa W
esencidlni. Dvé grupy W C O(E) a W' C O(E') se nazyvaji stabilné izomorfni pokud jejich
zazeni W g, C O(Ew) a W’ g C O(Ey,,) jsou izomorfni.

Obracené ke kazdému korenovému systému existuje grupa zrcadleni W (A) generovand zr-
cadlenimi s,,a € A.

Tvrzeni 2.1. Grupa W(A) je konecna.

Diikaz. Oznacéme ¢ : W(A) — Sa prirozeny homomorfismus do grupy permutaci systému A.
Prostor E lze rozlozit E = Ex ®EA, kde Ex = Ay, a EA = Naca Ha. Zobrazeni z W(A), které
nechava vsechny prvky A na svém misté musi byt identita na Ex a vSechny zobrazeni z W (A)
plisobi jako identita na E2, tzn. ker o = 1 a W(A) musi byt koneéna. N

Tvrzeni 2.2. Necht a, 8 € A, o # £8. Pak 5,53 = 5354, pravé kdyz a LS.

Diikaz. Komutace s, a sg je ekvivalentni s podminkou sg = 5,585, = 55,8, tzn. s, = £0.
Tato rovnost mé z explictniho tvaru (A-1) FeSeni pouze (o, §) = 0 nebo diky axiomu (B-1)
a ==+6. Pokud al g, pak g € H, a s, = 0.

O

Kotenovy systém A C E je reducibilni, pokud existuje ortogonalni rozklad na neprazdné
korenové systémy A = A; U Ay, Ay LA,. Jinak je A ireducibilni.

Tvrzeni 2.3. Kdyz je kofenovy systém je reducibilni, pak grupa zrcadleni W (A) je reducibilni.

Diikaz. Pokud je kofenovy systém reducibilni, pak existuje ortogonalni rozklad A = A; U A,
a muzeme zkonstruovat podgrupy W(A;) a W(A,). Podgrupy W(A;) a W(A,) vzdjemné
komutuji a dohromady obsahuji vSechny generatory W. Prvek z W(A;) N W(As) musi byt
diky rozkladu E = Ex, ® Ea, ® E2 identitou a mame tedy direktn{ soucin W (A) = W(A;) x
W(A,). O



2.2 Priklady korenovych systémiu

Priklad 5 (Systém A;). Vezméme ortonormdalni bazi {e;, ..., e; 41} prostoru E = R+ a definu-
jeme

A={ei—ejli#j}
Pozadavek (B-1) je splnén z definice a protoze s.,_.; permutuje soufadnice plati (B-2); navic

Plati En = {(21,...,2041) | 21 +--- + 241 = 0} a E® = (1,...,1);,. TakZe kofenovy systém
neni esencialni, je ireducibilni a krystalograficky.

Priklad 6 (Systém B;). Vezméme ortonormdalni bézi {e;, ..., e;} prostoru E = R! a definujeme

Pozadavek (B-1) je splnén z definice a protoze se,_., permutuje soufadnice, s., méni jejich
J i
znaménko a s, 4o, permutuje a méni znanénko plati (B-2); navic

W(A) = (Z/)2Z) x %;.

Kofenovy systém je esencialni, je ireducibilni a krystalograficky.

Priklad 7 (Systém C;). Vezméme ortonormalni bazi {ey, ..., e} prostoru E = R! a definujeme

Pozadavek (B-1) je splnén z definice a protoze se,_., permutuje soufadnice, s., méni jejich
J T
znaménko a s, 4., permutuje a méni znanénko plati (B-2); navic

W(A) = (Z/)2Z) x %;.

Kofenovy systém je esencialni, je ireducibilni a krystalograficky.

Priklad 8 (Systém D;). Vezméme ortonormdlni bazi {ei, ..., e} prostoru E = R! a definujeme

Pozadavek (B-1) je splnén z definice a protoze s.,_., permutuje soufadnice s, ., permutuje a
méni znanénko plati (B-2); navic

W(A) = (Z/)2Z) ' x %,

kde (Z/27)""' oznacuje grupu sudych zmén znamének. Kofenovy systém je esencidlni, je ire-
ducibilni a krystalograficky.



3 Fundamentalni systém

3.1 Existence fundamentalniho systému

Pokud A € E je korenovy systém, pak ¥ C A se nazyva fundamentélni (prosty) systém a
jeho prvky prosté koreny pokud,

(i) soubor vektoru X je linedrné nezavisly

(ii) kazdy prvek z a € A je linedrni kombinace vektoru z ¥, jejiz koeficienty jsou vSechny
bud nezaporné (kladné koreny, o > 0), nebo nekladné (zaporné kotreny, a < 0).

Mnozina kladnych prostych kofent se znaci A™ a zdpornych prostych kofeni A~ a plati A =

AT U A~. Komponenta souvislosti mnoziny E \ |J,cx Ha se nazyvd Weylova komora.

Tvrzeni 3.1. Pokud V je vektorovy prostor nad nekoneénym télesem F, pak V nelze zapsat
jako sjednoceni konecného pocétu nadrovin.

Diikaz. Pro dimV = 1 je tvrzeni zfejmé. Necht dimV > 2. Uvazujme V = |J;_, H; rozklad
takovy, ze pro kazdé

‘/Z:H1UUHZ_1UHZ+1UUH7L
plati V; # V. Pak existuje takové 5; € H;, ze ¢ V;, tzn. 8 ¢ H; pro j # i. Protoze mnozina
{1 + AB2 | A € F} je nekone¢na, musi existovat jeji dva ruzné prvky, které oba patii do
nékterého Hy. Pak plati

(A=X)Ba = (B1+ AB2) — (B1 + N o) € Hy
a tedy k = 2. Pak ale 81 + \By € Hy a By € Hy nuti B € Hy coz je spor. O

Popiseme nyni zptsob konstrukce prostého systému kotrent z daného systému kotent. Mno-
zina B\ J,ca Ha je tedy neprazdnd a uvazme jeji bod ¢ a komoru C, ktera ho obsahuje ¢ € C.
Pak protoze t ¢ H,, o € A, mame pro vSechna a € A, ze (t, a) # 0; rozdélime tedy korenovy
systém na dvé casti

At ={aeA|(t a) >0},
A ={aeA|(t, a) <0}

Pro jiné t' € C je rozklad stejny, zavisi tedy pouze na C.
Vyberme dale mnozinu ¥ C A" takovou, Ze

(a) kazdy prvek z AT je linedrni kombinaci prvki z ¥ z nezdpornymi koeficienty
(b) zadna vlastni podmnozina ¥ nespliluje (a).
Tvrzeni 3.2. Pro vSechna o, f € &, o # ( plati («, §) < 0.

Diikaz. Necht (o, B) > 0. Pak plati, ze s,8 = 8 — A, kde A\ = 2(«v, 8)/(c, @) > 0. Protoze
So8 € A, musi platit, Ze bud s,8 € AT nebo —s,08 € A*. Pokud s,8 € A", pak f — A =
Z»yez Ay, kde A, > 0. Pokud A\g < 1 pak § je pozitivni linedrni kombinace prvka z ¥\ 3, coz
je spor s (b). Pokud A\g > 1 pak 0 je netrividln{ pozitivni linedrni kombinace prvki z ¥, coz je
spor s tim, ze skalarni soucin takové kombinace s prvkem ¢ € C je kladny. Nyni zbyva moznost
—5,0 € AT. Pak ale \a — 8 = Zvez Ay a obé moznosti A\, < A a A\, > A vedou stejnym
mechanismem ke sporu. 0]

Tvrzeni 3.3. Mnozina X je linedrné nezavisla.



Diikaz. Pokud by vektory z 3 byly linedrné zdvislé, pak existuji dvé disjuktni podmoziny X+
a X~ mnoziny Y, kde obé jsou neprazdné, tak ze

ana— ZCBB:O,

aext Bex—

a Cq,cg > 0. Pokud by kterdkoliv z téchtou dvou byla prazdna, pak 0 je pozitivni linedrni
kombinaci prvki z 3. Pak pro prvek o = ) o, cqoa s vyuzitim predchoziho tvrzeni plati

(0,0)= an05(a, B) <0

a tedy o = 0 lze zapsat jako pozitivni linearni kombinaci prvki z X, coz je spor. ]

Tvrzeni 3.4. Nechf A je kofenovy systém, ¥; a Y5 jsou jeho fundamentalni systémy a A =
ATUAT, A = A UA; pifslusné rozklady na pozitivni a negativni kofeny. Pak ¥; = 3, prave
kdyz AT = AF.

Diikaz. Pokud ) = ¥y, pak AT = AJ plati z definice. Pokud AT = AJ a 3y = {ay,...,q},
E2 = {Bl: ce 7ﬁl}7 pak

I I
Q; = Z%’jﬁj, Bi = Zyz’jaja Ty 2 0,95 2 0.
P j=1

Matice (z;;), (vi;) jsou regularni a vzajemné inverzni a tedy plati 22:1 Ty = i Takze z
nezapornosti koeficient pokud z;; # 0 musi byt y;x = 0,k # ¢ a prvek y;; > 0, jinak by méla
matice (y;;) nulovy fadek. Pak z inverznosti matic musi byt také x;, = 0,k # j. Kazdy fadek
matice (z;;) tedy obsahuje maximalné jeden nenulovy prvek; musi obsahovat pravé jeden, jinak
by cely radek byl nulovy. Protoze je (z;;) invertibilni, musi také kazdy sloupec obsahovat prave
jeden nenulovy prvek. Z vlastnosti (B-1) musi kazdy tento nenulovy prvek byt roven jednicce
a matice (z;;) pouze permutuje prvky z X, a tedy Xy = Xs. O

Ke kazdé Weylové komore C, kterd urcuje mnozinu A", existuje tedy jednoznacné urceny
fundamentalni systém X. Pro dvé rizné Weylovy komory existuje nadrovina H,, o € A, ktera je
oddéluje a toto « je pozitivni pro jednu komoru a negativni pro druhou — dvé Weylovy komory
urcuji rizné mnoziny pozitivnich korent a tedy rtzné fundamentalni systémy. Ke kazdému
fundamentalnimu systému 3 = {ay, ..., o} existuje fundamentilni Weylova komora

C={teE|(t a)>0,i=1,...1}

Mnozina C je neprazdna, protoze pro dualni wjv vektory, definované (o, w;/) = 0, plati wy +
-+ +w) € C. Pro vSechny pozitivni a negativni kofeny vzhledem k ¥ a pro dané ¢ € C plati
(o, t) >0, a>0a (a,t) <0, a <0 — vSechny prvky z C tedy lezi na jedné strané nadrovin
H,, takze C je opravdu Weylova komora. Sestrojili jsme tedy bijekci mezi mnoZinou vsech

Weylovijch komor a mnoZinou vsech fundamentdalnich systémaii.

3.2 Vyska

Pro dany fundamentalni systém ¥ = {«,...,q;} kofenového systému A je vyska kofenu
a = A\ag + -+ oy € A dana vztahem

h(Oé)IAl—l-—l—)\l

Protoze vsechny linearni kombinace kofenu z fundamentalniho systému maji nezaporné nebo
nekladné koeficienty, plati pro vsechna oo € A, ze h(a) # 0.

9



Tvrzeni 3.5. Pro a € A1, a ¢ 3, existuje oy € 3 takové, Ze
(1) o, € AT
(ii) h(sa,a) < h(a).
Diikaz. Necht o = 22:1 Ao, A > 0, kde alespon dvé \; jsou kladné. Pak z nerovnosti

l

0< (o, )= Zki(a, ;)

i=1

vidime, Ze musi existovat ay, € ¥ tak, ze (a, ag) > 0 spolu s A\ > 0. Z toho plyne, Ze pro koten
Sa 0 =0 — ———=ay, € A

plati (ii). Pak druhé nenulové \; # X\, zlstane v rozvoji pro s,,« stejné — kladné — a tedy

vSechny koeficienty s,, o musi byt nezaporné, s,, o € A¥. [

Tvrzeni 3.6. Pro vSechna a € A™ plati h(a) > 1. Navic h(a) = 1, pravé kdyz o € X.

Diikaz. Pro o € ¥ plati h(«) = 1. Pokud by platilo pro néjaké o € A* ze h(a) < 1, pak
a ¢ ¥ a tedy existoval by kladny kofen s mensi vyskou. Takto by bylo mozno zkonstruovat
nekoneénou posloupnost kladnych kotent. Pokud je h(a) = 1, pak musi byt o € ¥ — jinak by
existoval kladny koren s vyskou mensi nez jedna. [

Oznacme Wy podgrupu W(A) generovanou s, @ € %, takzvanymi fundamentalnimi zr-
cadlenimi.

Véta 3.1. Pro kazdé o € A existuji ¢ € Wy a ai € X tak, ze a = pay.

Diikaz. Pro kazdé o € AT existuje konecnd posloupnost Sg,av, S, Sk, - ,Sk, - - - Sky Sk, @ S OStTe
klesajicimi vySkami. Posledni prvek musi byt oy € X, tzn. o = si, ... s, . Pro a € A~ plati
—a € At a tedy —a = pay. Pak dostaneme o = p(—ay) = ©Sa, . N

Disledek 3.7. Plati A = W(A)X, tzn. kazda W (A)—orbita mnoziny A obsahuje prosty koten.
Véta 3.2. Plati W(A) = Wy, tzn. grupa W(A) je generovana fundamentalnimi zrcadlenimi.

Diikaz. Pro kazdé o € A existuji ¢ € Wy a ay € ¥ tak, ze o = pay, — tedy z vlastnosti (A-4)
dostaneme, Ze s, = pSs,, ¢~ . Kazdy generdtor s,,a € A grupy W(A) lze tedy vyjadrit pomoct
prvka z W. [

3.3 Priklady fundamentalnich systému

Priklad 9 (Systém A;). Pro kofenovy systém A = {e; —e; | i # j} se voli fundamentaln{ systém
Y={e1—eyex—e€3,...,6— €41}

Pak plati AT ={e; —e; |i<jla A" ={e;—¢;|i>j}a

ei —¢j = (& — €ir1) + (€ir1 — €ig2) + -+ + (€1 — €).

10



Priklad 10 (Systém B;). Pro kofenovy systém A = {£e; £e; | i # j} U {xe;} se voli funda-
mentalni systém
Y= {el —€2,62 —€3,...,€-1 — €l7€l}-

Pak plati
A+:{€i—6j|i<j}U{€i+€j ’Z?éj}U{ez}
A" ={e;—ejli>jtU{—e; —¢;|i#j}U{—e}.
Priklad 11 (Systém Cj). Pro kofenovy systém A = {xe; £ ¢; | i # j} U {£2e;} se voli funda-

mentalni systém
2= {61 —€2,62 —€3,...,€61 — €, 26l}'

Pak plati
A+:{6i—€j |Z<]}U{€Z+6] |’L7AI]}U{2€Z}
A~ :{ei—ej |Z>]}U{—€z—€] |Z#]}U{—261}
Priklad 12 (Systém D;). Pro kofenovy systém A = {te; £ e; | i # j} se voli fundamentélni

systém
Y={e1—eg,e0—€3,...,611— €, €1+ e}

Pak plati

A+:{ei—e]~|i<j}U{6i+€j|i7éj}
A~ ={e;—e;|i>j U{~ei—e;|i#j}
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4 Délka

4.1 Vlastnosti smazani a vymény

Necht A je kofenovy systém, ¥ C A je fundamentélni systém a S = {sy,...,s,} je mnozina
fundamentalnich zrcadleni. Rozklad prvku ¢ € W(A) na fundamentalni zrcadleni ¢ = s;, ... s;,
je redukovany, pokud neexistuje rozklad s mensim poctem prvki, ¢ = s; ...s;,., m < k;
délka k redukovaného rozkladu ¢ = s;, ...s; je délka prvku [(¢) = k. Ozna¢me mnozinu
A(p) kladnych kofeni, které ¢ € W(A) zobrazuje na zaporné koteny,

A(p) =ATne A7,

a v(p) = |A(p)]. Protoze rozklad ¢ = s, ...s;, je redukovany, pravé kdyz o' = s;, ...s; je
redukovany, plati I(¢™1) = I(¢p).
Tvrzeni 4.1. Necht ¢ € W(A) a a € X. Pak plati

() Alsa) = {a},

(i) sa[A(p) \ {a}] = Alpsa) \ {a},

(ili) pa <0 a € A(p) & v(psa) =7(p) — 1,

(iv) pa >0e a€ A(psa) & v(psa) = 7(p) + 1.

Diikaz. (i) Kazdé B > 0, B # «; zapiSeme ve tvaru f = 22:1 Ajag, Aj > 0, kde alespor
jedno Ag, k # ¢ je kladné. Pak kofen s, ma stejny kladny koeficient u oy jako S a tedy
Sa,0 > 0. (ii) Pokud g € A(p), B # «, pak 8 > 0, pf < 0. Protoze (i) znamend, ze s,
permutuje AT\ {a}, plati s,8 > 0, s # « a navic (¢s,)saf < 0, tzn. s.[A(p) \ {a}] C
A(psq) \ {a}. Opacénou inkluzi dostaneme dosazenim za ¢ prvek ¢s, a inverzi s,. (iii)+(iv)
Ekvivalence pa < 0 < « € A(p) plyne ptimo z definice. S vyuzitim této ekvivalence dostaneme
a € A(psa) € psaa < 0 & p(—a) < 0 < pa > 0. Pak s vyuzitim (ii) dostaneme posledni
ekvivalence v (iii) a (iv). O

Tvrzeni 4.2. Pro rozklad ¢ = s4,...5,, € W(A) ozna¢me o, = Sa,Sa;_; - - - Sasps Cay, kde
= Sa,,; Qg; €2, 1 <0 < k. Pak pokud 3,, = +0,,, i # j pak

Sa,

1
© = Say - Sa;_18ai11 -+ Saj_15a;41 - - - Say-

Diikaz. Pokud i < j, pak rovnost f,, = 04, 1ze zapsat

SaxSap_y - + - Sais1%; = TSapSa_y - - - Saji1Va;

a upravit na
Sa;Sa;_1 - - - Saiy; Oa; = £q, - (1)

Pak z vlastnosti (A-4) a zrovnosti s, = s_, dostaneme
Sa; = (Sa;8a;_1 -+ - Sa11)5a;(Saips - - - Sa;)

a upravou mame

Sa;Sajpr - -+ Saj_1 = Saipr - - - Saj-

Ve vyrazu pro ¢ pak dosadime z posledni rovnosti za $4,84,,, - - Sa;_; - [

Véta 4.1. Necht ¢ € W(A) a ¢ = sq, ... S,, je redukovany rozklad. Pak plati
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(i) 1) = () =k,
(ii> A(SO) = {aak’ SapPap_15- -5 SapSap_q - - - Sazam}

Diikaz. Dikaz (ii) provedeme indukei na I(¢). Pokud [(p) = 1, pak je ¢ rovno néjakému
fundamentalnimu zrcadleni a v(¢) = [A(p)| = 1. Oznac¢me znovu B, = Sa,Sas_; - - - Sazs, Va; &
déle ¢ = s, , kde ¢ = 5,4, ... Sq,_, je redukovany rozklad pro ¢, a podobné

Ba; = Sap_15ap_s - - - Sazp1 Vay-

Pak pro 1 < i < k—1 mame vztahy (,, = Sq, ﬁaz a By, = goﬁal Podle indukéniho predpokladu
plati A(p) = {Bal, oo Bap} © AT — ukazme, 7e navic plati {Ba,, ..., Bar_,} C AT\ {0, }-
Pokud by bylo Bal Qy,, © < k pak plisobenim zobrazeni s,, na obé strany dostaneme f3,, =
—g, = —[,. Pak podle Tvrzeni 4.2 1ze z rozkladu pro ¢ vynechat s,, a s, , coz je spor s
tim, ze rozklad ¢ je redukovany. Ukazme dale, ze {f,,, ..., B4} C A(p) — k tomu je potfeba
ukazat, ze B, > 0 a pB,, < 0. Plati 3, = ag, > 0; pro i < k mame 3, = sakga a protoze
Ba, € AT\ {aq,} a sq, permutuje AT\ {ag, } je Sa,ﬁal > 0. Ukézali jsme, Ze o, ¢ A(P)

a tedy pag, > 0, tzn. platl OBa, = PSa,0a, = —P0,, < 0. Pro i < k mame z indukéniho
predpokladu pf,, = goﬁal < 0. Tim je dokazano, ze {Ba,, .- -, Pa,} C A(p). Z Tvrzeni 4.2 vime,
ze mnozina {B,,, ..., s, } musi obsahovat k navzajem ruznych prvki, jinak by rozklad ¢ nebyl

redukovany, a tedy k < (). Dale z Tvrzeni 4.1 plyne, ze pii konstrukci ¢ z jeho rozkladu,
se funkce 7 zvySuje pri kazdém z k kroki nejvyse o jednicku, a tedy v(¢) < k. Zavérem tedy

V() =k=1(p) a A(p) ={Bas>- - Ba}- 0

Véta 4.2 (Deletion Property, Matsumoto Cancellation Property). Pokud ¢ = s4,...5,, €
W(A) mé délku I(p) < k, pak existuji 1 <i < j <k tak, ze

© = Say -+ Sa;_1Sai41 - - - Saj_1Saj41 - - - Sap-

Diikaz. Protoze I(p) = v(¢) a pri konstrukei z rozkladu ¢ = s,, ... s, podle Tvrzeni 4.1 se
funkce v nemuze zvysovat v kazdém z k krokl o jednicku, musi existovat j < k tak, ze

[(Say - - 5a;) = U(Say -+ - 5a;_,) — 1.

Protoze tato vlastnost je ekvivalentni s, ...54; ,aq; < 0 a a,, > 0 musi existovat i < j

v v . + ’
tak, 7€ Sq,,, ... Sa;_Qq; > 0 & 54,50, - 5a, g, < 0. Protoze s,, permutuje A"\ {a,,} musi
byt Saipy - Sa;,Qa; = Q. Déle se postupuje stejné jako v rovnici (1), z (A-4) plati s,, =
Saisr -+ Saj_15a;Saj_1 -+ Saiis- [

Disledek 4.3 (Matsumoto Exchange Property). Pokud ¢ = s,,...5,, € W(A) mé délku
l(p) < k, pak existuji 1 <i < j <k tak, ze

Sa; ++ - Saj_1 = Saiiy - - Sa;-

4.2 Akce grupy W(A) na Weylovych komorach

Protoze akce grupy W(A) na nadrovinich zrcadleni H,, a € A" je permutuje, mame dobfte
definovanou akci grupy W (A) na Weylovych komoréch, tzn. pro ¢ € W(A) a Weylovu komoru
C je ¢(C) znovu Weylova komora. Nadrovina zrcadleni oddéluje komory C;, Cy pokud pro
vSechna t; € C; a ty € Co maji skaldrni souciny (¢, «), (t2, @) opacné znaménko. Pro ¢ € W(A)
definujeme funkei A(p) jako pocet nadrovin zrcadleni, které oddéluji fundamentalni Weylovu
komoru Cy, odpovidajici X C A a ¢(Cp).
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Véta 4.3. Pro p € W(A) plati I(p) = A(¢).

Diikaz. Protoze plati I(p) = (o™ 1) = v(p 1), stadi ukdzat A(¢) = v(p~!). Nadrovina H,,
a > 0 oddéluje Cy a p(Cy), praveé kdyz pro kazdé ¢t € Cy plati (¢, ¢ ') = (¢, @) < 0. To
nastane, pravé kdyz ¢ 'a < 0 a tedy o € A(p™1). O

Véta 4.4. Kazda W (A)—orbita obsahuje prvek z Cy.

Diikaz. Necht Wa = {wa € E | w € W} je orbita bodu a € E a pro b € Cy oznacme
d = min{||z —b|| | = € Wa}. Pak existuje takové ¢ € W(A) takové, ze d = ||pa —b||. Dokazme,
7e pa € Cy. Pokud by nelezelo, platilo by pro né&jaky kofen o € X, Ze (pa, o) < 0. Pak z
rovnosti

lsuga = 812 = llpa — o + 41225, 1),
kterd se odvodi pfimym vypoctem, a z (a, b) > 0 plyne, Ze ||sapa — b|| < ||pa — b]|. O

Véta 4.5. Akce grupy W(A) na mnoziné Weylovych komor je regulérni (anglicky regular, nebo
simply transitive).

Diikaz. Regularni akce znamena, ze je tranzitivni a volna. Tranzitivita znamend, ze pro kazdé
dvé Weylovy komory C, C’ existuje ¢ € W(A) takové, Ze p(C) = C'. To je ekvivalentni tomu, Ze
pro kazdou Weylovu komoru C existuje ¢ € W(A) takové, ze ¢(C) = Cy. K tomu staci ukazat,
ze existuje ¢ € W(A) tak, Zze p(C) NCy # 0. Vezméme a € C a jeho W(A)—orbitu, kterd
obsahuje prvek pa € Cy. Prvek pa nelezi na 7adné z nadrovin zrcadleni H,, o € A, protoze
jinak by i prvek a lezel v H,-1, , tzn. pa € Cy. Volnost akce znamena, Ze jediny prvek, ktery
ponechavé Cy nezménéno, je identita ve W(A). Pokud ¢(Cy) = Co, pak I(¢) = AM(¢) =0 a ¢
musi byt identita. O

Disledek 4.4. Akce grupy W(A) na mnoziné fundamentélnich systému kofenového systému
A je regularni; Weylova komora ¢(Cy) je fundamentdlni Weylovou komorou fundamentélniho
systému 3.
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5 Parabolické podgrupy

Necht ¥ = {ay,...,q} C A je fundamentdlni systém, S = {sa,,...,5q4,} je odpovidajici
mnozina fundamentalnich zrcadleni a I C {1,...,l}. Pak parabolickd podgrupa W; C
W(A) vzhledem k ¥ je grupa generovand s,,, ¢ € I. Oznacime-li ¥; = {a; | i € I}, pak
Ar = (3)un N A je kofenovy systém s fundamentalnim systémem X; nazyvany parabolicky
kofenovy podsystém vzhledem k ¥ a plati W; = W(Aj).

Podgrupa W’ C W(A) je parabolicka, pokud existuje fundamentalni systém %' C A
a I’ C {1,...,1} tak, ze W' = W} je parabolickd podgrupa vzhledem k ¥'; pak kofenovy
podsystém Ay C A se také nazyva parabolicky.

Tvrzeni 5.1. Pokud A” ¢ A" a A’ C A jsou parabolické korenové podsystémy, pak A” C A
je také parabolicky kofenovy podsystém; pokud W(A") C W(A') a W(A") ¢ W(A) jsou
parabolické podgrupy, pak W (A”) C W(A) je také parabolickd podgrupa.

Dikaz. Existuji fundamentdlni systémy ¥ C A, ¥/ C A’ a odpovidajici podsystémy ¥; C 3,
Y, C ¥ takové, ze Ap = A" a A" = A’} Systémy ¥ a ¥ jsou dva fundamentdlni systémy
korenového systému A’ a tedy ¥’ = X, ¢ € W(A). Pak systém X/, je parabolicky kofenovy
podsystém vzhledem k 3. O

Oznac¢me pro parabolickou podgrupu W; C W(A) a ¢ € W, délku I(¢) ve W(A) vzhledem
k fundamentdlnimu systému X a {;(¢) délku ve W; vzhledem k fundamentalnimu systému ;.

Tvrzeni 5.2. Pro ¢ € W; plati [;(p) = I(p).

Diikaz. Pro mnoziny kladnych a zépornych kofentt v rozkladu A; = AT U A7 plati AT =
ArNAT a A7 = Arn A~ Pak plati

Ar(p) =Af N Ay CATNE AT = A(p).

Dale plati, ze pokud je rozklad ¢ € W; redukovany vzhledem k 3, je redukovany i vzhledem k
>;. Plati tedy nerovnosti

(@) <lr(e) = |Ar(0)] < |A(p)] = ().

Definujme mnozinu W' vztahem
W!={peW(A)|pa >0,icl}.

Tvrzeni 5.3. Pro kazdé ¢ € W(A) existuje pravé jedno ¢! € W' a pravé jedno ¢; € Wi
takové, 7e ¢ = lp;. Navic plati I(p) = 1(o!) + (7).

Diikaz. Existence rozkladu. Pro ¢ € W(A) vyberme pevné reprezentant ¢! € oWj levé t¥idy
©W; rozkladu grupy W (A) podle podgrupy W; s minimalni délkou. Pak plati p = pl¢;, kde
¢©r € Wi. Kdyby pro néjaké i € I platilo ¢’a; < 0, pak podle Tvrzeni 4.1 plati I(p!s,,) =
I(¢") — 1 a reprezentant p’s,, € W by mél mensi délku nez ¢! — musi tedy byt ¢! € WT.
Délka prvki v rozkladu. Pro redukovany rozklad ¢; = s,, ... 5,,, a; € I plati podle Tvr-
zeni 5.2, Ze I(p;) = k. Pokud by bylo () < I(¢") + I(¢1), pak ze soucinu ¢’p; lze vynechat
dva generatory. Ani jeden z téchto dvou generatorti nemiize byt vynechan z rozkladu pro ¢! —
tim by vznikl (vzhledem k tomu, Ze vynechanim libovolného poétu generatori z ¢y je vysledek
stale z W) reprezentant tiidy ¢W; s mensi délkou nez p!. Po vynechani obou generdtorti z ¢r
by vznikl rozklad ¢; o méné prvcich nez redukovany rozklad. Plati tedy () = I(o!) + I(¢1).
Jednoznac¢nost rozkladu. Necht ¢! € oW, je reprezentant levé tiidy oW, rozkladu grupy
W(A) podle podgrupy W; a plati I[(p7) = I(¢?), tzn. @' je také prvek s minimalni délkou.
Pak protoze o'W, = W, existuje podle piedchoziho bodu rozklad @' = p!@; a plati [($!) =
1(p!) + U(pr). Pak I(@7) = 0 a @f je identita. O
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5.1 Stabilizatory

Pro dané I C {1,...,1} definujeme mnozinu C; C Cy vztahem
Cr={teE|(t, a;)=0i € IN(t, ;) >0,i¢ I}.

Plati Cy = Cy a Cy a rozklad
Co = U Cr (2)

je disjunktni. Podgrupa stability (stabilizator) mnoziny I' C E se oznacuje Wr C W(A)
Wp:{gDEW(A)‘cpm:x,xEF}.
Tvrzeni 5.4. Pro kazdé ¢ € W, o # 1 plati ¢(C;) NCoy = 0.

Diikaz. Pro ¢ # 1 s redukovanym rozkladem ¢ = s,, ... 5, plati a,, € A(p) a tedy existuje
i = a, 1 < i <[ tak, Ze pa; < 0. Protoze ¢ € W, plati i ¢ I. Pro t € C; plati (t, i) =

(¢t, pa;) > 0. Protoze pro y € Cp a pa; < 0 plati (y, o) < 0, plati pro y € Cy vztah
(y, way) <0 atedy ot ¢ Co. O

Tvrzeni 5.5. Pro kazdé x € C; plati W, = Wj.

Diikaz. Protoze pro kazdé ¢ € I plati C; C H,,, stabilizuje kazdé s,, kazdy prvek z C; a tedy
W; C W,. Pro dané ¢ € W, existuji pravé jedno ¢! € W' a pravé jedno p; € W; takové, Ze
© = plp;. Pak plati

r=or = px=p

Protoze o'z = & € Cy musi podle Tvrzeni 5.4 platit ¢! =1 a tedy ¢ = p; € W7. [
Diisledek 5.6. Kazda W (A)—orbita obsahuje pravé jeden prvek z Co.

Diikaz. Necht x € Cy, pak z (2) existuje pravé jedno C; C Cy tak, ze x € C;. Pro dané ¢ € W(A)
existuji prévé jedno o' € W' a pravé jedno o, € Wy takové, ze ¢ = p'pr a tedy gz = ¢’z
Pokud plati pz = ¢'x € Cy musi podle Tvrzeni 5.4 platit ¢! =1 a tedy gz = p;z = z. U

Véta 5.1. Pro vsechny podmnoziny I' C E je Wt parabolicka podgrupa.

Diikaz. Plati, ze Wr = Wiy, a necht {y1,...,yr} je baze (I');,. Existuje z € Co tak, ze y; =
oz, ¢ € W(A) a podgrupa W,, = ¢W,¢ ! je parabolickd vzhledem k systému . Podgrupa
(Wy )y C Wy, je parabolickd podgrupa W,, a je diky Tvrzeni 5.1 parabolickd podgrupa W (A).
Timto postupem sestrojime parabolickou podgrupu ((...(W,,)... )y, grupy W(A), ktera je
rovina Wiy vy = Wiy b = Wy, = Wr. =
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6 Coxeterovy grupy

6.1 Coxeterovy systémy

Necht F' je volna grupa, kterd je generovana mmnozinou S, a N je normalni podgrupa F' ge-
nerovana mnozinou R, obsahujici slova r{,...,r; z abecedy S . Pak dvojice S, R se nazyva
prezentaci grupy F/N a znaci se

FIN=(S|rm=-=r=1).

Necht S je neprazdnd mnozina. Potom zobrazeni m : S x S — N U {+oc0} se nazyva
Coxeterova matice pokud pro vSechna s, s’ € S plati

(1) m(s,s") =m(s,s)
(2) m(s,s') =1 s=4"

Coxeteruv graf je graf s mnozinou vrcholti S a s hranami mezi prvky s, s’ pro které m(s, s’) >
3. Pro m(s,s') > 4 je takova hrana oznaCena Cislem m(s, s'). Pokud oznacime S%,, = {(s, s') €
S? | m(s,s') # oo} pak grupa W uréend prezentaci

W =(S]| (ss')m(s’sl) =1,(s,5) € Sfcm)

se nazyva Coxeterova grupa a dvojice (W, S) Coxetertv systém. Dva Coxeterovy systémy
(W, S) a (W', S") jsou izomorfni, pokud existuje grupovy izomorfismus f : W — W’ takovy,
ze f(S) = S'. Hodnost Coxeterova systému (W, S) je cislo |S| a Coxeteruv systém je ko-
necny pokud W je konecna. Coxeteruv systém systém je reducibilni, pokud W = W; x W5 a
S = S1US,, kde (W7,.51) a (W3, .S3) jsou Coxeterovy systémy. Jinak se nazyva systém iredu-
cibilni. Vzhledem k tomu, ze m(s, s’) = 2, pravé kdyz s, s’ komutuji, pak je Coxeteruv systém
ireducibilni, praveé kdyz je Coxetertuv graf souvisly.

Necht S* je volny monoid generovany .S, tzn. mnozina slov tvorena z abecedy S se spojenim
slov jako souc¢inem. Necht = je ekvivalence mezi slovami generovana smazanim nebo pridanim
slov tvaru (ss')™®%). Pak S*/ = je izomorfni . Dale plati, ze pokud G je grupa a f : S — G je
zobrazen{ splitujici (f(s)f(s'))™**) =1, (s,') € 5% Dak existuje jednoznacné urcéené rozsitent
a navic homomorfismus f: W — G.

Priklad 13 (Prezentace dihedralni grupy I3(n)). Oznac¢me

Ln) = (ri,ry | 13 =713 = (riry)” = 1).

Kazdy prvek z Io(n) muze byt zapsan ve tvaru 7171 ... nebo roriry ... délky maximalné n a
prazné slovo reprezentujici jednotku v grupé. Pro kazdou délku existuji pravé dvé slova dané
délky a slova délky n jsou stejnd, takze [Iy(n)| < 2n. Protoze plati s, = s3 = (sq55)" = 1,
muzeme rozsirit zobrazeni f : Ir(n) — D, definované na generatorech ry — s, a rq — sz. Toto
zobrazeni je surjektivni homomorfismus a protoze |Io(n)| < |D,|, je to izomorfismus.

6.2 Coxeterovy systémy pro grupy zrcadleni

Pro korenovy systém A s fundamentdlnim systémem » C A a mnozinou fundamentalnich
zrcadleni S oznacme pro s,s" € S ¢islo m(s, s’) fad prvku ss’ € W(A).

Véta 6.1 (Coxeter). Dvojice (W(A),S) je koneény Coxeteruv systém a plati

W(A) = (S| (ss)™=) =1, (s,5") € S?)
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Diikaz. Lze provést indukei nebo sporem; vyuziva se podminky smazani. [

Tvrzeni 6.1. Pro «, 8 € A unitarniho kofenového systému plati s,sg je Tadu m & Za, 8 =

(1 —1/m) & («a, B) = —cos(m/m).
Diikaz. Prostor Ea direktné rozlozime na A = H, N Hg a B = Ra ® Rp,

EA =A® B.
Zuzeni s,ss3 [ 4 je identita a v dvoudimenzionalnim prostoru je s,sg [p rotace z Pitkladu 2. [

Véta 6.2. Dvé esencialni grupy zrcadleni jsou izomorfni, pravé kdyz jejich Coxeterovy systémy
jsou izomorfni.

Diikaz. Oznaéme W(A) a W(A’) dvé esencidlni grupy zrcadleni s unitarnimi kofenovymi sys-
témy, s fundamentdlnimi systémy ¥ = {ay,...,q} C A, ¥ ={a},...,qj} C A" a (W(A),S)
a (W(A),S") piislusné Coxeterovy systémy.

Pokud jsou grupy W (A) a W(A’) izomorfni, pak existuje izomorfni zobrazeni vektorovych
prostorii f : B — E’ takové, Ze (fz, fy) = (z,y) a fWf~' = W’ Fundamentalni systém
f¥ C fA je konjugovany s systémem ¥’ C A’; tzn. existuje ¢ € W(A') takové, ze pf¥ = ¥,
Pak obklad s — (¢ f)s(pf)™! je izomorfismus Coxeterovych systémi (W (A),S) a (W(A'),S").

Pokud Coxeterovy systémy (W (A),S) a (W(A'),S’) jsou izomorfni, definujme zobrazeni

f + E — E pfedpisem f(os) = aj, i = 1,...,[. Z izomorfnosti plyne, Ze prvky s, sq, a
Sal Sa maji stejny ¥dd, a tedy podle Tvrzenf 6.1 plati (ay, o) = (of, o)) = (fau, fay) a
tedy f zachovavd skalarni soucin. Pifmym vypoctem se ovéif, ze fsa,(a;) = sa f(a;) a tedy
fsa, f71 = s, tan. fW(A) f~1 = W(A). O
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7 Bilinearni formy Coxeterovych systémaii

7.1 Radikal bilinearni formy

Pro dany Coxeteruv systém (W, S) definujme V jako vektorovy prostor nad R s bazi {es | s € S}.
Bilinearni formu B : V x V — R definujeme vztahem

B(68765’> == cos <m(578')> ) (878) € szn
_1’ m(878/) = +00.

Pak plati B(es, e5) = 1, specidlné B # 0, a pokud m(s, s’) = 2, pak B(e,, ey) = 0. Ortogonalni
doplnék k podprostoru P C W vzhledem k B je definovan

Pt ={zxecV|B(z,y) =0,Vy € P}.
Podprostor V+ se nazyva radikal (nulita) formy B. Oznaéme
‘/s,s’ = Res + Res/.

Tvrzeni 7.1. Pro kazdé s, s’ € S je zuzeni B na V, ¢ pozitivné semidefinitni; pokud je (s, s") €
S%im je toto zizeni navic pozitivné definitni.

Diikaz. Pro x = aes + bey € V, ¢ vypocteme

Blez) = (a —bcos (ﬁ)y + (bsin (m(§7s,)>)2, (s,8) € 5%,

(a —b)%, m(s,s) = +oo.

Pro konecné m(s, s') plati sin (ﬁ) # 0. O
Pro kazdé s € S definujeme linedrni zobrazeni o(s) : V — V vztahem
o(s)r = x — 2B(x, e5)es.
Piimo z definice se urci, ze o(s) # 1, ¢*(s) =1 a

B(o(s)z, 0(s)y) = B(z,y).

Véta 7.1. Existuje jednoznacné urceny homomorfismus ¢ : W — GL(V), ktery rozsituje
zobrazeni o : S — GL(V) a pro prvky grupy ¢ € o(W) a vsechna z,y € V plati

Blpz, py) = B(z,y),
B je tzv. W—invariantni. Navic Tad prvku o(s)o(s') € GL(V) a také ss' € W je m(s,s).

Diikaz. Urceme nejprve tad prvki o(s)o(s’) € GL(V). Pro o(s) i o(s’) je podprostor V¢
invariantni vzhledem k témto operdtorum a je tedy invariantni i vaci o(s)o(s’). Pro s = ¢ je
fad prvku o(s)o(s) = 0*(s) = 1 roven 1; uvazujme s # s':

(a) (s,s') € S%,,. Protoze B je nedegenerovand na V; ¢ plati pro ortogondlni doplnék, ze
V =V, ® Vi . Pak ziZeni o(s)o(s') na V., je identita a Tad zuzeni o(s)o(s') na V¢
je tedy roven tadu o(s)o(s’) na V. Protoze B je na V; ¢ pozitivné definitni, tzn. skalarni

soucin a B(es, ey) = — cos ) , plati Tvrzeni 6.1 a fad zdzeni o(s)o(s’) na Vi ¢ je

m(s,s’)
m(s,s’).
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(b) Pro m(s,s') = +oo indukei plati [o(s)o(s')|*e, = 2k(es + ey) + €5, k € N a ¥ad o(s)o(s')
je tedy nekonecny.

ProtozZe je nyni splnéno (o(s)o(s'))™*%) =1, (s,5') € S}, existuje jednoznaéné urcené rozsiteni
a navic homomorfismus ¢ : W — GL(V). Pokud plati o(s) = o(s'), pak prvek o(s)o(s’) mé rad
1 a je tedy m(s,s’) =1, tzn. s = §'. Zobrazeni g je tedy prosté a plati W = o(W). Prvky ss’ a
o(ss") = o(s)o(s’) maji tedy stejny rad. ]

Disledek 7.2. Radikdl V* je invariantni podprostor vérné Titsovy (geometrické) repre-
zentace p.

Disledek 7.3. Dva izomorfni Coxeterovy systémy maji stejny Coxetertiv graf.

7.2 Konecné ireducibilni Coxeterovy systémy

Uvazujme konecny ireducibilni Coxeteruv systém (W, S), pro ktery je znac¢eni mnoziny ko-
necné mnoziny S zvoleno jako S = {s1,...,s;}. Prvkim mnoziny generdtori S odpovida baze
{e1,..., e} vektorového prostoru V.

Tvrzeni 7.4. Pro kone¢ny ireducibilni Coxeteruv systém (W, .S) plati
(a) kaZdy netrividlni invariantn{ podprostor U reprezentace o je obsazen v radikdlu, U C V-,
(b) pokud B je degenerovand, pak ¢ neni iplné reducibilni,
(c¢) pokud B je nedegenerovand, pak ¢ je ireducibilni,
(d) jediné zobrazeni, které komutuji s g jsou nasobky identity.
Diikaz.  (a) Zkonstruujme diskjuktni rozklad S = S; U S5 oznacenim
Si={si|e €U}, Sy={sj|e; ¢ U}

Protoze U je netrividlni vlastni podprostor, plati Sy # (). Pokud je néjaké e; € U pak pro
vSechna e; ¢ U plati
2B(e;,e5)e; = e, — o(sj)e; € U

a tedy musi byt B(e;, e;) = 0. Pak by e; bylo v jiné komponenté souvislosti Coxeterova
grafu nez vSechna e; ¢ U a systém by nebyl ireducibilni, tzn. S; = 0. Pak pro vSechna
x € U avsechna e;, i € {1,...,l} plati

2B(x,e;)e; =z — o(s;))x € U
a musi byt B(z,e;) = 0.

(b) Pokud B je degenerovand, je V* netrivialni vlastni invariantni podprostor U reprezentace
0, a podle (a) nemuze existovat netrividlni invariantni podprostor, ktery by v direktnim
sou¢tu s V+ se rovnal V.

(c) Pokud je B nedegenerovand, pak V+ = 0 a neexistuje netrividln{ invariantni podprostor.

(d) Uvazujme A € End(V) takové, ze pro vsechna ¢ € (W) plati komutativita Ap =
pA. Pro ¢ = o(s), s € S plati, Ze vlastni podprostor {es};;, operdtoru o(s) je vlastni
podprostor operatoru A s néjakym vlastnim ¢islem a. Pak jadro ker(A — a) je nenulovy
invariantni podprostor reprezentace o obsahujici {e,}n, které neni podprostorem V+;
musi podle (a) platit ker(4 —a) = V.

O
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Lemma 7.5. Necht o : G — GL(E) je reprezentace konecné grupy G. Pak
(a) existuje pozitivné definitni G—invariantni symetricka bilinedrni forma na E,
(b) o je uplné reducibilni,

(c¢) pokud jedina zobrazeni, které komutuji s ¢ jsou nasobky identity, pak kazdé dvé nedege-
nerované symetrické bilinearni G—invariantni formy jsou nasobky jedna druhé.

Véta 7.2. Pro kone¢ny ireducibilni Coxeteruv systém (W, .S) je geometrickd reprezentace o
ireducibilni a bilinearni forma B pozitivné definitni.

Diikaz. Z bodu (b) Lemmatu 7.5 je geometricka reprezentace g uplné reducibilni. Z bodu (b)
Tvrzeni 7.4 musi byt B nedegenerovand a z (c¢) musi byt ireducibilni a z (d) jedind zobrazeni,
které komutuji s ¢ jsou nasobky identity. Z bodu (c¢) Lemmatu 7.5 je kazda bilinedrni symet-
rickd W —invariantni forma nasobkem B; z bodu (a) existuje pozitivné definitni W —invariantni
symetrickd bilinedrni forma B’ na V a musi platit B = kB’. Protoze B(es,e5) = 1je k> 0. [

Disledek 7.6. Pro kazdy koneény Coxetertuv systém (W, S) je forma B pozitivné definitni.
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8 Kilasifikace koneénych Coxeterovych systémua a grup
zrcadleni

Véta 8.1. Necht (W, S) je kone¢ny ireducibilni Coxetertv systém. Pak jeho Coxeteriv graf je
nektery z nasledujicich:

4121 O—O—0O—++-=O By

301,1220—0—---—Oio By O—O—E—O—O—O
D, l>4 Q—Q—@—i—(} Ey O—O—O—O—E—O—O

4
o O—0—0—-7—0

Hj

m

O—0—0
H O0—0—0—0 Lim) OO

Diikaz. Dikaz se provadi za pouziti kritéria pozitivni definitnosti formy B (nebudeme predvé-
dét). O

Pro kofenovy systém A s fundamentalnim systémem > = {ay,..., o} C A a mnozinou
fundamentalnich zrcadleni S = {sa,,...,Sq,} jsme oznacili pro s,s' € S ¢islo m(s,s’) rad
prvku ss’ € W(A) a z Véty 6.1 vime, ze dvojice (W(A),S) je koneény Coxeteruv systém a
plati

W(A) = (S| (ss")™=5) =1, (s,5) € S?).

Zkonstruujme nyni Coxetertuv graf Coxeterova systému (W (A), S). Vrcholy jsou prvky z S a z

Tvrzeni 6.1 vime, ze m(8q,, Sq,), 4,7 € {1,...,1} se vypocte jako
T
M{Sai; Say) = (00 )
arceos (_ ||aiu||a]~||>

Ukazme nyni, zZe lze zkonstruovat korenové systémy A a tak, aby vysledné Coxeterovy grafy
vycerpaly vsechny moznosti z Véty 8.1. Coxeterovy grafy pro grupy zrcadleni s kofenovymi
systémy A;, By, C;, Dy a Iy(m) z Priklada 9, 10, 11, 12 a 13 odpovidaji prislusnym grafim z
Véty 8.1, kde B; i C} vedou na stejny graf BCj. Zbyva sestrojit kotenové systémy Fg, E7, Ejg,
H3, H4 a F4.

Eg:

8 8
o 1
A:{:I:eizl:ej\1§Z<]§8}U{2;)\iei‘)\i:il,1—[1)\i:1}
1= 1=

8
1
Y= {61—62,62—63,63—64,64—65,65—66,66—67,66+€7,—2 § €;
i=1

Pro zajimavost: |A| = 240, |W(A)| = 696 729 600
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8 8
. . 1
A_{ieiiej‘2§Z<]§7}U{i(61+68)}u{2;)\i6i‘)\i_ila/\l_/\8_171:[1)\i_1}

8
1
Y= {62—63763 —€4,€4 — €5,6€5 _66766_67766‘1’677_5 E e;
i—1

8 8
. 1
A:{ieij:ej\3§z<jS?}U{2z;)\iei]>\i:j:1,)\1:)\2:)\8:1,1_[1)\1-:1}

8
1
= {63—64,64—65,65—66766—67,66+677—2 E e;

i=1
Fy:
1
A:{ieii6j|1§’i<j§4}U{:i:6i1§i§4}U{2(:|:61:t62:|:€3:t€4)}

1
Y= {62 —e3,€3 — €4, €4, 5(61 —ey—e3— 64)}
Hjs: B = cos (%“)

A={te; |1<i<3}

1 1 1 1 1 1
o{ (2 (1 5) y) (s (545)) (232 (545) 24) )
1 1 1 1 1 1
Y= {<2+ﬁ7ﬁa_2> ) <_2_ﬁ7/872> ) <27_2_/87/8>}

1 1 1
A={te|1<i< 4}U{2(:|:€1:|:€2:|:€3:|:€4)}U{<:|: <2 +B> ,:l:ﬁ,:i:Q,()) ,—I—Sud.perm.sou.}

1 1 1 1 1 1 1 1
Y= {<2+ﬁ757_270>><_2_Bvﬁa2a0> ) <27_2_B7670>7(_2707_2_ﬁaﬁ>}

Hy:

Véta 8.2. Mnozina ttid stabilné izomorfnich konecnych grup zrcadleni a mnozina tiid izomorf-
nich konec¢nych Coxeterovych grup jsou ekvivalentni.

Diikaz. Uvazujme pouze ireducibilni prvky téchto mnozin - reducibilni vzniknou jako direktni
souciny z ireducibilnich. Z tfidy stabilné izomorfnich kone¢nych grup zrcadleni vybereme repre-
zentanta a prifadime mu Coxeteriiv systém podle Véty 6.1. Z Véty 6.2 plyne, ze dvéma stabilné
izomorfnim konecnym grupam zrcadleni odpovidaji dva izomorfni Coxeterovy systémy, takze
toto pritazeni je dobfe definované zobrazeni z mnoziny tiid stabilné izomorfnich koneénych
grup zrcadleni do mnoziny t¥id izomorfnich koneénych Coxeterovych grup. Z platnosti i obra-
cené implikace Véty 6.2 plyne, Ze toto zobrazeni je prosté. Protoze se podafilo zkonstruovat
korenové systémy takové, které pri tomto zobrazeni pokryji celou klasifikaci z Véty 8.1, je toto
zobrazeni na, a tedy bijekeci. O

23



9 Weylovy grupy

9.1 Korenova mriz

M¥iz L v prostoru E je Z—linedrni obal nékteré baze E. Konecna grupa zrcadleni W (A) € O(E)
je Weylova grupa, pokud existuje miiz £ takova, ze WL = L, tzv. W(A)—ekvivariantni
mriz.

Tvrzeni 9.1. Pokud grupa zrcadleni W (A) je Weylova grupa, pak pro «, f € 3, a # [ plati
m(Sa,s3) € {2,3,4,6}.

Diikaz. Uvazujme bézi, jejiz Z—linearni obalem je mriz £. Matice operatoru ¢ € W(A) v této
bazi maji koeficienty ze Z a tedy stopa tr¢ € Z. Stopa operdtoru s,ss je podle Tvrzeni 6.1 a
Prikladu 2 rovna

2
tr(sess) = dimE — 2 4 2 cos (—W) :
mM(Sa, Sp)

Takze cos(2m/m(sa, sg)) € {—1,—1/2,0,1/2}. O

Necht A C E je esencialni krystalograficky systém. Korenova miiz () je definovana jako
Z—linearni obal mnoziny A. Oznacme pro vSechna x,y € E také

2(z, y)
(z, )

Tvrzeni 9.2. Pro kofenovou mtiz esencidlniho krystalografického systému @) plati
(i) Q=21 @ D Zx
(i) @ je W(A)—ekvivariantni.

(z,y) =

Dikaz. Oznac¢me L = Zay @ - - & Zoy. Protoze {sq,,. .., Sq,} generuji W(A) a sq,a; = a; —
(a;, aj)ay, pro (o, o) € Z, je L miiz W(A)—ekvivariantni. Z Véty 3.1 plati, Ze pro vSechna
a € A existuji o € W(A) a a; € X takové, ze « = po; a tedy a € L. Pak tedy plati Q € £. [

Pro kazdé o € A definujeme dudlni kotren vztahem

v 200

(o, @)
Tvrzeni 9.3. Mnozina dualnich korenii esencialniho krystalografického systému
AV={a"€E|acA}
je krystalograficky systém.
Diikaz. 7 axiomu (B-1) kofenového systému plyne, ze Ao € AY pravé kdyz A = £1. Z rovnosti

2(a”, BY) _ 2(a, f)

(¥, av) (B, D)
plyne, ze (a¥, BY) = (5, a) € Z a tedy plati krystalograficky axiom (B-3). Identita

v v _ 283 25,8 v
Savﬁ = Saﬁ - <B7 6) - (Sa/By 5045) - (saﬁ>

implikuje axiom (B-2), s,v3Y € AV. N
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Tvrzeni 9.4. Pro fundamentdlni systém ¥ = {ay,...,qa;} kofenového systému A je XV =
{af, ..., @)} fundamentalni systém AVY.

Diikaz. Kazdé a € A lze napsat jako o = Zé:l A s nezapornymi nebo nekladnymi koeficienty
Ai. Pak kazdé oV lze zapsat ve tvaru

!
a¥ = Z (o, &i)Aiav.

i=1 (a7 a) ’

O

Plati W(AY) = W(A). Pro systémy B, a C) plati, ze A(B))" = A(C)) a opacné A(B;) =
A(C))Y. Pro ostatni ireducibilni esencidlni krystalografické systémy plati AY = A. Dudlni ko-
fenova miiz je definovana jako Z—linedrni obal z AY. Pak plati

() Q" =Zai ®--- & Zay,
(i) @Y je W(A)—ekvivariantni.

9.2 Vahova mriz
Pro danou mi{Z £ je Z—dualni m¥iZ £+ definovana jako
Lr={z€E|(z,y) € ZVy€E L)

Pokud £ = Zxy & -+ @ Zaxy, pak L+ = Zy, © -+ & Zy,, kde (z;,y;) = d;;. Pro esencidlni
krystalograficky korenovy systém A je vihovaA mriz P definovana jako Z—dudlni mriiz k QV.
Podminka krystalografického systému (B-3) implikuje @) C P. Pro dany fundamentalni systém
Y ={o,...,} jsou fundamentélni vahy {w;, ... ,w;} ddny vztahy (o), w;) = 0;; a plati

P=7u &P Zw.
Duélni fundamentalni vihy {wy, ..., w/’} ddny vztahy (o, w)) = d;; a plati
PV =7w) ® - & Zw.

Protoze je QY mi{z W(A)—ekvivariantni, plati pro dané p € P, y € Q¥ a ¢ € W(A), ze
(op, y) = (p, = ty) € Z, a tedy pp € P, tzn. P a PV miize jsou W (A)—ekvivariantni.
Priklad 14 (Systém A;). Vezméme ortonormdlni bazi {ey, ..., e, 1} prostoru R a definujeme
E = {clel + -t oriea ’ geER e+ 4oy = 0}. Korenovy systém

A={e;—ej|i#j}

je pak esencialni a krystalograficky a fundamentalni vahy jsou déany vztahy

wk:el+...+€k_ (61+"‘+6[+1)

[+1

Priklad 15 (Systém B;). Vezméme ortonormdlni bdzi {ey,...,e;} prostoru E = R' a mame
korenovy systém

s fundamentalnimi vahami
W =¢€1+ -+ e, 1<k<l

1
Wl:§(€1+"'+€l)-
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Priklad 16 (Systém Cj). Vezméme ortonormdlni béazi {e;,...,e;} prostoru E = R' a mame
korenovy systém

s fundamentélnimi vahami

W =¢€1+ -+ e, 1§/{3§l

Priklad 17 (Systém D;). Vezméme ortonormélni bazi {e;,...,e;} prostoru E = R! a a mame
kofenovy systém

A={xe; te;|i#j}
s fundamentalnimi vahami
W ==¢€1+ -+ e, 1§]€§l—2

Whﬁ:?ﬁ+””+ﬁﬁ_@)

1
wl:§(€1+"'+6171+61)

Véta 9.1. Necht W C O(E) je konefna esencialni grupa zrcadleni a £ je W—ekvivariantni
miiz. Pak existuje esencialni krystalograficky kofenovy systém A C L takovy, ze

(i) W=Ww(A),
(i) Qc LCP.
Diikaz. (bez dikazu) O
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10 Klasifikace krystalografickych korenovych systémi

Dva korenové systémy A C E a A’ C E’ jsou izomorfni, pokud existuje izomorfismus f : E —
E’ takovy, ze

(i) f(A) =4
(ii) (fa, fB8) = (a, B), Va, B € A.
Tvrzeni 10.1. Pro korenovy systém A C E a pro vSechny «, § € A s tthlem 6 plati

(D-1) (o, B) = 218l cos 6,

llel
(D-2) (a, B)(B, a) = 4cos? 6.

Tvrzeni 10.2. Pro dva esencialni korenové systémy A C E a A’ C E’ a linedrni zobrazeni
f:E — E' takové, ze f(A) = A’ jsou nésledujici tvrzeni ekvivalentni

(i) (fa, fB) ={a, B), Va, B € A,
(11> Sfozf = f8a~

(iii) f zachovava dihly mezi vektory a podily délek

[l

i3] pro vsechny «, 5 € A.

Diikaz. Protoze je kofenovy systém A esencidlni je linedrni obal z Ay, = E a tvrzeni (ii) je
ekvivalentni se vztahem s, f8 = fs.3 platnym pro vSechna 3 € A. Pak z rovnosti

fsozﬂ :f(ﬁ - <Oé, 6>05) = f(ﬁ) - <Oé7 6>f05
srafB=1(B) = (fa, fB) e
plyne ekvivalence mezi (i) a (ii). Z (D-1) plyne implikace (iii) na (i). Necht plati (i) a 6, 6’ jsou

thly mezi o, 5 a fa, fB. Z (D-2) plyne, Ze cosf = £ cosf’. Vzhledem k (D-1) musi mit tyto
kosiny stejné znaménko a tedy cos = cosf’ a tedy 6 = ¢'. Pak znovu z (D-1) plyne zachovani

el
podilu 13l O
Pro dany esenciélni krystalograficky systém A s fundamentalnim systémem ¥ = {a,..., o} je

Cartanova matice definovana jako [ x [ matice se slozkami («;, a;). Jiné poradi vektori v X
implikuje fadkovou a sloupcovou permutaci v Cartanové matici, takové matice se ztotoznuji. V
tomto smyslu protoze kazdé dva fundamentélni systémy jsou konjugované, nezavisi Cartanova
matice A na volbé fundamentalniho systému .

Véta 10.1. Pokud maji dva esencidlni korenové systémy A C E a A’ C E’ stejnou Cartanovu
matici, pak jsou izomorfni.

Diikaz. (bez dikazu) O

Protoze plati (o, B) € Z mohou diky (D-2) nastat pouze moznosti

(a, BY(B, a) €{0,1,2,3,4}. (3)

Ptipad (o, B)(f, a) = 4 vede z (D-2) na cos = 1 a tedy a = +. Pokud predpokladame, ze
lal] > ||8Il, pak z (D-1) plyne, ze (o, 5)| < |[(8, a)|. Pokud déle «, 8 € ¥, pak z Tvrzeni 3.2
plyne, Ze («, B) < 0 a tedy také («, ) < 0. Nésledujici Tabulka 1 zachycuje vSechny moznosti.

Tvrzeni 10.3. Kazdy ireducibilni kofenovy systém A mize mit nejvice dvé délky kotfend.
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. By [ By [ 6 [Nl /11817
P

0 0 /2 .
T | —1 |2n/3 1
1 | 2 |3q/4 >
1 [ =3 [57/6 3

Tabulka 1: Hodnoty («, ), (8, a), thlu 6 a podily kvadrati velikosti prostych kofent krysta-
lografickych kotenovych systémii.

4121 O—O—O-+++-O 2 o—o—i—o—o
BL1238 O—O-++-0==0 Fy o-o-i—o—o-o

c,l>2 O——CO----(0O0=0 Ey

Dy, >4 O—O—@—i—@ B O—0=0—"0 & =0

Obréazek 1: Dynkinovy diagramy ireducibilnich krystalografickych kotenovych systémii.

Diikaz. Protoze kazdy kofen je konjugovany s néjakym korenem z X, stac¢i dokézat tvrzeni
pro X. Pokud sestrojime konecnou grupu zrcadleni W(A), tak se musi nachazet v klasifikaci
Véty 8.1. Uvazujme podgraf daného grafu tvoreny stejnymi vrcholy a pouze necislovanymi
hranami. Kazdy takovy podgraf jakéhokoliv grafu z Véty 8.1 se rozpadd na maximalné dvé
komponenty souvislosti. Vime, ze pro kofeny spojené necislovanou hranou je m(s,, sz) = 3 a
tedy 0 = 2m/3 a z predchozi tabulky plyne, Ze ||| = ||]]. VSechny fundamentédlni kotfeny
nachézejici se v jedné komponenté souvislosti tedy musi mit stejnou délku. [

Dynkintv diagram krystalografického korenového systému A ma vrcholy fundamental-
niho systému X, a jednu, dvé nebo t¥i hrany podle hodnoty ||a||* / ||3||” v tabulce. Dale obsahuje
sipku od delsiho ke kratsimu koreni.

Véta 10.2. Kazdy ireducibilni esencialni krystalograficky korenovy systém mé sviij Dynkintiv
diagram tvaru na Obrazku 1.
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Véta 10.3. Existuji krystalografické korenové systémy, které maji Dynkinovy diagramy z pred-
chozi véty.

To

,’17'1

° °

Obréazek 2: Ireducibilni krystalograficky kotrenovy systém Gs, dudlni korenovy systém, vahy,
dudlni vahy a fundamentalni Weylova komora.
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11 Afinni Weylovy grupy

11.1 Afinni zrcadleni

Necht A C E je krystalograficky kotenovy systém. Pro kazdé k € Z a o € A definujeme
nadrovinu

Hop={teE|(a, t)=k}.

Nadrovina H, je zobecnéni H, a plati H, o = H,. Zrcadleni s, je definovano jako zrcadleni
vzhledem k nadroviné H, j a tedy je dano vztahem

Sakt =2 — (o, )" + ka”.
Afinni Weylova grupa W*T(A) je generovdna zrcadlenimi s, 5, k € Z a a € A.
Tvrzeni 11.1. Plati W2 (A) = QY x W(A).

Diikaz. ProtoZe generdtory s, generuji W(A), je W(A) podgrupa W2T(A). Translace T'(d),
d € Q" dané vztahem T'(d)z = = + d tvori podgrupu, protoze T'(d)T(d') = T'(d+d'), T(0) = I,
T~ (d)x = z — d. Generdtory této podgrupy jsou obsazeny v W#*T(A), protoze ze vztahu
Sa1 = T(a")s, plyne T(a") = 54,15, € W (A). Protoze plati

Sk 5Bk = L (k1B + sp kafly + -4 5p, - 5p,_ k5 )Sp, -+ Sp,»

platf W2 (A) = QYW (A). Viechna zobrazeni T'(d) jsou pro d # 0 nekone¢ného fadu, takie
zadny nelezi v konecné podgrupé W(A) a plati Q¥ N W (A) = {I}. ProtozZe plati

T (d)p™" =T (¢d)

je podgrupa @V normalni. N

11.2 Nejvyssi koren

Tvrzeni 11.2. Pro koreny krystalografického systému o, 5 € A, o # £ plati
(i) (a,8)>0=>a—-p €A,
(i) (o,B) <0=a+pecA.

Diikaz. Pokud («, 5) > 0, pak plati («, ) > 0 a z podminky (3) plyne, ze bud («, #) = 1 nebo
(B, ay = 1. Pokud (5, a) = 1, pak plati

a—pf=a— (B, a)f=ssa e A.
Pokud («, 3) = 1, pak plati
f—a=p—{a, fla =s,6 € A.
Navic déle plati ze —(6 — «a) = a — 8 € A. Bod (ii) se ukdze podobné. O

Necht A C E je ireducibilni krystalograficky korenovy systém a ¥ = {aq,...,q;} je jeho
systém prostych korent. Definujme

Q+:{$1C¥1+"‘+l’l@l|l’i€Z,SEiZO}

Definujeme ¢astecné usporddani > na E vztahem z > y, pokud z —y € Q™.
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Véta 11.1. Existuje pravé jedno £ € A takové, ze £ > a a [[£]| > ||«|, pro vSechna a € A.

Diikaz. Ukazme nejprve, ze plati (€, ;) > 0 pro vSechna i € {1,...,l} a existuje néjaké i €
{1,...,1} tak, ze

(&, 0;) > 0. (4)
Vezméme néjaké & € A maximalni, tzn. takové, ze neexistuje vétsi element nez £ € A. Pokud
by platilo pro néjaké i € {1,...,1}, ze (£, ;) < 0, pak z bodu (ii) Tvrzeni 11.2 plyne spor
& < &+ a; € A. ProtoZe nenulové £ € A je vyjadieno v béazi oy, ¢ € {1,...,l} nemohou byt
vSechny skalarni souciny (&, ;) nulové.

Ukazme déle, ze vsechny koeficienty h; € Z v kombinaci

!
§= Z hic; (5)

jsou kladné. Protoze z definice plati pro jakékoliv oo € At a 8 € A~ Zze a > 3, musi byt £ € A*
tzn. h; > 0. Rozlozme nyni disjunktné > = ¥; U X vztahy,

21 :{Oéi ‘ hl >0},

Protoze z Tvrzeni 3.2 plati pro vSechna o € ¥; a § € ¥y, Ze («, §) < 0, musi existovat takové
dva kofeny o € ¥y a € X5 s vlastnosti («, 5) < 0, jinak by systém nebyl ireducibilni. Pro
takové 5 € X9 by pak platilo (£, 5) < 0 a tedy £ < £+ 5 € A by nebylo maximalni.

Pokud jsou £ € AT a ¢ € AT dva maximélni elementy, pak musi ze vztahu (4) a (5) platit

(&€ > 0. (6)
Pak podle (i) Tvrzeni 11.2 musi bud’ platit £’ = &£ nebo £ — &' € A. Pokud by platilo £ —¢' € A
pak bud’ £ — & € AT tzn. € > & nebo -+ & € AT tzn. £ > €. ]

Tvrzeni 11.3. Pro £ € A takové, ze & > « plati navic pro vsechna o € A, ze ||€|| > |||
Diikaz. 7 Véty 4.4 existuje pro kazdé a € A prvek ¢ € W(A) a koten g € A tak, ze

B = ¢a € (.
Protoze plati, Ze £ — B € QT musi také pro vSechna t € Cy platit
(§—8,t) = 0. (7)

Pokud dosadime do (7) postupné t = £ € Cy a t = 8 € Cy dostaneme nasledujici vztahy,

(€,6) > (& 8) = (B,8) = (pa, pa) = (o, a).
O

Pro vsechny ireducibilni kofenové systémy lze nejvyssi koren &, ktery je vzdy dlouhy,
vyjadrit jako kombinaci
§:h1a1+...hlal, h; € N.

Coxeterovo ¢islo m jerovnom =1+ hy + -+ h;.
Pro fundamentdlni systém ¥ = {ay,...,q;} a kofen oy = —& oznaéme s; = Su,0 & So =
5_ap,1 @ pro 0 < 1,5 <[ cisla m;; Tady prvki s;s;.

Véta 11.2. Dvojice (W3 (A), {so,...,s}) je Coxeteriiv systém a plati
W(A) = ({s0,...,81} | (5i8,)™5 = 1).
Diikaz. (bez dikazu) O
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11.3 Afinni korenové systémy

Pro ireducibilni krystalograficky systém A je afinni kofenovy systém A.g definovan jako
NAag = A X 7.
Akce W2 (A) na A.g je pro ¥ = T(d)p € W (A) definovand vztahem
U(B,k) = (8, k + (28, d)).

Pak plati
\PSﬁ,k\If_l = S\p(@k),
\I’Hg’k - H\p(ﬂ7k)
Pro fundamentalni systém ¥ = {oy ..., o} C A je afinni fundamentalni systém .5 C

A.g zaveden vztahem
Eaﬁ = {(a17 0)7 sy (ab 0)7 (@07 1)}

Afinni Dynkinav diagram vznikne pridanim vektoru ag ke kofentim X podle stejnych pravi-
del. Afinni Dynkiniv diagram je mozné spoleéné s Coxeterovymi grafy sloucit do jednotného
Coxeterova—Dynkinova diagramu. Coxeterovy—Dynkinovy diagramy afinnich Weylovych
grup ireducibilnich krystalografickych kotenovych systémi jsou na Obrazku 3.

2
Ay 1>2 Eg o—gii—o—o 4 =0
T 1 1 1 1T 2 3 32 1 1
2
B, 1>3 O—i—O:. Er O—O—O—i—O—O—O
T 2 2 2 2 3 4 3 2 1

3
G122 O—@—@-+--@=0
Eg
2 3 4 5 6 4 2
Dz71>4o—i L O0—O0—C—e—e G O—0=e

Obrézek 3: Coxeterovy—Dynkinovy diagramy afinnich Weylovych grup ireducibilnich krystalo-
grafickych korenovych systém.

Coxetertiv graf Coxeterovy grupy W (A) vznikne vynechanim ¢erné vyplné u kratkych
korentl a zdménou dvojitych, resp. trojitych hran za ¢islovanou hranu éisly 4, resp. 6. V pri-
padé A; je ¢tyindsobnd hrana nahrazena ¢islovanou hranou z symbolem +oo. Afinni Dynkintv
diagram vznikne vynechanim c¢erné vyplné a pridanim k dvojitym nebo trojitym hranam sipek
ve sméru kratkych korentl. Cislo u kazdého vrcholu prostého kofenu «; v afinnim Dynkinové
diagramu symbolizuje koeficient h; v rozvoji nejvyssiho korene £. Vrcholy bez ¢isel symbolizuji
generator sy v Coxeterové grafu, resp. kofen oy v afinnim Dynkinové diagramu.

Rozklad afinniho systému A,g na mnoziny kladnych a zépornych afinnich kofentt Az a A
je definovan vztahem

Aty = {(a, |n>1 Vin=0Aae A"},
Ag={(an)|(n<-1)V(n=0rnaeA)}.
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Plati, Ze viechny prvky Al lze vyjadfit jako linedrni kombinace prvkii z Y.¢ s nezdpornymi
koeficienty a vSechny prvky A_; 1ze vyjadrit jako linedrni kombinace prvkii z ¥,4 s nekladnymi
koeficienty.

Vyska h afinniho kofenu (o, n) € Aug je definovana

h(a,n) = h(a) +n (h(&) +1),
Oznaéme Wy C W2 (A) podgrupu generovanou {so, ..., s;}.
Tvrzeni 11.4. Pro A € Af;, )\ ¢ Y.¢ existuje ¢ € W tak, Ze
(i) pX e Ak
(i) h(pA) < h(N).

11.4 Afinni Weylova komora

Afinni Weylova komora je komponeneta souvislosti mnoziny E \ |, ca rez Hak- Pro dany fun-

damentdlni systém 3 = {ay,...,} je fundamentalni afinni Weylova komora A4, déna
vztahem

Ay={teE|0<(t,0) <l,a€ AT}, (8)

={teE|({t a;) >0,(t, &) <1} (9)

a jeji stény jsou nadroviny {Hq, 0, - - -, Hay00 H-ag.1}- Uzavér fundamentalni afinni Weylovy ko-

mory Ay lze piimo piepsat pomoci dudlnich fundamentélnich vah w) jako nasledujici [—simplex

_ 1V 1, Vv
AO— |:07h_1w1,...,h_lwli|ﬂ

s1i

6

Obrézek 4: Ireducibilni krystalograficky kofenovy systém Cy, dudlni kofenovy systém, vahy,
dudlni vdhy a fundamentalni afinni Weylova komora.
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Obrazek 5: Ireducibilni krystalograficky kofenovy systém Gs, dudlni kofenovy systém, vahy,
dudlni vahy a fundamentélni afinni Weylova komora.

Rozklad prvku ¢ € W*T(A) na generdtory ¢ = s, ... s;, je redukovany, pokud neexistuje
rozklad s mensim poctem prvkid, ¢ = s;, ...s;,,, m < k; délka k redukovaného rozkladu ¢ =
Siy - .- Si, je délka prvku I(¢) = k. Ozna¢me mnozinu A.g(p) kladnych kofent, které ¢ €
WA (A) zobrazuje na zaporné kofeny,

Aaﬁ((p) = Aiﬂ N SoilA;ﬂu

a f}/aﬁ?((p) = |Aaﬂ:(gp)|

Véta 11.3. Délka o € W3 (A) je rovna poctu kladnych kotent, které ¢ € WT(A) zobrazuje
na zaporné koteny,

Yati () = L)

Véta 11.4 (Vlastnost vymeény; Matsumoto Exchange Property). Pokud ¢ = s4,...5,, €
Wat(A) ma délku I(p) < k, pak existuji 1 <i < j < k tak, Ze

Saj -+ Saj_y = Sazsy - Sa;-
Véta 11.5. Pocet nadrovin H,; oddélujicich Ay a p(Ap) je roven délce prvku I(y).
Véta 11.6. Akce grupy W (A) na mnoziné afinnich Weylovych komor je reguldrni.
Véta 11.7. Kazda W (A)—orbita obsahuje pravé jeden prvek z Aj.

Pro dané I C {0,1,...,1} definujeme mnozinu A; C A, podminkou, Ze ¢t € A; prave kdyz

(g, t) =1, 0€el
(ag, t) <1, 0¢1
(i, 1) =0, i€l,1<i<I
(a;, 1) >0, i¢I,1<i<lL
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Rozklad o
A= U A

1c{0,1,...,1}

je disjunktni. Podgrupa stability (stabilizator) mnoziny I' C E se oznacuje W2T C Waf(A)
Wit = {p e W (A) oz =z,2€T}.
Parabolicka podgrupa W c WaI(A) vzhledem k ¥,¢ je grupa generovand s;, i € I.

Véta 11.8. Pro kazdé x € A; plati WaT = Wt

11.5 Rad Weylovy grupy

Vyjadreni fundamentélnich kotenu o, i € {1,...,l} v bazi fundamentélnich vah w; a dualni
verze tohoto vztahu maji tvar

l

;= Z(ai, o Jw;

Jj=1
l

af =) (o), ay)w;.

j=1
Tvrzeni 11.5. Pro fady faktorgrup P/Q a PY/QV plati
|P/Q| = |P"/Q"| = det C.

Diikaz. Matice R, s vektory a; ve sloupcich ve standardni bazi R! uréuje zédkladni buiiku I,
miize Q, matice R, s vektory w; ve sloupcich ve standardni bazi R! uréuje zadkladni buiiku I,
mrize P,
[a:{cla1+~~~+clal|0§ci§1}, (10)
Iw:{clw1+---+clwl|0§c¢§1}. (11)

Podobné jsou definovany matice R,v, R,v a zdkladni bunky I,v, I,v. Pro Cartanovu matici
Cij = (i, o) plati vztahy

Ra = CRun
Ry =CTR,v.

Podil absolutnich hodnot determinant R matic urcuji podily objemi piislusnych zakladnich
bunék a tedy fady faktorgrup P/Q a PY/Q". Navic plati det C' € N, protoze matice

(a1,a1) (aq, ap)
121”. 1210

je pozitivné definitni Gramova matice a—béaze. O
Hodnoty determinantti Cartanovych matic jsou uvedeny v Tabulce 2.

Tvrzeni 11.6. Pro objem fundamentalni afinni Weylovy komory Ay plati

1
VOI(.A()) = —hl |d€t va| .

I'hy
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AI>)B(0=3)[C(0>2)[ D, (>4 ] Es Er Ey Fy, |Gy

W) | (+1)! 2U0! 21 2017 27345 | 2103157 | 21435527 | 2732 | 12
det C [+1 2 2 4 3 2 1 1 1
m [+ 1 2l 21 20 — 2 12 18 30 12 [ 6

Tabulka 2: Determinanty Cartanovych matic, fady Weylovych grup a Coxeterova ¢isla.

Diikaz. Absolutni hodnota Jacobidnu (linedrniho) zobrazeni, které zobrazuje standarni (kano-

nicky) simplex tvofeny vektory standardni baze [0, e, ..., e/, na simplex |0, wl . }} W,
je rovna 7 1 e |det R,v|. Protoze objem standarniho simplexu je roven 1/I! tvrzeni plyne z véty
o substituci v objemovém integralu. [

Rozsifena afinni Weylova grupa W\aH(A) je definovana vztahem
WA (A) = PY x W(A).
Podgrupa 2 C /WaH(A) rozsitené afinni Weylovy grupy je definovana vztahem
0= {gp e WaT(A) | oA = Ao} :
a plati rozklad na polopiimy soucin
WHt(A) =
Tvrzeni 11.7. Pro 7ad podgrupy €2 plati
|2 = det C.

W (A) x Q.

Diikaz. Mame nasledujici vztahy pro faktorgrupy,
PY/QY 2 W(A) /W (A) = Q.

Véta 11.9. Pro podily objemt plati

R RS
“vol(4o) Q] T =
o v v, Trraff \\ L
Diikaz. Oznac¢me mnozinu U C W2 (A) -
U= {\1: € W (A) | WA C va} .

Uvazujme ¥ = T'(d)p € U, tzn. plati prot € Ag aproi € {1,...
0 S (\Iltu ai) S 17

1}, ze

coz je ekvivalentni vztahu
0<(t, ¢ tay) +(d, o) < 1.
Protoze mifze PY a @ jsou Z—dudlni, plati (d, ;) € Z. Pokud ¢~ 'a; € AT, pak 0 <
(t, o ra;) < 1 a tedy musi byt (d, a;) = 0. Pokud ¢p~ta; € A7, pak —1 < (t, o~ tay) < 0
a tedy musi byt (d, ;) = 1. Pro kazdé ¢ € W(A) tedy existuje pravé jedno d € PY tak, ze
T(d)p € U. Plati tedy
(W(A)[=|U].

Pokud ¥ € U, pak pro kazdé 7 € Q plati U7 € U a WAy = V7. Ay. Opacné, pokud ¥, V' € U a
YA, = V' A, pak vt e Q. L]

Véta 11.10 (Weyl). Pro ireducibilni esencialni krystalograficky kofenovy systém A s Carta-
novou matici C' a nejvyssim kofenem & = hyay + - - - + hyay je Tad Weylovy grupy

W (A)| =y - by det C.
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12 Korenové podsystémy

Korenovy podsystém A’ C A krystalografického systému A je uzavieny, pokud pro vsechna
a, 8 € A takové ze o + B € A, plati a + f € A’. Kofenové podsystémy A’ A” C A jsou
ekvivalentni, pokud existuje ¢ € W(A) takové, ze A" = pA”. Pro kazdé ¢t € E definujeme
podmnozinu A(t) C A

Alt)y={aeA|(xt)eZ}.

Tvrzeni 12.1. Pro kazdé t € E je A(t) uzavieny korenovy podsystém.

Diikaz. Pro o € A(t) plati, ze —a € A(t), tim je splnén axiom (B-1). Pro «, 5 € A(t) plati z
krystalograficnosti kofenového systému, ze (a, 3) € Z a tedy (so3, t) = (5, t) — (o, B)(a, t) €
Z, tzn. (B-2) je splnéno. Pokud a+f € A, pak (a+83, t) = (o, t)+(8, t) € Zaa+p € A(t). O

Tvrzeni 12.2. Necht A’ C A” jsou kofenové podsystémy s kofenovymi miizemi Q" a Q" a A’
je uzavieny. Pak A’ = A” pravé kdyz Q' = Q".

Dikaz. Stac¢i ukdzat implikaci, Ze pokud Q' = Q”, pak A” C A’. Kazdy kofen o € A” C Q"
Ize tedy zapsat ve tvaru
a=M o+ -+ A, a; €A

Soubor vektoru {aq, ..., a,} C A’ lze volit linedrné nezavisly, a navic lze volit mezi o; a —a;
tak, aby platilo \; € N. Nyni postupujme indukci na soucet A;+- - -+\,,,. Pokud A;+---+\,,, = 1,
pak @ = a; € A’. Pokud A1+ - -+ \,, > 1, musi pro néjaké ¢ € {1,...,m} platit, ze (ay, @) > 0;
jinak by

(o, ) = Z)\i(a, a;) <0,
i=1

tzn. o = 0. Pak plati podle Tvrzeni 11.2, plati Ze o — «; € A”. Protoze podle indukc¢niho
predpokladu je o — a; € A’ a systém A’ je uzavieny, dostavame o = (o« — o) + o € A’ [0

Tvrzeni 12.3. Pro kazdy vlastni maximalni uzavieny kofenovy podsystém A’ existuje t € E

takové, ze A" = A(t).

Diikaz. Pokud méame vlastni uzavieny korenovy podsystém A’ C A, A’ # A, pak podle Tvr-
zeni 12.2 musi platit Q' C Q, Q' # Q. ProtoZe plati (Q+)! = Q, implikuje nerovnost Q' # Q
nerovnost (Q')+ # Q+. Pak pro t € (@)t at ¢ Qt plati A’ C A(t). ProtoZe A’ je maximalni,
plati A" = A(t). O

Tvrzeni 12.4. Pokud pro z,y € E existuje ¥ € W (A) tak, ze x = Wy, pak existuje ¢ €
W(A) tak, ze A(x) = pA(y).

Diikaz. Pokud x = py+d, d € QV, pak pro a € A plati (o, ) = (o, py+d) = (o, py)+ (e, d).
Protoze vzdy (a, d) € Z, plati A(z) = @A(y). O

Véta 12.1. Pro t € Ay je A(t) je kofenovy systém s fundamentalnim systémem {a;}ier.

Diikaz. Podle rozkladu Ay plati pro vechna i € I, 7e (ay, t) € Z, tzn. {as}icr C A(t). Soubor
vektoru {ay}ier je linedrné nezavisly, protoze soubor prostych kofeni je linearné nezavisly a aq
je vyjadren jako jeho kombinace se vSemi nenulovymi koeficienty. Pro o € A(t) z definice (8)
musi platit bud (a, t) = 0 nebo (o, t) = £1.

(i) Pokud plati (o, t) =0 a « € AT, pak

0:<Oé, t):z)\z(am t)? )\z >0



a musi tedy byt \; =0, i ¢ I. Kofen a € A(t) N A" lze tedy vyjadiit jako kombinaci vektort
z {artier s nezdpornymi koeficienty. Podobné pokud plati (a, t) = 0 a a € A~, lze kofen
A(t) N A~ vyjadrit jako kombinaci vektorti z {a;}ier s nekladnymi koeficienty.

(ii) Pokud (a, t) = 1, musi byt a € A*. Pak protoze £ > «, plati (£ — a, t) > 0 a tedy

1> (& 8) > (o, t) = 1.

tzn. (€, t) = 1. Déle pak z vlastnosti £ — o € Q1 dostavame

l

0=(E-a,t)=> ki t), k>0

i=1
amusi byt k; = 0,4 ¢ [. Kofen o € A(t) N AT lze tedy vyjadrit jako
o= —Qp — Z ki,
ien\{o}

tzn. kombinaci vektort z {as}icr s nekladnymi koeficienty. Podobné pokud plati (a, t) = —1
a a € A7, lze kofen A(t) N A~ vyjadrit jako kombinaci vektori z {ay}ie; s nezdpornymi
koeficienty. [

Véta 12.2 (Borel - de Siebenthal). Necht A je ireducibilni krystalograficky korenovy systém s
fundamentalnim systémem A a nejvyssim korenem —ag = £ = hiaq +- - -+ hyjoy. Pak maximalni
uzavrené korenové podsystémy jsou ekvivalentni kofenovym systémtm s fundamentalnimi sys-
témy

(i) {on,0,. .., i1, Qi41,...,q;} pro h; =1

(i) {ao,01,09,...,04-1,Q11,...,0;} pro h; prvocislo.
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13 Formalni identity

13.1 Vektory ox
Definujme vektor p jako polovinu ze souctu vsech kladnych kotenti,
1
S
acAt
Pro kazdnou podmnozinu K C A% definujme vektory

QK:% Z kaa:Q—Za,

acAt aceK

b — I, ae AT\ K
o -1, a€ekK.

Protoze pro f € A" zrcadleni sz permutuje AT\ {5} a sz = — 3, permutuje sz vektory o,
tzn. celé W(A) permutuje vektory o a plati

sg0 =0 — f. (12)
Véta 13.1. Necht Cy je fundamentdlni komora prislusnd systému ¥ = {ay, ..., q;}. Pak plati
(i) Pouze prvek o lezi z mnoziny vSech gk v komore Cy.

(ii)) Kazdd komora C = ¢Cy, ¢ € W(A) obsahuje pravé jedno gx a plati ox = pp, kde
K = A(yp). Navic plati
det p = (—1)'®) = (—1)IK1, (13)

Diikaz. (i) Protoze pro s,,, 1 < i <[ plati, Ze s,,0 = 0 — o; musi tedy platit ze vztahu pro
zrcadleni (A-1), Ze
2(av, 0)
(ai, o)

a tedy (ay, 0) > 0, tzn. o € Co. Pokud by platilo o = 0 — = € Co, se znacenim = = ), o,

pak
20 2(qy
0<(Q_x’ O{Z ):1_M

(052’7 Oéi) (Oéi, Oéi).

=1

Y

L y . . 2(0y
Protoze x je soucet korent, plati (C(Yaaz
19 1

% € Z. Pak musi platit («;, x) < 0, a zapiseme-li soucet

néjakych kladnych kofent x ve tvaru x = Zé:l A, Ay > 0, dostaneme

l

(z, ) = Z)\i(%, r) <0,

=1

tzn. x = 0.

(ii) Kazda komora je ve tvaru ¢Cy pro jednoznacné urcéené ¢ € W(A). Musi obsahovat
pravé jeden prvek og, jinak by také dva prvky ¢ lox lezely v Cy, a tento prvek musi byt
ok = po € ¢Cy a z definic plati K = A(p). Protoze ¢ je sou¢inem I(¢) = |A(¢)| generujicich
zrcadleni s determinantem —1 plati uvedend rovnost. O
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13.2 Antisymetrické formalni sumy

Grupovy okruh Z[E] aditivni grupy Euklidovského prostoru E je mnozina funkei s koneénym
supportem f :[E — Z s operacemi definovanymi bodové a nasobenim danym konvoluci,

fi-fly) =) A@) faly — ).

Pro tucely zapisu tohoto prostoru funkei se pouziva multiplikativni zapis aditivni grupy Eukli-
dovského prostoru E, kdy prvky v multiplikativnim zapisu jsou znaceny e”, x € E a tedy plati
e’ - e¥ = e*Y. Potom prvky z prostoru funkei f € Z[E] jsou zapisovany jako koneény soucet,

tzv. formalni suma
F=>_ fx)e".

z€E

V tomto zapisu se konvolu¢ni nésobeni fi, fo € Z[E] realizuje standardnim komutativnim roz-
nasobenim zavorek ve formélnich sumaéch,

fi-fo= Y fi@)fa(z)e =) (Z Si(@) f2(y — :1:)) e’

z,2€E yeE \z€E

Kazdé formalni sumé f je prirazena komplexni funkce ]7: E — C vztahem
f(t) =Y f(x)exp(2mi(z, t)).
z€lk

Pomoci lexikografického usporadani na E se definuje maximalni ¢len f jako maximalni bod z €
E ze supportu f. Maximalni ¢len sou¢inu funkei je pak souc¢in maximalnich ¢lenti soucinitel.
Pro fi # 0 a fy # 0 pak tedy plati fify # 0, tzn. Z[E] je obor integrity. Lze tedy uvazovat i
podily formélnich sum jako prvky z podilového télesa Z[E].

Pro Weylovu grupu W (A) je akce ¢ € W(A) na Z[E] definovéna vztahem

of =) fle lw)e” =) fla)e.
x€R ek

Pokud plati pro vsechna ¢ € W(A), ze
pf=(detp)f,

nazyva se formdlni suma f antisymetricka. Pro kazdou podmnozinu K C AT definujme
formalni sumy U(og) ve tvaru

V(o) = Y (detip)erer

peW (A)
Tvrzeni 13.1. Pro vSechna ¢ € W(A) plati
(i)
P (o) = (det )P (0k) = V(¢ oK)
(ii) Pokud g nelezi v zadné komorte, plati ¥(gx) = 0. Pokud gx = @p lezi v komote ¢Cy,

plati
V(ok) = det(p)¥ (o).

Diikaz. (i) Prvni rovnost se odvodi pfeindexovanim prvku v sumé, dalsim preindexovanim
vznikne druhd rovnost.
(ii) Pokud pg nelezi v komote, musi lezet na nékteré z nadrovin H, a plati s,ox = 0k, tzn.

V(ok) = V(saok) = det(sa)¥(ox) = —¥(0K). O
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13.3 Weylova a MacDonaldova identita
Oznacme Vg formalni sumu danou nasledujicim soucinem,
Uy = e? H (1—6‘“).
aEAT
Roznasobenim zavorek dostavame ekvivalentni vyjadreni ¥y ve tvaru
Up=e? »  (—1)FlemZeer = Y~ (—1)Kleer, (14)
KCA+ KCA+

Tvrzeni 13.2. Pro § € A* plati
Sﬁ\IJO = —\Ijo.

Diikaz. Protoze sz permutuje A1\ {5} a plati vztah sz = —f soucasné se vztahem (12),
dostavame

sslo= et [La—em=er?(i=e) [ (1-e)

aEAT acAT\{8}

=e? (e —1) H (1—e%) = —,.

acAT\{B}

Disledek 13.3. Formalni suma ¥, je antisymetricka.

Véta 13.2 (Weylova identita; Weyl denominator formula).
Uio)=e? J] (1 —e)
aEAT

Diikaz. Protoze formdlni suma W, je antisymetrickd, dostdvame s vyuzitim vyjadieni (14)
vztahy

PpeEW (A) peW (A) KCcAt

S (—1) (o).

KcA+

1 1 K| pox
o = WA Z (det ) Wy = WA Z (det ) Z (—1)!"le
1

~ W)

Vynechdnim nulovych s¢itancti podle bodu (ii) Tvrzeni 13.1 a ze vztahu (13) dostavame
1 1
oy > (CDEW (k) = s (=1)") det() (o) = (o).
W(A)| Z+ (W(A)] 2
KcA pEW (A)

]

Disledek 13.4. Pro komplexni funkci Uy:E—C tedy plati nasledujici rozklad na soucin,

Efo(t) _ Z det(gp) 627ri(4pg,t) _ 627ri(<pg,t) H (1 i e—27ri(a,t))

pEW(A) aEAT

a tedy podle vyjadieni (8) je funkce {Ivfo nenulova na fundamentélni afinni Weylové komore Ay a
nulova na jejich hranicich. Funkci ¥q lze chapat jako zobenéni funkce sinus na krystalografické
kofenové systémy.
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Véta 13.3 (MacDonaldova identita).
1 —te ¥ 1)
> I =~ X
wew%A)aeA+ peW(A)
Diikaz. Protoze ¥y je antisymetrickd formélni suma, plati vSechna ¢ € W(A), ze
Wy = e?? H (1 —e %) = (det ) Wy.
acAt

Upravou a vyndsobenim det ¢ a pouzitim (det )* = 1 dostaneme ekvivalentni vyjadien{ ve
tvaru

1 det p)e®?
H _( ©) ‘

1 — v a \IIO

acAt

Pak upravujeme nasledujici rovnosti

SO WA T (e

0

PEW(A) acATt PpEW(A) aEAT
1
=3 Z (det @)e®? Z (—t)IKle=¢ Lack @
0 pew(a) Kca+
= — Z KN (op).
KCA+

Vynechénim nulovych séitanci podle bodu (ii) Tvrzeni 13.1 a ze vztahu (13) ziskdme déle

Ty Z 010 (ox) = \; > (=)@ det(p) ¥ (o) Z £, (15)

O Kcat 0 pew(a) peW (A

Tvrzeni véty pak dostaneme pouzitim Weylovy identity. [

Disledkem MacDonaldovy identity je nasledujici polynomidlni identita, ktera svazuje vysku
kladnych koteni h(a), a € AT s délkou prvku Weylovy grupy I(¢), ¢ € W(A).

Véta 13.4 (Polynomialni identita).

[ -y
th(a)
acAt peW(A)

Diikaz. Homomorfismus ¢ z podilového télesa oboru integrity Z[E] do podilového télesa okruhu
polynomt Z[t,t71] je generovdn vztahem pro a; € 3,74 € {1,...,1}

et = t_l,

tzn. ®(e®) = %) o € A. Aplikaci tohoto homomorfismu na MacDonaldovu identitu dosta-

vame vztah
1 — ghipe)t

> 1 = Ztl

PEW(A) aeAt peEW (A
Uvazujme déle, ze pro ¢ € W(A), ¢ # 1s redukovanym rozkladem ¢ = s, ...S,, plati
l(p) > 0 a tedy podle Véty 4.1 je =S4, Sap_, - - - Sayay € A(p). Mame tedy 8 € AT takové, ze
OB = 84y0q; = —Q,. Pro kazdé o € W(A), p # 1 tedy existuje § € AT takové, Ze h(pf) = —

a tedy plati
1 — th(apoc)-i—l

I e =0

aceAt
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