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Kapitola 2

Nejpravděpodobněǰśı rozděleńı

Předchoźı část nás vybavila znalostmi z teorie pravděpodobnosti a matematické statistiky
nezbytných pro vybudováńı základ̊u statistické fyziky zabývaj́ıćı se statistickými vlastnostmi
systému velkého počtu částic. Jako typický názorný př́ıklad můžeme uvést plyn uzavřený
v nádobě. Za pokojových podmı́nek obsahuje 1 mol takového plynu přibližně 1023 molekul,
pro něž řešeńı jejich pohybových rovnic je nemyslitelné i s ohledem na to, že nelze stanovit
přesné počátečńı podmı́nky takového systému. Měřeńı polohy, rychlosti či př́ıpadně daľśıch
charakteristik jeho molekul se tak stává náhodným pokusem.

Statistická fyzika, s ohledem na předmět jej́ıho zájmu, zavád́ı novou terminologii. Výsledek
náhodného pokusu, t.j. elementárńı náhodný jev, se nazývá mikrostav. Mikrostavem může
tedy být např́ıklad poloha všech částic, nebo rychlost všech částic, nebo poloha a rychlost
všech částic či jejich daľśı charakteristiky (např́ıklad spin částic). U dř́ıve zmiňovaného hodu
kostkou je mikrostavem výsledek hodu. Budeme-li uvažovat náhodný pokus s N opakovańımi
tohoto hodu kostkou, pak mikrostavem takového náhodného pokusu je každá možná N -tice
výsledk̊u.

Mikrostav je tedy dán t́ım, jaký náhodný pokus uvažujeme. My nadále budeme předpokládat,
že množina všech možných mikrostav̊u Ω náhodného pokusu je podmnožinou Rn. Náhodný
pokus je tedy zároveň vektorem náhodných veličin s př́ıslušnou rozděluj́ıćı funkćı jeho možných
mikrostav̊u. Tuto rozděluj́ıćı funkci ve statistické fyzice nazýváme stavem (nebo také makrosta-
vem) statistického systému. Stav systému, t.j. dané pravděpodobnostńı rozděleńı jeho mi-
krostav̊u, pak určuje středńı hodnoty všech relevantńıch náhodných veličin (makroskopické
hodnoty pozorovatelných).

Jedńım z hlavńıch úkol̊u statistické fyziky a ústředńım bodem této kapitoly je právě nalézt
toto rozděleńı mikrostav̊u odpov́ıdaj́ıćı makroskopickým vlastnostem statistického systému
(zadané středńı hodnoty náhodných pozorovatelných). Toto rozděleńı muśı splňovat dvě vlast-
nosti:

1. Stav systému je v souladu se zadanou informaćı o systému, tedy v souladu se známými
středńımi hodnotami náhodných veličin.

2. Stav systému maximalizuje neznalost o systému.
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Prvńı z těchto vlastnost́ı jsme již komentovali. Druhá vlastnost je naopak něco, co si zasluhuje
podrobněji vysvětlit. Středńı hodnoty zadaných náhodných pozorovatelných představuj́ı jedi-
nou informaci, kterou o statistickém systému máme. Kdyby stav systému (pravděpodobnostńı
rozděleńı makrostav̊u) obsahoval v́ıce informace než nezbytné minimum odpov́ıdaj́ıćı vlast-
nosti 1), znamenalo by to, že o stavu systému toho v́ıme v́ıce, např́ıklad středńı hodnoty jiných
náhodných veličin či jiný typ informace. My ale znalost daľśı takové informace nepředpokládáme
a tedy stav systému muśı v jistém smyslu minimalizovat znalost o systému a tedy maximalizo-
vat neznalost o něm. Nezbytným předpokladem k naplněńı vlastnosti 2. je, že existuje zp̊usob,
jak tuto neznalost kvantifikovat. V daľśı části si takovou mı́ru neznalosti stavu systému zkon-
struujeme.

2.1 Mı́ra informace, entropie
Mějme náhodný pokus s množinou mikrostav̊u Ω. Naš́ım úkolem je přǐradit každému náhodnému
jevu A ⊂ Ω jeho informačńı obsah (někdy také nazývaný mı́ra překvapeńı) vyjadřuj́ıćı mı́ru
informace, pokud tento jev nastane. Tato mı́ra informace má řadu vlastnost́ı, které od ńı
přirozeně očekáváme. Je zřejmé, že pokud náhodný jev A ⊂ Ω je jev jistý, je mı́ra infor-
mace takového jevu nulová. Tento jev nastane při každém náhodném pokusu a tedy nenese
žadnou informaci, mı́ra informace takového jevu je nulová. S klesaj́ıćı pravděpodobnost́ı mı́ra
překvapeńı a tedy množstv́ı źıskané informace roste. Z uvedeného je zřejmé, že tato mı́ra in-
formace daného jevu A je pouze funkćı pravděpodobnosti tohoto jevu, t.j.

I(A) = I(P (A)), (2.1)

s následuj́ıćımi vlastnostmi

1. I(p) ≥ 0

2. I(1) = 0

3. I(p) je klesaj́ıćı funkce.

4. Uváž́ıme-li dvě nezávislá opakováńı náhodného pokusu, pak mı́ra informace náhodného
jevu, že v prvńım pokusu nastane jev A a v druhém pokusu jev B, je prostým součtem
informaćı měřených pro každý jev zvlášt’, tedy

I(A,B) = I(A) + I(B) ⇒ I(P (A)P (B)) = I(P (A)) + I(P (B))

.

Tyto čtyři vlastnosti jednoznačně určuj́ı tvar diferencovatelné mı́ry informace I(p). Skutečně,
zderivujeme-li obě strany rovnice I(xy) = I(x) + I(y) podle proměnné y a dosad́ıme-li y = 1,
dostaneme jednoduchou diferenciálńı rovnici

I
′(x) = 1

x
I
′(1).
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Jej́ım obecným řešeńım je funkce I(x) = A ln x + B, přičemž vlastnosti 1) až 3) ji dále
upravuj́ı do tvaru

I(p) = −k ln p,
kde k je libovolná kladná konstanta.

Nalezli jsme tedy mı́ru informace náhodného jevu. Mı́ra neznalosti stavu statistického
systému pak definujeme jako středńı hodnotu mı́ry informace pro tento náhodný pokus.
Takové mı́̌re neznalosti systému ř́ıkáme entropie, označuje se S a pro spočetný počet mik-
rostav̊u (diskrétńı náhodná veličina) má tvar

S = 〈I〉 = −k
∑
γ∈Ω

pγ ln pγ.

Je-li některá z pravděpodobnost́ı pγ = 0, pak př́ıspěvek odpov́ıdaj́ıćıho členu v entropii se z
d̊uvodu spojitosti definuje jako pγ ln pγ = 0. Z matematického pohledu je entropie funkcionál
na prostoru pravděpodobnostńıch rozděleńıch. Maxima nabývá pro rovnoměrné rozděleńı.
Př́ıklad: Baĺıček 52 karet
Známe-li pořad́ı karet v baĺıčku, je entropie jeho rozděleńı nulová. Pokud ale karty zamı́cháme
tak, že nev́ıme, jak jdou za sebou, jsou všechna pořad́ı karet stejně pravděpodobná, tj. pořad́ı
karet je dáno rovnoměrným rozděleńım. Celkový počet možnost́ı (mikrostav̊u) je |Ω| = 52!,
takže pro všechny mikrostavy γ je wγ = 1

52! . Entropie rozděleńı pořad́ı karet po zamı́cháńı
tedy vzroste na

S = −k
∑
γ∈Ω

1
52! ln 1

52! = k ln 52!,

což je maximálńı možná hodnota.

Pro systém se spojitou množinou mikrostav̊u x ∈ X ⊂ R s hustotou pravděpodobnosti
w(x) je entropie definována analogicky vztahem

S = −
∫
X

w(x) lnw(x)dx.

Vybaveni nyńı již mı́rou neznalosti (někdy označovanou také jako mı́ru neuspořádanosti)
systému, můžeme se vrátit k našemu p̊uvodńımu problému. V jakém stavu se nacháźı systém
o němž známe toliko středńı hodnoty vybraných náhodných pozorovatelných Aj, j = 1, . . . , n
definovaných na mikrostavech tohoto systému. Hledané rozděleńı, tzv. nejpravděpodobněǰśı
rozděleńı, muśı splňovat zadané středńı hodnoty a nav́ıc maximalizovat entropii, t.j. nezna-
lost o systému. Úloha vede na vázaný extrém funkcionálu entropie S, jehož řešeńı budeme
diskutovat zvlášt’ pro diskrétńı a spojitou množinu mikrostav̊u.

2.2 Diskrétńı množina mikrostav̊u
Máme zadaný systém se spočetným počtem mikrostav̊u γ ∈ Ω a známe středńı hodnoty 〈Aj〉
náhodných veličin Aj, j = 1, . . . , n definovaných na těchto mikrostavech, t.j. Aj : γ → Aγj .
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Hledáme nejpravděpodobněǰśı rozděleńı pγ, γ ∈ Ω za vazbových podmı́nek dané středńımi
hodnotami ∑

γ∈Ω
Aγj pγ = 〈Aj〉, j = 1, . . . , n. (2.2)

Rozděleńı muśı být nav́ıc normováno k jedné, což dává jednu daľśı vazbu∑
γ∈Ω

pγ = 1. (2.3)

Nejpravděpodobněǰśı rozděleńı za podmı́nek (2.2),(2.3) je dáno vázaným extrémem entropie,
který urč́ıme pomoćı Lagrangeovy funkce

Λ = −k
∑
γ∈Ω

pγ ln pγ − kα
∑
γ∈Ω

pγ − 1
− k n∑

j=1
λj

∑
γ∈Ω

Aγj pγ

 .
λi jsou Lagrangeovy multiplikátory přǐrazené k jednotlivým vazbám (2.2) a α je Lagrange̊uv
multiplikátor přǐrazený normovaćı podmı́nce (2.3). Z podmı́nky na extrém Lagrangeovy
funkce ∂Λ

∂pγ
= 0 dostaneme

pγ = e−1−α exp
− n∑

j=1
λjA

γ
j

 .
Z normalizačńı podmı́nky (2.3) nav́ıc źıskáme

∑
γ∈Ω

pγ = e−1−α ∑
γ∈Ω

exp
− n∑

j=1
λjA

γ
j

 = 1,

z čehož plyne

Z ≡ e1+α =
∑
γ∈Ω

exp
− n∑

j=1
λjA

γ
j

 .
Výraz Z označuje partičńı sumu (Zustandsumme). Nejpravděpodobněǰśı rozděleńı má tedy
tvar

pγ = 1
Z

exp
− n∑

j=1
λjA

γ
j

 (2.4)

Lagrangeovy multiplikátory λj se urč́ı dosazeńım pγ do vazbových podmı́nek (2.2).

2.3 Spojitá množina mikrostav̊u
Uvažujme nyńı systém s mikrostavy x ∈ X ⊂ R. V tomto př́ıpadě úloha nalézt nej-
pravděpodobněǰśı rozděleńı znamená nalézt hustotu pravděpodobnosti w(x) splňuj́ıćı vazebné
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podmı́nky dané středńımi hodnotami a normovaćı podmı́nkou

〈Aj〉 =
∫
X

Aj(x)w(x)dx, j = 1, . . . , n, (2.5)
∫
X

w(x)dx = 1. (2.6)

S využit́ım znalost́ı variačńıho počtu (Teoretická Fyzika 2) nalezneme vázaný extrém funk-
cionálu entropie za podmı́nek (2.5),(2.6) přechodem k funkcionálu

Λ = −k
∫
X

w(x) lnw(x)dx− k
∑
j

λj

∫
X

Aj(x)w(x)dx− 〈Aj〉
− kα

∫
X

w(x)dx− 1
 .

Definice Lagrangových multiplikátor̊u je analogická jako u diskrétńıho př́ıpadu. Variace funk-
cionálu Λ je rovna

δΛ = −k
∫
X

1 + lnw(x) +
∑
j

λjAj(x) + α

 δwdx.
Z podmı́nky na extrém δΛ = 0 dostaneme

lnw(x) = −1− α−
∑
j

λjAj(x).

Nejpravděpodobněǰśı rozděleńı má tedy tvar

w(x) = e−1−α exp
−∑

j

λjAj(x)
 = 1

Z
exp

−∑
j

λjAj(x)
 , (2.7)

kde jsme opět zavedli partičńı sumu

Z ≡ e1+α =
∫
X

exp
−∑

j

λjAj(x)
 dx.

Lagrangeovy multiplikátory λj se urč́ı dosazeńım w(x) do vazbových podmı́nek (2.5). Shledáváme,
že v obou př́ıpadech (diskrétńı a spojitá množina mikrostav̊u), má nejpravděpodobněǰśı
rozděleńı formálně stejný tvar.

Poznamenejme, že řešeńı hustoty pravděpodobnosti s v́ıce proměnnými vede rovněž na
formálně stejné řešeńı, viz prob́ıraný variačńı počet v TEF2.

2.4 Př́ıklady
Př́ıklad 2.1. Důležitou vlastnost́ı entropie je jej́ı aditivita. Tato vlastnost ř́ıká, že entro-
pie systému složeného z konečného počtu nezávislých podsystémů je rovna součtu entropíı
jednotlivých podsystémů. Dokažte toto tvrzeńı.
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Návod: Uvažujme např́ıklad systém složený z N podsystémů se spojitou množinou mik-
rostav̊u. Necht’ pro jednoduchost jsou mikrostavy i-tého podsystému indexovány reálným pa-
rametrem xi. Mikrostav celého systému je pak definován jako úspořádanáN -tice (x1, x2, . . . , xN).
Rozděleńı mikrostav̊u je hustota pravděpodobnosti w(x1, x2, . . . , xN), která, protože jde o
nezávislé podsystémy, splňuje

w(x1, x2, . . . , xN) =
N∏
i=1

wi(xi),

kde wi(xi) je marginálńı hustota pravděpodobnosti i-tého podsystému. S využit́ım této vlast-
nosti je d̊ukaz aditivity př́ımočarý.

Př́ıklad 2.2. Uvažujme šestistěnou kostku, u které 1 padá dvakrát častěji než 6. Najděte
nejpravděpodobněǰśı rozděleńı výsledk̊u hodu kostkou.

Návod: Vazbové podmı́nky maji v tomto př́ıpadě tvar

p1 = 2p6,
6∑
i=1

pi = 1.

Řešeńı vázaného extrému entopie hledáme opět v podobě obyčejného extrému Lagrangeovy
funkce s př́ıslušnými Lagrangeovými multiplikátory. Nicméně, ač se to možná na prvńı po-
hled nezdá, lze prvńı vazbovou podmı́nku interpretovat jako středńı hodnotu jisté náhodné
pozorovatelné, pro kterou již známe obecné řešeńı. Skutečně, přepsáńım vazebné podmı́nky
do tvaru p1 − 2p6 = 0 se nab́ıźı nadefinovat náhodnou veličinu A vztahy

A1 = 1, A2 = −2, A3 = A4 = A5 = A6 = 0.

Pozor, nejde v žádném př́ıpadě o mocniny, jde o hodnoty náhodné veličiny A pro mikrostavy
i ∈ 6̂. Vazbová podmı́nka p1 − 2p6 = 0 je pak ekvivalentńı požadavku 〈A〉 = 0. S využit́ım
již známého obecného řešeńı (2.4) zjǐstujeme, že pravděpodobnostńı rozděleńı výsledk̊u hodu
má tvar

pi = e−1−α = 1
Z
, i = 2, 3, 4, 5

p1 = 1
Z
e−λ, p6 = 1

Z
e2λ.

Po dosazeńı do vazbových podmı́nek nav́ıc dostáváme, že Lagrange̊uv multiplikátor λ a
partičńı suma Z jsou rovny

λ = −1
3 ln 2, Z = 4 + 2 1

3 + 2− 2
3 .

Př́ıklad 2.3. Mějme částici na ose x. Vı́me, že jej́ı středńı hodnota polohy je rovna µ a středńı
kvadratická odchylka polohy je σ. Určete nejpravděpodobněǰśı rozděleńı polohy částice.
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Návod: Hledáme nejpravděpodobněǰśı rozděleńı w(x), x ∈ R za podmı́nek

〈x〉 = µ, 〈x2〉 = σ2 + µ2,
∫
R

w(x)dx = 1.

Nejpravděpodobněǰśı rozděleńı má tvar (viz. (2.7))

w(x) = 1
Z
e−λ1x−λ2x2 = 1

Z
exp

−λ2

(
x+ λ1

2λ2

)2
 e λ2

1
4λ2 .

Partičńı sumu a Lagrangeovy multiplikátory λj źıskáme dosazeńım w(x) do vazbových podmı́nek.
Postupně nalezneme ∫

R

w(x)dx = 1 =⇒ Z = e
λ2

1
4λ2

√
π

λ2
,

∫
R

xw(x)dx = µ =⇒ − λ1

2λ2
= µ,

∫
R

x2w(x)dx = σ2 + µ2 =⇒ σ2 = 1
2λ2

.

Lagrangeovy multiplikátory jsou tedy rovny

λ1 = − µ

σ2 , λ2 = 1
2σ2 .

Po dosazeńı se nejpravděpodobněǰśı rozděleńı zjednoduš́ı na tvar

w(x) = 1√
2πσ2

exp
(
−(x− µ)2

2σ2

)
,

což je Gaussovo normálńı rozděleńı s parametry µ a σ.

Př́ıklad 2.4. Mějme jednoatomový ideálńı plyn v nádobě, která je v klidu. Plyn má teplotu T
a nenacháźı se v žádném vněǰśım poli. Určete nejpravděpodobněǰśı rozděleńı rychlost́ı atomů
plynu.

Návod: Mikrostav plynu složeného zN jednoatomových molekul je charakterizován uspořádanou
N -tićı vektor̊u rychlosti ~V = (~v1, ~v2, . . . , ~vN), kde ~vi = (vi1, vi2, vi3) je vektor rychlosti i-
tého atomu. Rozděleńı mikrostav̊u celého systému je tedy dáno hustotou pravděpodobnost́ı
W (~v1, ~v2, . . . , ~vN). V našem př́ıpadě jde ale nav́ıc o ideálńı plyn, kdy jednotlivé atomy spolu
neinteraguj́ı a výsledek měřeńı vektor̊u rychlosti jednotlivých atomů jsou tedy navzájem
nezávislé jevy. Hustotu pravděpodobnosti lze tedy psát ve tvaru

W (~v1, ~v2, . . . , ~vN) =
N∏
i=1

w(~vi),
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kde w(~vi) je marginálńı hustota pravděpodobnosti vektoru rychlosti i-tého atomu. Všechny
atomy jsou stejné a stejné jsou tedy i funkce charakterizuj́ıćı jejich marginálńı hustoty
pravděpodobnosti.

Protože ale i r̊uzné kartézské složky vektoru rychlosti jednoho atomu jsou nezávislé
náhodné veličiny a žádný směr neńı nijak preferovaný, bude platit pro hustotu pravděpodobnosti
vektoru rychlosti i-tého atomu

w(~vi) = w1(vi1)w1(vi2)w1(vi3),

kde w1(vij) je marginálńı hustota pravděpodobnosti j-té kartézské složky vektoru rychlosti
i-tého atomu. Opět jednotlivé kartézské složky vektoru rychlosti jsou rovnocenné a tedy i
funkce w1 charakterizuj́ıćı marginálńı hustotu je pro všechny kartézské složky vektoru rych-
losti totožná. Ve výsledku tedy dostáváme, že se systém N částic ideálńıho plynu skládá z
3N nezávislých podsystémů, kde každý odpov́ıdá jedné kartézské složce vektoru rychlosti N
částic. Jak v́ıme z předchoźıho př́ıkladu, entropie takového systému je součtem entropíı těchto
3N nezávislých podsystémů. Pokud tedy vazbové podmı́nky představuj́ı nezávislé vazby pro
jednotlivé kartézské složky vektoru rychlosti N částic, je maximalizace entropie celého pod-
systému ekvivalentńı maximalizaci entropie každého podsystému zvlášt’. To je ale, jak hned
uvid́ıme, náš př́ıpad.

Stač́ı tedy nalézt rozděleńı jedné kartézské složky rychlosti, kterou nyńı pro jednoduchost
označ́ıme vj (tedy vynecháváme dále index označuj́ıćı částici). Z faktu, že nádoba s plynem
se nehýbe plyne vazbová podmı́nka 〈vj〉 = 0. Druhou vazbovou podmı́nku dostaneme z
ekvipartičńıho teorému, podle kterého má atom plynu při dostatečně vysoké teplotě T středńı
hodnotu kinetické energie rovnu

〈Ek〉 = 1
2m〈v

2〉 = 3
2kT.

Protože v2 = v2
1 + v2

2 + v2
3 a všechny kartézské složky jsou rovnocenné, dostaneme pro středńı

hodnotu kvadrátu jedné kartézské složky rychlosti podmı́nku

〈v2
i 〉 = kT

m
.

Nejpravděpodobněǰśı rozděleńı jedné kartézské složky rychlosti má tedy tvar (viz. Př́ıklad 2.3
pro µ = 0 a σ2 = kT

m
)

w(vi) =
(

m

2πkT

) 1
2

exp
(
−mv

2
i

2kT

)
.

Rozděleńı vektoru rychlosti jednoho atomu je potom

w(~v) =
(

m

2πkT

) 3
2

exp
(
−mv

2

2kT

)
,

což je nám již dobře známé Maxwellovo rozděleńı vektoru rychlosti molekul ideálńıho plynu.
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Př́ıklad 2.5. Mějme dvě šestistěnné kostky. Opakováným společným házeńım kostek jsme
zjistili, že stejná č́ısla padaj́ı na kostkách a-krát častěji než r̊uzná č́ısla, kde a je libovolné
nezáporné č́ıslo.

a) Určete nejpravděpodobněǰśı rozděleńı výsledk̊u hodu kostkami.

b) Určete marginálńı rozděleńı výsledk̊u hodu jednotlivých kostek.

c) Určete kovarianci náhodných veličin X1 a X2, kde Xi je výsledek hodu na i-té kostce.

d) Dokažte, že kovariance je nulová právě tehdy, když jsou obě kostky nezávislé.

e) Ukažte, že maximálńı kovariance (kladná lineárńı závislost) je dosažena pro a→∞.

Návod: Označme pij pravděpodobnost, že na prvńı kostce padne výsledek i a na druhé
kostce padne výsledek j. Pravděpodobnost pS, že padnou stejná č́ısla je dána vztahem

pS =
6∑
i=1

pii,

pravděpodobnost pR, že padnou r̊uzná č́ısla je dána vztahem

pR =
6∑

i,j=1,i 6=j
pij.

Dané kostky splňuj́ı pS = apR, tedy

6∑
i=1

pii − a
6∑

i,j=1,i 6=j
pij = 0. (2.8)

Maximalizace entropie za této vazbové podmı́nky (+normalizace) potom vede na maximali-
zaci funkce Λ dané vztahem

Λ({pij}, αλ) = −k
6∑

i,j=1
pij ln pij − kα

 6∑
i,j=1

pij − 1
+ kλ

 6∑
i=1

pii − a
6∑

i,j=1,i 6=j
pij

 . (2.9)

Z tvaru funkce Λ je zřejmé, že je nutné prozkoumat pouze dva př́ıpady - stejné indexy a
r̊uzné indexy. Dostaneme následuj́ıćı výsledky:

∂Λ
∂pii

= −k (ln pii + 1 + α− λ) ,

∂Λ
∂pij

= −k (ln pij + 1 + α + aλ) , i 6= j.
(2.10)

Položeńım těchto derivaćı nule potom dostaneme výsledné pravděpodobnosti jako

pii = e−(1+α)eλ = pS
6 , pij = e−(1+α)e−aλ = pR

30 .
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Z normalizačńı podmı́nky poté plyne

e1+α ≡ Z = 6eλ + 30e−aλ,

jelikož stejných výsledk̊u je 6 a r̊uzných výsledk̊u je 30. Dosazeńım do vazbové podmı́nky
(2.8) dostaneme rovnici

6eλ = 30ae−aλ,

ze které dále plyne

eλ = (5a)
1

1+a .

Celkem tedy dostáváme pravděpodobnosti ve tvaru

pii = (5a)
1

1+a

Z
, pij = (5a)

−a
1+a

Z
.

Marginálńı rozděleńı pi urč́ıme z definice jako

pi =
6∑
j=1

pij = 1
Z

(
eλ + 5e−aλ

)
= 1

6 ,

kde druhá rovnost je d̊usledkem faktu, že pro libovolné pevné i máme jedno stejné j a pět
r̊uzných j. Marginálńım rozděleńım hod̊u je tedy rovnoměrné rozděleńı. Z tohoto také snadno
urč́ıme středńı hodnotu veličny Xj, j ∈ {1, 2} jako

〈Xj〉 =
6∑
i=1

ipi = 7
2 .

Pro určeńı středńı hodnoty 〈X1X2〉 však potřebujeme p̊uvodńı rozděleńı. Plat́ı

〈X1X2〉 =
6∑

i,j=1
ijpij =

6∑
i=1

i2pii +
6∑

i,j=1,i 6=j
ijpij =

( 6∑
i=1

i2
)
pS
6 +

 6∑
i,j=1

ij −
6∑
i=1

i2

 pR
30 =

91eλ + 350e−aλ
6eλ + 30e−aλ = 91a+ 70

6(a+ 1) .

(2.11)

Pro korelaci veličin X1 a X2 tedy plat́ı

(∆X1∆X2) = 91a+ 70
6(a+ 1) −

49
4 = 35a− 7

12a+ 12 .

Polož́ıme-li (∆X1∆X2) = 0, dostaneme a = 1
5 . Při bližš́ım pr̊uzkumu tohoto př́ıpadu zjist́ıme,

že pro toto a plat́ı pkk = pij = 1
36 pro všechny možné indexy i, j, k, jedná se tedy o součin
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marginálńıch rozděleńı pi, tj. pij = pipj. Kovariance je tedy nula pro nezávislé kostky. Snadno
si dále ověř́ıme, že kovariance je rostoućı v a na intervalu (0,∞), konkrétně plat́ı

∂

∂a
(∆X1∆X2) = 7

2(a+ 1)2 .

Maximálńı korelace je tedy dosaženo pro a → ∞, tedy pro př́ıpad, že vždy padaj́ı stejná
č́ısla.
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Kapitola 3

Termodynamické potenciály a identity

Společným předmětem studia termodynamiky a statistické fyziky jsou makroskopické vlast-
nosti látek, tedy vlastnosti prameńıćı z kolektivńıho chováńı velkého počtu částic. Zat́ımco
statistická fyzika přistupuje k tomuto problému skrze zkoumáńı mikrostav̊u daného systému,
jejich pravděpodobnostńıho rozděleńı a posléze středńıch hodnot definuj́ıćı makroskopické
hodnoty veličin, termodynamika se soustřed́ı na zkoumáńı obecných vztah̊u mezi těmito
makroskopickými veličinami, jejich vzájemné změny a formulováńı princip̊u, kterými se tyto
změny ř́ıd́ı. Přirozeně oba obory se vzájemně ovlivňuj́ı, doplňuj́ı, stimuluj́ı a pro hlubš́ı po-
chopeńı statistické fyziky je nutný i určitý stupeň porozuměńı termodynamice. V rámci
statistického popisu je nutné identifikovat všechny makroskopické veličiny zavedené v termo-
dynamice a s použit́ım termodynamických vztah̊u s nimi dále pracovat.

3.1 Diferenciálńı formy
Základńım nástrojem pro popis kvazistatických změn, tj. změn mezi infinitezimálně bĺızkými
rovnovážnými stavy, termodynamických veličin, jsou diferenciálńı formy. Následuj́ıćı text je
shrnut́ım vlastnost́ı diferenciálńıch forem prvńıho stupně, které budeme dále potřebovat.

Diferenciálńı forma 1. stupně je zobrazeńı ω, které každému bodu prostoruRn přǐrazuje
lineárńı funkcionál, tedy ω : Rn → (Rn)∗.
Př́ıklad: Necht’ f : Rn → R je hladká funkce. Derivace f v bodě x0 je lineárńı funkcionál

df(x0) =
∑
i

∂f

∂xi

∣∣∣∣∣
x0

dxi,

kde dxi jsou souřadnicové funkcionály. Jinými slovy, derivace funkce přǐrazuje každému bodu
lineárńı funkcionál, který, když zap̊usob́ı na vektor, vraćı derivaci funkce v daném bodě ve
směru tohoto vektoru. Diferenciál funkce je tedy diferenciálńı forma 1. stupně.

Obecně můžeme každou diferenciálńı formu rozepsat v bázi těchto souřadnicových funk-
cionál̊u

ω(x) =
∑
i

ωi(x)dxi.
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Přirozeně ne každá diferenciálńı forma je derivaćı nějaké funkce. Ř́ıkáme, že diferenciálńı
forma ω je exaktńı, existuje-li funkce f taková, že ω je jej́ı diferenciál. ω je uzavřená, plat́ı-li

∂ωi
∂xj

= ∂ωj
∂xi

∀i, j.

Je zřejmé, že každá exaktńı forma je uzavřená. Naopak diferenciálńı forma uzavřená na
jednoduše souvislé množině je na této množině exaktńı. Pro nás ověřit exaktnost diferenciálńı
formy bude tedy znamenat ověřit exaktnost na daném definičńım oboru hodnot (např́ıklad
pro pozitivńı teplotu a objem atd.).

Diferenciálńı formy můžeme integrovat po dráze. Je-li ϕ : 〈a, b〉 → Rn dráha, pak plat́ı

∫
ϕ

ω =
b∫
a

ω(ϕ(t))ϕ′(t)dt.

Je-li ω exaktńı, pak snadno zjist́ıme, že integrál nezáviśı na tvaru dráhy. Skutečně

∫
ϕ

ω =
b∫
a

f ′(ϕ(t))ϕ′(t)dt =
b∫
a

(f ◦ ϕ)′ (t)dt = f(ϕ(b))− f(ϕ(a))

a integrál záviśı pouze na koncových bodech této dráhy.
Diferenciálńı forma ω se nazývá konzervativńı, plat́ı-li∫

ϕ1

ω =
∫
ϕ2

ω,

pro všechny dráhy ϕ1, ϕ2, které maj́ı společný počátečńı a koncový bod. Plat́ı následuj́ıćı
ekvivalentńı tvrzeńı

ω je exaktńı⇐⇒ ω je konzervativńı.

Př́ıklad: V termodynamice jsou základńımi veličinami teplo, práce a vnitřńı energie. Jejich
vzájemná přeměna se ř́ıd́ı prvńım principem termodynamiky, který ř́ıká, že teplo dodané do
systému se částečně spotřebuje na změnu vnitřńı energie a částečně na vykonáńı práce na
okoĺı. Matematický zápis tohoto principu pro infinitezimálńı změny zúčastněných veličin má
tvar

δQ = dU + δW,

kde v pořad́ı δQ, δW, dU jsou diferenciálńı formy vyjadřuj́ıćı infinitezimálńı množstv́ı tepla,
práce a vnitřńı energie. Diferenciálńı formy (diferenciály) δQ a δW nejsou exaktńı. Dodané
teplo a vykonaná práce záviśı na tom, jaké děje termodynamická soustava vykonala mezi
počátečńım a konečným stavem. Naproti tomu diferenciál dU ale exaktńı je, existuje tedy
funkce U – vnitřńı energie. Změna vnitřńı energie tedy nezáviśı na ději, jen na počátečńım a
koncovém stavu soustavy. Proto se také U ř́ıká stavová funkce.
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3.2 Termodynamické potenciály
Vnitřńı energie patř́ı k stavovým funkćım, kterým se ř́ıká termodynamické potenciály. Je-
jich význam tkv́ı v tom, že stejně jako třeba změna potenciálńı energie v mechanice vy-
jadřuje práci, kterou je nutné vykonat pro změnu polohy mechanické soustavy, vyjadřuj́ı
změny termodynamických potenciál̊u množstv́ı vykonané práce či dodané teplo při nějakém
termodynamickém ději. V následuj́ıćım se pod́ıváme na pět základńıch termodynamických
potenciál̊u.

3.2.1 Vnitřńı energie
Uvažujme kvazistatický proces, tj. proces, při kterém termodynamický systém procháźı po-
stupně posloupnost́ı infinitezimálně bĺızkých rovnovážných stav̊u. Při takovém procesu lze
diferenciál tepla vyjádřit jako δQ = TdS, kde T je aktuáńı teplota systému a dS je úplný
diferenciál termodynamické entropie S. Z prvńıho principu termodynamiky pro kvazistatický
proces můžeme vyjádřit diferenciál vnitřńı energie ve tvaru

dU = TdS − δW. (3.1)

Vykonaná práce δW termodynamickým systémem záviśı na tom, jaký konkrétńı systém
máme. My budeme uvažovat mechanickou práci δW = PdV , kterou systém vykoná při změně
svého objemu dV proti vněǰśımu prostřed́ı o tlaku P (např́ıklad práce proti ṕıstu). Jinými
př́ıklady práce může být práce vzniklá změnou hybnosti, momentu hybnosti, magnetizace
systému a daľśı.

Pokud si soustava může vyměňovat částice s okoĺım, muśıme vztah pro diferenciál vnitřńı
energie nav́ıc rozš́ı̌rit o člen popisuj́ıćı změnu energie v závislosti na změně počtu částic a my
dostáváme

dU = TdS − PdV + µdN.

Veličina µ se nazývá chemický potenciál. Odpov́ıdá množstv́ı energie dodané systému, pokud
do něj přidáme jednu částici adiabaticko-izochorickou cestou. Protože dU je exaktńı dife-
renciál, existuje vnitřńı energie U jako stavová funkce. Jej́ı přirozené proměnné jsou S, V,N .
Z exaktnosti dU plyne záměnnost smı́̌sených pariálńıch derivaćı(

∂U

∂S

)
V,N

= T,

(
∂U

∂V

)
S,N

= −P,
(
∂U

∂N

)
S,V

= µ,

což je část prvńı série Maxwellových vztah̊u (viz. kapitola 3.3).
Často se setkáváme s takzvanými aditivńımi (někdy také označované jako extenzivńı či

homogenńı) termodynamickými systémy. Je pro ně charakteristické, že pokud takový systém
přerozděĺıme virtuálně na libovolných α část́ı (α > 1) se stejným objemem V/α, bude vnitřńı
energie celého systému dána jako α násobek vnitřńı energie jedné virtuálńı části. Speciálně
pro α = N dostáváme

U(S, V,N) = NU(s, v, 1), s = S

N
, v = V

N
.
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Vnitřńı energie je v takovém př́ıpadě homogenńı funkćı 1. stupně, z čehož plyne vztah

U(S, V,N) =
(
∂U

∂S

)
V,N

S +
(
∂U

∂V

)
S,N

V +
(
∂U

∂N

)
S,V

N = TS − PV + µN.

Je nutné zd̊uraznit, že tento vztah plat́ı pouze, pokud je termodynamický systém aditivńı.
Řekli jsme, že vnitřńı energie je př́ıkladem termodynamického potenciál̊u. Skutečně,

snadno se přesvědč́ıme, že při kvazistatickém adiabatickém ději s konstantńım počtem částic
(dQ = 0, dS = 0, dN = 0) koná soustava práci na úkor svoj́ı vnitřńı energie,

dWS,N = −dU.

Naopak při kvazistatickém izochorickém ději s konstantńım počtem částic je změna vnitřńı
energie rovna množstv́ı tepla dodaného do systému

dQV,N = dU.

Je možná překvapuj́ıćı, že jsme pro teplo a práci použili v posledńıch dvou vztaźıch symbol
úplného diferenciálu. Tato volba je oprávněná, nebot’ změna se děje při konkrétńım zadaném
ději (např. entropie a počet částic konstantńı) a je tedy funkćı pouze jedné proměnné. Dife-
renciálńı forma jedné proměnné je exaktńı.

3.2.2 Volná energie
K volné energii se dostaneme od vnitřńı energie Legendreovou transformaćı (S, V,N) −→
(T, V,N). Volná energie je definována jako

F = U −
(
∂U

∂S

)
V,N

S = U − TS.

Přirozené proměnné volné energie jsou (T, V,N). Pro diferenciál volné energie dostaneme
vztah

dF = dU − d(TS) = dU − TdS − SdT = −SdT − PdV + µdN.

Protože dF je exaktńı, plat́ı vztahy

S = −
(
∂F

∂T

)
V,N

, P = −
(
∂F

∂V

)
T,N

, µ =
(
∂F

∂N

)
T,V

.

Význam volné energie jako termodynamického potenciálu je zřetelný při izotermickém ději s
konstantńım počtem částic, kdy soustava koná práci na úkor své volné energie

dWT,N = −dU + TdS = −d(U − TS) = −dF.

Pokud je termodynamický systém aditivńı, plat́ı

F = U − TS = (TS − PV + µN)− TS = −PV + µN.
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3.2.3 Entalpie
Entalpii dostaneme z vnitřńı energie Legendreovou transformaćı (S, V,N) −→ (S, P,N)

H = U −
(
∂U

∂V

)
S,N

V = U + PV.

Přirozené proměnné entalpie jsou tedy (S, P,N). Diferenciál entalpie je roven

dH = dU + d(PV ) = dU + PdV + V dP = TdS + V dP + µdN.

Z exaktnosti dH plynou vztahy

T =
(
∂H

∂S

)
P,N

, V =
(
∂H

∂P

)
S,N

, µ =
(
∂H

∂N

)
S,P

.

Snadno nahlédneme, že změna entalpie při izobarickém ději s konstantńım počtem částic
je rovna množstv́ı tepla dodaného do systému při tomto ději.

Je-li termodynamický systém aditivńı, lze entalpii vyjádřit ve tvaru

H = U + PV = TS + µN.

3.2.4 Gibbs̊uv potenciál
Ke Gibbsovu potenciálu se dostaneme Legendreovou transformaćı vnitřńı energie vzhledem
k (S, V,N) −→ (T, P,N). Plat́ı tedy

G = U −
(
∂U

∂S

)
V,N

S −
(
∂U

∂V

)
S,N

V = U − TS + PV.

Přirozené proměnné Gibbsova potenciálu jsou (T, P,N). Diferenciál Gibbsova potenciálu je
roven

dG = −SdT + V dP + µdN,

z jeho exaktnosti pak plynou vztahy

S = −
(
∂G

∂T

)
P,N

, V =
(
∂G

∂P

)
T,N

, µ =
(
∂G

∂N

)
T,P

.

Je-li systém aditivńı, můžeme Gibbs̊uv potenciál vyjádřit ve tvaru

G = U − TS + PV = µN.

Odtud vyjádřeńım diferenciálu dG ve tvaru

dG = µdN +Ndµ = −SdT + V dP + µdN
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dostaneme Gibbs-Duhemův vztah

SdT − V dP +Ndµ = 0,

Gibbs-Duhemův vztah můžeme přepsat do tvaru

dP = S

V
dT + N

V
dµ,

z kterého plyne např. následuj́ıćı rovnost(
∂P

∂µ

)
T

= N

V
.

Vztah opět plat́ı jen pro aditivńı systémy.

3.2.5 Grandkanonický potenciál
Grandkanonický potenciál dostaneme z vnitřńı energie Legendreovou transformaćı (S, V,N) −→
(T, V, µ)

Ω = U −
(
∂U

∂S

)
V,N

S −
(
∂U

∂N

)
S,V

N = U − TS − µN.

Přirozené proměnné grandkanonického potenciálu jsou (T, V, µ). Diferenciál Ω je roven

dΩ = −SdT − PdV −Ndµ.

Je-li systém aditivńı, lze grandkanonický potenciál vyjádřit jako

Ω = U − TS − µN = −PV.

3.3 Maxwellovy vztahy
Shrňme si nejprve diferenciály termodynamických potenciál̊u

dU = TdS − PdV + µdN,

dF = −SdT − PdV + µdN,

dH = TdS + V dP + µdN,

dG = −SdT + V dP + µdN,

dΩ = −SdT − PdV −Ndµ.
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Z jejich exaktnosti plyne 1. série Maxwellových vztah̊u

T =
(
∂U

∂S

)
V,N

=
(
∂H

∂S

)
P,N

,

P = −
(
∂U

∂V

)
S,N

= −
(
∂F

∂V

)
T,N

,

S = −
(
∂F

∂T

)
V,N

= −
(
∂G

∂T

)
P,N

,

V =
(
∂H

∂P

)
S,N

=
(
∂G

∂P

)
T,N

.

Pokud jsou nav́ıc potenciály dostatečně hladké funkce, pak ze záměnnosti druhých parciálńıch
derivaćı dostaneme 2. sérii Maxwellových vztah̊u

dU =⇒
(
∂T

∂V

)
S,N

= −
(
∂P

∂S

)
V,N

,

dF =⇒
(
∂S

∂V

)
T,N

=
(
∂P

∂T

)
V,N

,

dH =⇒
(
∂T

∂P

)
S,N

=
(
∂V

∂S

)
P,N

,

dG =⇒
(
∂S

∂P

)
T,N

= −
(
∂V

∂T

)
P,N

,

např. prvńı ze vztah̊u dostaneme jako(
∂2U

∂S∂V

)
N

= ∂

∂S

(
∂U

∂V

)
S,N

= −
(
∂P

∂S

)
V,N(

∂2U

∂V ∂S

)
N

= ∂

∂V

(
∂U

∂S

)
V,N

=
(
∂T

∂V

)
S,N

Stavová proměnná, která je v dané identitě na obou stranách konstantńı, do tohoto vztahu
vlastně nevstupuje, a proto se často v zápise explicitně neuvád́ı. Např́ıklad u výše uvedených
Maxwellových vztah̊u je možné v zápise vynechat počet částic N .

Chceme také upozornit, že výběrem jiných pár̊u stavových proměnných (např́ıklad S a
N v dU) dostáváme daľśı Maxwellovy vztahy, které již explicitně neuvád́ıme.

Řešeńı problémů v termodynamice obvykle zahrnuje použit́ı nejr̊uzněǰśıch identit obsa-
huj́ıćıch parciálńı derivace stavových funkćı. S využit́ım jakobián̊u se d̊ukazy těchto identit
často výrazně zjednodušuj́ı.
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3.4 Jakobiány, záměna proměnných
Uvažujme hladké zobrazeńı f : (x, y) 7→ (u, v). Jeho derivace v bodě (x0, y0) je lineárńı
zobrazeńı vyjádřené matićı

df(x0, y0) =


(
∂u
∂x

)
y

(
∂u
∂y

)
x(

∂v
∂x

)
y

(
∂v
∂y

)
x


(x0,y0)

.

Jakobián zobrazeńı f je determinant matice derivace (pro jednoduchost zápisu nebudeme
explicitně vypisovat bod (x0, y0)).

∂(u, v)
∂(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣
(
∂u
∂x

)
y

(
∂u
∂y

)
x(

∂v
∂x

)
y

(
∂v
∂y

)
x

∣∣∣∣∣∣∣ =
(
∂u

∂x

)
y

(
∂v

∂y

)
x

−
(
∂u

∂y

)
x

(
∂v

∂x

)
y

.

Při práci s parciálńı derivaćı si ji obvykle nejdř́ıve vyjádř́ıme pomoćı jakobiánu. To skutečně
jde, nebot’ plat́ı

∂(u, y)
∂(x, y) =

∣∣∣∣∣∣
(
∂u
∂x

)
y

(
∂u
∂y

)
x

0 1

∣∣∣∣∣∣ =
(
∂u

∂x

)
y

.

Tento jakobián pak následně upravujeme za pomoci vztah̊u, které plynou z vlastnost́ı deter-
minantu a derivace složeného zobrazeńı:

1. Determinant je antisymetrická forma a tedy prohozeńı proměnných odpov́ıdá změně
znaménka,

∂(u, v)
∂(x, y) = −∂(v, u)

∂(x, y) = −∂(u, v)
∂(y, x) .

2. Jakobián můžeme rozš́ı̌rit jedničkou a následně jej upravit dle vztahu

∂(u, v)
∂(x, y) = ∂(u, v)

∂(x, y)
∂(t, s)
∂(t, s)︸ ︷︷ ︸

=1

= ∂(u, v)
∂(t, s)

∂(t, s)
∂(x, y) .

Práce s Jakobiány tedy po formálńı stránce připomı́ná práci se zlomky. Legálnost této
úpravy plyne z faktu, že matice derivace složeného zobrazeńı je součinem matic derivaćı
jednotlivých zobrazeńı v př́ıslušných bodech a determinant součinu matic je součin
determinant̊u těchto matic. Máme-li tedy zobrazeńı g : (x, y) 7→ (t, s) a h : (t, s) 7→
(u, v), plat́ı pro jakobián složeného zobrazeńı f = h ◦ g : (x, y) 7→ (u, v) výše zmı́něný
vztah.

3. Z předchoźı vlastnosti plyne, že jakobián inverzńıho zobrazeńı je převrácená hodnota
jakobiánu p̊uvodńıho zobrazeńı,

∂(x, y)
∂(u, v) = 1

∂(u,v)
∂(x,y)

.

19



Skutečne, stač́ı zvolit h = g−1 a uvědomit si, že jakobián identického zobrazeńı f =
g−1 ◦ g je 1.

Př́ıklad: Z třet́ı vlastnosti jakobián̊u plyne(
∂u

∂x

)
y

= ∂(u, y)
∂(x, y) = 1

∂(x,y)
∂(u,y)

= 1(
∂x
∂u

)
y

.

2. sérii Maxwellových vztah̊u lze t́ımto doplnit o daľśı vztahy, např. vztah(
∂T

∂V

)
S,N

= −
(
∂P

∂S

)
V,N

=⇒
(
∂V

∂T

)
S,N

= −
(
∂S

∂P

)
V,N

Př́ıklad: Pomoćı vlastnost́ı jakobián̊u lze ukázat, že druhá série Maxwellových vztah̊u je
ekvivaletńı identitě

∂(P, V )
∂(T, S) = 1. (3.2)

Např. prvńı vztah z druhé série můžeme postupně převést na identitu (3.2) (proměnnou N
můžeme vynechat, protože je konstatńı na obou stranách rovnice)(

∂T

∂V

)
S

= −
(
∂P

∂S

)
V

=⇒ ∂(T, S)
∂(V, S) = −∂(P, V )

∂(S, V ) =⇒ 1 = −∂(V, S)
∂(T, S)

∂(P, V )
∂(S, V ) = ∂(P, V )

∂(T, S) .

Podobně můžeme libovolný vztah z druhé série odvodit rozš́ı̌reńım identity (3.2), např. druhý
vztah dostaneme takto

∂(P, V )
∂(T, S)

∂(T, V )
∂(T, V ) = 1 =⇒ ∂(P, V )

∂(T, V ) = ∂(T, S)
∂(T, V ) =⇒

(
∂P

∂T

)
V

=
(
∂S

∂V

)
T

Analogicky funguj́ı Jakobiány, máme-li vztahy obsahuj́ıćı v́ıce nezávislých proměnných -
např. (

∂u

∂x

)
y,z

= ∂(u, y, z)
∂(x, y, z) , (3.3)

přičemž vlastnosti uvedené výše, tj. antisymetrie, rozšǐrováńı a inverze plat́ı stejně jako u
funkćı dvou proměnných. Při úpravě parciálńıch derivaćı je často potřeba přej́ıt k novým
proměnným. Uvažujme funkci f(x, y), jej́ı diferenciál je

df =
(
∂f

∂x

)
y

dx+
(
∂f

∂y

)
x

dy. (3.4)

Od proměnné y přejdeme k nové proměnné z. V nových proměnných (x, z) má diferenciál
funkce f tvar

df =
(
∂f

∂x

)
z

dx+
(
∂f

∂z

)
x

dz. (3.5)
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Abychom mohli předchoźı výrazy porovnat, budeme uvažovat z jako funkci (x, y). Diferenciál
dz pak můžeme zapsat ve tvaru

dz =
(
∂z

∂x

)
y

dx+
(
∂z

∂y

)
x

dy.

Dosazeńım do (3.5) dostaneme

df =
(∂f

∂x

)
z

+
(
∂f

∂z

)
x

(
∂z

∂x

)
y

 dx+
(
∂f

∂z

)
x

(
∂z

∂y

)
x

dy. (3.6)

Porovnáńım koeficient̊u u diferenciál̊u dx a dy ve výrazech (3.4) a (3.6) dostaneme vztahy(
∂f

∂x

)
y

=
(
∂f

∂x

)
z

+
(
∂f

∂z

)
x

(
∂z

∂x

)
y

, (3.7)(
∂f

∂y

)
x

=
(
∂f

∂z

)
x

(
∂z

∂y

)
x

.

Oba tyto vztahy př́ımo plynou z parciálńıch derivaćı složené funkce f(x, z(x, y)). Ke
stejným vztah̊um můžeme ale také snadno dospět použit́ım úprav jakobián̊u, např.(

∂f

∂y

)
x

= ∂(f, x)
∂(y, x) = ∂(f, x)

∂(y, x)
∂(z, x)
∂(z, x) = ∂(f, x)

∂(z, x)
∂(z, x)
∂(y, x) =

(
∂f

∂z

)
x

(
∂z

∂y

)
x

.

3.5 Př́ıklady
Př́ıklad 3.1. Dokažte ****-vztah(

∂U

∂V

)
T

= T

(
∂P

∂T

)
V

− P.

Návod: Levá strana napov́ıdá, že bude vhodné vyjádřit diferenciál dU v proměnných (T, V ):

dU(T, V ) =
(
∂U

∂T

)
V

dT +
(
∂U

∂V

)
T

dV. (3.8)

V přirozených proměnných (S, V ) plat́ı pro diferencál U následuj́ıćı:

dU(S, V ) = TdS − PdV. (3.9)
Abychom tyto diferenciály mohli porovnat, je nutné je převést do stejných proměnných, tj.
např́ıklad vyjádřit dS(T, V ):

dS(T, V ) =
(
∂S

∂T

)
V

dT +
(
∂S

∂V

)
T

dV. (3.10)
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Dosazeńım (3.10) do (3.9) a porovnáńım s (3.8) dostanenme

T

(
∂S

∂T V

)
V

dT +
(
T

(
∂S

∂V

)
T

− P
)
dV =

(
∂U

∂T

)
V

dT +
(
∂U

∂V

)
T

dV

a tedy (
∂U

∂V

)
T

=
(
T

(
∂S

∂V

)
T

− P
)
.

Z 2. série Maxwellových vztah̊u dále plat́ı(
∂S

∂V

)
T

=
(
∂P

∂T

)
V

, (3.11)

odkud již dostáváme (
∂U

∂V

)
T

=
(
T

(
∂P

∂T

)
V

− P
)
.

Úkol: Zkuste obdobným zp̊usobem ukázat analogický vztah pro enthalpii:(
∂H

∂P

)
T

= V −
(
T

(
∂V

∂T

)
P

)
.

Př́ıklad 3.2. Tepelné kapacity jsou definovány jako

CP =
(
∂Q

∂T

)
P

= T

(
∂S

∂T

)
P

, CV =
(
∂Q

∂T

)
V

= T

(
∂S

∂T

)
V

.

Dokažte Mayer̊uv vztah

CP − CV = T

(
∂P

∂T

)
V

(
∂V

∂T

)
P

.

Návod: Obě tepelné kapacity se zřejmě vyskytuj́ı v diferenciálu S v proměnných (T, V ),
resp. (T, P ):

dS(T, V ) =
(
∂S

∂T

)
V

dT +
(
∂S

∂V

)
T

dV = CV
T
dT +

(
∂S

∂V

)
T

dV,

dS(T, P ) =
(
∂S

∂T

)
P

dT +
(
∂S

∂P

)
T

dP = CP
T
dT +

(
∂S

∂P

)
T

dP,

(3.12)

Stejně jako v předchoźım př́ıkladu chceme tyto diferenciály porovnat. Vyjádř́ıme proto např́ıklad
diferenciál dP (T, V ). Po jeho dosazeńı do (3.12) dostáváme

CV
T
dT +

(
∂S

∂V

)
T

dV =
(
CP
T

+
(
∂S

∂P

)
T

(
∂P

∂T

)
V

)
dT +

(
∂S

∂P

)
T

(
∂P

∂V

)
T

dV
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a tedy s použit́ım 2. série Maxwellových vztah̊u dostáváme

CP
T

+
(
∂S

∂P

)
T

(
∂P

∂T

)
V

= CV
T
⇒ CP − CV = T

(
∂P

∂T

)
V

(
∂V

∂T

)
P

.

Vyjádřete diferenciál entropie v proměnných T, P a převed’te ho do proměnných T, V .

Př́ıklad 3.3. Dokažte platnost vztahu(
∂CP
∂P

)
T

= −T
(
∂2V

∂T 2

)
P

.

Návod: Velice jednoduchá aplikace 2. série Maxwellových vztah̊u. Obdobně lze dokázat
analogickou identitu (

∂CV
∂V

)
T

= T

(
∂2P

∂T 2

)
V

.

Př́ıklad 3.4. Dokažte platnost vztahu(
∂T

∂V

)
S

= CP
CV

(
∂P

∂V

)
T

(
∂T

∂P

)
S

.

Návod: Vzhledem k faktu, že na pravé straně se všechny veličiny vyskytuj́ı v součinu,
využijeme Jacobián̊u:

CP
CV

(
∂P

∂V

)
T

(
∂T

∂P

)
S

=
T ∂(S,P )
∂(T,P )

T ∂(S,V )
∂(T,V )

∂(P, T )
∂(V, T )

∂(T, S)
∂(P, S) = −∂(T, S)

∂(S, V ) =
(
∂T

∂V

)
S

Př́ıklad 3.5. Dokažte platnost vztahu(
∂P

∂T

)
S

=
(
∂P

∂T

)
V

+ CV
T

(
∂T

∂V

)
P

.

Návod: Řeš́ıme podobně jako Mayer̊uv vztah vyjádřeńım diferenciálu dP v proměnných
(T, V ) a jeho převedeńım do proměnných (T, S). Po porovnáńı diferenciál̊u dP (T, V ) a
dP (T, S(T, V )) dotaneme(

∂P

∂T

)
S

=
(
∂P

∂T

)
V

−
(
∂S

∂T

)
V

(
∂P

∂S

)
T

=
(
∂P

∂T

)
V

− CV
T

(
∂P

∂S

)
T

a srovnáńım se zadáńım zjist́ıme, že zbývá ukázat

−
(
∂P

∂S

)
T

=
(
∂T

∂V

)
P

⇔ −∂(P, T )
∂(S, T ) = ∂(T, P )

∂(V, P ) .
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Jelikož jmenovatelé Jakobián̊u jsou r̊uzńı, nelze př́ımo použ́ıt 2. sérii Maxwellových vztah̊u.
Protože čitatelé však shodńı jsou, lze použ́ıt inverzi, po které budou jmenovatelé již stejńı a
následně použ́ıt 2. sérii Maxwellových vztah̊u:(

∂(P, T )
∂(S, T )

)−1

= ∂(S, T )
∂(P, T ) =

(
∂S

∂P

)
T

= −
(
∂2G

∂P∂T

)
= −

(
∂V

∂T

)
P

a tedy (
∂S

∂P

)
T

= −
(
∂V

∂T

)
P

⇒ −
(
∂P

∂S

)
T

=
(
∂T

∂V

)
P

,

č́ımž je d̊ukaz identity dovršen. Posledńı identitu lze ale také obdržet s mnohem menš́ım
úsiĺım použit́ım identity (3.2).

Př́ıklad 3.6. Dokažte platnost vztahu(
∂S

∂P

)
G

= CP
T

[
V

S
−
(
∂V

∂S

)
P

]
.

Návod: Identita je trochu netypická, nebot’ potřebujeme vyjádřit diferenciál entropie v
proměnných P a G. Vyjdeme tedy z jediného vztahu obsahuj́ıćı diferenciál dG, který máme,
a převedeme jej do proměnných S a P

dG = −SdT + V dP = −S
[(
∂T

∂S

)
P

dS +
(
∂T

∂P

)
S

dP

]
︸ ︷︷ ︸

dT (S,P )

+V dP

= −S
(
∂T

∂S

)
P

dS +
[
V − S

(
∂T

∂P

)
S

]
dP.

Odtud již snadno vyjádř́ıme diferenciál dS v proměnných P a G

dS = − 1
S

(
∂S

∂T

)
P

dG+
(
∂S

∂T

)
P

[
V

S
−
(
∂T

∂P

)
S

]
dP.

Dospěli jsme tedy k vyjádřeńı parciálńı derivace
(
∂S
∂P

)
G

, kterou s využit́ım vztahu pro tepel-
nou kapacitu CP , identity (3.2) a vlastnost́ı jakobián̊u uprav́ıme do tvaru, který jsme měli
dokázat

(
∂S

∂P

)
G

=
(
∂S

∂T

)
P︸ ︷︷ ︸

CP /T


V

S
−����∂(T, S)
∂(P, S)︸ ︷︷ ︸
( ∂T∂P )

S

∂(P, V )
����∂(T, S)︸ ︷︷ ︸

=1

 = CP
T

[
V

S
−
(
∂V

∂S

)
P

]
.
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Alternativńı postup je rozš́ı̌rit levou stranu (je to vlastně použit́ı věty o derivaci implicitńı
funkce) (

∂S

∂P

)
G

= ∂(S,G)
∂(P,G)

∂(S, P )
∂(S, P ) = −

(
∂G
∂P

)
S(

∂G
∂S

)
P

,

a zbytek upravit pomoćı Maxwellových vztah̊u a Jakobián̊u.
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Kapitola 4

Ideálńı a neideálńı plyny

Př́ıklad 4.1. Určete entropii a vnitřńı energii n mol̊u ideálńıho plynu s teplotou T v objemu
V .

Návod: Pro rekonstrukci entropie vyjdeme nejdř́ıve z jej́ıho diferenciálu, kde mı́sto počtu
částic N uvažujeme počet mol̊u n = N/NA (NA je Avogadrova konstanta)

dS(T, V, n) =
(
∂S

∂T

)
V,n

dT +
(
∂S

∂V

)
T,n

dV +
(
∂S

∂n

)
T,V

dn.

Prvńı dvě parciálńı derivace v diferenciálu dS(T, V, n) pro ideálńı plyn známe. Tepelná kapa-
cita 1 molu ideálńıho plynu je konstanta cV nezávislá na teplotě i objemu a stavová rovnice
ideálńıho plynu je PV = nRT , kde R je molárńı plynová konstanta. Odtud s použit́ım
definice tepelné kapacity a Maxwellových vztah̊u dostaneme(

∂S

∂T

)
V,n

= CV
T

= ncv
T

(
∂S

∂V

)
T,n

=
(
∂P

∂T

)
V,n

= nR

V
.

Integraćı prvńı rovnice zjist́ıme, že

S(T, V, n) = ncV lnT + f(V, n).

Funkce f(V, n) se zde objev́ı jako aditivńı integračńı konstanta v proměnné T , která ale stále
je obecně funkćı proměnných V a n. Dosazeńım S(T, V, n) do druhé rovnice nám vyplyne
podmı́nka (

∂S

∂V

)
T,n

=
(
∂f

∂V

)
n

= nR

V
,

jej́ıž integrace urč́ı funkci f(V, n) až na aditivńı integračńı konstantu g(n) v proměnné V

f(T, V ) = nR ln V + g(n).

Vı́me tedy, že S(T, V, n) = ncV lnT+nR ln V +g(n). K určeńı funkce g(n) využijeme aditivity
ideálńıho plynu

S(T, V, n) = nS(T, V/n, 1).
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Jednoduchými úpravami dostáváme, že g(n) = ng(1)−nR lnn a výslednou entropii můžeme
napsat ve tvaru

S(T, V, n) = ncV lnT + nR ln V − nR lnn+Kn, (4.1)
kde K = g(1).

Obdobnými kroky źıskáme vnitřńı energii ideálńıho plynu. Postupnou integraćı parciálńıch
derivaćı (

∂U

∂T

)
V,n

= T

(
∂S

∂T

)
V,n

= CV = ncv,

(
∂U

∂V

)
T,n

= T

(
∂P

∂T

)
V,n

− P = 0

a už́ıt́ım aditivity U(T, V, n) = nU(T, V/n, 1) dospějeme ke vztahu

U(T, V, n) = ncV T + Zn, (4.2)

kde Z je konstanta.

Př́ıklad 4.2. Uvažujte jeden mol ideálńıho plynu, který koná polytropický děj - děj, při
kterém si plyn vyměňuje teplo s okoĺım podle vztahu dQ = CdT , kde C je konstanta.
Určete rovnici polytropy v proměnných (T, V ), (P, V ), a (T, P ). Diskutujte speciálńı př́ıpady
adiabaty, izobary, izochory a izotermy.

Návod: Rovnici polytropy źıskáme z prvńıho principu termodynamiky integraćı

CdT = dQ = dU + dW = CV dT + PdV.

S použit́ım stavové rovnice ideálńıho plynu, kterou lze psát jako PV = (CP − CV )T ji
převedeme do tvaru

dT

T
= −CP − CV

CV − C
dV

V
= −(α− 1)dV

V
, (4.3)

kde α = CP−C
CV −C

se nazývá stupeň polytropy. Integraćı rovnice (4.3) dostaneme

lnT = −(α− 1) lnV + lnK,
kde K > 0 je konstanta. Tuto rovnici lze přepsat na rovnici polytropy v proměnných (T, V )
jako

TV α−1 = K.

Použit́ım stavové rovnice ideálńıho plynu pak lze rovnici polytropy převést do ostatńıch
proměnných s výsledkem

PV α = K2, TP
1−α
α = K3,

kde K2, K3 jsou kladné konstanty.
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V př́ıpadě adiabatického procesu máme C = 0 a tedy α = CP
CV

= 5
3 .

Pro izobarický proces plat́ı podle stavové rovnice ideálńıho plynu

TV −1 = P

R
= K

a tedy α = 0, což nastává pro C = CP .

Pro izochorický proces plat́ı analogicky

TP−1 = V

R
= K

a tedy α→∞, což nastává pro C = CV .

Pro izotermický proces máme

PV = RT = K

a tedy α = 1, toto nastane v limitě C →∞.

Př́ıklad 4.3. Necht’ vnitřńı energie plynu je pouze funkćı teploty U(T ). Ukažte, že potom
plat́ı: a) CV = CV (T ), b) V = f

(
P
T

)
, c) CP − CV = g

(
P
T

)
.

Návod:
a) triviálńı dosazeńı do vzorce pro CV
b) Z **** vztahu dostaneme

0 =
(
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂P

∂T

)
V

− P ⇒
(
∂P

∂T

)
V

= P

T
.

Derivaćı **** vztahu podle T dále dostaneme

0 = ∂2U

∂T∂V
= T

(
∂2P

∂T 2

)
V

.

Druhá derivace tlaku podle teploty při konstantńım objemu je tedy nulová. Muśı tedy platit(
∂P

∂T

)
V

= h(V ),

a tedy (
∂P

∂T

)
V

= P

T
= h(V )⇒ V = h−1

(
P

T

)
= f

(
P

T

)
.
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c) Z Mayerova vztahu a předchoźıho výsledku plyne

CP − CV =T
(
∂P

∂T

)
V

(
∂V

∂T

)
P

= T
P

T

(
∂V

∂T

)
P

= P

(
∂

∂T
f
(
P

T

))
P

=

Pf ′
(
P

T

)(
− P

T 2

)
= −

(
P

T

)2
f ′
(
P

T

)
= g

(
P

T

) (4.4)

Př́ıklad 4.4. Necht’ pro vnitřńı energii plynu plat́ı

U = a
S3

NV
, a > 0.

Určete: a) S = S(T, V,N) b) P = P (T, V,N), c) CP − CV v proměnných T, V,N , d) µ =
µ(T, P,N).

Návod:
Existuje v́ıce zp̊usob̊u, jak hledané veličiny obrdžet. Je však nutné dávat pozor, aby při
prováděńı parciálńıch derivaćı byl derivovaný výraz ve správných proměnných, např. pro
použ́ıváńı prvńı série Maxwellových vztah̊u je nutné, aby byl použitý potenciál ve svých
přirozených proměnných.

a) Potenciál U máme vyjádřen v jeho přirozených proměnných - S, V,N . Můžeme tedy od-
vodit teplotu T jako funkci S, V,N :

T =
(
∂U

∂S

)
V,N

= 3a S
2

NV
= 3U

S
⇒ U = TS

3 .

Dosazeńım za U dostaneme

TS

3 = a
S3

NV
⇒ S(T, V,N) =

√
TV N

3a .

b) Nejjednodušš́ı je zřejmě použ́ıt opět potenciál U v přirozených proměnných. Tlak jako
funkci stavových veličin S, V,N dostaneme jako

P = −
(
∂U

∂V

)
S,N

= a
S3

NV 2 .

Dosazeńım výsledku a) dostaneme

P = a

NV 2

(
TNV

3a

) 3
2

=
√
T 3N

27aV .

c) Jednou možnost́ı je použ́ıt Mayer̊uv vztah. Jelikož máme z b) vyjádřeno P (T, V,N),
vyjádř́ıme ještě V (T, P,N), poté urč́ıme př́ıslušné derivace a dosad́ıme do Mayerova vztahu.
Druhou možnost́ı je určeńı CV a CP z definice pomoćı výsledk̊u z a) a b):
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CV = T

(
∂S

∂T

)
V,N

= 1
2

√
TV N

3a = 1
2S.

Povšimneme si, že závislost S(T, V,N) je v proměnné T typu Tα, derivaćı se koeficient α sńıž́ı
o jedna, ale následným vynásobeńım T se vrát́ı na svoji p̊uvodńı hodnotu α, d́ıky čemuž je
tepelná kapacita CV úměrná entropii s koeficientem úměrnosti rovným α, v tomto př́ıpadě
α = 1

2 . Pro určeńı CP nejdř́ıve muśıme vyjádřit S(T, P,N). Invertováńım vztahu P (T, V.N)
obdrž́ıme

V (T, P,N) = NT 3

27aP 2 .

Jeho následným dosazeńım do S(T, V,N) dostaneme

S(T, P,N) = T 2N

9aP .

Vid́ıme, že stejně jako v př́ıpadě CV , závislost S(T,P,N) je v proměnné T typu Tα, s α = 2.
Je tedy zřejmé, že

CP = T

(
∂S

∂T

)
P,N

= 2S.

Pro rozd́ıl tepelných kapacit tedy plat́ı

CP − CV = 3
2S = 3

2

√
TV N

3a .

d) Obdrž́ıme analogicky jako předchoźı výsledky derivaćı U(S, V,N) podle N a následným
dosazeńım V (T, P,N). Výsledkem je

µ(T, P,N) = − T 3

27aP .

Př́ıklad 4.5. Stavová rovnice plynu a jeho tepelná kapacita maj́ı tvar

P = RT

V

[
1 + 1

V
B(T )

]
CV = 3

2R−
R

V

d

dT

(
Tα

d

dT
B(T )

)
.

Určete koeficient α tak, aby stavová rovnice a výraz pro tepelnou kapacitu byly kompatibilńı.
Pro tuto hodnotu α spoč́ıtejte entropii plynu S(T, V ) a vnitřńı energii U(T, V ).

Návod: Pro určeńı hodnoty α použijeme vztah(
∂CV
∂V

)
T

= T

(
∂2P

∂T 2

)
V

,
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správná hodnota parametru je α = 2. Pro parciálńı derivace entropie plat́ı(
∂S

∂T

)
V

= CV
T
,

(
∂S

∂V

)
T

=
(
∂P

∂T

)
V

.

Jelikož plat́ı

dS =
(
∂S

∂T

)
V

dT +
(
∂S

∂V

)
T

dV,

lze výsledek obdržet integraćı podle př́ıslušných proměnných, tj.

S(T, V ) =
∫ (

∂S

∂T

)
V

dT =
∫ CV

T
dT =

∫ (3R
2T −

R

V
(B′(T ) + (TB′(T ))′)

)
=

3
2 lnT − R

V
B(T )− R

V
TB′(T ) + f(V ),

(4.5)

kde B′(T ) = d
dT
B(T ). Integračńı konsntanta je ve skutečnosti funkce od proměnné V , tuto

funkci je ještě potřeba určit. Obdobnou integraćı podle V dostaneme

S(T, V ) =
∫ (

∂S

∂V

)
T

dV =
∫ (

∂P

∂T

)
V

dV =
∫ (

R

V
+ R

V 2 (B(T ) + TB′(T ))
)
dV =

R ln V − R

V
(B(T ) + TB′(T )) + g(T ).

(4.6)

Porovnańım obou výsledk̊u zjist́ıme, že

f(V ) = R ln V, g(T ) = 3
2 lnT

a celkově tedy dostáváme

S(T, V ) = 3
2R lnT +R ln V − R

V
B(T )− RT

V
B′(T ).

Vnitřńı energii urč́ıme analogicky integraćı vztah̊u(
∂U

∂T

)
V

= CV ,

(
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂P

∂T

)
V

− P,

výsledek je
U(T, V ) = 3

2RT −
RT 2

V
B′(T ).

Př́ıklad 4.6. Stavová rovnice plynu má tvar

PV = A(T ) +B(T )P + C(T )P 2 + . . . .

Určete tvar závislosti CP na teplotě a tlaku. Jaký je tvar této závislosti pro ideálńı plyn?
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Návod: CP až na funkci teploty dostaneme integraćı vztahu(
∂CP
∂P

)
T

= −T
(
∂2V

∂T 2

)
P

,

ze kterého plyne

CP (T, P ) = f(T )− TA′′(T ) lnP − TB′′(T )P − 1
2TC

′′(T )P 2 − . . .

Pro ideálńı plyn je A(T ) = RT , B = C = . . . = 0 a tepelná kapacita při konstantńım tlaku
může být maximálně funkćı teploty, tj. CP = f(T ).

Př́ıklad 4.7. Pro entropii plynu plat́ı

S(T, V ) = R
V T

V0T0
.

Nav́ıc v́ıme, že plyn při izotermické expanzi při teplotě T0 z objemu V0 na V vykoná práci

WT = RT0 ln V

V0
.

Určete volnou energii F = F (T, V ) a stavovou rovnici P = P (T, V ) plynu.

Návod: Volnou energii až na neurčenou funkci objemu źıskáme integraćı entropie přes tep-
lotu, protože plat́ı (

∂F

∂T

)
V

= −S.

Dodatečnou funkci objemu urč́ıme z toho, že při izotermickém ději plyn koná práci na úkor
svoj́ı volné energie, a tedy

dWT = −dF =⇒ WT = F (T0, V0)− F (T0, V ).

Výsledek je
F (T, V ) = 1

2RT0
V

V0
− 1

2RT
V T

V0T0
−RT0 ln V.

Stavovou rovnici urč́ıme ze vztahu

P = −
(
∂F

∂V

)
T

= RT

V

[1
2
V

V0

(
T

T0
− T0

T

)
+ T0

T

]
.

Př́ıklad 4.8.
Uvažujme, že máme dvě stejná množstv́ı téhož ideálńıho plynu, jedno v nádobě o objemu
V1, druhé v nádobě o objemu V2. Plyny maj́ı stejnou teplotu T0, ale r̊uzné tlaky P1 6= P2.
Lze si snadno představit, že spojeńım obou těchto nádob přes pohyblivý ṕıst lze konat práci.
Máme tedy soustavu schopnou konat práci a naš́ım úkolem je určit užit́ım druhého prin-
cipu termodynamiky maximálńı práci, kterou lze touto termodynamickou soustavou vykonat.
Předpokládejme, že celá soustava je uzavřená, tj. nedocháźı k tepelné ani látkové výměně s
okoĺım.
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Návod: Ačkoliv oba ideálńı plyny jsou na počátku v rovnováze, je celá soustava d́ıky
rozd́ılnému tlaku plyn̊u v nerovnováze. Právě d́ıky tomu může soustava na cestě směrem
k rovnováze konat práci. V momentě, kdy ale oba ideálńı plyny dosáhnou stejné teploty a
tlaku, nebude již dále možné je využ́ıt ke konáńı daľśı práce. Celá soustava se pak bude
nacházet ve stavu termodynamické rovnováhy, který je možný změnit jen vněǰśım zásahem.
To je tedy konečný stav všech možných (vratných i nevratných) uvažovaných děj̊u. Uvažujme
tedy libovolný termodynamický proces s pevně daným počátečńım a konečným stavem. Prvńı
princip termodynamiky zapsaný pro oba plyny zvlášt’ má tvar

Qi =M Ui +Wi, i ∈ {1, 2},

kde postupně Qi, Wi a M Ui označuj́ı přijaté teplo, vykonanou práci a změnu vnitřńı energie
i-tého plynu během celého procesu. Soustava je uzavřená a tedy součet tepel Qi je nulový.
Odtud plyne, že celková práce soustavy W = W1 +W2 je konaná na úkor vnitřńı energie celé
soustavy. S využit́ım vztahu pro vnǐrńı energii ideálńıho plynu (4.2)

W = − M (U1 + U2) = U0 − Uk = (2ncV T0 + 2Zn)− (2ncV Tk + 2Zn) = 2ncV (T0 − Tk),

kde U0 je počátečńı vnitřńı energie celé soustavy, Tk konečná teplota a Uk konečná vnitřńı
energie celé soustavy. Snadno nahlédneme, že č́ım nižš́ı je výsledná teplota, t́ım větš́ı množstv́ı
práce soustava vykoná. Výslednou teplotu celé soustavy ale nelze srazit libovolně ńızko.
Všechny možné myslitelné procesy jsou limitovány platnost́ı druhého principu termodyna-
miky: Celková změna entropie adiabaticky izolované soustavy je vždy nezáporná. S využit́ım
vztahu (4.1) v́ıme, že entropie jednotlivých plyn̊u je na počátku procesu

Si = ncV lnT0 + nR ln Vi − nR lnn

a celková entropie na konci procesu je

Sk = 2ncV lnTk + 2nR ln (V1 + V2)− 2nR ln 2n.

Z podmı́nky M S = Sk− (S1 +S2) ≥ 0 můžeme vyjádřit dolńı mez Tmin pro konečnou teplotu
Tk ve tvaru

Tk ≥ Tmin = T0

(
4V1V2

(V1 + V2)2

)κ−1
2

, κ = cp
cv
.

Druhý princip termodynamiky nám dává fundamentálńı mez pro nejnižš́ı možnou teplotu,
kterou lze v rámci uvažovaných reálných proces̊u dosáhnout. Maximálńı práce je potom dána
vztahem W = 2ncV (T0 − Tmin).

Př́ıklad 4.9. Jak se změńı měrná tepelná kapacita vody, pokud do ńı přisypeme s̊ul tak,
aby vznikl 1% roztok?
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Návod: Měrná tepelná kapacita vody je cH2O ≡ c1 = 4185, 5 J/kgK a soli cNaCl ≡ c2 =
36.8 J/kgK. Pro teplo potřebné ke změně teploty o ∆T směsi těchto dvou látek můžeme psát

∆Q = m1c1∆T +m2c2∆T

= (m1 +m2)m1c1 +m2c2

m1 +m2
∆T

= M
(
m1

M
c1 + m2

M
c2

)
∆T

= M (0, 99c1 + 0, 01c2) ∆T
= Mc∆T.

Z toho je vidět, že měrná tepelná kapacita vody klesne na c .= 4144, 0 J/kgK.

Př́ıklad 4.10. Změřili jste, že tetrachlormethan neboli chlorid uhličitý (tetrachlór, náplň
halonových hasićıch př́ıstroj̊u) má teploty varu T1 = 40 ◦C při tlaku P1 = 28, 4 kPa a T2 =
80 ◦C při tlaku P2 = 111, 5 kPa. Jaké je jeho měrné skupenské teplo varu?

Návod: Clausiova-Clapeyronova rovnice popisuje P−T křivku nasycených par dvoufázového
systému.

dP
dT = l

T∆v ,

kde l je molárńı skupenské teplo fázového přechodu a ∆v = vp − vk = Vp
np
− Vk

nk
je rozd́ıl

př́ılušných molárńıch objemů, v našem př́ıpadě plynné fáze vp a kapaliny vk. Pro teploty
nižš́ı než kritická teplota a ńızký tlak lze předpokládat, že plynná fáze bude zab́ırat mnohem
větš́ı objem než kapalná vp � vk

∆v = vp

(
1− vk

vp

)
≈ vp,

a bude podléhat rovnici ideálńıho plynu

vp = RT

P
.

V takovém př́ıpadě můžeme psát
dP
dT = lP

RT 2 ,

pokud tuto rovnici zintegrujeme mezi dvěma body rovnováhy (T1, P1) a (T2, P2) za předpokladu
l 6= l(T ), dostaneme ∫ P2

P1

dP
P

= l

R

∫ T2

T1

dT
T 2 ,

lnP2 − lnP1 = − l

R

( 1
T2
− 1
T1

)
,

ln P1

P2
= − l

R

( 1
T1
− 1
T2

)
.
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Tento tvar Clausiovy-Clapeyronovy rovnice udává P −T křivku pro náš př́ıklad. Stač́ı do něj
dosadit a vyjde l .= 31, 4 kJ/mol. Jelikož molárńı hmotnost tetrachlóru je mn = 153, 81 g/mol,
převedeme molárńı skupenské teplo na měrné jako l̄ = l

mn

.= 204, 22 J/g. Pro srovnáńı, měrné
skupenské teplo vody je 2264, 76 J/g.

Následuj́ıćı dva př́ıklady jsou zaměřeny na procvičeńı chemické rovnováhy pro ideálńı
plyny. K jejich řešeńı budeme potřebovat trochu teorie, jej́ıž podrobný výklad je předmětem
přednášek. Uvažujme obecnou chemickou reakci popsanou chemickou rovnićı

a1X1 + a2X2 + . . .+ amXm � b1Y1 + b2Y2 + . . .+ bnYn, (4.7)

kde obvyke na levé straně máme látky Xi, které do reakce vstupuj́ı (reaktanty), a na pravé
straně látky Yi, které z ńı vystupuj́ı (produkty). Koeficienty ai a bi určuj́ı počty mol̊u od-
pov́ıdaj́ıćı látky, které se této reakce účastńı. Jak napov́ıdaj́ı obousměrné šipky, každá reakce
je v principu obousměrná. To znamená, že produkty reakce spolu navzájem ve větš́ı či menš́ı
mı́̌re znovu reaguj́ı a produkuj́ı zpátky reaktanty. Oba tyto procesy běž́ı proti sobě a nás
zaj́ımá na jakých hodnotách se ustáĺı výsledné koncentrace látek účastńıćıch se této reakce
při dosažeńı chemické rovnováhy. Předpokládejme dále, že všechny látky učastńıćı se reakce
jsou v plynném stavu a reakce prob́ıhá při tlaku P a teplotě T takové, že lze tyto plyny mo-
delovat jako ideálńı. Pak výsledné koncentrace látek jsou dány Guldberg-Wageho zákonem
ve tvaru

m+n∏
i=1

cνii = P
−
m+n∑
i

νi

K(T ), (4.8)

kde K(T ) je chemická rovnovážná konstanta určená pouze teplotou, při které reakce prob́ıhá.
Stechiometrické koeficienty jsou definovány vztahem

νi =
{
−ai pro i ∈ {1, . . . ,m}
bi−m pro i ∈ {m+ 1, . . . ,m+ n}. (4.9)

Na prvńı pohled by se mohlo zdát, že jedna rovnice (4.8) neńı postačuj́ıćı k určeńı rov-
novážných koncentraćı všech látek. Opak je ale pravdou, nebot’ látky reaguj́ı a vznikaj́ı v
poměrech daných chemickou rovnićı (4.7). Nicméně, řešeńı polynomiálńı rovnice (4.8) je pro
většinu chemických reakćı problém řešitelný pouze numericky na poč́ıtač́ıch. Následuj́ıćı dva
př́ıklady představuj́ı světlé výjimky.

Př́ıklad 4.11. Le Chatelier̊uv princip pro chemickou rovnováhu poprvé: Dinitrogen
tetraoxid N2O4 tvoř́ı chemickou rovnovážnou směs s oxidem dusičitým. Ukažte, že celá směs
reaguje na zvýšeńı tlaku okolńıho prostřed́ı, v kterém se směs nacháźı, sńıžeńım celkového
počtu mol̊u chemické směsi a směs tak po opětovném dosažeńı chemické rovnováhy zmenš́ı
sv̊uj celkový objem.

Návod: Vzájemná přeměna obou sloučenin duśıku je popsána chemickou rovnićı

N2O4 � 2NO2.
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Předpokládejme, že na počátku máme pouze a mol̊u dinitrogen tetraoxidu. V d̊usledku che-
mické reakce se počet mol̊u dinitrogen tetraoxidu měńı dle vztahu na = a− x a počet mol̊u
oxidu dusičitého podobně jako nb = 2x. Celkový počet mol̊u chemické směsi je tedy n = a+x.
Koncentrace N2O4 se proto měńı jako ca = (a−x)/(a+x) a NO2 vztahem cb = (2x)/(a+x).
Stechiometrický koeficient pro N2O4 je νa = −1 a pro NO2 je ν = 2. V chemické rovnováze
se koncentrace ř́ıd́ı Guldberg-Waageho zákonem (4.8), který ma v našem př́ıpadě tvar(

a− x
a+ x

)−1 ( 2x
a+ x

)2
= P−1K(T ).

Algebraickými úpravami uprav́ıme levou stranu jako

4x2

a2 − x2 = P−1K(T ).

Označ́ıme-li nyńı α = x/a lze vyjádřit α ve tvaru

α =

√√√√ K(T )
K(T ) + 4P .

Snadno odtud nahlédneme, že zvýš́ıme-li tlak P , klesne hodnota α, tedy i hodnota x a také
celkový počet mol̊u směsi n = a+ x. Z upravené stavové rovnice ideálńıho plynu

V = nRT

P
= a+ x

P
RT

vid́ıme, že klesne objem celé chemické směsi nejen d́ıky vyšš́ımu tlaku, ale i v d̊usledku nižš́ıho
celkového počtu mol̊u, kterým směs reaguje na změnu vněǰśıch podmı́nek (změna tlaku). Tato
reakce chemického systému na vněǰśı zásah je př́ıkladem Le Chatelierova principu.

Př́ıklad 4.12. Le Chatelier̊uv princip pro chemickou rovnováhu podruhé: Jednou
z možnost́ı, jak vyrobit peroxid vod́ıku (H2O2), je nechat spolu př́ımo reagovat vod́ık s
kysĺıkem. Ukažte stejně jako v předcházej́ıćım př́ıkladu, že zvýšeńım tlaku okolńıho prostřed́ı,
dojde k posunu chemické rovnováhy mezi jednotlivými učastńıky chemické reakce směrem k
sńıžeńı celkového počtu mol̊u chemické směsi.

Návod: Chemická reakce popisuj́ıćı výrobu peroxidu vod́ıku má tvar

H2 +O2 � H2O2.

Je-li počátečńı množstv́ı vod́ıku a mol̊u a kysĺıku b mol̊u, měńı se množstv́ı vod́ıku, kysĺıku a
peroxidu během reakce jako a− x, b− x a x. Celkové množstv́ı mol̊u chemické směsi je tedy
n = a + b − x. Stechiometrické koeficienty vod́ıku, kysĺıku a peroxidu jsou v tomto pořad́ı
−1,−1 a 1. V chemické rovnováze jsou jednotlivá množstv́ı plyn̊u určena Guldberg-Waageho
zákonem (4.8), který má v tomto př́ıpadě tvar

(
a− x

a+ b− x

)−1
(

b− x
a+ b− x

)−1
x

a+ b− x
= PK(T )
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Algebraickými úpravami zjist́ıme, že hledaný parametr x je řešeńım kvadratické rovnice

y(x) = x2 − (a+ b)x+ abZ = 0, Z = PK(T )
1 + PK(T ) .

Pro řešeńı úlohy neńı nutné explicitně vyjadřovat parameter x. Stač́ı si uvědomit, že parametr
Z ≤ 1 pouze posunuje parabolu y(x) ve směru osy y. V extrémńım př́ıpadě Z = 1 má
rovnice y(x) = 0 dvě řešeńı x1 = a a x2 = b. V reálné situaci kdy Z < 1, je celá parabola
posunuta směrem dol̊u, přičemž větš́ı kořen se posune ještě v́ıce doprava a tedy bude větš́ı
než max{a, b}. Nemůže tedy být skutečným řešeńım chemické rovnováhy. Odtud, chemické
rovnováze odpov́ıdá pouze menš́ı z obou kořen̊u rovnice y(x) = 0. Toto řešeńı je menš́ı než
obě počátečńı hodnoty mol̊u a a b. Nyńı pokud zvýš́ıme tlak, zvýš́ıme t́ım i parametr Z a
kořen rovnice y(x) = 0 odpov́ıdaj́ıćı chemické rovnováze se posune v kladném směru k oběma
počátečńım hodnotám mol̊u a a b. Vzroste tedy hodnota parametru x ale dojde k poklesu
celkového počtu mol̊u chemické směsi (n=a+b-x). Chemická směs tedy opět zareagovala na
zvýšený tlak zmenšeńım celkového počtu mol̊u a tedy i sńıžeńım celkového objemu.
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Kapitola 5

Statistické soubory a jejich aplikace
na klasické Hamiltonovské systémy

V této části nyńı zúroč́ıme úsiĺı, které jsme vložili do porozuměńı základ̊um pravděpodobnosti,
statistiky, nejpravděpodobněǰśıho rozděleńı a termodynamiky. Naš́ım ćılem je syntézou po-
znatk̊u z předchoźıch kapitol vybudovat r̊uzné statistické soubory. Množné č́ıslo tu neńı
použité omylem, nebot’ statistických soubor̊u je celá řada. Který z nich zvolit vždy záviśı
na vlastnostech studovaného systému. Hlavńım úlohu v této volbě sehrává fakt, jak je daný
systém otevřený ke svému okoĺı. Okoĺı je modelováno jako lázeň s fixńımi intenzivńımi para-
metry jako je teplota, tlak, chemický potenciál, nebo třeba úhlová rychlost rotuj́ıćı nádoby,
v které se plyn nacháźı, a daľśı. Otevřenost́ı systému v̊uči okoĺı pak máme na mysli, jaké ex-
tenzivńı veličiny si s t́ımto okoĺım může systém vyměňovat a nebo přesněji, které z veličin si
s okoĺım vyměňuje významným zp̊usobem a které výměny extenzivńıch veličin zanedbáváme
(r̊uzné typy izolace systému v̊uči okoĺı jsou vždy do jisté mı́ry naš́ı idealizaćı). Typicky jde
např́ıklad o výměnu energie v podobě tepla, výměnu objemu např́ıklad při pohyblivém ṕıstu,
výměnu částic s okoĺım nebo výměnu hybnosti či momentu hybnosti s okoĺım. Pro okoĺı muśı
být výměna těchto extenzivńıch veličin zanedbatelná vzhledem k jeho celkovým hodnotám
těchto extenzivńıch veličin, aby hodnoty intenzivńıch parametr̊u, které charakterizuj́ı lázeň,
z̊ustáva-li během výměny konstantńı. Např́ıklad docháźı-li k výměně tepla mezi studovaným
systémem a okoĺım o teplotě T , mohou být relativńı fluktuace energie z pohledu studovaného
systému veliké, ale pro tepelnou lázeň tvoř́ıćı okoĺı jsou zanedbatelné. Jinými slovy, tepelná
kapacita okoĺı muśı být vzhledem k tepelné kapacitě systému obrovská a teplota okoĺı se
d́ıky tomu prakticky neměńı. Podobně pokud si systém vyměňuje objem s okoĺım, muśı být
objem okoĺı mnohem větš́ı než je objem systému. Tlak uvnitř tohoto okoĺı pak z̊ustává v
rámci těchto výměn objemu téměř konstantńı.

Ke každé fluktuuj́ıćı extenzivńı veličině systému máme tedy vztažený jeden intenzivńı
parametr okoĺı a tyto parametry kontroluj́ı středńı hodnoty fluktuuj́ıćıch veličin systému.
Různý výběr těchto fluktuuj́ıćıch veličin, tj. zp̊usobu interakce systému s okoĺım, vede ke
konstrukci r̊uzných statistických soubor̊u. V rámci těchto cvičeńı zkonstruujeme čtyři r̊uzné
statistické soubory (ty nejčastěji použ́ıvané) a aplikujeme je na řešeńı úloh uvedených v
posledńı části této kapitoly.
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5.1 Statistický soubor a jeho vlastnosti
Dř́ıve než začneme s konstrukćı konkrétńıch statistických soubor̊u, si ukážeme některé vlast-
nosti obecného statistického souboru. Uvažujme fyzikálńı systém s diskrétńı množinou mik-
rostav̊u γ ∈ Ω. Systém má zadané středńı hodnoty funkćı Aj definovaných na mikrostavech.
Připomeňme, že nejpravděpodobněǰśı (rovnovážné) rozděleńı mikrostav̊u má v tomto př́ıpadě
tvar

wγ = 1
Z

exp
−∑

j

λjA
γ
j

 ,
kde Z je partičńı suma

Z({λj}) =
∑
γ∈Ω

exp
−∑

j

λjA
γ
j

 .
Odvod́ıme si nyńı několik velmi d̊uležitých vztah̊u, které z tvaru nejpravděpodobněǰśıho
rozděleńı plynou. Ukazuj́ı, že většinu informaćı o systému můžeme źıskat i bez znalosti nej-
pravděpodobněǰśıho rozděleńı, a sice př́ımo z partičńı sumy. Zároveň, jak uvid́ıme, jsou tyto
vztahy d̊uležitým mostem mezi statistickou fyzikou a termodynamikou.

V tomto bodě považujeme za d̊uležité zd̊uraznit, že partičńı suma je v těchto vztaźıch
chápána jako funkce nezávislých Lagrangeových multiplikátor̊u λj. My brzy uvid́ıme, že
Lagrangeovy multiplikátory jsou funkcemi intenzivńıch parametr̊u charakterizuj́ıćıch okoĺı.
Tyto funkce intenzivńıch parametr̊u už pak nezávislé nejsou. Zde ale následuj́ıćı vztahy
funguj́ı skutečně jen, pokud v nich Lagrangeovy multiplikátory vystupuj́ı jako nezávislé
proměnné.

1. Středńı hodnoty se vyjádř́ı derivaćı logaritmu Z podle př́ıslušného Lagrangeova mul-
tiplikátoru:

∂ lnZ
∂λi

= 1
Z

∂Z

∂λi
= −

∑
γ

Aγi
1
Z

exp
−∑

j

λjA
γ
j

 = −
∑
γ

Aγiwγ = −〈Ai〉. (5.1)

Stač́ı tedy spoč́ıtat partičńı sumu a středńı hodnoty dostaneme pohodlně pomoćı tohoto
vztahu.

2. Diferenciál entropie se vyjádř́ı pomoćı diferenciál̊u d〈Aj〉:

dS = kd(lnZ) + kd

∑
j

λj〈Aj〉

 = k
∑
j

∂ lnZ
∂λj

dλj + k
∑
j

(λjd〈Aj〉+ 〈Aj〉dλj)

= k
∑
j

λjd〈Aj〉. (5.2)

Jde o velmi d̊uležitý vztah, který nám umožňuje identifikovat význam Lagrangeových
multiplikátor̊u. Skutečně, nejpravděpodobněǰśı rozděleńı popisuje systém v rovnováze.
Diferenciál entropie proto popisuje změnu entropie mezi dvěma infinitezimálně bĺızkými
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rovnovážnými stavy. Z pohledu termodynamiky, jde tedy o změnu statistické entropie
při kvazistatickém procesu. Ztožńıme-li nyńı statistickou entropii s termodynamickou
entropíı, můžeme vztah (5.2) přepsat do tvaru

δQ = TdS =
∑
j

(kTλj) d〈Aj〉.

Vztah vyjadřuje, jakým zp̊usobem se infinitezimálńı množstv́ı tepla dodané při kva-
zistatickém procesu do systému přerozděĺı na změny extenzivńıch veličin. Prvńı princip
termodynamiky pro kvazistatické procesy (3.1) ale také určuje, jak se infinitezimálńı
množstv́ı tepla dodané do systému při kvazistatickém procesu přerozděĺı na změnu
vnitřńı energie a vykonanou práci, tedy také vyjádřené pomoćı změn stejných ex-
tenzivńıch veličin. Z porovnáńı obou diferenciálńıch forem identifikujeme jednotlivé
Lagrangeovy multiplikátory jako funkce intenzivńıch parametr̊u. Jde o obecný postup,
jehož aplikaci si ukážeme na konkrétńıch statistických souborech.

3. Entropie rovnovážného rozděleńı je dána součtem lnZ a středńıch hodnot pozorova-
telných vynásobených přislušnými Lagrangeovými multiplikátory:

S = −k
∑
γ

wγ lnwγ = −k
∑
γ

wγ ln
 1
Z

exp
−∑

j

λjA
γ
j


= k lnZ

∑
γ

wγ + k
∑
j

λj
∑
γ

wγA
γ
j

= k lnZ + k
∑
j

λj〈Aj〉. (5.3)

Vztah můžeme přepsat do tvaru

−kT lnZ =
∑
j

(kTλj) 〈Aj〉 − TS.

Pravá strana připomı́ná nějaký termodynamický potenciál a taky tomu, jak uvid́ıme,
vždy bude. Pomoćı tohoto vztahu přejdeme od partičńı sumy k odpov́ıdaj́ıćımu termo-
dynamickému potenciálu a následně k daľśım termodynamickým veličinám.

4. Kovariance (mı́ra závislosti dvou pozorovatelných veličin) je dána druhou derivaćı lnZ
podle př́ıslušných Lagrangeových multiplikátor̊u

∂2 lnZ
∂λi∂λj

= ∂

∂λi

(
1
Z

∂Z

∂λj

)
= 1
Z

∂2Z

∂λi∂λj
− 1
Z2

∂Z

∂λi

∂Z

∂λj

=
∑
γ

AγiA
γ
j

1
Z

exp
(
−
∑
k

λkA
γ
k

)
−
(

1
Z

∂Z

∂λi

)(
1
Z

∂Z

∂λi

)
= 〈AiAj〉 − 〈Ai〉〈Aj〉 = (∆Ai∆Aj) . (5.4)
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5. Variance je speciálńı př́ıpad předchoźıho vztahu pro i = j,

∂2 lnZ
∂λ2

i

= 〈A2
i 〉 − 〈Ai〉2 = (∆Ai)2 . (5.5)

Snadno se sami přesvědč́ıte, že všechny uvedené vztahy z̊ustanoou v platnosti i pro
systémy se spojitou množinou mikrostav̊u.

Postup při konstrukci statistických soubor̊u je vlastně vždy stejný a lze jej shrnout do
následuj́ıćıch bod̊u.

• Nejdř́ıve muśıme určit množinu mikrostav̊u daného systému.

• Dále muśıme určit, které z extenzivńıch veličin (energie, počet částic, objem,...) si
systém vyměňuje s okoĺım. Tyto pak vystupuj́ı v popisu jako náhodné veličiny, u nichž
známe pouze jejich středńı hodnoty kontrolované intenzivńımi parametry okoĺı (tep-
lota, chemický potenciál, tlak,...). Ostatńı extenzivńı veličiny, u kterých nedocháźı k
výměně s okoĺım, vystupuj́ı v popisu jako konstatntńı parametry. Může se tak stát,
že v některém statistickém souboru daná extenzivńı veličina vystupuje jako náhodná
veličina a v jiném jako parametr. Např́ıklad v statistickém souboru pro plyn v pevně
dané nádobě bude objem vystupovat jako parametr, ale v souboru pro plyn v nádobě
s pohyblivým ṕıstem či v balónku jako náhodná pozorovatelná.

• Urč́ıme rovnovážný stav, tj. nejpravděpodobněǰśı rozděleńı. Spoč́ıtáme partičńı sumu,
což je obvykle nejobt́ıžněǰśı překážka. Analyticky ji lze vyřešit jen pro nemnoho fy-
zikálńıch systémů, mezi něž patř́ı ideálńı plyny.

• Urč́ıme fyzikálńı význam Lagrangeových multiplikátor̊u porovnáńım vztahu pro dife-
renciál entropie (5.2) s prvńım principem termodynamiky pro kvazistatické procesy
(3.1) upravený pro daný systém. Někdy to ale znamená, že muśıme naj́ıt vztah pro
práci, kterou daný systém koná. To nemuśı být vždy jednoduché.

• Středńı hodnoty náhodných veličin, jejich fluktuace atd. pak urč́ıme pomoćı vztah̊u
(5.1), (5.4) a (5.5).

• Př́ıslušný termodynamický potenciál a z něj plynoućı termodynamické veličiny dosta-
neme ze vztahu (5.3).

V rámci cvičeńı vynecháváme mikrokanonický soubor, který je pro řešeńı úloh ze sta-
tistické fyziky velmi nepraktický. Řešeńı i těch nejjednodušš́ıch úloh je v mikrokánonickém
souboru velmi komplikované a je tedy vhodné jej demonstrovat na nějaké úloze sṕı̌se v rámci
přednášky.
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5.2 Kanonický soubor
V kanonickém souboru předpokládáme, že systém si vyměňuje s okoĺım pouze energii v po-
době tepla. Energie systému je jediná náhodná veličina, kterou uvažujeme. Všechny ostatńı
veličiny, které daný studovaný systém popisuj́ı, jsou považovány v rámci kanonického systému
za konstatńı. Může j́ıt o objem, počet částic, magnetizace systému a daľśı, to zálež́ı na stu-
dovaném systému. Předpokládejme opět, že γ indexuje mikrostavy studovaného systému a
Eγ je energie mikrostavu γ. Formálně budeme tedy situaci popisovat, jako kdyby systém
měl diskrétńı množinu mikrostav̊u. Nicméně jde jen o formálńı popis. Pokud bude mı́t
systém spojitou množinu mikrostav̊u, pravděpodobnostńı rozděleńı se změńı na hustotu
pravděpodobnosti a suma přes mikrostavy přejde na integrál. Vše ostatńı z̊ustává stejné.

Předpokládáme nyńı, že středńı hodnota energie – vnitřńı energie U je známa a př́ıslušný
Lagrange̊uv multiplikátor k této podmı́nce se standardně označuje jako β

U = 〈E〉 =
∑
γ

Eγwγ . . . β.

Rovnovážné kanonické rozděleńı mikrostav̊u má tvar

wγ = 1
ZK

exp (−βEγ), (5.6)

kde
ZK(β) =

∑
γ

exp (−βEγ) (5.7)

je kanonická partičńı suma. Vnitřńı energie je určena vztahem (5.1)

U = −∂ lnZK
∂β

.

Nyńı urč́ıme fyzikálńı význam Lagrangeova multiplikátoru β. Vyjdeme z diferenciálu entropie
(5.2), který má v tomto př́ıpadě podobu

dS = kβdU.

Prvńı princip termodynamiky pro systém, kde všechny extenzivńı veličiny jako je objem,
počet částic a magnetizace, atd (kromě energie) jsou konstatńı, má tvar

δQ = TdS = dU + µ dN︸︷︷︸
=0

+ δW︸︷︷︸
=0

= dU.

Porovnáńım těchto diferenciál̊u dostáváme vztah β = 1
kT

. Lagrange̊uv multiplikátor β má
tedy význam inverzńı teploty, jeho rozměr je [β] = J−1. Partičńı suma i pravděpodobnostńı
rozděleńı jsou tedy bezrozměrné.

Ze vztahu (5.3) dostaneme pro entropii rovnovážného rozděleńı kanonického souboru
vztah

S = k lnZK + 1
T
U.
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Snadno nahlédneme, že kanonický soubor, resp. jeho partičńı suma, je svázán s termodyna-
mickým potenciálem volnou energii

−kT lnZK = U − TS = F. (5.8)

Pokud studovaný systém má definovaný objem a tlak je stavovou funkćı tohoto systému,
můžeme jeho stavovou rovnici určit z Maxwellova vztahu

P = −
(
∂F

∂V

)
T,N

.

5.2.1 Klasický ideálńı plyn
Důležitým fyzikálńım systémem objevuj́ıćım se v nejr̊uzněǰśıch variantách úloh je klasický
ideálńı plyn, který je tvořen identickými klasickými neinteraguj́ıćımi částicemi. Prostor mik-
rostav̊u jedné částice je jej́ı fázový prostor Xj = Γ, pro soubor N částic pak plat́ı

X = Γ× Γ× . . .× Γ︸ ︷︷ ︸
N×

= ΓN .

Mikrostav plynu složeného z fixńıho počtu N jednoatomových molekul je charakterizován
uspořádanou 2N -tićı vektor̊u souřadnic a hybnost́ı (q,p) = (~q1, ~p1, ~q2, ~p2, . . . , ~qN , ~pN , ), kde
~qi = (qi1, qi2, qi3) je vektor polohy i-tého atomu a ~pi = (pi1, pi2, pi3) je vektor hybnosti i-tého
atomu.

To co jsme ale doposud popsali jsou mikrostavy klasických částic. Ve skutečnosti se jed-
notlivé částice plynu ř́ıd́ı kvantovými zákony mikrosvěta, nic jako klasická částice neexistuje.
My ale přesto si chceme udržet možnost studovat statistické chováńı velkého počtu částic
plynu pomoćı klasického popisu mikrostav̊u, nebot’ je to mnohem jednodušš́ı. Ukazuje se,
že pro tzv. klasickou limitu požaduj́ıćı ńızkou hustotu částic a vysokou teplotu, to možné
je. V rámci podmı́nek této klasické limity tedy mluv́ıme o klasickém ideálńım plynu, mimo
ně lze plyn popisovat pouze jako kvantový. Nicméně tato klasická limita, kdy přecháźıme
od kvantového popisu ke klasickému, vyžaduje určitou korekci. Všude, kde integrujeme přes
nějakou množinu klasických mikrostav̊u (středńı hodnoty) je nutné integračńı faktor dqdp
nahradit integračńım faktorem dqdp/(h3NN !), tj.∫

Γ
F (q,p)dqdp −→

∫
Γ
F (q,p) dqdp

h3NN ! ,

kde h = 6.62607015 × 10−34[J.s] je Planckova konstanta a dqdp = ∏N
i=1 d~qid~pi. V obecném

př́ıpadě je výraz, kterým se děĺı integračńı faktor dqdp, roven hsNperm, kde s je počet
stupň̊u volnosti systému částic a Nperm je počet permutaćı částic, který neměńı stav ne-
rozlǐsitelných identických částic v souboru. Pokud máme např́ıklad systém skládaj́ıćı se ze
dvou r̊uzných plyn̊u s N1 a N2 částicemi, bude tento děĺıćı faktor h3(N1+N2)N1!N2!, nebot’
částice r̊uzných plyn̊u nejsou identické, jsou rozlǐsitelné a jejich vzájemnou záměnou vzniká
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nový stav. Rozměrovou analýzou se přesvědč́ıme, že takto modifikovaný integruj́ıćı faktor je
vždy bezrozměrný.

Ideálńı plyn znamená, že částice spolu navzájem neinteraguj́ı. Celkový hamiltoniánHN(q,p)
je tedy dán prostým součtem hamiltonián̊u jednotlivých částic, neobsahuje žádné interakčńı
členy, které by závisely na souřadnićıch v́ıce částic (např́ıklad vzájemné vzdálenosti částic).
Všechny částice jsou identické, maj́ı tedy stejný hamiltonián H(~qi, ~pi) a my dostáváme

HN(q,p) =
N∑
j=1

H(~qj, ~pj). (5.9)

Hustota pravděpodobnosti wN(q,p) popisuj́ıćı rovnovážný stav kanonického souboru je nej-
pravděpodobněǰśı (rovnovážné) rozděleńı N částic plynu na jejich fázovém prostoru ΓN ,

wN(q,p) = 1
ZK

exp (−βHN(q,p)) ,

kde ZK je kanonická partičńı suma (Maxwell-Boltzmannnova statistika). Zde ale pozor,
nebot’ změna integračńıho faktoru upravuje i partičńı sumu a hustota pravděpodobnosti tak
z̊ustává správně normovaná na jednotku. Odtud dostáváme kanonickou partičńı sumu pro
klasický plyn ve tvaru

ZK = 1
h3NN !

∫
ΓN

exp (−βHN(q,p)) dqdp. (5.10)

Pro neinteraguj́ıćı částice s hamiltoniánem (5.9) se dá partičńı suma dále zjednodušit

ZK = 1
N !

 1
h3

∫
Γ

exp (−βH(~q, ~p)) d~qd~p
N = 1

N !z
N , (5.11)

kde z označuje jednočásticovou partičńı sumu

z = 1
h3

∫
Γ

exp (−βH(~q, ~p)) d~qd~p. (5.12)

Dostáváme tzv. korigovanou Maxwell-Boltzmannovu statistiku. Možná si nyńı kladete otázku,
zda byly tyto korekce integruj́ıćıho faktoru a partičńı sumy v̊ubec nutné. Ve výpočtu středńı
hodnoty libovolné náhodné veličiny F (q,p) se totiž tyto korekce navzájem vyruš́ı

〈F (q,p)〉 = 1∫
ΓN

exp (−βHN(q,p)) dqdp
����h3NN !︸ ︷︷ ︸

ZK

∫
ΓN

exp (−βHN(q,p))F (q,p) dqdp
����h3NN ! .

Středńı hodnoty všech veličin a tedy i jejich kovariance a variance z̊ustávaj́ı touto korekćı
nepoznamenány. Má tedy tato korekce nějaký zásadńı efekt? Ano má ve výpočtu veličin,
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které záviśı nelineárně na hustotě pravděpodobnosti. Takovou veličinou je entropie. Dı́ky
této korekci a s použit́ım Stirlingovy formule se objev́ı v entropii nový člen −kN lnN , na
který jsem narazili již u termodynamické entropie (4.1). Tento člen je odpovědný za aditivitu
entropie. Pokud by jsme tedy tuto korekci neudělali, entropie by nebyla aditivńı a dospěli by
jsme k tzv. Gibbsovu paradoxu.

Závěrem je d̊uležité zd̊uraznit, že tato korekce 1/(hsNperm) se aplikuje pouze u klasického
systému částic.

5.3 Grandkanonický soubor
Grandkanonický soubor si ve srovnáńı s kanonickým souborem může s okoĺım vyměňovat
nejen teplo ale i částice. Náhodnou veličinou je nyńı energie a počet částic systému. Popis
mikrostavu grandkanonického souboru tedy muśı zahrnovat i počet částic daného mikrostavu.
Přirozenou volbou je nejdř́ıve zvolit počet částic daného grandkanonického mikrostavu, č́ımž
se daľśı popis mikrostavu stává popisem kanonického mikrostavu. Libovolný mikrostav grand-
kanonického souboru ω lze tedy zapsat jako

ω = (N,γN),

kde γN je mikrostav kanonického souboru s N částicemi. Rozsah počtu částic v popisu
grandkanonického mikrostavu je dán fyzikálńım systémem, který studujeme. Proto jej v
sumách nijak neupřesňujeme.

Nyńı předpokládáme znalost středńıch hodnot energie a počtu částic. Lagrange̊uv mul-
tiplikátor k energii opět označ́ıme β, k počtu částic se standardně voĺı Lagrange̊uv mul-
tiplikátor jako −α

U = 〈E〉 =
∑
N,γN

EγNwN,γN . . . β,

〈N〉 =
∑
N,γN

NwN,γN . . . − α.

Rovnovážné rozděleńı mikrostav̊u ω = (N,γN) grandkanonického systému má tvar

wN,γN = 1
ZG

exp (−βEγN + αN) , (5.13)

kde ZG je grandkanonická partičńı suma

ZG =
∑
N,γN

exp (−βEγN + αN) =
∑
N

exp (αN)
∑
γN

exp (−βEγN ) =
∑
N

exp (αN)ZK(N).

(5.14)
ZK(N) je kanonická partičńı suma souboru N částic.

Vnitřńı energie plynu a středńı počet částic se urč́ı pomoćı vztah̊u (pro zjednodušeńı
zápisu budeme psát mı́sto 〈N〉 pouze N)

U = −
(
∂ lnZG
∂β

)
α

, N = +
(
∂ lnZG
∂α

)
β

.

45



Fyzikálńı význam Lagrangeových multiplikátor̊u α, β opět urč́ıme ze vztahu pro diferenciál
entropie rovnovážného rozděleńı (5.2)

dS = kβdU − kαdN.

Z prvńıho principu termodynamiky pro kvazistatické procesy při konstantńıch ostatńıch ex-
tenzivńıch parametrech zároveň máme

δQ = TdS = dU − µdN + δW︸︷︷︸
=0

= dU − µdN.

Porovnáńım koeficent̊u v obou diferenciálńıch formách dostáváme

β = 1
kT

, α = µ

kT
.

Lagrange̊uv multiplikátor α je bezrozměrný v souladu s t́ım, že α odpov́ıdá vazbě na středńı
počet částic, který představuje bezrozměrnou veličinu. Ze vztahu (5.14) a (5.13) je vidět, že
grandkanonická partičńı suma i rozděleńı jsou bezrozměrné.

Pro entropii grandkanonického souboru dostáváme z (5.3)

S = k lnZG + 1
T
U − µ

T
N,

z čehož snadno vyjádř́ıme grandkanonický potenciál

−kT lnZG = U − TS − µN = Ω.

Odtud urč́ıme stavovou rovnici plynu, protože plat́ı vztah

Ω = −PV = −kT lnZG. (5.15)

5.3.1 Klasický ideálńı plyn
Uvažujme opět klasický plyn složený z identických částic. Počet jeho částic může být libo-
volný. Grandkanonická partičńı suma źıskává v jeho př́ıpadě překvapivě jednoduchý tvar

ZG =
+∞∑
N=0

eαNZK(N) =
+∞∑
N=0

eαN
1
N ! (z)N =

+∞∑
N=0

1
N ! (eαz)N ,

nebot’ suma se dá snadno seč́ıst (je to Taylor̊uv rozvoj exponenciely)

ZG = exp (zeα) , (5.16)

kde z je jednočásticová partičńı suma (5.3).
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5.4 Izotermicko-izobarický soubor pro klasický plyn
Uvažujme nyńı klasický plyn s konstantńım počtem částicN , který si může s okoĺım vyměňovat
teplo a objem. Obě tyto veličiny jsou náhodnými pozorovatelnými, jejichž středńı hodnoty
jsou kontrolované teplotou a tlakem okoĺı T a P . Parametry izotermicko-izobarického souboru
jsou tedy T, P,N , což jsou přirozené proměnné Gibbsova potenciálu (viz. kapitola 3.2.4).
Podobně jako u grandkanonického souboru je výhodné popsat mikrostav ω izotermicko-
izobarického souboru tak, že nejdř́ıve nastav́ıme objem mikrostavu V a dále již mikrostav
poṕı̌seme jako kanonický mikrostav (q,p) ∈ ΓN(V ) s fixńım objemem V , tj. ω = (V, (q,p)).
Předpokládáme, že objem systému je spojitý a neńı nikterak omezený. Označme Lagrange̊uv
multiplikátor odpov́ıdaj́ıćı středńı hodnotě energie β a středńı hodnotě objemu γ

U = 〈E〉 =
+∞∫
0

dV

 ∫
ΓN (V )

HN(q,p)w(V,q,p) dqdp
h3NN !

 . . . β,

〈V 〉 =
+∞∫
0

dV

 ∫
ΓN (V )

V w(V,q,p) dqdp
h3NN !

 . . . γ.

(5.17)

HN(q,p) je hamiltonián N částic v objemu V . Partičńı suma izotermicko-izobarického sou-
boru je potom rovna

Z̃ =
+∞∫
0

dV e−γV

 ∫
ΓN (V )

e−βHN (q,p) dqdp
h3NN !

 =
+∞∫
0

e−γVZK(N, V )dV,

kde ZK(N, V ) je kanonická partičńı suma pro N částic plynu v objemu V (5.10). Vnitřńı
energie plynu a středńı objem se urč́ı pomoćı vztah̊u

U = −
(
∂ ln Z̃
∂β

)
γ

, V = −
(
∂ ln Z̃
∂γ

)
β

.

Pro jednoduchost zápisu ṕı̌seme V mı́sto 〈V 〉.
Urč́ıme fyzikálńı význam Lagrangeových multiplikátor̊u β a γ. Vyjdeme z diferenciálu

entropie rovnovážného rozděleńı

dS = kβdU + kγdV.

Protože je počet částic plynu konstańı, pro diferenciál vnitřńı energie plat́ı

dU = 1
kβ
dS − γ

β
dV = TdS − PdV.

Muśı tedy platit
β = 1

kT
, γ = P

kT
.
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Rozměr Lagrangeova multiplikátoru γ je tedy [γ] = m−3. To koresponduje s t́ım, že γ je
Lagrange̊uv multiplikátor vazby na středńı hodnotu objemu. Entropie rovnovážného rozděleńı
je rovna

S = k ln Z̃ + 1
T
U + P

T
V.

Odtud snadno vyjádř́ıme Gibbs̊uv potenciál

−kT ln Z̃ = U − TS + PV = G.

Stavovou rovnici plynu urč́ıme ze vztahu pro středńı hodnotu objemu.

5.5 Statistický soubor pro plyn v rotuj́ıćı nádobě
V této části se budeme zabývat klasickým ideálńım plynem uzavřeným v rotuj́ıćı nádobě. Ro-
tuj́ıćı nádoba s momenty setrvačnosti I1, I2, I3 se otáč́ı kolem vybrané osy úhlovou rychlost́ı
~ω = (ω1, ω2, ω3). Plyn je v tepelné rovnováze se stěnami válce o teplotě T a má konstantńı
počet molekul N . V d̊usledku interakce molekul se stěnami nádoby si plyn vyměňuje mo-
ment hybnosti s nádobou. V d̊usledku toho je moment hybnosti plynu ~L náhodná veličina
a jej́ı středńı hodnota 〈~L〉 je obecně nenulová. Zde si dovoĺıme menš́ı odbočku. Nab́ıźı se
myšlenka, že ve skutečnosti i s nerotuj́ıćı nádobou si plyn vyměňuje moment hybnosti, a
tedy by jsme tuto náhodnou pozorovatelnou měli vždy zahrnout do popisu statistického sou-
boru pro plyn v nádobě. Tedy i do kanonického souboru, nebot’ potlačit výměnu hybnosti
mezi plynem a okoĺım nejde. Jak ale uvid́ıme za chv́ıli, pro nádobu, která je v klidu, je
výsledné pravděpodobnostńı rozděleńı identické s kanonickým rozděleńım. Nicméně pokud
chceme poč́ıtat fluktuace momentu hybnosti plynu v nerotuj́ıćı nádobě, je snazš́ı d́ıky vztahu
(5.5) poč́ıtat je v statistickém souboru pro plyn v rotuj́ıćı nádobě s ~ω = ~0.

Ke každé složce 〈Li〉 (i ∈ {1, 2, 3}) tohoto vektoru středńıch hodnot je nutné zavést
př́ıslušný Lagrange̊uv multiplikátor λi, které budeme dohromady označovat vektorem ~λ. Rov-
novážné rozděleńı mikrostav̊u plynu v rotuj́ıćı nádobě je dáno vztahem

wN(q,p) = 1
Zrot

exp
[
−βHN(q,p)− ~λ~LN(q,p)

]
,

s partičńı sumou ve tvaru

Zrot = 1
N !h3N

∫
ΓN

exp
[
−βHN(q,p)− ~λ~LN(q,p)

]
dqdp,

kde ~LN(q,p) je celkový moment hybnosti plynu, jehož stav je popsán mikrostavem (q,p) ∈
ΓN . Pozor, zde je mikrostav totožný s mikrostavem v kanonickém souboru, nebot’ moment
hybnosti je polohami a hybnostmi jednotlivých částic určen. Pro neinteraguj́ıćı plyn, kdy
HN(q,p) = ∑N

i=1H(~qi, ~pi) a ~LN(q,p) = ∑N
i=1

~L(~qi, ~pi), lze opět partičńı sumu napsat pomoćı
jednočásticové partičńı sumy

Zrot = 1
N !z

N ,
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kde z má nyńı tvar
z = 1

h3

∫
Γ

exp
[
−βH(~q, ~p)− ~λ~L(~q, ~p)

]
d~qd~p.

H(~q, ~p) a ~L(~q, ~p) jsou opět jednočásticový hamiltonián a moment hybnosti.
Nyńı muśıme určit fyzikálńı význam Lagrangeových multiplikátor̊u. Podobně jako v před-

cházej́ıćıch př́ıpadech vyjdeme z prvńıho principu termodynamiky dQ = dU + dW . Předpo-
kládejme, že celý systém (plyn + nádoba) je tepelně izolovaný, nep̊usob́ı na něj vněǰśı śıla a
nádoba nemůže měnit své rozměry. Jediný zp̊usob, kterým může plyn uvnitř nádoby konat
práci, je na úkor rotačńı kinetické energie nádoby. Kinetickou energii rotuj́ıćıho tělesa lze
psát ve tvaru

Ek = 1
2

3∑
i=1

(Li)2 /Ii,

kde ~L jsme označili moment hybnosti nádoby. Práci plynu můžem tedy vyjádřit jako

dW = dEk =
3∑
i=1

Li
Ii
dLi = ~ωd ~L.

Posledńı rovnost plyne ze vztahu ~L = (I1ω1, I2ω2, I3ω3). Nevýhodou takto odvozené práce
plynu je, že je vyjádřena pomoćı momentu hybnosti nádoby. Stač́ı si ale uvědomit, že celkový
moment hybnosti plynu a nádoby muśı být konstantńı (~L+ ~L = const.), a tedy pro vzájemnou
změnu momentu hybnosti plynu a nádoby dostáváme d ~L = −d~L. Ve výsledku tedy dostáváme

dQ = TdS = dU − ~ωd~L.

Porovnáńım právě źıskaného vztahu se vztahem pro diferenciál entropie rovnovážného rozděleńı

dS = kβdU + k~λd~L

dostáváme, že muśı platit
β = 1

kT
, ~λ = −β~ω.

Pokud je tedy např́ıklad nádoba v klidu, je ~λ = ~ω = ~0 a my dostáváme v souladu s naš́ım
očekáváńım rovnost rovnovážného rozděleńı kanonického souboru a souboru pro plyn v ro-
tuj́ıćı nádobě.

Vnitřńı energie a moment hybnosti plynu urč́ıme ze vztah̊u

U = −
(
∂ lnZrot
∂β

)
~λ

, Li = −
(
∂ lnZrot
∂λi

)
β,λj 6=i

. (5.18)

Entropii lze spoč́ıtat ze vztahu

S = k lnZrot + 1
T
U − 1

T
~ω~L.
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5.6 Př́ıklady
Př́ıklad 5.1. N molekul klasického ideálńıho plynu je v objemu V při teplotě T . Najděte
kanonickou partičńı sumu ZK , stavovou rovnici, vnitřńı energii a tepelnou kapacitu plynu.

Návod: Nejdř́ıve urč́ıme jednočásticovou partičńı sumu z. Jednočásticový fázový objem
splňuje Γ = V × R3. Podle předchoźıho urč́ıme z jako

z =
∫
Γ

d3qd3p

h3 exp [−βH(~q, ~p)] = 1
h3

∫
V

d3q
∫
R3

d3p exp
[
−β~p

2

2m

]
= V

h3

∫
R

dp exp
[
−βp

2

2m

]3

.

Jednočásticová partičńı suma z je tedy úměrna součinu tř́ı Gaussových integrál̊u a dostáváme
tedy

z = V

h3

(
2πm
β

) 3
2

.

Kanonická partičńı suma tedy splňuje

ZK = V N

N !h3N

(
2πm
β

) 3
2N

,

kde podle kapitoly 5.2 máme β = 1
kT

. Vnitřńı energii U najdeme ze vztahu U = −∂ lnZK
∂β

.
Povšimneme si přitom, že ZK je součin několika člen̊u obsahuj́ıćıch r̊uzné parametry (V, β,m,...)
- aplikaćı logaritmu se tento součin změńı na součet logaritmů jednotlivých člen̊u. Protože
nás zaj́ımá parciálńı derivace podle parametru β, jediné d̊uležité členy jsou ty, které obsahuj́ı
β a pro výpočet U tedy můžeme uvažovat lnZK ∼ −3N

2 ln β a tedy:

U = −∂ lnZK
∂β

= 3N
2β = 3

2NkT.

Odtud také snadno dostaneme tepelnou kapacitu CV jako

CV =
(
∂U

∂T

)
V,N

= 3
2Nk.

Pro určeńı stavové rovnice nejdř́ıve spoč́ıtáme volnou energii F (T, V,N), k čemuž použijeme
vztah (5.8):

F (T, V,N) =− kT lnZK = −kT ln
(

V N

N !h3N (2πmkT )
3
2N

)
=

− 3
2NkT ln (2πmkT )−NkT ln V + kT ln

(
N !h3N

)
.

(5.19)

Odtud už snadno urč́ıme tlak P jako
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P = −
(
∂F

∂V

)
T,N

= NkT

V
.

Př́ıklad 5.2. Ideálńı ultrarelativistický plyn je v objemu V při teplotě T a má chemický
potenciál µ. Najděte grandkanonickou partičńı sumu ZG, stavovou rovnici, středńı počet
částic a vnitřńı energii.

Návod: Stejně jako v předchoźım př́ıkladu začneme určeńım jednočásticové partičńı sumy
z. Relativistická energie částice má tvar

E =
√
m2

0c
4 + ~p2c2.

Ultrarelativistická limita nastane v př́ıpadě, že člen m2
0c

4 př́ıslušný klidové energii je
zanedbatelný v̊uči kinetické energii částice a tedy E ≈

√
~p2c2 = |~p|c. Hamiltonián ultrare-

lativistické částice má tvar H(~q, ~p) = |~p|c =
√
p2

1 + p2
2 + p2

3c. Jednočásticovou partičńı sumu
urč́ıme přechodem ke sférickým souřadnićım a substitućı vedoućı na Γ funkci:

z =
∫

V×R3

d3qd3p

h3 exp
[
−β

√
p2

1 + p2
2 + p2

3c
]

= V

h3

∞∫
0

dp
∫ π

0
dθ
∫ 2π

0
dφp2 sin θ exp[−βcp] =

4πV
h3

1
(βc)3

∫ ∞
0

dtt2 exp[−t] = 4πV
(βch)3 Γ(3) = 4πV

h3

∞∫
0

dpp2 exp[−βcp] = 8πV
(βch)3 .

(5.20)
Podle (5.16) tedy grandkanonická partičńı suma ZG splňuje

ZG = exp [eαz] = exp
[
eα

8πV
(βch)3

]
,

kde β = 1
kT

a α = µ
kT

. Středńı počet částic nalezneme pomoćı lnZG = eαz jako

N =
(
∂ lnZG
∂α

)
β

= eαz = 8πV (kT )3

(ch)3 e
µ
kT . (5.21)

Plat́ı tedy N = lnZG = eαz. Podobně urč́ıme vnitřńı energii, kde využijeme výsledku (5.21):

U = −
(
∂ lnZG
∂β

)
α

= −eα ∂z
∂β

= 3eαz
β

= 3NkT.

Stavovou rovnici urč́ıme ze vztahu (5.15) jako

Ω = −kT lnZG = −NkT = −PV ⇒ PV = NkT,

nebo alternativně jako parciálńı derivaci

P = −
(
∂Ω
∂V

)
T,µ

=
(
∂

∂V

(
kT exp

[
µ

kT

] 8πV (kT )3

(ch)3

))
T,µ

= kTeαz

V
= NkT

V
.
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Př́ıklad 5.3. N molekul klasického ideálńıho plynu má teplotu T a tlak P . Najděte partičńı
sumu Z̃ izotermicko-izobarického souboru, stavovou rovnici a vnitřńı energii.

Návod: Podle př́ıkladu 5.1. v́ıme, že ZK(V ) = V N

N !h3N

(
2πm
β

) 3
2N . Partičńı suma izotermicko-

izobarického souboru Z̃ tedy splňuje

Z̃ =
∞∫
0

dV e−γVZK(V ) = 1
N !h3N

(
2πm
β

) 3
2N

∞∫
0

V Ne−γV =

1
N !h3N

(
2πm
β

) 3
2N 1

γN+1

∞∫
0

tNe−t = 1
N !h3N

(
2πm
β

) 3
2N 1

γN+1 Γ(N + 1) =

1
h3N

(
2πm
β

) 3
2N 1

γN+1 ,

(5.22)

přičemž β = 1
kT

a γ = P
kT

. Odtud snadno urč́ıme vnitřńı energii:

U = −
(
∂ ln Z̃
∂β

)
γ

= 3
2(N + 1)kT.

Podobně jako v předchoźıch př́ıkladech, pro určeńı stavové rovnice použijeme vztahu mezi
izotermicko-izobarickou partičńı sumou a jistého termodynamického potenciálu, v tomto
př́ıpadě Gibbsova potenciálu:

G = −kT ln Z̃ = kTN ln γ + 3
2kTN ln β + C = kTN lnP − 5

2 ln kT + C,

a plat́ı tedy

V =
(
∂G

∂P

)
T,N

= kT (N + 1)
P

.

Pro velké množstv́ı částic je však N + 1 ≈ N a výsledná vnitřńı energie a stavová rovnice
jsou tedy prakticky rovné vnitřńı energii a stavové rovnici kanonického souboru z př́ıkladu
5.1. Proč tedy řešit úlohu v izotermicko-izobarickém souboru? Na rozd́ıl od kanonického
souboru se z něj dozv́ıme nejen středńı hodnotu objemu, ale i fluktuace objemu.

Př́ıklad 5.4. Soubor N klasických jednorozměrných harmonických oscilátor̊u je v tepelné
rovnováze s rezervoárem o teplotě T . Určete kanonickou partičńı sumu souboru a vnitřńı
energii.
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Návod: Pro jednočásticovou partičńı sumu z plat́ı

z =
∫
R2

dqdp

h
exp [−βH(q, p)] =

∫
R2

dqdp

h
exp

[
−β

(
p2

2m + mω2q2

2

)]
=

1
h

∫
R

dp exp
[
−βp

2

2m

] ∫
R

dq exp
[
−βmω

2q2

2

]
= 1
h

√
2πm
β

√
2π

βmω2 = 2π
βhω

.

(5.23)

Na rozd́ıl od ideálńıho plynu jsou však harmonické oscilátory rozlǐsitelné - můžeme si představit,
že sed́ı na př́ımce v předem definovaných pozićıch, např. v n ∈ {1, . . . , N}. Partičńı sumu
ZK tedy nebudeme dělit permutačńım faktorem N !. Dostáváme

ZK =
(

2π
βhω

)N
, U = −∂ lnZK

∂β
= N

β
= NkT.

Př́ıklad 5.5. N částic klasického ideálńıho plynu je uzavřeno v nekonečně vysoké válcové
nádobě s podstavou o ploše S, který je umı́stěn v homogenńım gravitačńım poli. Stěny válce
jsou udržovány na teplotě T nezávislé na výšce nad povrchem. Určete hustotu počtu částic
plynu ve výšce h nad povrchem a tlak plynu P (h).

Návod: Nejpravděpodobněǰśı rozděleńı pro jednu částici ve válci jehož stěny jsou udržované
na teplotě T má tvar

w(~q, ~p) = 1
z

exp
[
−β

(
~p2

2m +mgq3

)]
.

Nás však zaj́ımá pouze pravděpodobnost, že se částice nacháźı ve výšce h nad povrchem.
Urč́ıme tedy marginálńı rozděleńı w(q3) jako

w(q3) =
∫
S

dq1dq2

∫
R3

d3pw(~q, ~p) = S

z

∫
R3

d3p exp
[
−β ~p

2

2m

] exp [−βmgq3] =

N exp[−βmgq3],
(5.24)

kde N je normalizačńı konstanta, kterou urč́ıme z podmı́nky
∫
R+

dq3w(q3) = 1. To vede na

výslednou hustotu pravděpodobnosti

w(q3) = βmg exp[−βmgq3].
Hustota počtu částic n(h) je úzce svázána s hustotou pravděpodobnosti w(h) částice

vztahem
n(h)dh
N

= w(h)dh

a odtud plynoućı
n(h) = Nβmg exp[−βmgh],
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a tedy hustota počtu částic ve výšce h je

n(h) = Nmg

kT
exp

[
−mgh
kT

]
.

Pro určeńı tlaku P ve výšce h nelze použ́ıt stavovou rovnici ideálńıho plynu v klasickém
tvaru PV = NkT . Důvodem je, že tlak P neńı konstantńı v celém systému a tedy neńı
stavovou veličinou. Na výškovém intervalu (h, h+ dh) lze však tlak považovat za konstantńı,
roven hodnotě P (h) a tedy stavovou veličinou v této oblasti. Pro válcovou slupku s podstavou
S a výškou dh tedy plat́ı stavová rovnice ideálńıho plynu. Počet částic v této slupce je roven
n(h)dh. Dostáváme následuj́ıćı stavovou rovnici pro tuto infinitezimálńı část válce

P (h)dV (h) = kTdN(h)→ P (h)Sdh = kTn(h)dh = Nmg exp
[
−mgh
kT

]
a tedy

P (h) = Nmg

S
exp

[
−mgh
kT

]
.

Tomuto vztahu se ř́ıká barometrická rovnice popisuj́ıćı závislost tlaku pro izotermickou at-
mosféru. Lze snadno upravit pro r̊uzné závistlosti na teplotě, např, adiabatická atmosféra.

Dostáváme se k posledńım dvěma př́ıklad̊um této kapitoly. Oba dva se týkaj́ı plynové
centrifugy, nástroje vyvinutého pro separaci izotop̊u prvku v plynném skupenstv́ı. V př́ırodě
se prvky vyskytuj́ı v směsi izotop̊u, jejichž jádra maj́ı stejný počet proton̊u, ale maj́ı obecně
r̊uzný počet neutron̊u. Tyto izotopy se tedy lǐśı nepatrně ve svých hmotnostech, minimáně
ve svých chemických vlastnostech, ale za to zásadně se mohou lǐsit ve svých fyzikálńıch
vlatnostech. Jednou z takových vlastnost́ı je jejich stálost. Některé isotopy daného prvku
mnohem snáze podléhaj́ı radioaktivńımu rozpadu než jiné. Prominentńım př́ıkladem je uran
(28 známých izotop̊u), který existuje v př́ırodě ve dvou základńıch izotopech: lehč́ı uran-235
představuj́ıćı 0.72% př́ırodńıho uranu a těžš́ı uran-238 s koncentraćı 99.28%. Naneštěst́ı je
právě lehč́ı uran-235 jediný dobře štěpitelný př́ırodńı nuklid, jehož jádro lze snadno rozb́ıt
tepelnými neutrony. Z tohoto titulu je uran-235 velmi d̊uležitý pro jadernou energetiku a
zbrojńı pr̊umysl. Obě odvětv́ı však vyžaduj́ı pro reálnou aplikaci mnohem vyšš́ı koncentrace,
jaderné palivo řádově procenta uranu-235 a jaderné zbraně deśıtky procent uranu-235. Je
tedy nutné př́ırodńı uran obohatit, tj. pomoćı nějaké metody navýšit koncetraci ve prospěch
lehč́ıho uranu-235, př́ıčemž vždy vzniká i velké odpadńı množstv́ı ochuzeného uranu s ještě
nižš́ı koncentraćı uranu-235, ale i ten má široké uplatněńı.

K obohaceńı uranu se použ́ıvaj́ı r̊uzné metody, všechny samozřejmě jsou postavené na
drobném rozd́ılu v hmotnostech izotop̊u. Mezi nejefektivněǰśı ale zároveň technicky nejnáročněǰśı
patř́ı obohacováńı pomoćı plynové centrifugy (metoda navržena roku 1919 a realizovaná po-
prvé 1935 ve Virginii). Typicky (Zippeho typ centrifugy) má tvar válce o poloměru přibližně
20cm rotuj́ıćıho kolem své osy s frekvenćı 1500 otáček za sekundu a v́ıce. Pro srovnáńı pračka
má pár deśıtek otáček za sekundu. Povrch pláště centrifugy tak rotuje rychlost́ı několika
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mach̊u, což představuje pro konstrukci řadu technických výzev. Právě z tohoto d̊uvodu
byla pro komerčńı využit́ı tato metoda ještě donedávna nedostupná a využ́ıvala se mnohem
méně efektivńı plynová dif̊uze vyžaduj́ıćı asi 60 krát v́ıce energie. Do prostoru centrifugy
je vstřikována směs izotop̊u v plynném stavu, v př́ıpadě uranu jde o hexafluorid uranu o
teplotě kolem 100◦C. Částice plynu interakćı s povrchem nádoby źıskávaj́ı moment hybnosti
a v d̊usledku toho hustota částic neńı ve všech mı́stech válce stejná. Pro částice s r̊uznou
hmotnost́ı (r̊uzné izotopy) se však toto rozděleńı nepatrně lǐśı a d́ıky tomu máme v některých
mı́stech vnitřńıho prostoru centrifugy vybraný izotop obohacený a jinde naopak ochuzený.

Po nezvykle deľśım úvodu do problému přistupme konečně k př́ıklad̊um. Prvńı př́ıklad se
zaměřuje na základńı statistické vlastnosti ideálńıho plynu v rotuj́ıćım válci.

Př́ıklad 5.6. Uvažujte N molekul klasického ideálńıho plynu v rotuj́ıćım válci o poloměru
R a výšce D. Válec rotuje kolem své osy symetrie konstatńı úhlovou rychlost́ı ω. Plyn je
v termodynamické rovnováze se stěnami válce o teplotě T . Určete partičńı sumu, vnitřńı
energii a středńı hodnotu momentu hybnosti částic plynu.

Návod: Opět nejprve urč́ıme jednočásticovou partičńı sumu, která má nyńı tvar

z = 1
h3

∫
�

d~r
∫
R3

d~p exp
[
−β p

2

2m −
~λ (~r × ~p)

]
,

kde symbol � označuje integraci v souřadnićıch polohy přes celý válec. Nyńı máme v úmyslu
upravit argument exponenciálńı funkce tak, aby jsme dokázali provést nejdř́ıve integraci přes
souřadnice hybnosti. V tom nám bráńı vektorový součin hybnosti a polohy, který tam máme.
Výraz ~λ (~r × ~p) je ale smı́̌sený součin, který se neměńı při cyklických permutaćı vektor̊u v
argumentu, a můžeme tedy vektor hybnosti cyklickou permutaćı dostat ven z vektorového
součinu, tj. ~λ (~r × ~p) = ~p

(
~λ× ~r

)
. Dostáváme

z = 1
h3

∫
�

d~r
∫
R3

d~p exp
[
−β p

2

2m − ~p
(
~λ× ~r

)]

= 1
h3

∫
�

d~r
∫
R3

d~p exp
[
− β

2m

3∑
i=1

(
p2
i + 2m

β
pi
(
~λ× ~r

)
i

)]
,

kde
(
~λ× ~r

)
i

je i-tá souřadnice vektorového součinu. Výraz uvnitř exponenty chceme upravit
na Gauss̊uv integrál, což doćıĺıme úpravou na čtverec

z = 1
h3

∫
�

d~r
∫
R3

d~p exp

− β

2m

3∑
i=1

(pi + m

β

(
~λ× ~r

)
i

)2

−

(
~λ× ~r

)2

i
m2

β2


 ,

= 1
h3

3∏
i=1

∫
�

dri exp


(
~λ× ~r

)2

i
m

2β

 ∫
R3

dpi exp

−
β

2m

pi + m

β

(
~λ× ~r

)
i︸ ︷︷ ︸

bi


2 .
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Dostali jsme součin šesti integrál̊u, z nichž tři přes souřadnice hybnosti jsou Gaussovy in-
tegrály ∫

R

exp
(
−a(pi + bi)2

)
dpi = |t = pi + bi| =

∫
R

exp
(
−at2

)
dt =

√
π

a
=
√

2πm
β

,

kde a = β/(2m) a bi jsou nezávislé na integračńıch proměnných pi. Odtud dostáváme

z = 1
h3

(
2πm
β

)3/2 ∫
�

d~r exp


(
~λ× ~r

)2
m

2β

 .
Pro integrál přes souřadnice polohy muśıme nyńı vyjádřit skalárńı součin ~λ × ~r. Vı́me, že
~λ = −β~ω = −β(0, 0, ω) = (0, 0, λz) a λz = −βω, a tedy

~λ× ~r = (0, 0, λz)× (x, y, z) = (−yλz, xλz, 0)

a

z = 1
h3

(
2πm
β

)3/2 ∫
�

d~r exp
(
m

2βλ
2
z

(
x2 + y2

))
.

Vzhledem k tomu, že množina, přes kterou integrujeme, je válec a zároveň funkce uvnitř
exponenciely je závislá pouze na vzdálenosti r⊥ od osy válce, je výhodné přej́ıt k cylindrickým
souřadnićım: x = r⊥ cos(φ), y = r⊥ sin(φ), z = z s jakobiánem transformace J = r⊥

z = 1
h3

(
2πm
β

)3/2 D∫
0

dz

︸ ︷︷ ︸
D

2π∫
0

dφ

︸ ︷︷ ︸
2π

R∫
0

dr⊥ exp
(
m

2βλ
2
zr

2
⊥

)
r⊥︸ ︷︷ ︸

β

mλ2
z
[exp( m2β λ2

zr
2
⊥)]R0

.

Jednočásticová partičńı suma má ve výsledku tvar

z = 1
h3

(
2πm
β

)3/2

2πD β

mλ2
z

[
exp

(
mλ2

zR
2

2β

)
− 1

]
(5.25)

a odtud partičńı suma souboru pro rotuj́ıćı plyn je

Zrot(β, λ) = 1
N !z

N = 1
h3NN !

(
2πm
β

) 3
2N
(

2πDβ
mλ2

z

)N [
exp

(
mλ2

zR
2

2β

)
− 1

]N
.

Nyńı s použit́ım vztah̊u (5.18) spoč́ıtáme vnitřńı energii a středńı moment hybnosti. Po dosa-
zeńı za Lagrangeovy multiplikátory β = 1/(kT ) a λz = −ω/(kT ) dostáváme v proměnných
T a ω

U = 3
2NkT −NkT +NkT

mR2ω2

2kT

1− e−mR
2ω2

2kT

,

〈Lz〉 = NkT
mR2ω
kT

1− e−mR
2ω2

2kT

− 2NkT
ω

.
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Je zřejmé, že středńı hodnoty prvńıch dvou složek momentu hybnosti jsou nulové. Snadno
nahlédnemem že pro vnitřńı energii plat́ı

U = 3
2NkT + 1

2ω〈Lz〉.

Vnitřńı energie rotuj́ıćıho plynu je tedy dána jako součet vnitřńı energie plynu, který je v
klidu, a rotačńı energie plynu.

V následuj́ıćım př́ıkladu se pod́ıváme, jakých velkých kvantitativńıch změn koncentraćı
izotop̊u lze dosáhnout v centrifuze.

Př́ıklad 5.7. Uvažujte plyn v rotuj́ıćım válci z př́ıkladu 5.6. Určete hustotu počtu částic
plynu v závislost na polohovém vektoru ~r. Předpokládejte, že v nádobě jsou dva izotopy
plynu s hmotnost́ı m1 < m2. Jaký je poměr koncentraćı izotop̊u na ose válce a jeho stěnách?
Pro ilustraci určete změnu poměru koncentraćı pro hexafluorid uranu UF6, který obsahuje dva
izotopy - 235UF6 a 238UF6. Uvažujte odstředivku o poloměru 20cm rotuj́ıćı rychlost́ı 10.000
otáček za minutu. Teplota plynu v odstředivce je 100◦C.

Návod: Hustota počtu částic n(~r) je definována tak, že jej́ı integrace přes libovolnou oblast
A válce nám dá počet částic v této oblasti a tedy se dá snadno vyjádřit pomoćı hustoty
pravděpodobnosti polohy w(~r), nebot’∫

A
n(~r)d~r

N
= Pr(~r ∈ A) =

∫
A

w(~r)d~r.

Výraz Pr(~r ∈ A) označuje pravděpodobnost, že vybraná částice se nacháźı v oblasti A.
Protože rovnost je splněna pro libovolnou oblast A, dostáváme n(~r) = Nw(~r). Hustotu
pravděpodobnosti polohy w(~r) dále dostaneme z pravděpodobnostńıho rozděleńı částice w(~r, ~p)
ve fázovém prostoru, protože plat́ı∫

A

w(~r)d~r = Pr(~r ∈ A) = Pr(~r ∈ A ∧ ~p ∈ R3) =
∫
A

∫
R3

w(~r, ~p)d~rd~p
h3 .

Výraz Pr(~r ∈ A∧~p ∈ R3) označuje pravděpodobnost, že vybraná částice se nacháźı v oblasti
A a jej́ı hybnost je libovolná. Opět rovnost muśı být splněna pro všechny oblasti válce A a
tedy plat́ı

n(~r) = Nw(~r) =
∫
R3

w(~r, ~p)d~rd~p
h3 , (5.26)

kde
w(~r, ~p) = 1

z
exp

[
−β p

2

2m −
~λ (~r × ~p)

]
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a jednočásticovou partičńı sumu z jsme již spoč́ıtali v minulém př́ıkladu (viz vztah (5.25)).
Dosazeńım do vztahu (5.26) dostáváme

n(~r) = Nw(~r) =
∫
R3

w(~r, ~p)d~rd~p
h3 = N

h3z

∫
R3

exp
[
−β p

2

2m −
~λ (~r × ~p)

]
d~rd~p. (5.27)

Integrál přes souřadnice hybnosti uprav́ıme naprosto stejnými úpravami jako v předchoźım
př́ıkladě. Dosazeńım jednočásticové partičńı sumy se mnoho člen̊u zkrát́ı a my dostáváme

n(~r) = N
mω2

2πkTD

exp
(
mω2r2

⊥
2kT

)
exp

(
mω2R2

2kT

)
− 1

. (5.28)

Vid́ıme, že hustota počtu částic uvnitř centrifugy je nerovnoměrně rozdělena a záviśı na
hmotnosti částic. Lze tedy očekávat r̊uzné rozděleńı pro částice r̊uzných izotop̊u.

Nyńı uvažujme dva izotopy. Ten lehč́ı budeme označovat indexem 1, těžš́ı s indexem 2.
Koncentrace c1(~r) prvńıho izotopu je definována

c1(~r) = n1(~r)
n1(~r) + n2(~r)

a podobně pro koncentraci druhého izotopu. Pod́ıl koncentraćı obou izotop̊u v daném mı́stě
je po dosazeni z (5.28) roven

c1(~r)
c2(~r) = n1(~r)

n2(~r) = N1m1

N2m2
exp

(
(m1 −m2)ω2r2

⊥
2kT

)
exp

(
m2ω2R2

2kT

)
− 1

exp
(
m1ω2R2

2kT

)
− 1

.

Protože (m1 − m2) < 0 je zřejmé, že s rostoućı vzdálenost́ı r⊥ klesá koncentrace lehkého
izotopu a naopak roste koncentrace těžkého izotopu. Nejobohaceněǰśı vzorek lehkého izotopu
je tedy třeba odeb́ırat u středu válce a naopak ochuzený na plášti válce.

Pokud vezmeme poměr koncentraćı izotop̊u na ose a stěnách válce, výraz se dále zjed-
nodužš́ı na (

c1(0)
c2(0)

)
/

(
c1(R)
c2(R)

)
= exp

(
(m2 −m1)ω2R2

2kT

)
.

Pro zadané hodnoty a hexafluorid uranu v odstředivce dostaneme(
n235(0)
n238(0)

)
/

(
n235(R)
n238(R)

)
= exp

(
3 · 1, 675 · 10−27 · 4π2 · 108 · 4 · 10−2

2 · 1, 38 · 10−23 · 373 · 36 · 102

)

= exp
(

1, 675 · 4π2

6 · 1, 38 · 373

)
≈ exp (0.02) ≈ 1.02

Můžeme si spoč́ıtat i poměr koncentrace lehkého izotopu u středu c1(0) ku jeho p̊uvodńı
koncentraci c1

c1(0)
c1

= 1
c1

n1(0)
n1(0) + n2(0) = 1

c1

1
1 + n2(0)

n1(0)

.
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Zde dosad́ıme z (5.28) pro oba izotopy, zároveň využijeme vztahu N2/N1 = c2/c1 a dostaneme

c1(0)
c1

= 1

c1 + c2
m2
m1

exp

(
m1ω2R2

2kT

)
−1

exp

(
m2ω2R2

2kT

)
−1

≈ 1.0128.

Ve skutečnosti se obohaceńı rotaćı plynu zesiluje tak, že horńı část válce se zahř́ıvá. Ve
vzniklém teplotńım gradientu maj́ı částice lehč́ıho izotopu větš́ı tendenci pohybovat se směrem
vzh̊uru. V tom jim nav́ıc pomáhá ještě gravitačńı pole. I při započ́ıtáńı těchto a některých
daľśıch efekt̊u je obohaceńı stále mizivé a je nutné zařadit za sebe stovky až tiśıce centrifug,
aby bylo dosaženo požadované koncentrace obohaceného uranu.

Významnou měrou přispěl k vývoji centrifug Gernot Zippe (rodák z Varnsdorfu), který
byl koncem války unesen společně s daľśımi specialisty z Německa do Sovětského svazu.
Zde vedl výzkum centrifug pro jaderný program až do roku 1956, kdy mu bylo dovoleno
Sovětský svaz opustit. Až po návratu zjistil, že západ výrazně zaostává v obohacováńı uranu
za Sovětským svazem, nebot’ Američané od obohacováńı centrifugami upustili již během
projektu Manhattan. Ve Spojených státech dokázal reprodukovat své výsledky i bez Rusy
zkonfiskovaných poznámek, kde ale poté, co byl výzkum klasifikován jako př́ısně tajný, dostal
na výběr bud’ přijmout americké občanstv́ı, nebo odej́ıt zpátky do Evropy a nebo opustit
výzkum. Odešel zpátky do Evropy, kde pokračoval v daľśım zefektivňováńı centrifug.

59



Kapitola 6

Fluktuace

Důležitým krokem v každé statistice je určit, jak náhodné veličiny daného statistického sou-
boru fluktuuj́ı kolem jejich středńıch hodnot. Máme pro to hned dva dobré d̊uvody. Za prvé
t́ım źıskáme informaci, jak moc se od sebe budou lǐsit jednotlivá nezávislá měřeńı dané pozo-
rovatelné. Druhý vycháźı z již v předchoźı kapitole zmı́něné skutečnosti, že v jednom statis-
tickém souboru může být vybraná velečina náhodnou pozorovatelnou a v jiném fixńım para-
metrem (např́ıkla počet částic je v grandkanonickém souboru náhodnou veličinou, zat́ımco v
kanonickém souboru je fixńım parametrem). Pokud jsou relativńı fluktuace této náhodné vy-
brané veličiny velmi malé, jsou oba tyto statistické soubory z pohledu této náhodné veličiny
ekvivalentńı. Výpočet fluktuaćı a kovarianćı je d́ıky vztah̊um (5.5) a (5.4) poměrně snad-
nou záležitost́ı. Je ale dobré znovu zd̊uraznit, že partičńı suma je zde brána jako funkce
nezávislých lagrangeových multiplikátor̊u.
Př́ıklad 6.1. Dokažte, že v kanonickém souboru plat́ı vztah

(∆U)2 = kT 2C.

Návod: V kanonickém souboru je variance dána vztahem

(∆U)2 = ∂2 lnZK
∂β2 .

Parciálńı derivace je zde záměrně proto, že kanonický soubor může mı́t r̊uzné fixńı parametry
jako počet částic, objem a podobně. Nyńı využijeme vztahu pro středńı hodnotu energie
U = −∂ lnZK

∂β
, s jehož pomoćı dostáváme

(∆U)2 = −∂U
∂β

.

Vı́me, že lagrange̊uv parametr β je svázán s teplotou β = 1/(kT ). Vnitřńı energie je tedy
funkćı teploty, která je dále funkćı β, tj. U = U(T (β)). Odtud derivaćı složené funkce
dostáváme

(∆U)2 = −∂U
∂β

= − ∂U
∂T︸︷︷︸
C

dT

dβ︸︷︷︸
− 1
kβ2

= C

kβ2 = CkT 2.
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Př́ıklad 6.2. V rámci izotermicko-izobarického souboru dokažte platnost vztahu

(∆U∆V ) = kT

[
T

(
∂V

∂T

)
P

+ P

(
∂V

∂P

)
T

]
.

Návod: Vyjdeme ze vztahu (5.4), který má pro izotermicko-izobarický soubor podobu

(∆U∆V ) = ∂2 ln Z̃
∂β∂γ

.

Opět můžeme využ́ıt vztah pro středńı hodnotu některé náhodné veličiny. Zde máme na výběr
objem a energii. Pravá strana dokazované identity jasně naznačuje, že správnou volbou je
středńı hodnota objemu V =

(
−∂ ln Z̃

∂γ

)
γ

a tedy

(∆U∆V ) = −
(
∂V

∂β

)
γ

.

Pro lagrangeovy parametry plat́ı β = 1/(kT ) a γ = P/(kT ). Odtud máme T = 1/(kβ)
a P = γ/β. Objem je tedy funkćı teploty a tlaku a ty jsou dále funkcemi lagrangeových
parametr̊u, tj. V = V (T (β), P (β, γ)). Derivaćı složené funkce dostáváme

(∆U∆V ) = −
(
∂V

∂β

)
γ

= −
(
∂V

∂T

)
P

dT

dβ︸︷︷︸
− 1
kβ2 =−kT 2

−
(
∂V

∂P

)
T

(
∂P

∂β

)
γ︸ ︷︷ ︸

− γ

β2 =−PKT

= kT

[
T

(
∂V

∂T

)
P

+ P

(
∂V

∂P

)
T

]
.

Př́ıklad 6.3. Dokažte, že pro fluktuace počtu částic v grandkanonickém souboru plat́ı vztah

(∆N)2 = NkT

V

(
∂N

∂P

)
T,V

.

Předpokládejte, že jde o aditivńı systém a lze tedy využ́ıt Gibbs-Duhemův vztah.

Návod: Variance počtu částic v grandkanonickém souboru pro systém s objemem V je dána
vztahem

(∆N)2 =
(
∂2 lnZG
∂α2

)
β,V

.

S využ́ıt́ım vztahu pro středńı hodnotu počtu částic N =
(
∂ lnZG
∂α

)
β,V

dostaneme

(∆N)2 =
(
∂N

∂α

)
β,V

.
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Lagrangeovy multiplikátory jsou vázány k přirozeným proměnným grandkanonického sou-
boru (T, V, µ) vztahy β = 1/(kT ) a α = µ/(kT ) a tedy T = 1/(kβ) a µ = α/β. Pravá
strana dokazované identity je ale nav́ıc vyjádřena v proměnných P, T a V . Zvoĺıme tedy
počet částic N jako funkci těchto proměnných P, T a V . Ty jsou dále funkcemi přirozených
proměnných grandkanonického souboru (T, V, µ), které jsou dále funkcemi nezávislých lagran-
geových multiplikátor̊u. Je d̊uležité si zde uvědomit, že prvńı volba proměnných (P, T, V ) je
tou zásadńı a je dána t́ım, co je na pravé strany dokazované identity. Přechod k přirozeným
proměnným statistického souboru a dále k lagrangeovým multiplikátor̊um je v́ıce méně daný,
nebot’ vztahy (5.1) a (5.4) jsou vztažeńı k lagrangeovým multiplikátor̊um. Je to obecný po-
stup. Celkem tedy máme N = N(T (β), P (T (β), µ(α, β), V ), V ). Derivaćı této složené funkce
lze zkoumanou varianci přepsat jako

(∆N)2 =
(
∂N

∂α

)
β,V

=
(
∂N

∂P

)
T,V

(
∂P

∂µ

)
T,V

(
∂µ

∂α

)
β

.

Prvńı parciálńı derivace odpov́ıdá již tomu, co je na pravé straně dokazované identity. Třet́ı
parciálńı derivaci je rovna 1/β. Druhou parciálńı derivaci si vyjádř́ıme z Gibbs-Duhemova
vztahu SdT−V dP+Ndµ = 0, z kterého vyjádř́ıme diferenciál dP v požadovaných proměnných
této parciálńı derivace

dP = N

V
dµ+ S

V
dT.

Odtud tedy plyne (
∂P

∂µ

)
T,V

= N

V

a my dostáváme

(∆N)2 =
(
∂N

∂P

)
T,V

N

V

1
β

= NkT

V

(
∂N

∂P

)
T,V

.

Př́ıklad 6.4. Dokažte, že pro relativńı fluktuace vnitřńı energie souboru N klasických jedno-
rozměrných harmonických oscilátor̊u, které jsou v tepelné rovnováze s rezervoárem o teplotě
T , plat́ı vztah

∆U
U

= 1√
N
.

Návod: Tato úloha je jednoduchou aplikaćı variance vnitřńı energie v kanonickém souboru
z př́ıkladu 6.1 na soubor klasických oscilátor̊u v př́ıkladu 5.4. Odtud v́ıme, že U = NkT a
tedy C =

(
∂U
∂T

)
N

= Nk. Variance vnitřńı enerige je tedy rovna (∆U)2 = CkT 2 = Nk2T 2.
Relativńı fluktuace vnitřńı energie je rovna

∆U
U

=
√
NkT

NkT
= 1√

N
.
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Kapitola 7

Statistické soubory – diskrétńı hladiny

Doposud jsme řešili úlohy se spojitou množinou mikrostav̊u. Nyńı se pod́ıváme na pár
př́ıklad̊u s diskrétńı množinou mikrostav̊u, jejichž partičńı sumy lze ještě bez velkého úsiĺı
spoč́ıtat. Jde v tomto ohledu sṕı̌se o výjimky, nebot’ oproti integrál̊um jen nemnoho sum
lze analyticky vyřešit. Většina úloh, ale ne všechny, se rekrutuje z kvantové mechaniky, kde
jsou fyzikálńı veličiny často kvantovány, tedy jejich hodnoty nabývaj́ı diskrétńıch hodnot.
Neznamená to nicméně, že je k řešeńı těchto úloh nezbytné znát kvantovou mechaniku. K
analýze statistických vlastnost́ı daného souboru kvantových systému potřebujeme vždy znát
jen energie kvantových mikrostav̊u.

Dovoĺıme si opět kratš́ı úvod do následuj́ıćıho př́ıkladu. Při modelováńı statistických vlast-
nost́ı krystalu vycháźıme z toho, že krystal se skládá z navzájem vázaných molekul, které
osciluj́ı kolem svých rovnovážných poloh. Tyto oscilace považujeme v prvńım přibĺıžeńı za
malé kmity. Jde tedy o vázanou soustavu molekul konaj́ıćı malé kmity. Z VOAFu již v́ıme, že
tuto soustavu lze volbou normálńıch souřanic převést na systém N nezávislých mod̊u. Celý
systém můžeme proto chápat jako systém N nezávislých klasických harmonických oscilátor̊u.
Statistické vlastnosti takového systému jsme studovali v př́ıkladu 5.4. Zjistili jsme, že jeho
vnitřńı energie je rovna NkT , z čehož plyne, že jeho tepelná kapacita C = Nk je nezávislá
na teplotě. A skutečně pro dostatečně vysoké teploty je tepelná kapacita krystal̊u konstantou
nezávislou na teplotě. Roku 1819 formulovali pánové Dulong a Petit empirický zákon, podle
kterého maj́ı všechny pevné látky stejnou molárńı tepelnou kapacitu. Později bylo zjǐstěno,
že tento zákon neplat́ı pro ńızké teploty, kde tepelná kapacita klesá k nule s klesaj́ıćı teplotou.
Einstein přǐsel roku 1907 s ideou, že ve skutečnosti jsou molekuly objekty ř́ıd́ıćı se kvantovou
mechanikou, a tedy reálněǰśı popis krystalu je soustava nezávislých kvantových harmonických
oscilátor̊u se stejnou frekvenćı, tzv. Einstein̊uv model krystalu.

Př́ıklad 7.1. Uvažujme souborN kvantových nezávislých (neinteraguj́ıćıch) jednorozměrných
harmonických oscilátor̊u, který je v tepelné rovnováze s tepelným rezervoárem o teplotě T .
Všechny oscilátory maj́ı stejnou úhlovou frekvenci ω. Mikrostavy jednoho kvantového harmo-
nického oscilátoru můžeme indexovat nezáporným celým č́ıslem n a energie mikrostavu n je
En = (n+ 1/2)~ω, kde ~ = h/(2π). Stejně jako u souboru klasických harm. oscilátor̊u, i zde
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jsou částice prostorově rozlǐsitelné, nebot’ každá osciluje kolem jiné lokálńı rovnovážné polohy.
Určete kanonickou partičńı sumu souboru a vnitřńı energii. Ukažte, že pro vysoké teploty je
tepelná kapacita rovna tepelné kapacitě souboru N klasických harmonických oscilátor̊u.

Návod: Systém se skládá zN identických rozlǐsitelných neinteraguj́ıćıch částic, tj.N nezávislých
podsystémů. Kanonická partičńı suma je tedy součinem jednočásticových partičńım sum
kvant. harmonických oscilátor̊u. Tato jednočásticová partičńı suma má po úpravě tvar geo-
metrické řady

z =
∞∑
n=0

e−βEn =
∞∑
n=0

e−β(n+1/2)~ω = e−β~ω/2
∞∑
n=0

(
e−β~ω

)n
︸ ︷︷ ︸

1
1−e−β~ω

a my po sečteńı ji snadno převedeme na hyperbolickou funkci

z = e−β
~ω
2

1− e−β~ω = 1
e
β~ω

2 − e−β~ω2
= 1

2 sinh
(
β~ω

2

) .
Výsledná kanonická partičńı suma je rovna

ZK = zN =
(

2 sinh
(
β~ω

2

))−N
.

Vnitřńı energie je odtud

U = −
(
∂ lnZK
∂β

)
N

= N~ω
2 coth

(
β~ω

2

)
.

Tepelnou kapacitu můžeme spoč́ıtat př́ımo z tohoto vztahu a pak určit, jak se chová pro
vysoké teploty. Snazš́ı je však postup, kdy nejdř́ıve aproximujeme vnitřńı energii pro vysoké
teploty. Pro vysoké teploty je β a tedy i β~ω bĺızké nule. Vnitřńı energii uprav́ıme následuj́ıćım
zp̊usobem

U = N~ω
2 coth

(
β~ω

2

)
= N~ω

2
cosh(β~ω2
sinh(β~ω2 )

= N~ω
2

e
β~ω

2 + e−
β~ω

2

e
β~ω

2 − e−β~ω2

= N~ω
2

≈1︷ ︸︸ ︷
eβ~ω +1
eβ~ω − 1︸ ︷︷ ︸
≈1+β~ω−1

≈ N~ω
2

2
β~ω

= N

β
= NkT,

kde jsme pro eβ~ω ve jmenovateli použili Taylor̊uv rozvoj do prvńıho řádu. Zjǐst’ujeme, že
vnitřńı energie souboru kvantových harmonických oscilátor̊u se pro vysoké teploty chová
jako vnitřńı energie souboru klasických harmonických oscilátor̊u. Tepelná kapacita je v obou
př́ıpadech v tomto režimu konstantńı. Klasický i kvantový model nám poskytuje shodnou
předpověd’ pro oblast vysokých teplot. Snadno zjist́ıte, že naopak pro ńızké teploty tepelná
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kapacita souboru kvantových harmonických oscilátor̊u klesá exponenciálně rychle s klesaj́ıćı
teplotou. Neńı tedy již konstantńı. Nicméně je ale stále v rozporu s reálným měřeńım tepelné
kapacity krystal̊u při ńızkých teplotách, nebot’ ve skutečnosti tepelná kapacita krystal̊u klesá s
teplotou výrazně pomaleji jako T 3. Tento rozpor lze odstranit, pokud budeme předpokládat
r̊uzné frekvence kvantových oscilátor̊u. T́ım ale dostáváme tzv. Debye̊uv model krystalu,
který je předmětem přednášek.

Z předmětu elektřina a magnetismus v́ıme, že magnetizace je vystředovaná veličina. Mag-
netické vlastnosti látek jsou výsledkem vzájemného p̊usobeńı magnetický dipól̊u jednotlivých
částic. Lze ukázat, že středńı hodnota celkového magnetického momentu souboru klasických
částic je nulová a tedy v ostrém rozporu s t́ım, co pozorujeme. Nenulová makroskopická
magnetizace (středńı hodnota magnetického momentu velkého počtu částic) je tedy ryze
kvantového p̊uvodu. Látky obecně vykazuj́ı velmi rozmanité magnetické vlastnosti: paramag-
netismus, feromagnetismus, diamagnetismus atd. Následuj́ıćı př́ıklad je základńım modelem
pro kvalitativńı vysvětleńı paramagnetických vlastnost́ı látek.

Př́ıklad 7.2. Model paramagnetické soli
Uvažujme N částic se spinem 1/2 (elektrony) a velikost́ı magnetického momentu µB, které
jsou pevně umı́stěné ve fixńıch pozićıch v homogenńım magnetickém poli s intenzitou B. Tyto
částice tedy nemaj́ı žádné translačńı stupně volnosti. Taková situace nastává při velmi ńızkých
teplotách, kdy ustává termálńı pohyb částic. Částice má pouze mikrostavy spojené s existenćı
spinu. Spin každé částice se může orientovat bud’ paralelně (ve směru +) a nebo antiparalelně
(proti směru −) s magnetickým polem. Každá částice má tedy pouze dva mikrostavy + a −
s odpov́ıdaj́ıćımi hodnotami energie a magnetického momentu pro dané mikrostavy:

mikrostav energie mikrostavu magnetický moment mikrostavu
+ ε+ = −µBB m+ = µB
− ε− = +µBB m− = −µB

µB označuje fyzikálńı konstantu Bohr̊uv magneton µB = e~
2me = 9.274×10−24 [J.T−1]. Částice

jsou rozlǐsitelné a vzájemně spolu neinteraguj́ı, jsou nezávislé. Soustava je v tepelné rovnováze
s rezervoárem o teplotě T . Určete středńı hodnotu magnetického momentu látky M a jej́ı
magnetickou susceptibilitu χ = ∂M

∂B

∣∣∣
B=0

. Určete magnetické chováńı látky pro slabá a silná
magnetická pole. Najděte kanonickou partičńı sumu, vnitřńı energii soustavy a jej́ı tepelnou
kapacitu. Vyjádřete entropii jako funkci vnitřńı energie, resp. jako funkci teploty a magnetické
indukce. Jak se změńı teplota soli při adiabatické změně magnetického pole?

Návod: Celkový magnetický moment N nezávislých spinových částic M = ∑
imi je náhodná

veličina. Jej́ı středńı hodnota 〈M〉 (dále jen pro jednoduchost M)

M =
〈∑

i

mi

〉
= N〈m〉 = N(µBp+ − µBp−).

je úměrná středńımu magnetickému momentu 〈m〉 jednoho spinu. Pravděpodobnost, že je
spin natočen ve směru nebo proti směru pole, je dána nejpravděpodobněǰśım rozděleńım
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mikrostav̊u této spinové částice
p± = 1

z
e−βε± ,

kde z je jednočásticová partičńı suma

z = e−βε+ + e−βε− = 2 cosh(βµBB).

Magnetický moment látky je tedy roven

M = NµB
e−βε+ − e−βε−

z
= NµB tanh(βµBB). (7.1)

Pro slabé magnetické pole B � kT
µB

lze tanh x aproximovat Taylorovým rozvojem do prvńıho
řádu tanh x ≈ x. Magnetizace látky pak roste lineárně s intenzitou magnetického pole a klesá
nepř́ımo úměrně s teplotou

M ≈ Nµ2
B

k

B

T
.

Magnetické pole má tendenci orientovat dipólové momenty jednotlivých částic ve směru pole
a zvyšuj́ıćı teplota má tendenci toto uspořádáńı naopak rušit. Naopak, v silném magnetickém
poli B � kT

µB
se tanh x přibližuje k jednotce. Většina spin̊u je orientována ve stejném směru

a magnetizace se bĺıž́ı hodnotě
M −→ NµB.

Pr̊uběh závislosti magnetizace látky na pod́ılu B/T se nazývá Brillouinova saturačńı křivka
(viz. obr. 7.1). Magnetická susceptibilita je nepř́ımo úměrná absolutńı teplotě (Curieho zákon)

χ = ∂M

∂B

∣∣∣∣∣
B=0

= Nµ2
B

kT
.

Kanonická partičńı suma souboru N nezávislých rozlǐsitelných částic je rovna součinu
jejich jednočásticových partičńıch sum

ZK = zN = 2N coshN(βµBB).

Udtud již standardně dostaneme vnitřńı energii

U = −∂ lnZK
∂β

= −NµBB tanh
(
µBB

kT

)
.

S použit́ım (7.1) vid́ıme, že vnitřńı energie a magnetický moment soustavy jsou svázany
vztahem

U = −BM.

Tepelnou kapacitu paramagnetické soli lze jednoduchými úpravami napsat jako

C = ∂U

∂T
= Nk

 µBB

kT cosh
(
µBB
kT

)
2

= Nk
Θ2

T 2 cosh2
(

Θ
T

) , Θ = µBB

k
.
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Obrázek 7.1: Brillouinova saturačńı křivka.

Pr̊uběh tepelné kapacity je znázorněn v obr. 7.2. Pro T → 0 a pro T � Θ se tepelná
kapacita bĺıž́ı nule. Maximum nabývá pro T ≈ 0.8Θ. Charakteristická teplota Θ je velmi
ńızká (Θ ∼ 1K) i pro silná magnetická pole (B ∼ 1 Tesla)

Entropii lze např́ıklad spoč́ıtat z volné energie a pak ji přepsat jako funkci vnitřńı ener-
gie. Jednodužš́ı je využ́ıt př́ımo definice entropie a jej́ı aditivity pro nezávislé podsystémy.
Entropie je pak dána součtem entropíı jednotlivých částic, tj.

S = N(−kp+ ln p+ − kp− ln p−).

Pravděpodobnosti p± můžeme zapsat pomoćı vnitřńı energie, nebot’ z rovnic

U = −NµBB(p+ − p−), p+ + p− = 1.

lze snadno vyjádřit pravděpodobnosti mikrostav̊u

p± = 1
2

(
1∓ U

NµBB

)
.

Dosazeńım dostáváme entropii jako funkci vnitřńı energie

S = −Nk2

(
1− U

NµBB

)
ln
(

1
2

(
1− U

NµBB

))
− Nk

2

(
1 + U

NµBB

)
ln
(

1
2

(
1 + U

NµBB

))

Pr̊uběh entropie je znázorněm v obr. 7.3). Nejnižš́ı hodnotě vnitřńı energie U = −NµBB
(odpov́ıdá teplotě T → 0+, resp. βl → +∞) pŕısluš́ı pouze jeden stav soustavy (všechny
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Obrázek 7.2: Tepelná kapacita paramagnetické soli.

spiny jsou orientovány ve směru pole - p+ = 1) a entropie je tak rovna nule. S rostoućı
vnitřńı energíı (rostoućı teplotou, klesaj́ıćı β) roste i entropie, až do bodu U = 0 (T → +∞,
resp. β → 0+). V tomto bodě je p± = 1/2 a entropie nabývá maximálńı možné hodnoty. Při
daľśım r̊ustu vnitřńı energie začne entropie klesat. Ve stavu s kladnou vnitřńı energíı je v́ıc
spin̊u orientováno proti směru magnetického pole (p− > p+) - docháźı k populačńı inverzi,
kdy je preferován stav s vyšš́ı energíı. Podobnou situaci můžete nalézt u laseru, kdy většina
částic se před stimulovanou emiśı nacháźı v excitovaném stavu s vyšš́ı energíı. Typicky jde o
systémy s konečným počtem mikrostav̊u. Teplota systému v takovém stavu je záporná. Lze se
o tom přesvědčit př́ımým výpočtem s použit́ım vztahu ∂S

∂U
= 1/T a nebo následuj́ıćı úvahou.

Pokud kladná energie dále roste, entropie systému klesá a my z 2. principu termodynamiky
pro kvazistatické procesy dostáváme

δQ = T dS︸︷︷︸
<0

= dU > 0

a odtud zápornou teplotu T . Jsme tu svědky zdánlivého paradoxu, kdy stavy se zápornou
teplotou maj́ı vyšš́ı energii než ty s kladnou. Pokud bychom definovali teplotu jako −β =
−1/(kT ), měly by všechny stavy s nižš́ı teplotou také nižš́ı energii. Je také otázkou, zda-li
stavy s negativńımi teplotami jsou skutečně rovnovážné, viz např́ıklad článek
https://arxiv.org/abs/1301.0852 . Např́ıklad u tohoto systému bychom polupačńı inverze
doćılili náhlou změnou magnetického pole na opačný směr. Většina částic by se na chv́ıli
ocitla orientována antiparalelně vzhledem k novému směru pole. Okamžitě by se ale začali
většinově natáčet zpátky do paralelńıho směru. Stav se zápornou teplotou je zde jenom
dočasný.
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Obrázek 7.3: Entropie jako funkce vnitřńı energie.

Entropie jako funkce teploty a magnetické indukce lze spoč́ıtat pomoćı vztahu (5.3)

S = k lnZK + kβU = Nk
[
ln
(

2 cosh
(
µBB

kT

))
− µBB

kT
tanh

(
µBB

kT

)]
.

Označ́ıme-li x = µBB
kT

je entropie funkćı pouze jedné proměnné

S(x) = Nk [ln (2 cosh x)− x tanh x] .

Jej́ı derivace je
dS

dx
= −Nk x

cosh2 x

Pro kladná (nebo záporná) x je tedy prostou funkćı. Během procesu, při kterém se neměńı
entropie, tj. S(x1) = S(x2), tedy plat́ı

x1 = µBB1

kT1
= µBB2

kT2
= x2

a odtud dostáváme rovnici adiabáty

T2 = T1
B2

B1
.

Změnou magnetického pole můžeme měnit teplotu systému. Na této vlastnosti je postaveno
magnetické chlazeńı využ́ıvané předevš́ım při velmi ńızkých teplotách, kde ostatńı metody
chlazeńı se stávaj́ı neefektivńı. S použit́ım magnetik jako jsou slitiny gadolinia, lze ale provo-
zovat magnetické chlazeńı i při pokojových teplotách.
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Př́ıklad 7.3. Model organického vlákna
Vlákno je tvořeno N molekulami, je naṕınáno silou f a je v tepelné rovnováze s okoĺım o
teplotě T . Každá molekula se může nacházet ve dvou mikrostavech - prvńı s délkou l − a a
energíı E− = −f(l−a), druhý s délkou l+a a energíı E+ = −f(l+a). Najděte středńı délku
vlákna L v závislosti na teplotě T a naṕınaćı śıle f .

Návod: Analogicky př́ıkladu 7.2 (f ↔ B, L↔M ) dostaneme

p± = 1
z
eβf(l±a), z = 2eβlf cosh(βaf).

Středńı délka vlákna je pak rovna

L = N(p+(l + a) + p−(l − a)) = Nl +Na tanh(βaf).

Pro malé napět́ı vlákna je tanh(βaf) ≈ βaf a prodloužeńı vlákna je pak př́ımo úměrné
naṕınaćı śıle (Hooke̊uv zákon)

∆L ≡ L−Nl ≈ Na2βf.

V tomto přibĺıžeńı je modul pružnosti př́ımo úměrný teplotě

f

∆L ≈
kT

Na2 .

Př́ıklad 7.4. Adsorpce plynu na stěnách nádoby
Uvažujme adsorbuj́ıćı povrch s N nezávislými mı́sty. Každé aktivńı mı́sto může vázat ma-
ximálně jednu molekulu a má tedy dva mikrostavy. Pokud je aktivńı mı́sto obsazené, má
jednu částici a energie tohoto vázaného mikrostavu je −ε. Naopak pokud je mı́sto neobsa-
zené, obsahuje nula částic a energie tohoto mikrostavu je nula. Povrch je v kontaktu s ideálńım
plynem, který má tlak P a teplotu T2 a celý systém složený z aktivńıho povrchu a ideálńıho
plynu je v termodynamické rovnováze. Určete stupeň adsorpce Θ, tj. počet adsorbovaných
molekul n v poměru k počtu aktivńıch mı́st N .

Návod: Aktivńı mı́sta povrchu jsou navzájem nezávislá. Grandkanonická partičńı suma
systému všech aktivńıch mı́st ZG je proto součinem grandkanonických partičńıch sum zG
pro jedno aktivńı mı́sto a každá z nich je rovna

zG = e−β0+α10 + e−β1(−ε)+α11 = 1 + eβ1ε+α1 ,

kde jsme označili lagrangeovy multiplikátory pro systém aktivńıch mı́st jako β1 a α1. Pro
grandkanonickou partičńı sumu N aktivńıch mı́st dostaneme

ZG =
(
1 + eβ1ε+α1

)N
.

Středńı počet obsazených aktivńıch mı́st je roven středńımu počtu molekul v aktivńıch
mı́stech

n = ∂ lnZG
∂α1

= N

1 + e−β1ε−α1
. (7.2)
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Výsledek, který jsme dostali stále záviśı na v tuto chv́ıli neznámých lagrangeových mul-
tiplikátorech α1 a β1. Stěny jsou v termodynamické rovnováze s plynem, jehož tlak a teplota
kontroluj́ı nějakým zp̊usobem právě tyto parametry a tedy i počet adsorbovaných molekul.
K určeńı, jak jsou tyto lagrangeovy multiplikátory kontrolovány, muśıme správně aplikovat
podmı́nky rovnováhy. Postup je následuj́ıćı. Předpokládejme, že oba systémy jsou nejprve
odděleny a každý se nacháźı ve svém rovnovážném stavu. Nyńı přivedeme oba tyto systémy
do kontaktu. Celý systém se na začátku kontaktu nacháźı v nerovnovážném stavu. Systémy
si ve snaze naj́ıt novou globálńı rovnováhu začnou vyměňovat jak energii v podobě tepla tak
i částice. Dle nultého principu termodynamiky celý systém směřuje k rovnovážnému stavu.
Jaký rovnovážný stav si tento proces ekvilibrace vybere? Princip rovnováhy ř́ıká, že to bude
takový rovnovážný stav, který je v souladu s počátečńımi podmı́nkami a který zároveň ma-
ximalizuje celkovou entropii systému. Zde by jsme chtěli upozornit, že jde o matematickou
formulaci principu. V literatuře můžete někdy naj́ıt, že během procesu ekvilibrace entropie
roste až ke svému maximu. Neńı to pravda. Během tohoto procesu se systém obecně nacháźı
v nerovnovážném stavu, při kterém termodynamická entropie ani neńı definovaná, natož aby
jsme mohli mluvit v pr̊uběhu procesu o jej́ım r̊ustu. Princip pouze dává matematický popis
konečného rovnovážného stavu celého systému.

Nyńı jej aplikujeme na náš systém složený z aktivńıho povrchu (veličiny indexované 1) a
ideálńıho plynu (veličiny indexované 2). Uvažujme entopii každého z obou podsystému jako
funkci vnitřńı energie a počtu částic, tj. S1(U1, N1) a S2(U2, T2). Objem ani jiná daľśı veličina
obou podsystémů se při procesu neměńı, nebudeme je v popisu uvažovat. Jejich celková
entropie je S(U1, U2, T1, T2) = S1(U1, N1) + S2(U2, T2). Naṕı̌seme si jej́ı diferenciál, abychom
pak mohli vyjádřit podmı́nku na jej́ı extrém

dS =
(
∂S1

∂U1

)
N1

dU1 +
(
∂S1

∂N1

)
U1

dN1 +
(
∂S2

∂U2

)
N2

dU2 +
(
∂S2

∂N2

)
N2

dN2. (7.3)

Z diferenciálu vnitřńı energie dUi = TidSi−PidVi+µidNi pro oba systémy si můžeme vyjádřit
jednotlivé parciálńı derivace(

∂Si
∂Ui

)
Ni,Vi

= 1
Ti
,

(
∂Si
∂Ni

)
Ui,Vi

= −µi
Ti
, i ∈ {1, 2}

Po dosazeńı těchto vztah̊u do (7.3) dostáváme

dS = 1
T1
dU1 −

µ1

T1
dN1 + 1

T2
dU2 −

µ2

T2
dN2. (7.4)

Nový rovnovážný stav muśı být v souladu s počátečńım stavem. To znamená, že energie a
počet částic celého systému se neměńı, tj. U1 + U2 = konst. a N1 + N2 = konst. a tedy
diferenciály jsou svázány vztahy dU1 = −dU2 a dN1 = dN2. Pomoćı nich můžeme diferenciál
entropie (7.4) přepsat do tvaru

dS =
( 1
T1
− 1
T2

)
dU1 −

(
µ1

T1
− µ2

T2

)
dN1. (7.5)
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Diferenciál entropie je nyńı funkćı jen proměnných U1 a N1. Nemáme již žádné daľśı restrikce
a diferenciály dU1 a dN1 jsou proto lineárně nezávislé. Extrém nabývá entropie za podmı́nky
dS = 0, která může být splněna pouze tehdy, když

1
T1

= 1
T2

µ1

T1
= µ2

T2
.

Dostáváme, že nový rovnovážný stav je charakterizován rovnost́ı teplot obou podsystémů
T1 = T2 a chemických potenciál̊u µ1 = µ2. Rovnaj́ı se tedy i lagrangeovy multiplikátory obou
podsystémů, tj. β1 = β2 a α1 = α2. Pro určeńı α1 nám tedy stač́ı určit α2 ideálńıho plynu.

Grandkanonická partičńı suma ideálńıho plynu je rovna

Zplyn
G = exp (zeα2) = exp

 V
h3

(
2πm
β2

) 3
2

eα2

 ,
kde z je jednočásticová partičńı suma, kterou již známe z př́ıkladu 5.1 a V je objem plynu.
Nyńı chceme vyjádřit eα2 jako funkci tlaku a teploty plynu. Urč́ıme proto grandkanonický
potenciál a odtud stavovou rovnici, tj.

Ω = −kT2 lnZplyn
G = −kT2

V

h3

(
2πm
β2

) 3
2

eα2

a

P = −
(
∂Ω
∂V

)
µ2,T2

= kT2
1
h3

(
2πm
β2

) 3
2

eα2 .

Vyjádř́ıme
eα1 = eα2 = Ph3

(2πmkT2) 3
2kT2

a dosazeńım do vztahu pro adsorpci (7.2) celkem dostáváme

Θ = n

N
= 1

1 + e−β1ε−α1
= P

P + P0
, kde P0 = (2πmkT2) 3

2kT2e
− ε
kT2 /h3.

Uvedený vztah se nazývá Langmuirova adsorpčńı izoterma (prezentovaná roku 1916 a roku
1932 byla Langmuirovi udělena Nobelova cena za práci na chemii povrch̊u). Pro danou teplotu
udává počet adsorbovaných molekul plynu v závislosti na tlaku. Pro ńızké teploty T2 � ε/k
klesá hodnota P0 k nule a koeficient adsorpce je bĺızký jedné - většina mı́st je obsazena.
To vysvětluje např. kondenzaci vodńıch par na stěně studené nádoby. Naopak, pro vysoké
teploty T2 � ε/k je P0 � P a koeficient adsorpce klesá k nule; to je d̊uvod, proč se zahř́ıvaj́ı
stěny vakuové komory, pokud chceme vytvořit vysoce kvalitńı vakuum.
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Kapitola 8

Přesné statistiky

V minulých částech jsme několikrát zmı́nili, že částice jsou objekty mikrosvěta a jako takové
podléhaj́ı zákon̊um kvantové fyziky. V principu neexistuje něco jako ”klasická”částice. Pokud
částici označujeme za klasickou a modelujeme jej́ı chováńı zákony klasické fyziky, jde vždy o
určitou aproximaci, kterou lze považovat za rozumnou jen za určitých podmı́nek. Např́ıklad
plyn lze považovat za klasický (skládaj́ıćı se z klasických částic) jen pro dostatečně vysoké
teploty a ńızké objemové hustoty. Abychom určili, jakým zp̊usobem kvantová povaha částic
ovlivňuje výsledné makroskopické vlastnosti látek, je nutné nejdř́ıve identifikovat vlastnosti,
které jsou pro objekty mikrosvěta charakteristické. Opět nemáme v úmyslu vás provést rych-
lokursem kvantové mechaniky. Pro naše účely jsou postačuj́ıćı vlastnosti, které ovlivňuj́ı popis
mikrostavu kvantových částic.

Jde v zásadě o tři. Tou prvńı je nerozlǐsitelnost identických částic. Částice, které
maj́ı všechny charakteristiky, jako je hmotnost, náboj apod., stejné, jsou v mikrosvětě ne-
rozlǐsitelné. Kvantové částice nelze onálepkovat jako prvńı, druhá, n-tá a podobně. Zaměńıme-
li dvě částice, stav systému se t́ım nezměńı – systém je tedy invariantńı v̊uči permutaci částic.
Výjimkou je pouze situace, kdy identické částice se nacházaj́ı v oddělených částech prostoru,
jako tomu bylo např́ıklad u systému kvantových harmonických oscilátor̊u (př́ıklad 7.1). Dru-
hou d̊uležitou vlastnost́ı je existence spinu. Jde o stupeň volnosti mikroskopických částic,
který nemá analogii v klasickém světě. Velikost spinu se označuje typicky ṕısmenem s,
je stejná pro všechny částice stejného druhu a je bud’ celoč́ıselná a nebo poloč́ıselná, tj.
s = 0, 1/2, 1, 3/2, 2, 5/2, . . .. Velikost spinu daného typu částic (např. elektron̊u) určuje jaké
hodnoty spinu m u těchto částic můžeme naměřit. Máme-li částici s velikost́ı spinu s, jej́ı
možné hodnoty spinu jsou m ∈ {−s,−s+ 1, . . . , s}. Částice s velikośı spinu s může tedy mı́t
2s+ 1 r̊uzných hodnot spinu.

Konečně posledńı ze zmiňovaných tř́ı vlastnost́ı je existence rozděleńı všech mikrosko-
pických čátic do dvou skupin - částice s celoč́ıselnou velikost́ı spinu se nazývaj́ı bosony,
částice s poloč́ıselnou velikost́ı spinu se nazývaj́ı fermiony. Zásadńı rozd́ıl v chováńı mezi
bosony a fermiony spoč́ıvá v tom, že fermiony podléhaj́ı tzv. Pauliho vylučovaćımu principu,
podle kterého žádné dva fermiony se nesmı́ nacházet ve stejném stavu. Je-li např́ıklad stav
fermion̊u nějakého systému určen energíı a hodnotou spinu a dva fermiony maj́ı stejnou ener-
gii, muśı se lǐsit v hodnotě spinu. Na bosony se žádné podobné omezeńı nevztahuje a tedy
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libovolný počet boson̊u se může nacházet ve stejném stavu. Částice, které tvoř́ı hmotu, jako
jsou protony, neutrony, elektrony apod. jsou zpravidla fermiony. Jejich fermionová povaha je
hlavńım d̊uvodem, proč existuj́ı atomy s r̊uznými vlastnostmi - d́ıky Pauliho vylučovaćımu
principu existuj́ı elektronové slupky. Částice, které zprostředkovávaj́ı silovou interakci jako
jsou fotony, gluony apod. jsou bosony. Nicméně atomy, které se skládaj́ı ze sudého počtu
fermion̊u maj́ı celoč́ıselnou velikos spinu a chovaj́ı se tedy jako bosony - např. helium-4 má
velikost spinu s = 0.

Pro nás je nyńı základńı otázkou, jakým zp̊usobem je definován mikrostav souboru kvan-
tových částic respektuj́ıćı výše zmı́něné vlastnosti. Uvažujme proto soubor identických ne-
rozlǐsitelných částic s velikost́ı spinu s, které mohou nabývat diskrétńıch energíı εi, i ∈ I, kde
I je konečná, nebo spočetná množina. Mikrostav každé z částic je dán dvojićı č́ısel (εi,m),
kde εi určuje na jaké energetické hladině se částice nacháźı a m ∈ {−s,−s+ 1, . . . , s} určuje
hodnotu spinu dané částice. Kdyby tyto částice byly rozlǐsitelné, mohli bychom jednotlivé
částice oč́ıslovat a výsledný mikrostav N částic systému by byl určen uspořádanou množinou
č́ısel {(ε(1)

i ,m(1)), . . . , (ε(N)
i ,m(N))}, kde horńı index označuje č́ıslo částice. Naše částice jsou

ale nerozlǐsitelné a k popisu jejich mikrostavu stač́ı určit, kolik částic ni,m s hodnotou spinu
m se nacháźı na i-té energetické hladině. Sadě č́ısel {ni,m}, kde i ∈ I m ∈ {−s,−s+1, . . . , s},
popisuj́ıćı daný mikrostav ř́ıkáme obsazovaćı č́ısla mikrostav̊u. V kanonickém souboru s cel-
kovým počtem částic N odpov́ıdá každému mikrostavu právě jedna sada obsazovaćıch č́ısel
{ni,m} splňuj́ıćı podmı́nku ∑

i∈I

s∑
m=−s

ni,m = N.

Naproti tomu v grandkanonickém souboru každá sada obsazovaćıch č́ısel {ni,m} charakteri-
zuje právě jeden grandkanonický mikrostav. Je d̊ulež́ıté ř́ıci, že pokud se částice nenacházej́ı

Obrázek 8.1: Popis mikrostavu systému kvantových částic s velikost́ı spinu s.

v magnetickém poli (to je nyńı náš př́ıpad), hodnota spinu neměńı energii částice. Všechny
částice na stejné energetické hladině maj́ı stejnou energii εi bez ohledu na hodnotu jejich
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spinu, který tak pouze zp̊usobuje degeneraci této energetické hladiny, tj. každá energetická
hladina je dále rozštěpena na 2s + 1 podhladin se stejnou energíı. Každému mikrostavu
určeného sadou obsazovaćıch č́ısel {ni,m} můžeme tedy přǐradit energii a počet částic vzta-
hem

E{ni,m} =
∑
i∈I

s∑
m=−s

εini,m, N{ni,m} =
∑
i∈I

s∑
m=−s

ni,m.

Vybaveni těmito vztahy pak můžeme použ́ıt pro nás již standardńıch nástroj̊u statistické
fyziky a spoč́ıtat př́ıslušnou partičńı sumu (kanonickou či grandkanonickou) a z ńı daľśı
stavové funkce.

Při výpočtu kanonické partičńı sumy je často výhodné využ́ıt toho, že částice s r̊uznými
hodnotami spinu nacházej́ıćı se na stejné energetické hladině maj́ı při absenci magnetického
pole stejnou energii. Můžeme tedy zavést obsazovaćı č́ısla ni energetických hladin defino-
vaných vztahem

ni =
s∑

m=−s
ni,m.

Obsazovaćı č́ıslo ni určuje počet částic s energíı εi. Sadě č́ısel {ni} ř́ıkáme energetická konfi-
gurace systému, nebot’ mikrostavy se stejnou energetickou konfiguraćı maj́ı stejnou energii

E{ni,m} =
∑
i∈I

s∑
m=−s

εini,m =
∑
i∈I

εi
s∑

m=−s
ni,m =

∑
i∈I

εini.

Počet energetických konfiguraćı je maximálně spočetný, lze je tedy oč́ıslovat v libovolném
pořad́ı. My tedy pro jednodušš́ı práci s partičńımi sumami přǐrad́ıme každé energetické kon-
figurace {ni} index γ, kde γ ∈ N. Energie energetické konfigurace γ je tedy rovna

Eγ =
∑
i∈I

niεi.

Pokud nyńı označ́ıme gγ počet mikrostav̊u, jejichž energetická konfigurace je γ, můžeme
kanonickou i grandkanonickou partičńı sumu systému snadno zapsat jako

Z =
∑
i∈I

s∑
m=−s

e
−βE{ni,m} =

∑
γ

gγe
−βEγ . (8.1)

Koeficient̊um gγ se ř́ıká degenerace energetické konfigurace γ. Pro určeńı kanonické partičńı
sumy je tedy třeba určit všechny možné energetické konfigurace γ a jejich degenerace gγ.

Uvažujeme-li např́ıklad dva fermiony s velikost́ı spinu s = 1
2 , každý z nich s možnými

hladinami energie z množiny {−ε, 0, ε}, potom konfigurace γ1 = (1, 0, 1) odpov́ıdá energii
systému Eγ1 = 0 a degenerace této konfigurace je gγ1 = 4, jelikož oba elektrony mohou
nabývat dvou hodnot spinu m = ±1

2 . Konfigurace γ2 = (0, 2, 0) odpov́ıdá také energii systému
Eγ2 = 0, ale degenerace této konfigurace je gγ2 = 1, jelikož oba fermiony maj́ı stejnou energii
a muśı se tedy lǐsit hodnotou spinu. Takový mikrostav je pouze jeden, protože částice jsou
nerozlǐsitelné a nelze tedy ř́ıci, který fermion je prvńı a který druhý. Nezálež́ı na tom, který
z nich má hodnotu spinu m = 1

2 a který opačnou.
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8.1 Př́ıklady
Př́ıklad 8.1. Uvažujte systém dvou částic, každá může mı́t energii ε1 = 0, ε2 = ε, ε3 = 3ε.
Určete partičńı sumu souboru a jeho vnitřńı energii, za předpokladu, že částice jsou

1. rozlǐsitelné

2. bosony s velikost́ı spinu s = 0

3. fermiony s fixńı hodnotou spinu (všechny častice maj́ı stejnou fixně zadanou hodnotu
spinu, jinými slovy spin nepředstavuje v této situaci stupeň volnosti)

Návod:
Možné konfigurace systému γ a jejich př́ıslušné energie jsou shrnuty v následuj́ıćı tabulce.

γ n1 n2 n3 Eγ
1 2 0 0 0
2 0 2 0 2ε
3 0 0 2 6ε
4 1 1 0 ε
5 1 0 1 3ε
6 0 1 1 4ε

Jsou-li částice rozlǐsitelné, můžeme partičńı sumu
Pro zjednodušeńı zápisu označ́ıme x = e−βε. Vnitřńı energie se pak určena vztahem

U = −∂ lnZ
∂β

= −∂ lnZ
∂x

∂x

∂β
= xε

∂ lnZ
∂x

.

Pro výpočet partičńı sumy potřebujeme znát degenerace gγ jednotlivých konfiguraćı γ. V
př́ıpadě rozlǐsitelných částic, konfigurace γ ∈ {1, 2, 3} popisuj́ı částice, které jsou ve stejné
energetické hladině a muśı pro ně tedy platit g(R)

γ = 1. V př́ıpadě konfiguraćı γ ∈ {4, 5, 6}
se částice nacháźı v r̊uzných energetických hladinách. Protože jsou rozlǐsitelné, prohozeńım
částic (tj. záměnou prvńı částice za druhou) vznikne nový stav a muśı tedy platit g(R)

γ = 2.
Pro bosony s velikost́ı spinu s = 0 plat́ı g(BE)

γ = 1 pro všechny možné konfigurace, nebot’
mikrostav je určen pouze energíı Eγ.

Pro fermiony plat́ı g(FD)
1 = g

(FD)
2 = g

(FD)
3 = 0, protože stav je určen pouze energíı a

fermiony podléhaj́ı Pauliho vylučovaćımu principu. Zbylé degenerace jsou g
(FD)
4 = g

(FD)
5 =

g
(FD)
6 = 1.

γ n1 n2 n3 Eγ g(R)
γ g(BE)

γ g(FD)
γ

1 2 0 0 0 1 1 0
2 0 2 0 2ε 1 1 0
3 0 0 2 6ε 1 1 0
4 1 1 0 ε 2 1 1
5 1 0 1 3ε 2 1 1
6 0 1 1 4ε 2 1 1
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Pro rozlǐsitelné částice tedy plat́ı

ZR = 1 + 2x+ x2 + 2x3 + 2x4 + x6 = (1 + x+ x3)2 = z2,

kde z je jednočásticová partičńı suma. Podle očekáváńı, partičńı suma pro rozlǐsitelné částice
tedy splňuje ZR = z2. Pro N rozlǐsitelných částic lze tento výsledek zobecnit jako ZR = zN .
Z partičńı funkce pro rozlǐsitelné částice dostaneme vnitřńı energii

UR = 2xε 1 + 3x2

1 + x+ x3 .

Pro bosony dostaneme vztahy

ZBE = 1 + x2 + x6 + x+ x3 + x4, UBE = xε
1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + 6x5

1 + x+ x2 + x3 + x4 + x6 .

Nakonec pro fermiony plat́ı

ZFD = x+ x3 + x4, UFD = 2ε1 + 3x2 + 4x3

1 + x2 + x3 .

Pr̊uběh vnitřńıch energíı je znázorněn v obr. 8.2. Pro konečnou kladnou teplotu plat́ı
nerovnosti

UBE < UMB < UFD.

V limitě T → +∞ (odpov́ıdá x → 1) jsou vnitřńı energie stejné a nabývaj́ı hodnoty 8
3ε.

Pro T → 0 (odpov́ıdá x → 0) klesá vnitřńı energie souboru rozlǐsitelných částic a boson̊u k
nule - při T = 0 jsou obě částice na nejnizš́ı energetické hladině. Tomu v př́ıpadě fermion̊u
zabraňuje Pauliho vylučovaćı princip, takže i při T = 0 muśı být jedna částice na prvńı
excitované hladině.

Př́ıklad 8.2. Uvažujte systém tř́ı částic, každá může mı́t energii ε1 = −ε, ε2 = ε. Určete
partičńı sumu souboru a jeho vnitřńı energii, za předpokladu, že částice jsou

1. bosony s velikost́ı spinu s = 1

2. fermiony s velikost́ı spinu s = 1
2

Návod:
Možná obsazovaćı č́ısla shrnuje následuj́ıćı tabulka:

γ n1 n2 Eγ
1 3 0 -3ε
2 2 1 -ε
3 1 2 ε
4 0 3 3ε
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Obrázek 8.2: Vnitřńı energie pro soubor 2 rozlǐsitelných částic (černá křivka) , boson̊u
(červená) a fermion̊u (modrá).

Kv̊uli nenulové veliosti spinu částic však muśıme být opatrněǰśı při určováńı degeneraćı
jednotlivých konfiguraćı. Uvažujme bosony s velikośı spinu s = 1 a konfiguraci γ = 1, jej́ıž
degenerace je zřejmě stejná jako degenerace konfigurace γ = 4. Obecně mohou nastat tři
situace - všechny bosony mohou mı́t stejnou hodnotu spinu, dva bosony maj́ı stejnou hodnotu
spinu a jeden boson odlǐsnou hodnotu spinu, nebo maj́ı všechny bosony r̊uznou hodnotu spinu.

Protože máme tři částice a tři spinové stavy, pro posledńı př́ıpad existuje jediný mikrostav
a to mikrostav, pro který je n−ε,−1 = n−ε,0 = n−ε,1 = 1 a zbylá obsazovaćı č́ısla ni,m jsou rovna
nule. Protože je konfigurace daná (γ = 1) a zálež́ı tedy pouze na hodnotách spinu, budeme
označ́ıme tuto možnost hodnot spinu jako (−1, 0, 1), tj. jeden boson má hodnotu spinu m = 1,
jeden boson má hodnotu spinu m = 0 a jeden boson má hodnotu spinu m = −1. Toto značeńı
budeme pro jednoduchost zápisu dále použ́ıvat. Upozorňujeme však, že nezálež́ı na pořad́ı,
tj. např́ıklad (−1, 0, 1) = (1,−1, 0), jelikož částice jsou nerozlǐsitelné.

Maj́ı-li dva bosony stejnou hodnotu spinu, existuje šest r̊uzných možnost́ı, jelikož částice
se stejnou hodnotou spinu maj́ı tři možnosti a pro posledńı částici potom zbývaj́ı dvě možnosti
hodnoty spinu. Dané možnosti tedy jsou (−1,−1, 0), (−1,−1, 1), (0, 0,−1), (0, 0, 1), (1, 1,−1),
(1, 1, 0). Maj́ı-li všechny částice stejnou hodnotu spinu, dostáváme tři možnosti (−1,−1,−1),
(0, 0, 0) a (1, 1, 1). Celkem tedy dostáváme degeneračńı faktor g1 = g4 = 1 + 6 + 3 = 10.

Pro konfigurace γ ∈ {2, 3} urč́ıme degeneračńı faktor gγ jako součin degeneračńıho faktoru
pro jednu částici g(1) a degeneračńıho faktoru g(2) pro dvě částice se stejnou energíı, jelikož
třet́ı částice má energii r̊uznou od ostatńıch částic. Pro dvě částice se stejnou energíı urč́ıme
degeneračńı faktor obdobně jako pro tři částice se stejnou energíı s výsledkem g(2) = 6,
jelikož možnosti pro hodnotu spinu pro dvě částice jsou (1, 1), (0, 0), (−1,−1), (1, 0), (1,−1)
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a (0,−1). Protože zřejmě g(1) = 3, dostáváme g2 = g3 = g(1)g(2) = 18.
Uvažujme nyńı fermiony. Protože máme všechny 3 částice na stejné hladině a muśı mı́t

všechny tyto tři fermiony hodnotu spinu navzájem r̊uznou. To ale neńı možně, nebot’ máme
pouze dvě možné hodnot spinu. Odtud degenerace konfiguraćı γ = 1 a γ = 4 muśı být
rovna nule. Pro konfigurace γ = 2 a γ = 3 dostaneme g2 = g3 = 2, jelikož částice ve stejné
energetické hladině muśı mı́t opačnou hodnotu spinu a tedy existuje jediná možnost, zat́ımco
třet́ı částice může mı́t libovolnou z hodnot spin̊u m = ±1

2 . Dané možnosti hodnot spinu
tedy jsou (1

2 ,−
1
2 ; 1

2) a (1
2 ,−

1
2 ;−1

2), přičemž středńıkem odlǐsujeme fermiony s r̊uznou energíı.
Źıskané výsledky lze shrnout následuj́ıćı tabulkou:

γ n
(γ)
1 n

(γ)
2 Eγ g(BE)

γ g(FD)
γ

1 3 0 -3ε 10 0
2 2 1 -ε 18 2
3 1 2 ε 18 2
4 0 3 3ε 10 0

V př́ıpadě boson̊u tedy dostaneme partičńı sumu

ZBE = 10e−3βε + 18e−βε + 18eβε + 10e3βε = 20 cosh(3βε) + 36 cosh(βε)

a vnitřńı energii

UBE = −∂ lnZBE
∂β

= − 1
Z

∂ZBE
∂β

= −ε15 sinh(3βε) + 9 sinh(βε)
5 cosh(3βε) + 9 cosh(βε) .

Pro fermiony dostaneme partičńı sumu

ZFD = 2e−βε + 2eβε = 4 cosh(βε)

a vnitřńı energii

UFD = −∂ lnZBE
∂β

= − 1
Z

∂ZBE
∂β

= −ε tanh(βε).

V následuj́ıćım př́ıkladě si odvod́ıme tzv. přesné statistiky, tj. statistiky, které v sobě
zahrnuj́ı kvantové vlastnosti částic.

Př́ıklad 8.3. Uvažujme systém kvantových částic nacházej́ıćı se v nulovém magnetickém
poli. Každá z částic se může nacházet na některé z energetických hladin s energíı εi, kde
i ∈ I. Teplota systému necht’ je T . Počet částic systému se může měnit, přičemž chemický
potenciál částic je µ. Určete středńı počet částic 〈ni〉, které se nacházej́ı na energetické hladině
εi pro

(a) bosony s celoč́ıselnou velikost́ı spinu s,

(b) fermiony s poloč́ıselnou velikost́ı spinu s.

79



Návod: Z úvodu kapitoly v́ıme, že mikrostav jedné částice je tedy určen párem hodnot (εi,m)
(kde εi je energie této částice a m hodnota jej́ıho spinu) a každý mikrostav grandkanonického
souboru je určen sadou obsazovaćıch č́ısel mikrostav̊u {ni,m}. Připomı́náme, že počet částic
a energie daného grandkanonického mikrostavu je určen vztahy

N =
∑
i∈I

s∑
m=−s

ni,m, EγN =
∑
i∈I

s∑
m=−s

εini,m. (8.2)

Dále již pro zjednodušeńı zápisu budeme psát pouze jednu sumu bez explicitńıho uváděńı
meźı. Grandkanonická suma je formálně definovaná jako

ZG =
∑
ω

exp (−βEω + αNω) ,

kde suma jde přes všechny grandkanonické mikrostavy ω systému a Eω a Nω jsou energie a
počet částic mikrostavu ω. Pomoćı mikrostav̊u vyjádřených obsazovaćımi č́ısly a vztah̊u (8.2)
ji přeṕı̌seme do tvaru

ZG =
∑
n1,s

∑
n1,s−1

. . .
∑
ni,s

. . .︸ ︷︷ ︸∑
{ni,m}

exp
−β∑

i,m

εini,m + α
∑
i,m

ni,m

 ,

kde symbol ∑
{ni,m}

vyjadřuje sumu přes všechny možná obsazovaćı č́ısla a tedy přes všechny

grandkanonické mikrostavy. Rozsah těchto obsazovaćıch č́ısel záviśı na typu částic a bude
upřesněn pro bosony a fermiony později. Sumu můžeme upravit následuj́ıćımi úpravami

ZG =
∑
{ni,m}

exp
∑
i,m

[(−βεi + α)ni,m]
 =

∑
{ni,m}

∏
i,m

[exp (−βεi + α)]ni,m

=
∏
i,m

∑
ni,m

(
e−βεi+α

)ni,m =
∏
i,m

zi, (8.3)

kde zi = ∑
ni,m

(
e−βεi+α

)ni,m se obvykle nazývá partičńı suma i-té energetické hladiny. Upo-

zorňujeme, že po třet́ı rovnosti je vnitřńı suma již přes jedno obsazovaćı č́ıslo ni,m, nebot’
jsme prohodili sumu součin̊u za součin sum. Partičńı sumy zi nezáviśı na hodnotě spinu m a
proto lze výraz (8.3) dále zjednodušit

ZG =
∏
i

s∏
m=−s

zi =
∏
i

(zi)2s+1 . (8.4)

Až doposud byl postup identický jak pro bosony tak fermiony.
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(a) Uvažujme nyńı soubor identických boson̊u. Protože bosony se mohou nacházet ve stejném
stavu, obsazovaćı č́ısla mohou nabývat libovolných hodnot, tj. ni,m = 0, 1, 2, . . .. Partičńı suma
i-té energetické hladiny má v tomto př́ıpadě po sečteńı geometrické řady tvar

zi =
+∞∑

ni,m=0

(
e−βεi+α

)ni,m = 1
1− e−βεi+α

a výsledná grandkanonická suma ZB pro bosony s velikost́ı spinu s je rovna

ZB =
(∏

i

1
1− e−βεi+α

)2s+1

. (8.5)

Pravděpodobnost grandkanonického mikrostavu boson̊u charakterizovaného sadou obsazo-
vaćıch č́ısel {ni,m} lze upravit stejným zp̊usobem na

p({ni,m}) = 1
ZB

exp (−βEγN + αN) = 1
ZB

∏
i,m

[exp (−βεi + α)]ni,m .

Naš́ım úkolem je nyńı spoč́ıtat středńı počet boson̊u na i-té energetické hladině, který je dán
jako

〈ni〉 =
s∑

m=−s
〈ni,m〉. (8.6)

Potřebujeme tedy znát středńı počet boson̊u 〈ni,m〉 s energíı εi a hodnotou spinu m. Z definice
je tato středńı hodnota rovna

〈ni,m〉 =
∑
{nj,k}

p({nj,k})ni,m =
∑
{nj,k}

1
ZB

∏
j,k

[exp (−βεj + α)]nj,k ni,m.

Podobnými úpravami jako pro partičńı sumu v (8.3) postupně dostáváme

〈ni,m〉 = 1
ZB

∑
{nj,k}

∏
j,k

[exp (−βεj + α)]nj,k ni,m = 1
ZB

+∞∑
n1,s=0

e(−βε1+α)n1,s

︸ ︷︷ ︸
z1

+∞∑
n1,s−1=0

e(−βε1+α)n1,s−1

︸ ︷︷ ︸
z1

× . . .×
+∞∑

n1,−s=0
e(−βε1+α)n1,−s

︸ ︷︷ ︸
z1

× . . .×
+∞∑

ni,m=0
e(−βεi+α)ni,mni,m × . . .×

+∞∑
nj,k=0

e(−βεj+α)nj,k

︸ ︷︷ ︸
zj

× . . .

Všechny sumy kromě jedné jsou partičńı sumy odpov́ıdaj́ıćı energetické hladiny a po vykráceńı
s členy grandkanonické partičńı sumy ZB dostáváme

〈ni,m〉 =
(
1− e−βεi+α

) +∞∑
ni,m=0

ni,me
(−βεi+α)ni,m .
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Posledńı sumu lze vyjádřit derivaćı řady

〈ni,m〉 =
(
1− e−βεi+α

) d

dx

 +∞∑
ni,m=0

exni,m

 =
(
1− e−βεi+α

) d

dx

( 1
1− ex

)

=
(
1− e−βεi+α

) ex

(1− ex)2 =
(
1− e−βεi+α

) e−βεi+α

(1− e−βεi+α)2 = 1
eβεi−α − 1 ,

kde jsme označili x = −βεi + α. Protože tyto středńı hodnoty nezáviśı na hodnotě spinu
dostáváme po dosazeńı do (8.6), že středńı počet boson̊u s velikost́ı spinu s na energetické
hladině εi se ř́ıd́ı tzv. Bose-Einsteinovou statistikou

〈nBEi 〉 = 2s+ 1
eβεi−α − 1 = 2s+ 1

exp
(
εi−µ
kT

)
− 1

.

(b) U fermion̊u je situace o něco jednodušš́ı, nebot’ v daném stavu určeném energíı a
hodnotou spinu se může d́ıky Pauliho vylučovaćımu principu nacházet maximálně jedna
částice. Každé obsazovaćı č́ıslo ni,m může nabývat pouze hodnoty 0 nebo 1. Dı́ky tomu je
partičńı suma energetické hladiny εi rovna

zi =
1∑

ni,m=0

(
e−βεi+α

)ni,m = 1 + e−βεi+α

a celá grandkanonická suma fermion̊u má tvar

ZF =
∏
i

(
1 + e−βεi+α

)2s+1
. (8.7)

Pravděpodobnost grandkanonického mikrostavu boson̊u charakterizovaného sadou obsazo-
vaćıch č́ısel {ni,m} lze upravit stejným zp̊usobem na

p({ni,m}) = 1
ZF

exp (−βEγN + αN) = 1
ZF

∏
i,m

[exp (−βεi + α)]ni,m .

Středńı počet boson̊u 〈ni,m〉 s energíı εi a hodnotou spinu m uprav́ıme stejnými kroky jako v
př́ıpadě boson̊u. Opět až na jednu se všechny sumy pokrát́ı s členy v grandkanonické partičńı
sumě a dostaneme výraz

〈ni,m〉 =
∑
{nj,k}

p({nj,k})ni,m = 1
1 + e−βεi+α

1∑
ni,m=0

ni,me
(−βεi+α)ni,m ,

který se dále zjednoduš́ı na

〈ni,m〉 = e−βεi+α

1 + e−βεi+α
= 1
eβεi−α + 1 .

Opět po dosazeńı do (8.6) dostáváme, že středńı počet fermion̊u s velikost́ı spinu s na ener-
getické hladině εi se ř́ıd́ı tzv. Fermi-Diracovou statistikou
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〈nFEi 〉 = 2s+ 1
eβεi−α + 1 = 2s+ 1

exp
(
εi−µ
kT

)
+ 1

.

Je zřejmé, že pokud exp
(
εi−µ
kT

)
� 1, budou obě statistiky, Bose-Einsteinova a Fermi-

Diracova, totožné. Lze ukázat, že tato situace nastává pro vysokou teplotu systému a ńızkou
hustotu částic, tedy v situaci, kdy můžeme u kvantového plynu provést klasickou limitu (viz.
kapitola 5.2). Můžeme uzavř́ıt, že za těchto podmı́nek se u souboru částic st́ırá kvantová
povaha částic, tedy i to zda jde o bosony či fermiony, a středńı počet částic na dané energetické
hladině je dán tzv. Maxwell-Boltzmannovou statistikou

〈nMB
i 〉 = 2s+ 1

eβεi−α
= 2s+ 1

exp
(
εi−µ
kT

) .
Nab́ıźı se otázka, proč jsme středńı počty částic na dané energetické hladině poč́ıtali

v grandkanonickém souboru. Neńı možné vyřešit stejnou úlohu v kanonickém souboru?
Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, že v jednoduchém př́ıpadě, kdy máme pouze dvě energetické
hladiny, to možné je.

Př́ıklad 8.4. Uvažujme N boson̊u pro jednoduchost s velikost́ı spinu s = 0, z nichž každý
se může nacházet na jedné ze dvou energetických hladin ε1 a ε2 (ε2 > ε1). Celý systém
je v termodynamické rovnováze s okoĺım o teplotě T . Určete vnitřńı energii a středńı počet
boson̊u na jednotlivých hladinách. Ukažte, že v limitě N � 1 jsou výsledky shodné s výsledky
předchoźıho př́ıkladu pro grandkanonický soubor.

Návod: Bosony maj́ı velikost spinu s = 0. To znamená, že tento stupeň volnosti nemuśıme
uvažovat, nebot’ všechny bosony maj́ı jedinou možnou hodnotu spinu m = 0. Máme tedy dvě
energetické hladiny a mikrostav všech N boson̊u je jednoznačně určen počtem boson̊u n1 a
n2 na energetické hladině ε1 a ε2. Energie takového mikrostavu je dána jako

E(n1, n2) = ε1n1 + ε2n2.

Protože ale plat́ı n1 + n2 = N , lze každý mikrostav a tedy i jeho energii vyjádřit jako funkci
pouze jednoho obsazovaćıho č́ısla

E(n1, n2) = E(n1, N − n1) = (ε1 − ε2)n1 + ε2N.

Kanonická partičńı suma je součtem geometrické posloupnosti s konečným počtem člen̊u,
kterou postupnými úpravami dostaneme do tvaru

ZK =
N∑

n1=0
exp (βn1(ε2 − ε1)− βε2N) = e−βε2N

N∑
n1=0

[exp (β(ε2 − ε1))]n1

= e−βε2(N+1)

e−βε2

eβ(N+1)(ε2−ε1) − 1
eβ(ε2−ε1) − 1 = e−βε1(N+1) − e−βε2(N+1)

e−βε1 − e−βε2
.
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Odtud snadno vyjádř́ıme vnitřńı energii

U = −
(
∂ lnZK
∂β

)
N

= ε1e
−βε1(N+1) − ε2e

−βε2(N+1)

e−βε1(N+1) − e−βε2(N+1) (N + 1)− ε1e
−βε1 − ε2e

−βε2

e−βε1 − e−βε2
. (8.8)

Středńı počet částic je možné stejně jako v předchoźım př́ıkladě spoč́ıtat z pravděpodobnostńıho
rozděleńı. Protože ale máme pouze dvě energetické hladiny, nab́ıźı se rychleǰśı postup vyplývaj́ıćı
z náseduj́ıćı rovnosti

U = ε1〈n1〉+ ε2〈n2〉 = ε1〈n1〉+ ε2〈N − n1〉 = (ε1 − ε2)〈n1〉+ ε2N.

Dosazeńım vnitřńı energie ze vztahu (8.8) dostáváme pro středńı počet boson̊u na energetické
hladině ε1

〈n1〉 = 1
ε1 − ε2

(U − ε2N)

= 1
ε1 − ε2

{
(N + 1)

[
ε1e
−βε1(N+1) − ε2e

−βε2(N+1)

e−βε1(N+1) − e−βε2(N+1) − ε2

]
−
[
ε1e
−βε1 − ε2e

−βε2

e−βε1 − e−βε2
− ε2

]}

= 1
ε1 − ε2

{
(N + 1) (ε1 − ε2)e−βε1(N+1)

e−βε1(N+1) − e−βε2(N+1) −
(ε1 − ε2)e−βε1

e−βε1 − e−βε2

}

= N + 1
1− e−β(ε2−ε1)(N+1) −

1
1− e−β(ε2−ε1) .

Středńı počet boson̊u na energetické hladině ε2 je pak již dán vztahem

〈n2〉 = N − 〈n1〉 = 1
1− e−β(ε2−ε1) −

Ne−β(ε2−ε1)(N+1) + 1
1− e−β(ε2−ε1)(N+1) .

Pro N � 1 se tyto vztahy dále zjednoduš́ı na

〈n1〉 = N + 1− 1
1− e−β(ε2−ε1) = N − 1

eβ(ε2−ε1) − 1 , 〈n2〉 = 1
eβ(ε2−ε1) − 1 . (8.9)

Abychom mohli porovnat vztahy s těmi z minulého př́ıkladu, potřebujeme určit chemický
potenciál pro N � 1. Dostaneme jej ze vztahu

µ =
(
∂F

∂N

)
T

=
(
∂(−kT lnZK)

∂N

)
T

= ε1e
β(N+1)(ε2−ε1) − ε2

eβ(N+1)(ε2−ε1) − 1 −−−−→
N→+∞

ε1, (8.10)

s jehož pomoćı vztahy (8.9) źıskaj́ı finálńı tvar

〈n1〉 = N − 1
e
ε2−µ
kT − 1

, 〈n2〉 = 1
e
ε2−µ
kT − 1

. (8.11)

V grandkanonickém souboru pro systém s dvěma hladinami plat́ı 〈n1〉+ 〈n2〉 = 〈N〉. Je-li
středńı hodnota 〈N〉 � 1, pak relativńı fluktuace celkového počtu částic jsou zanedbatelné a
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náhodná veličina N je témeř konstantńı, tj. N = 〈N〉. Z Bose-Einsteinovy statistiky pak již
plynou shodné vztahy s (8.11).

Snadno se přesvědč́ıte, že řešeńı boson̊u s třemi a v́ıce energetickými hladinami v kano-
nickém souboru vede na analyticky neřešitelný problém v́ıcenásobných vzájemně provázaných
sum. Naopak úloha formulovaná v rámci grandkanonického souboru řeš́ı problém pro libo-
volný počet energetických hladin.
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