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Kapitola 1

Diferencovatelné variety

Geometrickými vlastnostmi matematických struktur se zabývají dvě základní oblasti ma-
tematiky:

• Algebraická geometrie zkoumá útvary v daném prostoru (Rn,Cn,CPn, . . . ) za-
dané jako množina řešení (systémů) polynomiálních rovnic, tzv. algebraické variety
(angl. variety), které mohou obsahovat různé typy singularit, viz např. x · y = 0 v
R2[x, y]. Jedná se o velice abstraktní oblast matematiky.

• Diferenciální geometrie, neboli globální analýza, zkoumá topologické prostory,
které jsou lokálně ztotožnitelné s Rn, ze kterého se na ně přenáší pojmy známé z
analýzy. Podstatné jsou vnitřní vlastnosti a jejich popis v různých souřadnicích,
nikoliv způsob vnoření do nějakého vektorového či afinního prostoru. Základním
pojmem je tzv. diferencovatelná (neboli hladká) varieta (angl. manifold).

My se budeme věnovat základním pojmům druhé jmenované. Nejprve uveďme pár
definic:

Definice 1.1. Topologický prostor (M, τ) je Hausdorffův právě tehdy, když pro každá
dvě různá x, y ∈ M navzájem různá existují U = U◦ 3 x, V = V ◦ 3 y taková, že
U ∩ V = ∅.

Definice 1.2. Nechť {Uα}α∈I ∈ τ, {Vβ}β∈J ∈ τ jsou dvě otevřená pokrytí topologického
prostoru (M, τ), tj.

⋃
α∈I Uα = M =

⋃
β∈J Vβ, pak {Vβ}β∈J je zjemněním {Uα}α∈I právě

tehdy, když pro každé β ∈ J existuje α ∈ I takové, že Vβ ⊂ Uα.

Definice 1.3. Otevřené pokrytí {Uα}α∈I topologického prostoru (M, τ) je lokálně ko-
nečné právě tehdy, když pro každý bod x ∈ M existuje konečná podmnožina J ⊂ I
taková, že ∀α ∈ I \ J platí x /∈ Uα.

Definice 1.4. Topologický prostor (M, τ) je parakompaktní právě tehdy, když ke kaž-
dému otevřenému pokrytí {Uα}α∈I existuje lokálně konečné zjemnění.

Definice 1.5. Nechť (M, τ) je topologický prostor, U = U◦ ⊂ M , V = V ◦ ⊂ Rn. Pak
homeomorfizmus ϕ : U → V nazýváme mapa či lokální souřadnice na M . U nazýváme
souřadnicové okolí v M .

Definice 1.6. Otevřené pokrytí {Uα}α∈I topologického prostoru (M, τ) vybavené mapami
ϕα : Uα → ϕα(Uα) ⊂ Rn nazýváme atlas na M a n nazýváme dimenzí atlasu. Atlas
obvykle značíme {(Uα, ϕα)}α∈I . (Připomeňme, že ϕα(Uα) = (ϕα(Uα))◦ ⊂ Rn.)
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Poznamenejme, že existence atlasu výrazně omezuje možnou strukturu uvažovaného
topologického prostoru, neboť znamená, že topologický prostor je lokálně homeomorfní Rn.
Dimenzí topologického prostoru vybaveného atlasem rozumíme dimenzi daného atlasu,
dimM = n. Z konstrukce je zřejmé, že libovolné dva atlasy na stejném topologickém
prostoru musí mít stejnou dimenzi.

Označme C∞ prostor hladkých, tj. libovolněkrát diferencovatelných, funkcí, a Cω pro-
stor analytických funkcí (tj. funkcí, jejichž Taylorův rozvoj konverguje v okolí každého
bodu).

Definice 1.7. Buď k ∈ N, popř. k ∈ {∞, ω}. Atlas {(Uα, ϕα)}α∈I na M je třídy Ck

právě tehdy, když zobrazení

ταβ = ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn → ϕβ(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn (1.1)

je třídy Ck pro všechna α, β ∈ I taková, že Uα ∩ Uβ 6= ∅.

Definice 1.8. Zobrazení ταβ (1.1) z předchozí definice nazýváme přechodová funkce.

Definice 1.9. Mapa (U,ϕ) je Ck–kompatibilní s atlasem {(Uα, ϕα)}α∈I ⇔ (∀α ∈ I :
U ∩ Uα 6= ∅) (ϕα ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ Uα)→ ϕα(U ∩ Uα) je třídy Ck a současně ϕ ◦ ϕ−1

α je třídy
Ck, tj. ϕ ◦ ϕ−1

α je difeomorfizmus třídy Ck).

Standardně budeme uvažovat C∞, tj. funkce libovolněkrát diferencovatelné.

Definice 1.10. Atlas {(Uα, ϕα)}α∈I třídy Ck na M je maximální právě tehdy, když
obsahuje všechny mapy s ním Ck-kompatibilní. Maximální atlas třídy C∞ naM nazýváme
diferencovatelná či hladká struktura na M .

Definice 1.11. Topologický Hausdorffův parakompaktní prostor (M, τ) vybavený dife-
rencovatelnou strukturou nazýváme diferencovatelná varieta (neboli hladká varieta).

Místo parakompaktnosti se často žádá silnější podmínka, a sice aby byl prostor (M, τ)
lokálně kompaktní (tj. každý bod p má kompaktní okolí neboli kompaktní množinu
obsahující otevřenou množinu obsahující p) se spočetnou bází topologie, to znamená,
že existuje spočetná indexová množina I a {Uα}α∈I : Uα = U◦α takové, že každá otevřená
množina V je sjednocením množin z {Uα}α∈I , tj. ∃J ⊂ I : V =

⋃
α∈J Uα.

Díky lokálnímu ztotožnění topologického prostoru M s prostorem Rn pomocí atlasu
můžeme na M derivovat, zkoumat hladkost atd. Většinou se setkáme s varietami pokry-
tými nejvýše spočetným systémem map. Pak lze topologii τ převést pomocí ϕ−1

α z Rn

a nemusí být zadána předem. Maximalita atlasu se vyžaduje za účelem jednoznačnosti
pojmu varieta. Při praktickém počítání použijeme spíše atlas s minimálním počtem map.

Pokud chceme vyznačit, že na zadané varietě M pracujeme v konkrétních zvole-
ných souřadnicích (x1, . . . , xn), používáme pro zadání variety často zkrácené označení
M [x1, . . . , xn]. Až zavedeme orientaci variety v kapitole 10, budeme též předpokládat, že
takto vyznačené souřadnice (x1, . . . , xn) jsou kladně orientované.

Definice 1.12. Spojité zobrazení φ : M → N dvou diferencovatelných variet M a N je
hladké (tj. třídy C∞) právě tehdy, když pro každou mapu (Uα, ϕα) z atlasu M a pro
každou mapu (Vβ, ψβ) z atlasu N , kde φ(Uα) ∩ Vβ 6= ∅, je zobrazení ψβ ◦ φ ◦ ϕ−1

α :
ϕα(Uα ∩ φ(−1)(Vβ)) ⊂ Rm → ψβ(φ(Uα) ∩ Vβ) ⊂ Rn hladké, kde m = dimM a n = dimN .

U variet budeme dále vždy implicitně uvažovat zobrazení, která jsou hladká, nebude-li
výslovně uvedeno jinak.
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Definice 1.13. Hladkou bijekci φ : M → N takovou, že φ−1 je též hladké, nazýváme
difeomorfizmus variet M a N .

Difeomorfní variety považujeme za ekvivalentní a pro praktické účely je ztotožňujeme,
např. S2 ' CP1 (viz cvičení).

Diferencovatelné variety v mnoha případech zadáváme pomocí vazeb, tj. jako vzor
F (−1)(y0) nějakého vybraného bodu y0 ∈ Rr při daném zobrazení F : Rn+r → Rr. Topo-
logii na F (−1)(y0) uvažujeme indukovanou z Rn+r (indukuje se tak lokální kompaktnost,
spočetná báze a to, že prostor je Hausdorffův), mapy vytváříme pomocí věty o implicitní
funkci. Její aplikací dostáváme následující větu.

Věta 1.14. Buď F : Rr+n → Rr třídy C∞, y0 ∈ Rr,

F (−1)(y0) = {x ∈ Rr+n|F (x) = y0} 6= ∅ (1.2)

a nechť pro všechna x ∈ F (−1)(y0) platí rank dF (x) = dimRr = r. Pak F (−1)(y0) je
diferencovatelnou varietou dimenze n s mapami vytvořenými s využitím věty o implicitní
funkci.

Máme-li dvě variety (M, τ, {(Uα, ϕα)}α∈I), (N, σ, {(Vβ, ψβ)}β∈J), dimM = m, dimN =
n, pak lze naM×N přirozeně zavést součinovou topologii τ×σ (otevřené množiny jsou
konečné průniky kartézských součinů otevřených množin a libovolná jejich sjednocení). S
mapami χαβ : Uα × Vβ → Rm × Rn, χαβ(u, v) = (ϕα(u), ψβ(v)), je pak taková množina
M ×N (m+ n)-rozměrnou diferencovatelnou varietou.

Pokud ϕα : Uα → R2n ∼= Cn, tak může nastat situace, kdy jsou všechny přecho-
dové funkce ταβ : Cn → Cn na svém definičním oboru holomorfní. Pak říkáme, že atlas
(Uα, ϕα) je holomorfní a definuje n-rozměrnou komplexní varietu. Každá n-rozměrná
komplexní varieta je 2n-rozměrnou reálnou varietou, opačná implikace obecně neplatí.
Vzhledem k různým možným způsobům ztotožnění R2n a Cn může jedna 2n–rozměrná
reálná varieta odpovídat mnoha (i nekonečně) neekvivalentním strukturám komplexní
variety.

1.1 Cvičení
Cvičení 1.1. Ukažte, že Rn se standardní topologií je lokálně kompaktní Hausdorffův
topologický prostor se spočetnou bazí topologie.

Cvičení 1.2. Ukažte, že pokud množina M je vybavená konečným systémem podmnožin
{Ui}i∈I ,

⋃
i∈I Ui = M a bijekcí ϕi : Ui → ϕi(Ui) ⊂ Rn takovým, že

τij = ϕj ◦ ϕ−1
i |ϕi(Ui∩Uj) : ϕi(Ui ∩ Uj)→ ϕj(Ui ∩ Uj)

je homeomorfismus kdykoliv je Ui ∩Uj 6= ∅, je možné na M zavést přirozeným způsobem
topologii takovou, že {(Ui, ϕi)}i∈I je atlas třídy C0 na M . Pokud všechna τij jsou třídy
Ck, máme atlas třídy Ck.

Cvičení 1.3. Ukažte, že sféra

S2 = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 = 1}

je diferencovatelnou varietou.

5



Návod. S2 je topologický prostor s topologií indukovanou z R3. Zkonstruujeme atlas
tvořený dvěma mapami

UN = S2 − {(0, 0,−1)}, ϕN : UN → R2[U, V ] : ϕN(x, y, z) =

(
x

1 + z
,

y

1 + z

)
,

US = S2 − {(0, 0, 1)}, ϕS : US → R2[u, v] : ϕS(x, y, z) =

(
x

1− z
,
−y

1− z

)
.

(1.3)

Ukažte, že zobrazení ϕN,S přiřazují bodům z S2 průnik přímky spojující daný bod (x, y, z)
s jižním, resp. severním, pólem (0, 0,−1) ((0,0,1)) s rovinou xy, s otočením orientace
v případě mapy ϕS. Jedná se o tzv. stereografické projekce. Ověřte, že se jedná o
homeomorfismy. Nalezněte přechodovou funkci

τSN(u, v) =

(
u

u2 + v2
,
−v

u2 + v2

)
(1.4)

a ukažte že je třídy C∞ na svém definičním oboru a podobně její inverze.
Vzhledem k tomu, že uvedené mapy lze reinterpretovat jako zobrazení do C, z = u+iv,

Z = U + iV a přechodové funkce mají pak tvar τSN(z) = 1
z
, τNS(Z) = 1

Z
, tj. jsou

holomorfní, jedná se též o komplexní varietu.

Cvičení 1.4. Ukažte, že komplexní projektivní prostor

CPn = {C−span{~v}|~v ∈ Cn+1, ~v 6= 0}

je diferencovatelnou varietou dimenze 2n a též komplexní varietou dimenze n.

Návod. Systém souřadnicových okolí a map konstruujeme následovně: zavedeme sou-
řadnice na Cn+1 : ~v = (v0, v1, . . . , vn) a definujeme okolí

Ui = {C−span{~v}|~v ∈ Cn+1, vi 6= 0},

ϕi : Ui → Cn ' R2n, ϕi(v0, v1, . . . , vn) =

(
v0

vi
,
v1

vi
, . . . ,

vi−1

vi
,
vi+1

vi
, . . . ,

vn
vi

)
.

kde i = 0, . . . , n. Nalezněte odpovídající přechodové funkce a ověřte jejich hladkost, resp.
holomorfnost.

Obdobně lze definovat též reálný projektivní prostor

RPn = {R−span{~v}|~v ∈ Rn+1, ~v 6= 0}

jako diferencovatelnou varietu dimenze n.

Cvičení 1.5. Ukažte, že komplexní projektivní prostor CP1 = {C−span{~v}|~v ∈ C2, ~v 6= 0}
je izomorfní sféře S2.

Návod. Vhodným způsobem ztotožněte obrazy map v CP1 a S2 a ověřte, že je to
konzistentní při přechodu k jiným mapám.
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Kapitola 2

Tečné vektory k varietě

Chceme zavést na diferencovatelné varietě obdobu tečného vektoru k ploše či křivce a de-
rivace ve směru vektoru v Rn. Vzhledem k tomu, že nemáme k dispozici vektorový prostor,
do něhož by naše varieta byla vnořená a v němž bychom mohli tečné vektory konstruo-
vat, máme zobecněním vlastností tečných vektorů ke křivkám a plochám dvě přirozené
možnosti: definovat tečné vektory pomocí křivek a pomocí zobrazení z prostoru hladkých
funkcí na varietě do reálných čísel, odrážejícího vlastnosti směrové derivace. Nejprve obě
možnosti prozkoumáme a pak ukážeme, že takto zkonstruované pojmy tečného vektoru
jsou ve skutečnosti matematicky ekvivalentní.

2.1 Zavedení tečného vektoru pomocí křivek
Definice 2.1. Hladké zobrazení γ : (a, b) → M , kde a < 0 < b, nazýváme (hladká)
křivka na varietě M vycházející z bodu p0 = γ(0).

Definice 2.2. Vektorový prostor hladkých (C∞) funkcí na varietě M značíme C∞(M).

Zavádíme ekvivalenci mezi křivkami vycházejícími z p0 ∈M :

γ ∼ γ̃ ⇔ d
dt

(f ◦ γ)

∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

(f ◦ γ̃)

∣∣∣∣
t=0

, ∀f ∈ C∞(M). (2.1)

Protože f ◦ γ : (a, b) ⊂ R→ R a 0 ∈ (a, b), má derivace d
dt

∣∣
t=0

smysl.

Definice 2.3. Tečný vektor X k varietě M v bodě p0 ∈ M je třída ekvivalence křivek
[γ] vycházejících z bodu p0.

Definice 2.4. Derivace funkce f ve směru tečného vektoru X = [γ], f ∈ C∞(M),
je pro libovolnou γ ∈ [γ] dána vztahem

Xf =
d
dt

(f ◦ γ)

∣∣∣∣
t=0

. (2.2)

Z definice ekvivalence křivek je zřejmé, že derivace funkce ve směru tečného vektoru
nezávisí na výběru křivky reprezentující třídu ekvivalence.

Uvažujme nyní lokální souřadnice xi = ϕi(p), kde p ∈ U = U◦, ϕi : U → R, a zvolme
p0 ∈ U s lokálními souřadnicemi xi0 = ϕi(p0) a libovolnou funkci f ∈ C∞(M). Reálnou
funkci

F = f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) = ϕ(U)◦ ⊂ Rn → R (2.3)
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nazýváme vyjádření funkce f v lokálních souřadnicích ϕ (či souřadnicích (xi)). Vět-
šinou ji značíme stejně jako samotnou funkci f a použité souřadnice vyplývají z kontextu.

Následně můžeme tečný vektor ztotožnit se směrovou derivací

X =
n∑
i=1

X i ∂

∂xi

∣∣∣∣
x0

, (2.4)

kde X i = Xϕi = d
dt(ϕ

i ◦ γ)
∣∣
t=0
∈ R. Všimněme si, že ϕi ◦ γ je i-tá složka křivky γ v

souřadnicovém vyjádření ϕ.
Důvodem pro ztotožnění tečného vektoru a jemu odpovídající směrové derivace (2.4)

je skutečnost, že dle vztahu pro derivaci složené funkce máme pro libovolnou hladkou
funkci f ∈ C∞(M):

n∑
i=1

X i ∂

∂xi

∣∣∣∣
x0

F =
n∑
i=1

d
dt

(ϕi ◦ γ)

∣∣∣∣
t=0

∂

∂xi
(f ◦ ϕ−1)

∣∣∣∣
x0

=

=
d
dt

(f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ γ)

∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

(f ◦ γ)

∣∣∣∣
t=0

, (2.5)

(kde xi0 = ϕi(γ(0))). Tedy Xf =
∑n

i=1X
i ∂
∂xi

∣∣
x0
F .

Obvykle píšeme ∂
∂xi

∣∣
p0

místo ∂
∂xi

∣∣
ϕ(p0)

, tj. ztotožňujeme bod a jeho souřadnicové vyjá-
dření v souřadnicích použitých v daném výrazu.

Poznámka 2.5. Souřadnice až na výjimky píšeme s horními indexy. Nadále budeme vyu-
žívat sumační konvenci – index vyskytující se jednou nahoře a jednou dole se sčítá od
1 do dimenze variety.

Nechť ~X = (X i) ∈ Rn. Pak zobrazení X : C∞(M)→ R definované jako X = X i ∂
∂xi

∣∣
p0

je působením tečného vektoru [γ], kde křivku γ je v souřadnicích (xi) možné zapsat
například ve tvaru γi(t) = xi(p0) + tX i.

Při změně souřadnic (xi) → (x̃i) se souřadnicové vyjádření tečného vektoru mění
podle vztahu pro derivaci složené funkce: X i = d

dtx
i(γ(t))

∣∣
t=0

a X̃ i = d
dt x̃

i(γ(t))
∣∣
t=0

=
∂x̃i

∂xj

∣∣∣
p0

d
dtx

j(γ(t))
∣∣
t=0

= ∂x̃i

∂xj

∣∣∣
p0
Xj, z čehož plyne vztah

X = X̃ i ∂

∂x̃i

∣∣∣∣
p0

= Xj ∂x̃
i

∂xj

∣∣∣∣
p

∂

∂x̃i

∣∣∣∣
p0

= Xj ∂

∂xj

∣∣∣∣
p0

. (2.6)

2.2 Zavedení tečného vektoru pomocí zobrazení
Definice 2.6. Tečný vektor X k varietěM v bodě p ∈M je zobrazení X : C∞(M)→ R
vyhovující následujícím podmínkám:

1. X(af + g) = aXf +Xg, ∀f, g ∈ C∞(M), ∀a ∈ R, tj. linearita,

2. X(fg) = f(p)(Xg) + (Xf)g(p), ∀f, g ∈ C∞(M), tzv. Leibnizovo pravidlo,

3. ∀f, g ∈ C∞(M) : (∃U = U◦ 3 p, f |U = g|U ⇒ Xf = Xg), tzv. lokalita.

Věta 2.7. Uvedené dvě definice tečného vektoru jsou ekvivalentní.
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Důkaz. X = [γ] → X = X i ∂
∂xi
, X i = d

dt(ϕ
i ◦ γ)

∣∣
t=0

splňuje linearitu, Leibnizovo
pravidlo i lokalitu.

Naopak, mějme X : C∞(M) → R vyhovující vlastnostem uvedeným v definici 2.6.
Definujme X i = Xϕi, kde ϕ = (xi) jsou souřadnice na okolí U bodu p. K tomu přísně
vzato potřebujeme ϕi jako funkci na celém M , k jejímu definování využijeme podmínku
lokality. Nechť U1 ⊂ U2 jsou vzory otevřených do sebe vnořených koulí v Rn ∩ ϕ(U) se
středem v bodě ϕ(p), tj. U1 ⊂ U2 ⊂ U . Předpokládejme pro určitost, že koule ϕ(U1) má
poloměr ε a ϕ(U2) poloměr 2ε. Definujeme:

ϕ̃i = xi na U1,

ϕ̃i = 0 na M \ U2,

ϕ̃i = hladká interpolace na U2 \ U1.

Existence vhodné interpolující funkce se ukáže využitím následující funkce g(x) ∈ C∞(R),
viz [4]: uvážíme nejprve funkci f(x),

f(x) =

{
exp

(
1

(x−1)x

)
, 0 < x < 1,

0, x ≤ 0 nebo 1 ≤ x.

Tato funkce je hladká na R, jak se snadno ověří jejím explicitním derivováním a limitami
x→ 0+ a x→ 1−. Následně se její integrací definuje nová hladká funkce g(x),

g(x) =

∫ 1

x
f(y)dy∫ 1

0
f(y)dy

, (2.7)

která je hladká na R, rovná 1 pro x ≤ 0 a nulová pro x ≥ 1.

Zavedením F (q) = g
(
||ϕ(q)−ϕ(p)||

ε
− 1
)

pak dostáváme hladkou funkci F na U rovnou 1
uvnitř koule U1 a rovnou 0 mimo kouli U2. Jejím součinem se souřadnicovými funkcemi
ϕi pak nacházíme hledané ϕ̃i na U , které hladce dodefinujeme na celou varietu M jako
nulovou funkci na M\U .

Z této konstrukce plyne existence ϕ̃i ∈ C∞(M) a X i = Xxi ≡ Xϕ̃i nezávisí na
volbě U1, U2 (díky podmínce lokality). Definujme X̃ = X i ∂

∂xi

∣∣
p
, což je vyjádření tečného

vektoru podle první definice 2.3. Chceme ukázat, že ∀f ∈ C∞(M) platí Xf = X̃f . Funkce
f ∈ C∞(U1) (viz rozšíření souřadnicových funkcí výše) má v lokálních souřadnicích tvar
f(x1, . . . , xn). Bez újmy na obecnosti zvolíme souřadnice tak, že ϕ(p) = ~0. Z Taylorova
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rozvoje pro funkci f plyne: f(~x) = f(~0) + xi ∂f
∂xi

∣∣
~0

+ g(~x), kde g je nějaká hladká funkce
na okolí ~0, g(~0) = 0, ∂g

∂xi

∣∣
~0

= 0 a tedy:

f(~x)− f(~0) =

∫ 1

0

d
dt
f(t~x) dt

= −
∫ 1

0

d
dt

(1− t) d
dt
f(t~x) dt

= −[(1− t) d
dt
f(t~x)]10 +

∫ 1

0

(1− t) d
2

dt2
f(t~x) dt

= xi
∂f

∂xi

∣∣∣∣
~0

+

∫ 1

0

(1− t)xixj ∂2

∂xi∂xj
f(t~x) dt

= xi
∂f

∂xi

∣∣∣∣
~0

+ xixj
∫ 1

0

(1− t) ∂2

∂xi∂xj
g(t~x) dt︸ ︷︷ ︸

g(~x)=xixjgij(~x)

,

kde gij(~x) =
∫ 1

0
(1− t) ∂2

∂xi∂xj
f(t~x) dt =

∫ 1

0
(1− t) ∂2

∂xi∂xj
g(t~x) dt jsou nějaké hladké funkce na

oblasti konvergence Taylorova rozvoje. Z linearity a Leibnizova pravidla plyneX(konst.) =
0 a tedy: Xf = 0 + X i ∂f

∂xi

∣∣
~0

+ X(xixjgij(~x)). Použitím Leibnizova pravidla navíc dostá-
váme X(xixjgij(~x)) = 0, neboť nám po jeho aplikaci zůstane v každém členu alespoň
jedno xi|0 = 0. Celkem Xf = X̃f a obě definice tečného vektoru jsou tedy ekvivalentní.
�

Důsledek 2.8. Množina tečných vektorů k M v p ∈ M má přirozenou strukturu vekto-
rového prostoru.

Důkaz. Uvažovaná zobrazení C∞(M) → R tvoří vektorový prostor, neboť součet a
konstantní násobek zobrazení splňujících podmínky v definici 2.6 je též splňuje. �

Definice 2.9. Tečný prostor TpM k varietě M v bodě p ∈ M je vektorový prostor
tvořený tečnými vektory k M v p. Dimenze tečného prostoru k M v p ∈ M je rovná
dimenzi variety, dimTpM = dimM .

2.3 Cvičení
Cvičení 2.1. Uvažujte dvě variety Mε, kde ε = ±1. Každá je popsaná dvěma mapami
ϕ1 : U1 → R2, ϕ2 : U2 → R2 takovými, že

Ran(ϕ1) = (0, 2π)× (−1, 1), Ran(ϕ2) = (−π, π)× (−1, 1).

Přechodová funkce τ12 má definiční obor ((0, π) ∪ (π, 2π))× (−1, 1) a je dána předpisem

τ12(θ, σ) = (θ, σ), 0 ≤ θ ≤ π,

= (θ − 2π, εσ) = (θ̃, σ̃), π ≤ θ ≤ 2π.

Určete, o jaké geometrické objekty se jedná.

Výsledek. Plášť válce, resp. Möbiův list.
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Cvičení 2.2. Uvažujte variety a mapy z cvičení 2.1 a bod p0 ∈ U1 ∩ U2. Převeďte tečný
vektor

X = α
∂

∂θ

∣∣∣∣
p0

+ β
∂

∂σ

∣∣∣∣
p0

vyjádřený v souřadnicích [θ, σ] v mapě ϕ1 do souřadnic [θ̃, σ̃] v mapě ϕ2.

Výsledek. Výsledek se liší dle hodnoty θ(p0):

• θ(p0) ∈ (0, π) : X = α ∂
∂θ

∣∣
p0

+ β ∂
∂σ

∣∣
p0
,

• θ(p0) ∈ (π, 2π) : X = α ∂
∂θ

∣∣
p0

+ β ∂
∂σ

∣∣
p0
.

Cvičení 2.3. Uvažujte varietu M = R+ s mapami ϕ1 : M → R+ : ϕ1(x) = x a ϕ2 : M →
R : y ≡ ϕ2(x) = ln(x). Tečný vektor X = d

dx

∣∣
p0
∈ Tx0M vyjádřete v souřadnicích y.

Výsledek. X = 1
x0

d
dy

∣∣∣
p0

= 1
exp y0

d
dy

∣∣∣
p0
.

Cvičení 2.4. Uvažujte sféru S2 popsanou stereografickými projekcemi a tečné vektory
X1 = ∂

∂u

∣∣
p
, X2 = ∂

∂v

∣∣
p
v bodě p ∈ UN ∩US. Najděte vyjádření těchto vektorů v souřadni-

cích [U, V ] na UN .

Výsledek. X1 = (V 2 − U2) ∂
∂U

∣∣
p
− 2UV ∂

∂V

∣∣
p
, X2 = 2UV ∂

∂U

∣∣
p

+ (V 2 − U2) ∂
∂V

∣∣
p
.

Cvičení 2.5. V R3 uvažujte kartézské souřadnice [x, y, z] a sférické souřadnice [r, θ, φ],

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ. (2.8)

Tečné vektory X1 = ∂
∂x

∣∣
p
, X2 = ∂

∂y

∣∣∣
p
, X3 = ∂

∂z

∣∣
p
a X4 =

(
x ∂
∂y
− y ∂

∂x

)∣∣∣
p
převeďte do

sférických souřadnic.

Návod. Je snazší vyjádřit Jacobiho matici ∂(x,y,z)
∂(r,θ,φ)

a určit její inverzi než počítat vyjá-
dření souřadnic r, θ, φ pomocí x, y, z a následně počítat parciální derivace.

Výsledek.

X1 = sin θ cosφ
∂

∂r

∣∣∣∣
p

+
cos θ cosφ

r

∂

∂θ

∣∣∣∣
p

− sinφ

r sin θ

∂

∂φ

∣∣∣∣
p

,

X2 = sin θ sinφ
∂

∂r

∣∣∣∣
p

+
cos θ sinφ

r

∂

∂θ

∣∣∣∣
p

+
cosφ

r sin θ

∂

∂φ

∣∣∣∣
p

,

X3 = cos θ
∂

∂r

∣∣∣∣
p

− sin θ

r

∂

∂θ

∣∣∣∣
p

,

X4 =
∂

∂φ

∣∣∣∣
p

.

11



Kapitola 3

Tečný bundle, vektorová pole,
integrální křivky

V předchozí kapitole zavedené tečné vektory jsou vázány na konkrétní bod variety. Jsou
tudíž vhodnými objekty k popisu např. rychlosti částice v konkrétním bodě její trajektorie
(jak je ostatně vidět i z jejich definice pomocí tříd ekvivalence křivek). V řadě situací v
matematice a fyzice se ale setkáváme s tím, že vektor je zadán v každém bodě prostoru,
např. vektor intenzity elektrického pole. V této kapitole si proto zkonstruujeme vhodný,
tomu odpovídající, matematický objekt, tzv. vektorové pole.

Zaveďme disjunktní sjednocení všech TpM, p ∈M :

TM =
∐
p∈M

TpM = {Xp ∈ TpM | p ∈M}, (3.1)

tj. V ∈ TM ⇔ ∃ p ∈M,X ∈ TpM : V = X.
Na TM zavádíme zobrazení π : TM → M, π(Xp) = p. Na TM můžeme přiroze-

ným způsobem zavést strukturu diferencovatelné variety. Buď {(Uα, ϕα = (xiα))}α∈I di-
ferencovatelný atlas na M , dimM = n. Pak zavedeme na TM atlas {(Vα, ψα)}α∈I , kde
Vα = π(−1)(Uα) a ψα : Vα → ϕα(Uα)× Rn jsou definovány předpisem:

ψα(Xp) = (x1
α(p), . . . , xnα(p), X1

α(p), . . . , Xn
α(p)), kde Xp = X i

α(p)
∂

∂xiα

∣∣∣∣
p

.

Zobrazení ψα je bijekce. Zvolíme na TM takovou topologii, aby bylo ψα i π spojité,
tj. vzory otevřených množin při zobrazeních ψα i π definujeme jako otevřené množiny v
TM a doplníme jejich konečné průniky a libovolná sjednocení. Přechodové zobrazení má
tvar (ταβ = ψβ ◦ ψ−1

α , Xp = X i
β

∂
∂xiβ

∣∣∣
p
):

ταβ(x1
α, . . . , x

n
α, X

1
α, . . . , X

n
α) = (x1

β(xα), . . . , xnβ(xα), X1
β, . . . , X

n
β ),

kde X i
β =

∂xiβ

∂xjα

∣∣∣
p
·Xj

α. Zobrazení ταβ je hladké, neboť zobrazení

(X1
α, . . . , X

n
α)→

 ∂xiβ

∂xjα

∣∣∣∣∣
p

·Xj
α

n

i=1

je hladké jako funkce 2n proměnných xi a X i a ϕβ ◦ ϕ−1
α je hladké dle předpokladu.
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Definice 3.1. Diferencovatelnou varietu TM nazýváme tečný fibrovaný prostor (též
tečný bundle). TM je speciálním případem tzv. fibrovaného prostoru.

Definice 3.2. Fibrovaný prostor (angl. fibre bundle) je diferencovatelná varieta E,
nazývaná totální prostor, vybavená následujícími dodatečnými strukturami:

1. Diferencovatelnou varietou M zvanou báze neboli bázová varieta se surjektiv-
ním zobrazením π : E → M zvaným projekce a otevřeným pokrytím {Uα}α∈I ,⋃
α∈I Uα = M .

2. Diferencovatelnou varietou F zvanou typické vlákno s difeomorfizmy ψα : π(−1)(Uα)→
Uα × F zvanými lokální trivializace splňujícími (π1 je projekce na první složku
kartézského součinu Uα × F ):

π1 ◦ ψα = π|π(−1)(Uα) .

Definice 3.3. Nechť p ∈ Uα ∩ Uβ. Zobrazení ταβ(p) : F → F takové, že

(∀u ∈ F )
(
(p, ταβ(p)u) = ψβ ◦ ψ−1

α (p, u)
)
,

nazýváme přechodová funkce na vlákně při přechodu z trivializace (Uα, ψα) do trivi-
alizace (Uβ, ψβ).

Je třeba si neplést ταβ s přechodovou funkcí u variet. Přechodová funkce na vlákně
je zobrazením typického vlákna sama na sebe a parametricky závisí na uvažovaném bodě
bázové variety.

Poznámka 3.4. Fibrovaný prostor (E,M,F, π, {(Uα, ψα)}α∈I) často značíme jen E nebo
E

π→M , jsou-li další struktury jasné z kontextu.

Často klademe omezení na přípustné lokální trivializace: připouštíme pouze takové
trivializace, kdy všechny přechodové funkce na vlákně leží ve vhodně vybrané grupě zob-
razení F → F , tj. ve vhodné podgrupě grupy všech difeomorfizmů Diff(F ). Vybranou
grupu nazýváme strukturní grupa fibrovaného prostoru E. Může jít o případy, kdy má
F dodatečnou strukturu, jako např. vektorový prostor nebo varieta s metrikou.

Pokud F má strukturu vektorového prostoru, je přirozené požadovat, aby strukturní
grupa fibrovaného prostoru E s typickým vláknem F byla grupa regulárních lineárních
operátorů GL(F ) nebo její vhodná podgrupa (např. grupa ortogonálních operátorů v
případě vektorového prostoru se skalárním součinem). Takový fibrovaný prostor nazýváme
vektorový fibrovaný prostor.

Definice 3.5. Pro dané p ∈ M nazýváme π(−1)(p) vlákno nad bodem p. π(−1)(p) je
diferencovatelná varieta izomorfní typickému vláknu F (izomorfizmus není určen jedno-
značně, při zvolené trivializaci předpis pro něj zní: x→ π2(ψα(x)), x ∈ π(−1)(p)).

Definice 3.6. Řez fibrovaného prostoru E definujeme jako hladké zobrazení σ : M →
E vyhovující podmínce π ◦ σ = id. Množinu všech řezů E značíme Γ(E).

Poznámka 3.7. Řezy vektorového fibrovaného prostoru tvoří vektorový prostor vzhledem
k bodovému sčítání, (ασ1 + σ2) (p) = ασ1(p) + σ2(p).

Definice 3.8. Lokální řez na okolí U = U◦ ⊂M je hladké zobrazení σ : U → E splňující
π ◦ σ = id|U .

13



Definice 3.9. Zobrazením fibrovaných prostorů (E,M,F, π) a (Ẽ, M̃ , F̃ , π̃) (angl.
bundle map) nazveme dvojici zobrazení φ : E → Ẽ a ϕ : M → M̃ vyhovující podmínce:
π̃ ◦ φ = ϕ ◦ π.

Definice 3.10. Fibrovaný prostor E π→M je triviální, pokud existuje vzájemně jedno-
značné zobrazení fibrovaných prostorů E π→M a M × F π1→M .

Definice 3.11. Vektorové pole X na varietě M je řez tečného bundlu, tj. X ∈ Γ(TM).
Množinu všech vektorových polí na varietě M značíme X (M) nebo Γ(TM) (viz důsledek
4.8 níže).

Jinak řečeno, vektorové pole přiřazuje každému p ∈ M tečný vektor X(p) ∈ TpM
hladkým způsobem, tj. v libovolných souřadnicích X(p) = X i(p) ∂

∂xi
, kde X i ∈ C∞(U).

Definice 3.12. Integrální křivka vektorového pole X ∈ X (M) vycházející z bodu
p0 ∈M je hladké zobrazení γ : (a, b)→M, a < 0 < b, γ(0) = p0, takové, že

d
dt
γ(t) ≡ γ̇(t) = X|γ(t) . (3.2)

Přitom γ̇(t) je definováno jako tečný vektor v γ(t) ∈M určený třídou ekvivalence [γ̃], kde
γ̃(s) = γ(t+ s), s ∈ (a− t, b− t).

V lokálních souřadnicích máme integrální křivku popsánu jako řešení autonomní sou-
stavy obyčejných diferenciálních rovnic

d
dt
γi(t) = X i

(
γ1(t), . . . , γn(t)

)
, γi(0) = xi(p0), ∀i ∈ n̂, kde γi(t) = xi(γ(t)). (3.3)

Definice 3.13. Vektorové pole X ∈ X (M) je úplné právě tehdy, když lze každou jeho
integrální křivku rozšířit na integrální křivku zobrazující celé R do M .

Sloučením všech integrálních křivek vycházejících z jednotlivých bodů variety do jedné
matematické struktury dostáváme

Definice 3.14. Tok vektorového pole X ∈ X (M) je zobrazení ΨX : U → M , kde
U = U◦ ⊂M ×R a M ×{0} ⊂ U , takové, že (∀p ∈M)(ΨX(p, 0) = p) a ΨX(p, t) = γpX(t)
je integrální křivka vektorového pole X vycházející z bodu p ∈M .

Z teorie diferenciálních rovnic vyplývá, že existuje právě jedno hladké zobrazení ΨX

na určitém maximálním souvislém okolí U . Dále budeme často psát Ψt
X(p) ≡ ΨX(p, t),

kde Ψt
X : M →M .

V lokálních souřadnicích (xi), kde jsme označili (x̃1, . . . , x̃n) = (x1(p), . . . , xn(p)),
máme:

ΨX ↔ (Ψi
X) : V1 × V2 → Rn, V1 = V ◦1 ⊂ Rn, V2 = V ◦2 ⊂ R, 0 ∈ V2 :

∂

∂t
Ψi
X(x̃1, . . . , x̃n, t) = X i(ΨX(x̃1, . . . , x̃n, t)), ∀(x̃1, . . . , x̃n) ∈ V1, t ∈ V2,

Ψi
X(x̃1, . . . , x̃n, 0) = x̃i, ∀(x̃1, . . . , x̃n) ∈ V1.

Poznamenejme, že konkrétní tvar integrálních křivek či toku daného vektorové pole
samozřejmě závisí na použitých souřadnicích. Jak uvidíme ve cvičeních, složitost řešení
soustavy (3.3) se může v závislosti na zvolených souřadnicích dosti podstatně lišit. Lze
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ukázat, že pro vektorové pole nenulové na okolí bodu p ∈M vždy existují lokální souřad-
nice na nějakém, možná menším, okolí bodu p ∈M , v nichž má dané vektorové pole tvar
X = ∂

∂x1
. Bohužel nalezení těchto souřadnic je ekvivalentní nalezení toku vektorového

pole X.
Z autonomie soustavy (3.3) a věty o existenci a jednoznačnosti řešení soustavy oby-

čejných diferenciálních rovnic vyplývá

Důsledek 3.15. Ψs
X ◦ Ψt

X(p) = Ψs+t
X (p), pokud má levá strana smysl, tj. (Ψt

X(p), s) ∈
U, (p, t) ∈ U .

Z tohoto důsledku též plyne, že pokud daná integrální křivka protne sama sebe, tak
už se uzavírá, tj. integrální křivky jsou izomorfní buďto otevřenému intervalu (vč. celého
R) nebo kružnici.

3.1 Cvičení
Cvičení 3.1. V R2[x, y] uvažujte vektorová pole X1 = x ∂

∂x
+y ∂

∂y
, X2 = x ∂

∂y
−y ∂

∂x
. Najděte

jejich integrální křivky a určete, zda jsou tato vektorová pole úplná.
Řešení. Pro X1 máme rovnice pro integrální křivku γ1(t) ve tvaru

d
dt
γ1

1(t) ≡ d
dt
x(γ1(t)) = x(γ1(t)) = γ1

1(t),

d
dt
γ2

1(t) ≡ d
dt
y(γ1(t)) = y(γ1(t)) = γ2

1(t),

γ1
1(0) = x0, γ2

1(0) = y0.

Tyto rovnice jsou na sobě nezávislé a separovatelné, tudíž nacházíme řešení ve tvaru
ln(γ1

1(t)) = t+ C1, ln(γ2
1(t)) = t+ C2. Dosazením počáteční podmínky pak máme

γ1(t) = (x0 exp t, y0 exp t) (≡ ΨX1(x0, y0, t)) .

Analogicky, pro vektorové pole X2 máme rovnice pro integrální křivku γ2(t) ve tvaru

d
dt
γ1

2(t) ≡ d
dt
x(γ2(t)) = −y(γ2(t)) = −γ2

2(t),

d
dt
γ2

2(t) ≡ d
dt
y(γ2(t)) = x(γ2(t)) = γ1

2(t),

γ1
2(0) = x0, γ2

2(0) = y0.

Tuto soustavu obyčejných lineárních diferenciálních rovnic 1. řádu s konstantními koe-
ficienty řešíme dosazením řešení v předpokládaném tvaru γ2(t) = (a, b) · exp(λt). Tím
dostáváme soustavu homogenních lineárních rovnic:

λ · a+ b = 0, −a+ λ · b = 0.

Matice soustavy
(

λ 1
−1 λ

)
musí být singulární, aby existovalo nenulové řešení, tudíž

máme λ = ±i. Po nalezení odpovídajících konstant a, b pro každou z uvedených hodnot
λ nacházíme superpozicí těchto řešení obecné řešení naší soustavy diferenciálních rovnic
ve tvaru

γ2(t) = (γ1
2(t), γ2

2(t)) = C1 · (1,−i) · exp(it) + C2 · (1, i) · exp(−it).
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Dosazením počáteční podmínky a úpravou výsledku do explicitně reálného tvaru získá-
váme integrální křivku ve tvaru

γ2(t) = (x0 cos t− y0 sin t, x0 sin t+ y0 cos t) (≡ ΨX2(x0, y0, t)) .

Evidentně obě integrální křivky γ1, γ2 jsou pro libovolnou počáteční podmínku definovány
pro libovolnou hodnotu t ∈ R, obě vektorová pole jsou tedy úplná. Jako množiny bodů jsou
tyto křivky v prvém případě polopřímky daného směru vycházející z počátku souřadnic,
ale jej neobsahující, resp. konstantní křivka γ1(t) = (0, 0), v druhém případě kružnice se
středem v počátku, resp. opět konstantní křivka γ2(t) = (0, 0).
Cvičení 3.2. Vektorová pole z cvičení 3.1 převeďte do polárních souřadnic [r, ϕ], kde

x = r cosϕ, y = r sinϕ (3.4)

a najděte jejich integrální křivky v těchto souřadnicích.
Řešení. Dosazením transformace tečných vektorů při změně souřadnic dostáváme

X1 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
=r cosϕ

(
cosϕ

∂

∂r
− sinϕ

r

∂

∂ϕ

)
+

+ r sinϕ

(
sinϕ

∂

∂r
+

cosϕ

r

∂

∂ϕ

)
= r

∂

∂r
,

X2 = x
∂

∂y
− y ∂

∂x
=r cosϕ

(
sinϕ

∂

∂r
+

cosϕ

r

∂

∂ϕ

)
−

− r sinϕ

(
cosϕ

∂

∂r
− sinϕ

r

∂

∂ϕ

)
=

∂

∂ϕ
.

Integrální křivky mají proto jednoduchý tvar, γ1(t) = (r0 exp t, ϕ0), γ2(t) = (r0, ϕ0 + t).
Cvičení 3.3. Je vektorové pole X = x2 ∂

∂x
na R[x] úplné?

Výsledek. Ψt
x(x) = x

1−tx . Není definováno Ψ
1
x
x (x), tudíž není úplné.

Cvičení 3.4. Najděte tok vektorového pole X = x ∂
∂y
− y ∂

∂x
+ (x2 + y2) ∂

∂z
∈ Γ(TM), kde

M = R3[x, y, z].
Výsledek. Ψt

X(x, y, z) = (x cos t− y sin t, x sin t+ y cos t, z + (x2 + y2)t).

Cvičení 3.5. Na S2[U, V ] uvažujte vektorové pole X = (V 2 − U2) ∂
∂U
− 2UV ∂

∂V
na UN .

Najděte jeho integrální křivky.
Řešení. Řešíme rovnice

U̇ = V 2 − U2, V̇ = −2UV. (3.5)

Z druhé rovnice vyloučíme U a dosadíme do první rovnice, čímž získáme jednu diferenciální
rovnici druhého řádu

V̈

2V
− 3

4

(V̇ )2

V 2
+ V 2 = 0.

Po přenásobení integračním faktorem V̇
V 2 ji lze jednou zintegrovat na separovatelnou di-

ferenciální rovnici 1. řádu
1

4V 3
(V̇ )2 = C − V.
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Následným výpočtem kvadratury a dosazením počáteční podmínky nacházíme řešení rov-
nice (3.5) ve tvaru

γ(t) =

(
U0 + t(U2

0 + V 2
0 )

1 + 2tU0 + t2(U2
0 + V 2

0 )
,

V0

1 + 2tU0 + t2(U2
0 + V 2

0 )

)
.

Cvičení 3.6. Převeďte vektorové pole X z cvičení 3.5 do souřadnic [u, v] na US, ukažte,
že vektorové pole X lze definovat jako hladké vektorové pole na celé sféře S2, nalezněte
jeho tok v souřadnicích [u, v] a výsledek převeďte do souřadnic [U, V ].

Návod. Využitím cvičení 2.4 máme X = ∂
∂u
, tj. X lze hladce definovat ve všech bodech

pokrytých atlasem, což je celá varieta S2, Ψt
X(u, v) = (u + t, v) a převedením počáteční

podmínky ze souřadnic [U, V ] a výsledku do souřadnic [U, V ] nacházíme

Ψt
X(U, V ) =

(
U + t(U2 + V 2)

1 + 2tU + t2(U2 + V 2)
,

V

1 + 2tU + t2(U2 + V 2)

)
.

Cvičení 3.7. Zjistěte, zda je vektorové pole z cvičení 3.5 po dodefinování jako ve cvičení 3.6
úplné.

Návod. V tomto případě je třeba dbát na to, ve kterém souřadnicovém okolí se po-
hybujeme. Zdánlivě vektorové pole X = (V 2 − U2) ∂

∂U
− 2UV ∂

∂V
úplné není, neboť pro

V0 = 0 lze pro konečnou hodnotu křivkového parametru t opustit souřadnicové okolí UN .
Nicméně po převedení do souřadnic [u, v] vidíme, že v těchto souřadnicích problém zmizí,
limitě |U | → ∞ odpovídá bod (u, v) = (0, 0), kterým integrální křivka vektorového pole
X = ∂

∂u
bez problému hladce prochází. Vektorové pole X je tudíž úplné. Viz obrázek

integrálních křivek níže. Poznamenejme, že integrální křivky nejsou až na jednu výjimku
uzavřené, limitně pro t → ±∞ vycházejí z a vcházejí do severního pólu N = (0, 0, 1).
Ten ale leží na samostatné konstantní integrální křivce, neboť v něm je vektorové pole
X = (V 2 − U2) ∂

∂U
− 2UV ∂

∂V
rovné nule.
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Kapitola 4

Abstraktnější pohled na vektorová pole

Na vektorová pole definovaná v předchozí kapitole lze nahlížet ještě jiným způsobem, ob-
dobně jako tečné vektory lze definovat jako tečné vektory ke křivkám nebo jako zobrazení
z prostoru funkcí do číselného tělesa. Tento jiný úhel pohledu nám přirozeněji ukáže ně-
které vlastnosti vektorových polí. K tomu nejprve potřebujeme definovat několik pojmů
z oblasti abstraktní algebry.

Definice 4.1. Algebra A = (V,m) je dvojice tvořená vektorovým prostorem V nad
tělesem reálných čísel a bilineárním zobrazením m, násobením v algebře A,

m : V × V → V. (4.1)

Množinu V nazýváme nosič algebry A.

Pokud bude použité násobení m v algebře A zřejmé z kontextu, často nerozlišujeme
mezi algebrou a jejím nosičem, A ≡ V .

V matematice se takto zavedená algebra někdy přesněji označuje jako (lineární) alge-
bra nad tělesem R, neboť je možné obecněji uvažovat algebry jako moduly nad okruhy
vybavené binární operací násobení prvků z modulu. Pro naše účely jiné algebry nebudeme
potřebovat, proto přívlastky lineární či nad tělesem R nebudeme užívat.

Definice 4.2. Algebra (V,m) je:

1. asociativní právě tehdy, když m(u,m(v, w)) = m(m(u, v), w) pro všechna u, v, w ∈
V ,

2. komutativní neboli abelovská právě tehdy, když m(u, v) = m(v, u) pro všechna
u, v ∈ V ,

3. Lieova právě tehdy, když platí následující dvě podmínky pro všechna u, v, w ∈ V :

(a) m(u, v) = −m(v, u), tj. antisymetrie,

(b) m(u,m(v, w)) +m(v,m(w, u)) +m(w,m(u, v)) = 0, tj. Jacobiho identita.

Vhodné značení pro násobení v algebře vybíráme podle vlastností operace – např. asoci-
ativní násobení značíme jako součin, m(x, y) = x · y, násobení v Lieově algebře nazýváme
Lieova závorka a značíme m(x, y) = [x, y].

Příklad 4.3. Algebry lze zavést mj. následujícími způsoby:
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• (L(V ), ◦), kde L(V ) je prostor lineárních operátorů na vektorovém prostoru V a ◦
je skládání lineárních operátorů, je asociativní algebra,

• (L(V ), [·, ·]), kde [A,B] = A ◦B −B ◦ A, je Lieova algebra,

• (C∞(M), {·, ·}), kde {·, ·} je Poissonova závorka, je Lieova algebra,

• (C∞(M), ·), kde (f · g)(p) = f(p) · g(p) pro f, g ∈ C∞(M), p ∈ M , je komutativní
asociativní algebra.

Definice 4.4. Derivace algebry (V,m) je lineární zobrazení D : V → V vyhovující
podmínce

D(m(x, y)) = m(D(x), y) +m(x,D(y)), ∀x, y ∈ V. (4.2)

Příklad 4.5. Nechť (V, .) je asociativní algebra. Ukážeme, že na (V, .) je operace

DC : V → V, DC(A) = [C,A] = C.A− A.C

derivací.
Důkaz. DC(A.B) = C.A.B − A.B.C = C.A.B − A.C.B + A.C.B − A.B.C = (C.A −
A.C).B + A.(C.B −B.C) = (DC(A)).B + A.(DC(B)). �

Příklad 4.6. (C∞(M), {·, ·}), f ∈ C∞(M), Df (g) = {f, g}.

Věta 4.7. Uvažujme hladkou varietu M a C∞(M) jako asociativní komutativní algebru
s násobením daným předpisem (f · g)(p) = f(p) · g(p). Označme X (M) vektorový prostor
všech derivací algebry C∞(M), tj. všech zobrazení X : C∞(M)→ C∞(M) s vlastnostmi
X(af+g) = aXf+Xg, X(fg) = (Xf)g+f(Xg). Pak lze vzájemně jednoznačně zobrazit
X (M) na množinu všech vektorových polí Γ(TM) předpisem X(p)(f) ≡ (Xf)(p), kde
X ∈ X (M), f ∈ C∞(M), p ∈M . Jinak řečeno,

X (M) ' Γ(TM). (4.3)

Důkaz. Nechť X ∈ Γ(TM), tj. máme hladké zobrazení X : M → TM, X(p) ∈ TpM .
Definujme X̃ : C∞(M) → C∞(M) předpisem (X̃f)(p) = X(p)f . Z hladkosti X vyplývá,
že X̃f je v každých lokálních souřadnicích hladké zobrazení, tj. je hladké i na celé varietě
M . Z vlastností tečných vektorů pak vyplývá linearita a podmínka na derivaci (4.2) v
libovolném bodě p ∈M ,

X̃(fg)(p) = (X̃f)(p)g(p) + f(p)(X̃g)(p).

Naopak, buď X̃ ∈ X (M). Definujme

X(p) : C∞(M)→ R, X(p)f = (X̃f)(p).

Evidentně platí X(p)(af+g) = aX(p)f+X(p)g, X(p)(f ·g) = X(p)f ·g(p)+f(p) ·X(p)g.
Dále ověříme podmínku lokality, tj.

∀f, g ∈ C∞(M) : (∃U = U◦ 3 p, f |U = g|U ⇒ X(p)f = X(p)g) .

Ekvivalentně ji můžeme přepsat ve tvaru:

∀f ∈ C∞(M) : (∃U = U◦ 3 p, f |U = 0⇒ X(p)f = 0) .
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Uvažujeme tedy funkci f , která je nulová na okolí U bodu p. V lokálních souřadnicích
lze do U vnořit otevřenou krychli se středem v bodě p. Dále zkonstruujeme pomocnou
funkci g ∈ C∞(M) takovou, že (∀q /∈ U)(g(q) = 0) a g(p) = 1, sestavenou vhodným
přeškálováním intervalu a kartézským součinem funkcí tvaru g0 : R→ R:

g0(x) =

{
e

x2

x2−1 |x| < 1

0 |x| ≥ 1

Lze snadno ověřit, že (∀n ∈ N0)(limx→1− g
(n)
0 (x) = 0). Tudíž máme funkci gf nulovou na

celé varietě M , pro níž musí platit X̃(fg) = 0 a tedy

0 =
(
X̃(fg)

)
(p) =

(
X̃(f)g + fX̃(g)

)
(p) = g(p) ·X(p)f + f(p) ·X(p)g,

kde f(p) = 0 a g(p) = 1. Celkem zjišťujeme, že X(p)f = 0, tj. X(p) vyhovuje i lokalitě.
Už tedy víme, že X(p) ∈ TpM . Zbývá dokázat hladkost vzniklého vektorového pole, tj.
X ∈ Γ(TM). Ta vyplývá z toho, že X̃ : C∞(M) → C∞(M), a tudíž složky vektorového
pole v souřadnicovém vyjádření, které se dají určit způsobem X i(p) = X̃(xi)(p), jsou
hladké funkce.

(Je vhodné si uvědomit, že díky již dokázané lokalitě X(p), tj. nezávislosti (X̃f)(p)

na chování f mimo okolí bodu p, lze k X̃ ∈ X (M) definovat jeho zúžení X̃
∣∣∣
U
∈ X (U)

tak, že (∀q ∈ U) (∀f ∈ C∞(M)) ((X̃
∣∣∣
U
f)(q) = (X̃f)(q)). Poté můžeme X̃

∣∣∣
U
aplikovat

na souřadnicové funkce xi : U → R a definovat v lokálních souřadnicích X = X̃
∣∣∣
U

(xi) ∂
∂xi

,

kde X̃
∣∣∣
U

(xi) ∈ C∞(U).) �

Poznámka 4.8. Nadále budeme ztotožňovat X (M) a Γ(TM) a využívat definici vektoro-
vého pole vhodnější pro právě řešenou úlohu.

Věta 4.9. Množina všech derivací Der(A) dané algebry A tvoří Lieovu algebru.

Důkaz. To, že Der(A) je vektorový prostor, je zřejmé. Lieova závorka na Der(A) se
definuje [D1, D2] = D1 ◦D2 −D2 ◦D1. Ověření:

[D1, D2] m(u, v) = (D1 ◦D2 −D2 ◦D1)m(u, v)

= D1 (m(D2u, v) +m(u,D2v))−D2 (m(D1u, v) +m(u,D1v))

= m(D1D2u, v) +m(D2u,D1v) +m(D1u,D2v) +m(u,D1D2v)

−m(D2D1u, v)−m(D1u,D2v)−m(D2u,D1v)−m(u,D2D1v)

= m(D1D2u, v) +m(u,D1D2v)−m(D2D1u, v)−m(u,D2D1v)

= m([D1, D2]u, v) +m(u, [D1, D2]v).

Antisymetrie [·, ·] a Jacobiho identita vyplývají ze způsobu definice [·, ·]. �

Důsledek 4.10. (X (M), [·, ·]) je nekonečněrozměrná Lieova algebra vektorových polí na
varietě M s Lieovou závorkou definovanou způsobem (∀X, Y ∈ X (M))([X, Y ] = X ◦ Y −
Y ◦X).

Často uvažujeme i vektorová pole definovaná na podmnožině U ⊂ M jako X : U →
TM , π ◦X = id|U . Pokud U = U◦, pak všechny vlastnosti X (M) platí i pro X (U). Jinak
některé pojmy, např. [·, ·], mohou ztratit význam.
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Souřadnicové vyjádření komutátoru vektorových polí vyjádříme následovně. Nechť (xi)
jsou souřadnice na U = U◦, X = X i ∂

∂xi
, Y = Y i ∂

∂xi
∈ X (U), f ∈ C∞(U). Pak

[X, Y ]f = X i ∂

∂xi

(
Y j ∂

∂xj
f

)
− Y i ∂

∂xi

(
Xj ∂

∂xj
f

)
= X i∂Y

j

∂xi
∂

∂xj
f − Y i∂X

j

∂xi
∂

∂xj
f =

(
X i∂Y

j

∂xi
− Y i∂X

j

∂xi

)
∂

∂xj
f

a tedy

[X, Y ] =
(
X(Y j)− Y (Xj)

) ∂

∂xj
. (4.4)

4.1 Cvičení
Cvičení 4.1. Určete komutátory vektorových polí

X1 = y
∂

∂x
− x ∂

∂y
, X2 = z

∂

∂y
− y ∂

∂z
, X3 = z

∂

∂x
− x ∂

∂z
(4.5)

na R3[x, y, z]. Ukažte, že R−span{X1, X2, X3} tvoří podalgebru v X (R3).
Výsledek. [X1, X2] = −X3, [X2, X3] = −X1, [X3, X1] = −X2.

Cvičení 4.2. V R[x] uvažujte vektorová poleXk = xk ∂
∂x
, k = 0, 1, . . .. Ukažte, že R−span{Xk}k∈N0

tvoří Lieovu algebru a že jediné její konečněrozměrné podalgebry dimenze větší než 1 gene-
rované prvkyXk jsou R−span{X1, Xk}, kde k = 0 nebo k ∈ N, k > 1 a R−span{X0, X1, X2}.

Návod. Využijte

[Xk, Xl] = Xk(x
l)
∂

∂x
−Xl(x

k)
∂

∂x
= lxk+l−1 ∂

∂x
− kxk+l−1 ∂

∂x
=

= (l − k)xk+l−1 ∂

∂x
= (l − k)Xk+l−1.

Cvičení 4.3. Ukažte, že obecné rychlosti v Lagrangeově mechanice se při změně obecných
souřadnic transformují jako tečné vektory ke konfigurační varietě, zatímco obecné hybnosti
pj = ∂L(q,q̇)

∂q̇i
se transformují jinak a určete jak.

Návod. Obecné rychlosti získáváme derivací trajektorie v daném bodě, tj. jsou teč-
nými vektory definovanými pomocí trajektorie - křivky. Při změně souřadnic q̃j = q̃j(qk)
transformují

˙̃qj =
d
dt
q̃j(t) =

d
dt
q̃j(q(t)) =

∂q̃j

∂qk

∣∣∣∣
q(t)

d
dt
qk(t) =

∂q̃j

∂qk

∣∣∣∣
q(t)

q̇k. (4.6)

Obecné hybnosti se při změně souřadnic q̃j = q̃j(qk) transformují podle předpisu

p̃i =
∂L̃(q̃, ˙̃q)

∂ ˙̃qi
=
∂L
(
q(q̃), q̇(q̃, ˙̃q)

)
∂ ˙̃qi

=
∂L(q, q̇)

∂q̇j

∣∣∣∣
q=q(q̃),q̇=q̇(q̃, ˙̃q)

∂q̇j(q, q̇)

∂ ˙̃qi
=

= pj
∂q̇j(q, q̇)

∂ ˙̃qi
= pj

∂qj

∂q̃i
,

kde v poslední rovnosti jsme využili transformaci (4.6) po záměně q a q̃. Pro zjednodušení
zápisu jsme potlačili indexy v argumentech vyznačujících funkční závislosti.
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Cvičení 4.4. Na varietě M = R2[p, q] uvažujte tzv. Hamiltonovská vektorová pole

XH = −∂H
∂q

∂

∂p
+
∂H

∂p

∂

∂q
,

kde H = H(p, q) ∈ C∞(M). Hledejte integrální křivky vektorového pole XH pro následu-
jící volby funkce H:

1. H = 1
2
p2,

2. H = 1
2
p2 + κq,

3. H = 1
2
p2 + 1

2
ω2q2,

a porovnejte je s řešením Hamiltonových pohybových rovnic pro volnou částici, konstantní
silové pole a harmonický oscilátor v jednom prostorovém rozměru.

Cvičení 4.5. Ukažte, že S3 lze chápat jako fibrovaný prostor nad CP1 ' S2 s vláknem S1.

Návod. Jedná se o tzv. Hopfovu fibraci. Sféru S3 uvažujeme jako jednotkovou sféru
v C2 ' R4,

S3 = {(z0, z1) ∈ C2| |z0|2 + |z1|2 = 1}.

Projekci π : S3 → CP1 ' S2 definujeme předpisem π(z1, z2) = C−span{(z0, z1)}. Vlákno
nad bodem V = C−span{(z0, z1)} je pak tvořeno všemi vektory z S3, které svým lineárním
obalem definují stejný jednorozměrný podprostor V , tj. jsou rovny α · (z0, z1), kde α ∈ C,
|α| = 1. Vlákno nad bodem je tudíž izomorfní množině komplexních jednotek

{α ∈ C| |α| = 1} ' S1.

Pro dokončení popisu struktury fibrovaného prostoru S3 → S2 zbývá zkonstruovat lokální
trivializace. K tomu stačí uvážit atlas na CP1 z cvičení 1.4. Máme souřadnicová okolí a
mapy

U0 = {C−span{(1, z)}|z ∈ C}, ϕ0(C−span{(1, z)}) = z,

U1 = {C−span{(z, 1)}|z ∈ C}, ϕ1(C−span{(z, 1)}) = z.

Lokální trivializace definujeme předpisem

ψ0(α · (1, z)) =

(
C−span{(1, z)}, α

|α|

)
, ∀α · (1, z) ∈ S3,

ψ1(α · (z, 1)) =

(
C−span{(z, 1)}, α

|α|

)
, ∀α · (z, 1) ∈ S3.

Pro přechodovou funkci na vlákně pak nacházíme (α ∈ C, |α| = 1)

ψ1

(
ψ−1

0 (C−span{(1, z)}, α)
)

= ψ1

(
α · (1, z)√

1 + |z|2

)
= ψ1

(
α
z

|z|
· (1/z, 1)√

1 + |1/z|2

)
=

=

(
C−span{(1/z, 1)}, α z

|z|

)
= (C−span{(1/z, 1)}, τ01(C−span{(1, z)})α) ,

tudíž přechodová funkce na vlákně má tvar τ01(C−span{(1, z)})α = z
|z| · α.

22



Kapitola 5

Diferenciální formy

V každém bodě variety můžeme uvažovat i další vektorové prostory, které jsou odvozené
z tečného prostoru nějakou operací, např. dualizací nebo tenzorovým součinem. Z nich
pak můžeme analogicky jako v případě tečného fibrovaného prostoru dále budovat nové
vektorové fibrované prostory, sloužící pro popis různých užitečných geometrických objektů
na varietách.

Definice 5.1. Kotečný prostor T ∗pM k varietě M v bodě p je vektorový prostor duální
k tečnému prostoru TpM . Prvky T ∗pM obvykle značíme řeckými písmeny a nazýváme
1-formy v bodě p, tedy

ω : TpM → R, ω(aX + Y ) = aω(X) + ω(Y ), ∀X, Y ∈ TpM, ∀a ∈ R. (5.1)

Mějme lokální souřadnice (xi) na U = U◦ ⊂ M , p ∈ U . Pak báze TpM má tvar(
∂
∂xi

∣∣
p

)n
i=1

. Bázi T ∗pM k ní duální, tj. funkcionály ϕi ∈ T ∗pM : ϕi
(

∂
∂xj

∣∣
p

)
= δij, značíme(

dxi|p
)n
i=1

(důvod pro toto značení bude zřejmý později, viz kapitola 6). Jinak psáno tedy

dxi|p
(

∂
∂xj

∣∣
p

)
= δij. Souřadnice 1-formy ω ∈ T ∗pM v bázi (dxi|p) značíme ωi, tj.

ω = ωi dxi
∣∣
p
, kde ωi = ω

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
. (5.2)

Při změně souřadnic x̃i = x̃i(xj), ω = ωi dxi|p = ω̃i dx̃i|p máme

∂

∂x̃i

∣∣∣∣
p

=
∂xj

∂x̃i

∣∣∣∣
p

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

a tedy

ω̃i = ω

(
∂

∂x̃i

∣∣∣∣
p

)
=
∂xj

∂x̃i

∣∣∣∣
p

ω

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
=
∂xj

∂x̃i

∣∣∣∣
p

ωj. (5.3)

V důsledku pro transformaci bazických funkcionálů platí vztahy

dx̃k
∣∣
p

=
∂x̃k

∂xj

∣∣∣∣
p

dxj
∣∣
p
. (5.4)

Definice 5.2. Podobně jako jsme zavedli tečný fibrovaný prostor, zavádíme i strukturu
známou jako kotečný fibrovaný prostor neboli kotečný bundle (angl. cotangent
bundle) T ∗M , který obsahuje
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1. totální prostor T ∗M =
∐

p∈M T ∗pM ,

2. projekci π : T ∗M →M splňující π(ω) = p, ∀ω ∈ T ∗pM ,

3. typické vlákno F ' Rn,

4. lokální trivializace – buďte {Uα}α∈I :
⋃
α∈I Uα = M, Uα = U◦α souřadnicová okolí

se souřadnicemi (xiα), pak definujeme systém lokálních trivializací (Vα, ψα), Vα =
π(−1)(Uα), ψα : Vα → Uα × F , kde (ω = ωαi dxiα|p):

ψα(ω) = (p, (ωαi )ni=1)

(kde α indexuje trivializace, tj. není sčítacím indexem).

Topologii na T ∗M zavádíme jako topologii indukovanou vzory otevřených množin při
ψα, α ∈ I.

Buď p ∈ Uα ∩ Uβ. Pak z předchozí definice vyplývá, že přechodové funkce na vlákně
tvaru

ταβ(p) ((ωαi )ni=1) =

(
∂xkα
∂xiβ

ωαk

)n

i=1

,

kde ω = ωαi dxiα|p = ωβj dxjβ
∣∣
p
, ψβ ◦ ψ−1

α (p, (ωαi (p))ni=1) = (p,
(
ωαk

∂xkα
∂xjβ

(p)
)n
j=1

), jsou inver-

zemi přechodových funkcí na vlákně tečného bundlu a tečný a kotečný bundle jsou tedy
geometricky odlišné struktury. Připomeňme, že přechodové funkce na vlákně ταβ(p) jsou
lineární operátory na typickém vlákně F = Rn a hladce závisejí na volbě bodu p ∈ Uα∩Uβ.

Z výsledků cvičení 4.3 vidíme, že zatímco pro popis stavů v Lagrangeově mechanice
na konfigurační varietě M je vhodným matematickým objektem tečný fibrovaný prostor
TM , pro popis stavů v Hamiltonově formulaci využíváme kotečný fibrovaný prostor T ∗M .
Pokud je systém explicitně závislý na čase, tak v obou případech musíme do popisu
zahrnout i časovou souřadnici, tj. pracujeme na TM [qi, q̇j]×R[t], resp. T ∗M [qi, pj]×R[t].

Definice 5.3. Diferenciální 1-forma ω na M je řez kotečného fibrovaného prostoru,
ω ∈ Γ(T ∗M). Většinou značíme Γ(T ∗M) = Ω1(M).

V lokálních souřadnicích (xi) na souřadnicovém okolí U bodu p máme vyjádření formy
ω ∈ Γ(T ∗M) ve tvaru ω(p) = ωi(p) dxi|p, kde ωi ∈ C∞(U).

Definice 5.4. Buď 1 < k ≤ n = dimM a bod p ∈ M . Pak k-forma v bodě p je
k-lineární totálně antisymetrické zobrazení

ω : TpM × · · · × TpM︸ ︷︷ ︸
k-krát

→ R. (5.5)

Tedy pro libovolnou k–tici tečných vektorů X1, . . . , Xk ∈ TpM a libovolnou permutaci
indexů π ∈ Sk = Bij({1, . . . , k}) platí:

ω(Xπ(1), . . . , Xπ(k)) = sgnπ · ω(X1, . . . , Xk).

Vektorový prostor všech k-forem v bodě p značíme Λk(T ∗pM) nebo Λk
pM , dim Λk

pM =
(
n
k

)
.
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Buď
(

∂
∂xi

∣∣
p

)n
i=1

báze TpM ,
(
dxi|p

)n
i=1

báze T ∗pM , i1, . . . , ik ∈ n̂. Bazické vektory

prostoru Λk
pM značíme dxi1 ∧ . . . ∧ dxik |p, kde i1 < i2 < . . . < ik. Definujeme je způsobem:

dxi1 ∧ . . . ∧ dxik
∣∣
p

(
∂

∂xj1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xjk

∣∣∣∣
p

)
=
∑
π∈Sk

sgn π δ
iπ(1)
j1

. . . δ
iπ(k)
jk

, j1, . . . , jk = 1, . . . , n.

(5.6)
Symbol ∧ se nazývá skobka (angl. wedge).

Pro další použití můžeme rovnicí (5.6) definovat k–formy dxi1 ∧ . . . ∧ dxik |p i pro libo-
volné seřazení indexů, ty ale pak již netvoří bázi z důvodu jejich zřejmé lineární závislosti.

Příklad 5.5. R3[x1, x2, x3] : dx1 ∧ dx2
(

∂
∂x2
, ∂
∂x1

)
= −1, dx1 ∧ dx3

(
∂
∂x2
, ∂
∂x1

)
= 0

Pro snadnější práci s k–formami zavádíme tzv.multiindexy, kde j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , n}
a |J | = k označuje délku multiindexu. Máme

• J = (j1, . . . , jk) obecný multiindex délky k,

•
⇀

J= (j1, . . . , jk), 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jk ≤ n vzestupně uspořádaný multiindex,

• δIJ =
∑

π∈Sk sgn π δ
iπ(1)
j1

. . . δ
iπ(k)
jk

, tj. δIJ je různé od nuly pouze, pokud J je permutací
I, pak znaménko permutace určuje, zda je δIJ rovna +1 nebo −1,

• dx
⇀
J = dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk ,

• dxi1 ∧ . . . ∧ dxik
(

∂
∂xj1

, . . . , ∂
∂xjk

)
= δIJ .

Souřadnicové vyjádření ω ∈ Λk
pM pak můžeme psát

ω =
∑

j1<...<jk

ωj1...jk dx
j1
∣∣
p
∧ . . . ∧ dxjk

∣∣
p

= ω⇀
J

dx
⇀
J
∣∣∣
p
, (5.7)

kde ω⇀
J

= ωj1...jk = ω
(

∂
∂xj1

∣∣
p
, . . . , ∂

∂xjk

∣∣
p

)
. Tudíž (dxi1 |p∧. . .∧ dxik |p)i1<...<ik neboli dx

⇀
I

∣∣∣
p

tvoří bázi vektorového prostoru Λk
pM (jehož dimenze je rovna

(
n
k

)
).

Podobně jako v případě tečného a kotečného prostoru konstruujeme disjunktním sjed-
nocením Λk

pM vektorový fibrovaný prostor značený Λk(T ∗M) nebo ΛkM ,

Λk(T ∗M) =
∐
p∈M

Λk(T ∗pM). (5.8)

Jeho bazickou varietou je M , projekcí π : ΛkM → M , kde π(ω) = p pro ω ∈ Λk
pM , a

typickým vláknem F = R(nk).
Lokální trivializace na prostoru ΛkM zavádíme pomocí atlasu {(Uα, ϕα)}α∈I na va-

rietě M způsobem ψα : π(−1)(Uα) → Uα × F , kde p ∈ Uα, ω ∈ Λk
pM , ω = ω⇀

J
dx

⇀
J
α

∣∣∣
p
,

(ωj1,...,jk)j1<j2<...<jk je
(
n
k

)
-tice čísel:

ψα(ω⇀
J
dx

⇀
J |p) = (p, (ωj1,...,jk)j1<j2<...<jk).

Definice 5.6. Řez ω ∈ Γ(ΛkM) nazýváme diferenciální k-forma na varietěM . Značíme
Ωk(M) = Γ(ΛkM).
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Poznamenejme, že je možné též používat vyjádření diferenciální k-formy jako antisy-
metrického multilineárního zobrazení z kartézského součinu prostorů vektorových polí do
hladkých funkcí na varietě,

Ωk(M) = {ω : X (M)× . . .×X (M)→ C∞(M)| (∀X1, . . . , Xk ∈ X (M))(∀π ∈ Sk)
⇒ (ω(Xπ(1), . . . , Xπ(k)) = sgn π ω(X1, . . . , Xk)) a současně

(∀p ∈M)(∀X1, . . . , Xk, Y1, . . . , Yk ∈ X (M))(∀j ∈ {0, 1, . . . , k} : Xj(p) = Yj(p))

⇒ (ω(X1, . . . , Xk)(p) = ω(Y1, . . . , Yk)(p))}.

Označme Λ0
pM ≡ R.

Direktním součtem všech nenulových Λk
pM (tj. k ∈ {0, 1, . . . , n}, kde n = dimM)

dostáváme 2n-rozměrný vektorový prostor Λ•pM , tedy:

Λ•pM = Λ0
pM ⊕ Λ1

pM ⊕ . . .⊕ Λn
pM.

K němu příslušný vektorový fibrovaný prostor (tj. vybudovaný podobně jako výše)
značíme Λ•(T ∗M) nebo Λ•M . Prostor jeho řezů značíme Ω•(M) = Γ(Λ•M).

Definice 5.7. Prvky Ω•(M) nazýváme diferenciální formy na varietě M .

Každá diferenciální forma ω ∈ Ω•(M) se dá jednoznačně rozložit na ω(p) =
∑n

k=0 ω
(k),

kde ω(k) ∈ Ωk(M), tj. lokálně:

ω(p) =
n∑
k=0

ω(k), kde ω(k)(p) =
∑
|J |=k

ω⇀
J

(p)dx
⇀
J .

5.1 Cvičení
Cvičení 5.1. V R3 uvažujte kartézské souřadnice (x, y, z) a sférické souřadnice (r, θ, ϕ)
(viz (2.8)). Následující diferenciální formy převeďte z jedněch souřadnic do druhých

dx, dy, dz, xdx+ ydy + zdz, ydx− xdy, dx ∧ dy ∧ dz, dr, dθ, dϕ, dr ∧ dθ ∧ dϕ.

Výsledek.

dx = sin θ cosφ dr + r cos θ cosϕ dθ − r sin θ sinϕ dϕ,
dy = sin θ sinϕ dr + r cos θ sinϕ dθ + r sin θ cosϕ dϕ,
dz = cos θ dr − r sin θ dθ,

x dx+ y dy + z dz = r dr,
y dx− x dy = −r2 sin2 θ dϕ,

dx ∧ dy ∧ dz = r2 sin θ dr ∧ dθ ∧ dϕ,

dr =
1√

x2 + y2 + z2
(x dx+ y dy + z dz) ,

dθ =
1

x2 + y2 + z2

(
xz dx√
x2 + y2

+
yz dy√
x2 + y2

−
√
x2 + y2 dz

)
,

dϕ =
1

x2 + y2
(−y dx+ x dy) ,

dr ∧ dθ ∧ dϕ =
1√

(x2 + y2 + z2)(x2 + y2)
dx ∧ dy ∧ dz.
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Cvičení 5.2. Na sféře S2 uvažujte stereografické souřadnice (u, v), (U, V ) a sférické sou-
řadnice (θ, ϕ):

(u, v) =

(
sin θ cosϕ

1− cos θ
,
− sin θ sinϕ

1− cos θ

)
.

Převeďte 1–formy dU , dV do souřadnic (u, v) a 2–formu ω = sin θdθ ∧ dϕ do souřadnic
(u, v), (U, V ).

Výsledek.

dU =
1

(u2 + v2)2

(
(v2 − u2)du− 2uvdv

)
, dV =

1

(u2 + v2)2

(
2uvdu+ (v2 − u2)dv

)
,

ω =
4

(1 + u2 + v2)2
du ∧ dv =

4

(1 + U2 + V 2)2
dU ∧ dV.

Cvičení 5.3. Na varietě M dimenze n uvažujte dva souřadné systémy (x1, . . . , xn) a
(x̃1, . . . , x̃n). Ukažte, že pro

ω = ω12...ndx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn = ω̃12...ndx̃1 ∧ dx̃2 ∧ . . . ∧ dx̃n ∈ Ωn(M)

platí

ω̃12...n = ω12...n det
∂(x1, . . . , xn)

∂(x̃1, . . . , x̃n)
.

Návod. Ze vztahu (5.6) zapište vzorec pro transformaci formy maximálního stupně
pomocí determinantu odpovídající Jacobiho matice ∂(x1,...,xn)

∂(x̃1,...,x̃n)
. Máme ∂

∂x̃k
= ∂xj

∂x̃k
∂
∂xj

a tedy
platí

dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn
(

∂

∂x̃1
, . . . ,

∂

∂x̃n

)
=
∂xj1

∂x̃1
. . .

∂xjn

∂x̃n
dx1 ∧ . . . ∧ dxn

(
∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjn

)
=
∑
π∈Sn

∂xπ(1)

∂x̃1
. . .

∂xπ(n)

∂x̃n
dx1 ∧ . . . ∧ dxn

(
∂

∂xπ(1)
, . . . ,

∂

∂xπ(n)

)
=
∑
π∈Sn

∂xπ(1)

∂x̃1
. . .

∂xπ(n)

∂x̃n
sgnπ =

= det
∂(x1, . . . , xn)

∂(x̃1, . . . , x̃n)
,

což implikuje dle rovnice (5.7)

dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn = det
∂(x1, . . . , xn)

∂(x̃1, . . . , x̃n)
dx̃1 ∧ dx̃2 ∧ . . . ∧ dx̃n.
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Kapitola 6

Operace s diferenciálními formami

Na prostorech k–forem v konkrétním bodě p ∈ M a na řezech fibrovaných prostorů di-
ferenciálních forem lze zavést několik užitečných operací, které z určitého úhlu ohledu je
možné chápat jako zobecnění tzv. vektorové analýzy známé z fyziky pro M = R2,R3,
viz cvičení 6.1. Nyní se jimi budeme zabývat abstraktně, příklady jejich využití budou
podrobněji nastíněny zejména v kapitole 9.

Definice 6.1. Na vektorovém prostoru Λ•pM zavádíme binární operaci zvanou vnější
součin následujícím způsobem (τ ∈ Λk

pM, ω ∈ Λl
pM, X1, . . . , Xk+l ∈ TpM):

τ ∧ ω (X1, . . . , Xk+l) =
∑
⇀
I ,
⇀
J

|I|=k,|J |=l

δ
⇀
I
⇀
J

(1,...,k+l) τ (Xi1 , . . . , Xik) ω (Xj1 , . . . , Xjl) . (6.1)

Pro obecné prvky τ, ω ∈ Λ•pM vnější součin definujeme distributivně:

τ = τ (0) + τ (1) + . . .+ τ (n), ω = ω(0) + ω(1) + . . .+ ω(n) ⇒ τ ∧ ω =
n∑

a,b=0

τ (a) ∧ ω(b).

Z této definice je zřejmé, že τ ∧ ω ∈ Λk+l
p M (multilinearita je vidět po roznásobení

pravé strany, antisymetrie využitím sgn π1 ◦ π2 = sgnπ1 · sgn π2).

Příklad 6.2. Nechť τ = dxi1 ∧ . . . ∧ dxik a ω = dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl . Pak

τ ∧ ω = dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl .

Věta 6.3. Vnější součin splňuje následující vlastnosti:

1. bilinearita, tj.

(aτ1+τ2)∧ω = aτ1∧ω+τ2∧ω, τ∧(aω1+ω2) = aτ∧ω1+τ∧ω2, kde ω..., τ... ∈ Λ•pM, a ∈ R,

2. τ ∧ ω = (−1)k·l ω ∧ τ, kde ω ∈ Λk
pM, τ ∈ Λl

pM,

3. asociativita, tj. (σ ∧ τ) ∧ ω = σ ∧ (τ ∧ ω) ≡ σ ∧ τ ∧ ω, kde σ, τ, ω ∈ Λ•pM .
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Důkaz. Bilinearita je zřejmá. Druhá z vlastností se ukáže následovně. Nechť ω ∈ Λk
pM ,

τ ∈ Λl
pM . Pak:

τ ∧ ω (X1, . . . , Xk+l) = ω ∧ τ (Xl+1, . . . , Xk+l, X1, . . . , Xl)

= sgn

(
1, . . . , k, k + 1, . . . , k + l

l + 1, . . . , k + l, 1, . . . , l

)
ω ∧ τ (X1, . . . , Xk+l)

= (−1)k·l ω ∧ τ (X1, . . . , Xk+l).

A konečně, důkaz asociativity vyplývá z následujícího řetězce úprav. Nechť ω ∈ Λk
pM ,

τ ∈ Λl
pM , σ ∈ Λm

p M . Pak (X⇀
I
≡ (Xi1 , . . . , Xik)):

ω ∧ (τ ∧ σ)(X1, . . . , Xk+l+m) =
∑
⇀
I ,
⇀
M

|I|=k,|M |=l+m

δ
⇀
I
⇀
M

(1,...,k+l+m) ω
(
X⇀

I

)
(τ ∧ σ)

(
X⇀
M

)

=
∑
⇀
I ,
⇀
M

|I|=k,|M |=l+m

∑
⇀
J ,
⇀
K

|J |=l,|K|=m

δ
⇀
I
⇀
M

(1,...,k+l+m) δ
⇀
J
⇀
K

⇀
M

ω
(
X⇀

I

)
τ
(
X⇀
J

)
σ
(
X⇀
K

)

=
∑
⇀
I ,
⇀
J ,
⇀
K

|I|=k,|J |=l,|K|=m

δ
⇀
I
⇀
J
⇀
K

(1,...,k+l+m) ω
(
X⇀

I

)
τ
(
X⇀
J

)
σ
(
X⇀
K

)
.

V poslední rovnosti jsme využili skutečnost, že δ
⇀
I
⇀
M

O δ
⇀
J
⇀
K

⇀
M

= δ
⇀
I
⇀
J
⇀
K

O = δ
⇀
N
⇀
K

O δ
⇀
I
⇀
J

⇀
N

. Pro formu
(ω ∧ τ) ∧ σ bychom dostali tentýž výsledek pro ((ω ∧ τ) ∧ σ) (X1, . . . , Xk+l+m). �

V lokálních souřadnicích (xi) máme τ = τ⇀
I
dx

⇀
I ∈ Λk

pM, |I| = k, ω = ω⇀
J
dx

⇀
J ∈

Λl
pM, |J | = l, a tedy:

τ ∧ ω = τ⇀
I
· ω⇀

J
dx

⇀
I ∧ dx

⇀
J = (τ ∧ ω)⇀

A
dx

⇀
A , (6.2)

kde (τ ∧ ω)⇀
A

= (τ ∧ ω)

(
∂

∂xa1
, . . . ,

∂

∂xak+l

)
= δ

⇀
I
⇀
J

⇀
A

τ⇀
I
ω⇀
J
,

dx
⇀
I ∧ dx

⇀
J = δ

⇀
I
⇀
J

⇀
A

dx
⇀
A , |A| = k + l.

Takto zkonstruovanou 2n-rozměrnou asociativní nekomutativní algebru Λ•pM s operací
vnější součin nazýváme vnější algebra v bodě p ∈M . Vnější součin zavádíme i na Ω•(M)
způsobem:

(τ ∧ ω)(p) = τ(p) ∧ ω(p), τ, ω ∈ Ω•(M), p ∈M.

Tím se Ω•(M) stává algebrou. Je však současně též tzv. C∞(M)-modulem, neboť
máme násobení ω ∈ Ω•(M) libovolnou funkcí f ∈ C∞(M) : (fω)(p) = f(p)ω(p) a platí
f(ω1 + ω2) = (fω1) + (fω2), (fg)ω = f(gω). Struktury C∞(M)-modulu a algebry na
Ω•(M) jsou kompatibilní ve smyslu:

(fτ) ∧ ω = τ ∧ (fω) = f(τ ∧ ω), f ∈ C∞(M), τ, ω ∈ Ω•(M). (6.3)

Definice 6.4. Na prostoru diferenciálních forem Ω•(M) zavádíme vnější derivaci, což
je lineární zobrazení d : Ωk(M)→ Ωk+1(M) vyhovující následujícím podmínkám:

1. d(τ ∧ ω) = dτ ∧ ω + (−1)kτ ∧ dω, kde k ∈ {0, 1, . . . , n}, τ ∈ Ωk(M), ω ∈ Ω•(M),
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2. df(X) = Xf, kde f ∈ C∞(M) ≡ Ω0(M), X ∈ X (M),

3. d2ω = 0, ω ∈ Ω•(M).

Druhá podmínka v lokálních souřadnicích (xi) znamená, že df = ∂f
∂xi

dxi, tj. vnější
derivace funkce je prostě její derivací (totálním diferenciálem). Současně je zřejmý význam
označení bazických 1-forem dxi. Jsou to skutečně diferenciály souřadnicových funkcí xi.

Věta 6.5. Operátor vnější derivace na varietě M existuje a je definujícími podmínkami
určen jednoznačně.

Důkaz. Existenci a jednoznačnost operátoru d ukážeme v souřadnicích. Pak ukážeme,
že na výběru souřadnic nezávisí.

V souřadnicích (xi) na okolí p ∈M budeme zkoumat dω(p), nejprve pro f ∈ C∞(M).
Obecně máme df = (df)i dxi a tedy df(X) = (df)iX

i pro libovolný tečný vektor
X = X i ∂

∂xi
∈ TpM . Z druhé vlastnosti vnější derivace současně vyplývá, že df(X) =

Xf = X i ∂f
∂xi

. Celkem tedy zjišťujeme, že (df)i (p) = ∂f
∂xi

(p) a df(p) = ∂f
∂xi

(p) dxi.

Využitím první vlastnosti pro formu ω = ω⇀
J
dx

⇀
J definujeme

dω = dω⇀
J
∧ dx

⇀
J =

∂ω⇀
J

∂xi
dxi ∧ dx

⇀
J . (6.4)

Dále ověříme, zda takto definovaná operace splňuje vlastnosti d2 = 0, d(ω1 ∧ ω2) = . . .
pro formy ve tvaru ωa = fa dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk (dále rozšiřujeme linearitou):

dω = df ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk =
∂f

∂xi
dxi ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk ,

d2ω =
∂2f

∂xj∂xi︸ ︷︷ ︸
sym. v i, j

dxj ∧ dxi︸ ︷︷ ︸
antisym. v i, j

∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk = 0,

d(ω1 ∧ ω2) = d(f1f2) dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxil

= (f2 df1 + f1 df2) ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxil

= (df1 ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk) ∧ (f2 dxi1 ∧ . . . ∧ dxil)
+ (−1)k(f1 dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk) ∧ (df2 ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxil)

= dω1 ∧ ω2 + (−1)kω1 ∧ dω2.

Při změně souřadnic máme ω = f dxi1 ∧ . . . ∧ dxik = f ∂xi1

∂x̃j1
. . . ∂x

ik

∂x̃jk
dx̃j1 ∧ . . . ∧ dx̃jk a
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tedy vnější derivace formy ω definovaná předpisem (6.4) v souřadnicích x̃i vychází

d̃ω = d
(
f
∂xi1

∂x̃j1
. . .

∂xik

∂x̃jk

)
∧ dx̃j1 ∧ . . . ∧ dx̃jk

= df ∧
(
∂xi1

∂x̃j1
. . .

∂xik

∂x̃jk

)
dx̃j1 ∧ . . . ∧ dx̃jk

+ f

((
∂2xi1

∂x̃j∂x̃j1︸ ︷︷ ︸
sym v j1, j

. . .

)
dx̃j ∧ dx̃j1︸ ︷︷ ︸
antisym v j1, j

∧ . . . +

+

(
∂xi1

∂x̃j1
∂2xi2

∂x̃j∂x̃j2︸ ︷︷ ︸
sym. v j2, j

. . .

)
dx̃j ∧ dx̃j1 ∧ dx̃j2 ∧ . . .︸ ︷︷ ︸

antisym. v j2, j

+ . . .

)

= df ∧
(
∂xi1

∂x̃j1
. . .

∂xik

∂x̃jk

)
dx̃j1 ∧ . . . ∧ dx̃jk

= df ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik = dω.

Vidíme tedy, že takto definovaná operace d nezávisí na volbě lokálních souřadnic. �

Speciální třídy k-forem

• diferenciální forma ω ∈ Ω•(M) je uzavřená právě tehdy, když dω = 0,

• diferenciální forma ω ∈ Ω•(M) je exaktní právě tehdy, když existuje τ ∈ Ω•(M) :
ω = dτ .

Všimněme si, že exaktní forma je automaticky též uzavřená. Ve fyzice o diferenciální
formě τ často mluvíme jako o potenciálu pro formu ω. Potenciál může být skalární, pokud
τ je funkce, vektorový, pokud τ je 1–forma apod.

Později, v kapitole 11 ukážeme, že pro libovolnou uzavřenou formu ω ∈ Ωk(M), k ≥ 1
a bod p ∈M existuje jeho okolí U = U0, p ∈ U a τ ∈ Ωk−1(U) takové, že ω|U = dτ .

Definice 6.6. Uvažujme bod p ∈ M , k–formu ω ∈ Λk
pM a tečný vektor X ∈ TpM .

(k − 1)-formu v bodě p definovanou předpisem

iXω(X1, . . . , Xk−1) = ω(X,X1, . . . , Xk−1). (6.5)

nazýváme vnitřní součin či zúžení X a ω a značíme iXω ≡ Xxω.
Pro ω ∈ Ωk(M), X ∈ X (M) je vnitřní součin definován bodově. Speciálně pro ω ∈

Λ1
pM = T ∗pM nebo ω ∈ Ω1(M) se zavádí značení iXω = ω(X) ≡ 〈ω,X〉 ≡ 〈X,ω〉, kde
〈·, ·〉 je párování TpM a T ∗pM ≡ Λ1

pM .

6.1 Cvičení
Cvičení 6.1. V R3 popsaném v kartézských souřadnicích definujme následující přiřazení

A = Ax
∂

∂x
+ Ay

∂

∂y
+ Az

∂

∂z
∈ X (R3)↔ A(1) = Axdx+ Aydy + Azdz ∈ Ω1(R3)

↔ A(2) = Axdy ∧ dz + Aydz ∧ dx+ Azdx ∧ dy ∈ Ω2(R3).
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Ukažte explicitním výpočtem, že pak platí

df = (gradf)(1),

dA(1) = (rotA)(2),

dA(2) = (divA) dx ∧ dy ∧ dz.

Dále ukažte, že d2 = 0 je ekvivalentní identitám rot ◦ grad = 0 a div ◦ rot = 0.

Tento příklad naznačuje, že při využívání křivočarých souřadnic, ve kterých není
zřejmé, jak zapsat Maxwellovy rovnice, je pro popis intenzity elektrického pole vhodné
využívat 1–formu, pro popis vektoru magnetické indukce 2–formu. Později uvidíme, že
tomu tak skutečně je a budeme schopni Maxwellovy rovnice psát přirozeným způsobem
v libovolném souřadném systému.

Uvedené ztotožnění je závislé na výběru souřadnic, pokud ho chceme definovat obecně,
potřebujeme pojmy metrika a Hodgeův duál, viz kapitola 12.

Cvičení 6.2. V R2 uvažujte kartézské a polární souřadnice. Podobně jako v předchozím
příkladě definujme

gradf =
∂f

∂x

∂

∂x
+
∂f

∂y

∂

∂y
∈ X (R2).

Nalezněte vyjádření vektorového pole gradf v polárních souřadnicích a porovnejte jej s
výrazem pro vnější derivaci funkce f ∈ C∞(R2).

Výsledek.

gradf =
∂f

∂r

∂

∂r
+

1

r2

∂f

∂ϕ

∂

∂ϕ
, df =

∂f

∂r
dr +

∂f

∂ϕ
dϕ.

Cvičení 6.3. Magnetický monopól je hypotetická konfigurace magnetického pole formálně
stejného tvaru jako elektrické pole bodového náboje. Uvažujte vektor magnetické indukce
odpovídající magnetickému monopólu lokalizovanému v počátku kartézských souřadnic v
R3,

~B(~x) =
g

r3
~x ∈ X (R3\{~0}).

Přiřadťe mu příslušnou 2–formu magnetické indukce B = ( ~B)(2). Ukažte, že B je uzavřená,
tj. ~B vyhovuje Maxwellově rovnici div ~B = 0. Ve sférických souřadnicích nalezněte formy
AN , AS na UN = R3\{~(0, 0, z)|z ≤ 0}, US = R3\{~(0, 0, z)|z ≥ 0} takové, že B|UN = dAN ,
B|US = dAS.

Výsledek.

B = g sin θdθ ∧ dϕ,

AN = g(1− cos θ)dϕ = g
z − r

r(x2 + y2)
(ydx− xdy),

AS = −g(1 + cos θ)dϕ = g
z + r

r(x2 + y2)
(ydx− xdy),

a ověřte, že AN , AS je limitou možné hladce dodefinovat na celém UN , resp. US.
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Cvičení 6.4. Na varietě S2[u, v] uvažujte formu ω = 1
(u2+v2)2

(2uvdu+ (v2 − u2)dv). Určete
dω. Dále hledejte α ∈ Ω1(S2) takové, že dα = du∧dv

(1+u2+v2)2
.

Výsledek. Máme

dω = 0,

což souvisí s tím, že v souřadnicích (U, V ) máme ω = dV . Formu α ∈ Ω1(S2) se nepodaří
nalézt. Později uvidíme důkaz, že to nelze, jakékoliv lokálně dobře definované řešení při
pokusu o rozšíření na celou sféru S2 někde diverguje (tj. zadané dα je příkladem formy
uzavřené, ale nikoliv exaktní). Lokálně α existuje, např. v podobě

α = −1

4
(1 + cos θ) dφ =

1

2(1 + u2 + v2)
(udv − vdu)

=
1

2(1 + U2 + V 2)(U2 + V 2)
(V dU − UdV ) .
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Kapitola 7

Zobrazení indukovaná zobrazením
variet, podvariety

Uvažujme dvě variety M a N a hladké zobrazení φ : M → N . Budeme nyní zkoumat,
jaká zobrazení lze na základě zobrazení φ : M → N definovat mezi různými vektorovými
prostory definovanými v bodech variet M a N a mezi prostory řezů odpovídajících vek-
torových fibrovaných prostorů s bázovými varietami M a N . Dále budeme analyzovat, ve
kterých situacích je třeba se omezit pouze na zobrazení se speciálními vlastnostmi, např.
difeomorfizmy.

7.1 Tečné a kotečné zobrazení
Definice 7.1. Tečné zobrazení φ? v bodě p ∈M indukované zobrazením φ je zobrazení
φ? : TpM → Tφ(p)N definované předpisem

(φ?(X))f = X(f ◦ φ), X ∈ TpM, f ∈ C∞(N). (7.1)

Z definice vidíme, že zobrazení φ? je lineární. V souřadnicích (xi) na U = U◦, kde
p ∈ U , (ya) na V = V ◦, kde φ(p) ∈ V , máme φ? vyjádřené předpisem φ?(X) =

(φ?(X))a ∂
∂ya

∣∣∣
φ(p)

a tedy

φ?(X) = X i ∂ϕ
a

∂xi

∣∣∣∣
p

∂

∂ya

∣∣∣∣
φ(p)

, (7.2)

jak vyplývá ze vztahu (φ?(X))a = (φ?(X))ya = X(ϕa), kde ϕa = ya ◦ φ, X = X i ∂
∂xi

∣∣
p
.

Definice 7.2. Kotečné zobrazení φ? v bodě φ(p) ∈ N indukované zobrazením φ je
zobrazení φ? : T ∗φ(p)N → T ∗pM definované předpisem

(φ?(ω))X = ω(φ?(X)), X ∈ TpM, ω ∈ T ∗φ(p)N. (7.3)

V souřadnicích (xi) na U = U◦, kde p ∈ U , (ya) na V = V ◦, kde φ(p) ∈ V , máme
pro φ? vyjádření φ?(ω) = (φ?(ω))i dxi|p, ω = ωa dya|φ(p), φ?

(
∂
∂xi

∣∣
p

)
= ∂ϕa

∂xi

∣∣
p

∂
∂ya

∣∣∣
φ(p)

(viz

výše), z čehož plyne vztah (φ?(ω))i = ω
(
φ?

(
∂
∂xi

∣∣
p

))
= ωa

∂ϕa

∂xi

∣∣
p
a tedy

φ?(ω) = ωa
∂ϕa

∂xi

∣∣∣∣
p

dxi
∣∣
p
.
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Kotečné zobrazení φ? můžeme dále přirozeně rozšířit na φ? : Λk
φ(p)N → Λk

pM následu-
jícím způsobem:

(φ?(ω))(X1, . . . , Xk) = ω(φ?(X1), . . . , φ?(Xk)), X1, . . . , Xk ∈ TpM, ω ∈ Λk
φ(p)N.

(7.4)
Dále budeme obvykle místo φ?(X), resp. φ?(ω), psát φ?X, resp. φ?ω.

7.2 Indukovaná zobrazení řezů fibrovaných prostorů
Máme definována zobrazení φ? v bodě p, φ? v bodě φ(p). Lze je rozšířit na zobrazení
celého X (M), resp. Ω•(M)? V případě kotečného zobrazení ano. Pro libovolnou k-formu
ω ∈ Ωk(N) definujeme φ?(ω) ∈ Ωk(M) předpisem

(φ?ω)(p)(X1, . . . , Xk) = ω(φ(p))(φ?(X1|p), . . . , φ?(Xk|p))), X1, . . . , Xk ∈ X (M)
(7.5)

(linearita, antisymetrie, závislost pouze na Xi(p) je zřejmá, hladkost je vidět v lokálních
souřadnicích).

Pro f ∈ C∞(N) definujeme φ?f = f ◦ φ, z čehož plyne vztah (φ?X)f = X(φ?f).

Příklad 7.3. Pro γ : R[t]→M máme γ?
( d

dt

)∣∣
t=0

= [γ]. Obecněji: γ?
( d

dt

)∣∣
t

= γ̇(t).

Definice 7.4. Výše zavedené zobrazení φ? : Ω•(N) → Ω•(M) nazýváme pullback při
zobrazení φ : M → N .

Naopak φ? : X (M)→ X (N) obecně definovat nelze. Důvody jsou dva:

1. (φ?X)(φ(p)) ≡ φ?(X|p) není definován na celém N , ale jen na φ(M),

2. (φ?X)(φ(p)) nemusí být korektně definováno: pokud existují dva body p, p̃ ∈ M
takové, že φ(p) = φ(p̃) a současně platí φ?(Xp) 6= φ?(Xp̃) ∈ Tφ(p)N , pak není jasné,
kterou hodnotu bychom měli pro φ?X v bodě φ(p) vybrat.

Pokud je φ difeomorfizmus, pak φ? : X (M)→ X (N) existuje a je definováno předpisem

(φ?X)(φ(p)) = φ?(X|p). (7.6)

Pokud je φ pouze prosté, ale nikoliv surjektivní, je φ?X definováno jako prvek X (φ(M)),
kde φ(M) není nutně otevřená množina. Podobně, pokud pro dané φ a X nevzniká pro-
blém s nejednoznačností, můžeme použít pro výsledek konstrukce bod po bodu označení
φ?X.

Máme-li difeomorfizmus φ : M → N , můžeme definovat též φ? : X (N)→ X (M) jako

(φ?X)f = X(f ◦ φ−1), kde f ∈ C∞(M), tj. φ?X = (φ−1)?X, neboli φ? ◦ φ? = id|X (M) .

Všimněme se, že změna souřadnic na U = U◦ je speciálním případem difeomorfizmu
ϕ(U) ⊂ Rn na Ũ ⊂ Rn a dříve zavedené změny složek vektoru, resp. formy, při změně
souřadnic je možné odvodit z obecných vztahů pro tečné, resp. kotečné, zobrazení.

Při skládání zobrazení φ : M → N, ψ : N → O dostáváme pro tečné a kotečné
zobrazení identity

(ψ ◦ φ)? = ψ? ◦ φ?, (ψ ◦ φ)? = φ? ◦ ψ?. (7.7)

35



Dosazením do definice vnějšího součinu a z definice φ? dále obdržíme vztah

φ?(ω1 ∧ ω2) = φ?ω1 ∧ φ?ω2. (7.8)

Připomeňme se, že odvození použité při důkazu nezávislosti dω na výběru souřadnic,
viz důkaz věty 6.5, není přímo závislé na tom, že se jednalo o difeomorfismus. Tudíž platí
pro libovolnou diferenciální formu ω ∈ Ω•(N) a zobrazení φ vztah dφ?ω = φ?dω, tj.

dM ◦ φ? = φ? ◦ dN , (7.9)

kde dM , resp. dN , je vnější derivace na varietě M , resp. N .

Věta 7.5. Buď φ : M → N , p ∈M, X ∈ TpM, ω ∈ Λk
φ(p)N . Pak platí

φ?(iφ?(X)ω) = iX(φ?ω). (7.10)

Důkaz. Dosazením. �
Na X ∈ X (M), ω ∈ Ω•(N) lze tvrzení věty 7.5 aplikovat, pokud φ je difeomorfizmus.

Věta 7.6. Pro difeomorfizmus φ : M → N platí pro libovolnou dvojici X, Y ∈ X (M)

φ?[X, Y ] = [φ?(X), φ?(Y )]. (7.11)

Důkaz. Nechť p ∈M , f ∈ C∞(N) a φ je difeomorfizmus, tj. φ(M) = N . Pak máme

(φ?[X, Y ])(φ(p))f = [X, Y ](f ◦ φ)(p) = X(Y (f ◦ φ))(p)− Y (X(f ◦ φ))(p)

= X(φ?Y (f) ◦ φ)(p)− Y (φ?X(f) ◦ φ)(p)

= (φ?X(φ?Y (f)) ◦ φ)(p)− (φ?Y (φ?X(f)) ◦ φ)(p)

= ([φ?X,φ?Y ]f)(φ(p))

pro libovolný bod variety N , který jsme mohli vyjádřit ve tvaru φ(p) díky tomu, že φ je
bijekce. �

7.3 Podvariety
Pomocí vlastností hladkého zobrazení φ : M → N definujeme dva odlišné pojmy podva-
riety.

Definice 7.7. Mějme φ : M → N hladké zobrazení. φ nazýváme vnoření (angl. immer-
sion) M do N , pokud φ? je prosté v každém bodě p ∈ M . M pak nazýváme vnořená
podvarieta variety N .

Definice 7.8. Pokud φ je prosté vnoření takové, že pro každý bod p ∈ M existuje okolí
U = U◦ ⊂ N bodu φ(p) a souřadnice (ya)dimN

a=1 na U takové, že φ(M) ∩ U = {q ∈
U | ya(q) = 0, a = 1, . . . , k}, kde k = dimN − dimM , nazýváme zobrazení φ vložení
(angl. embedding) a M nazýváme (vložená) podvarieta variety N kodimenze k.

Obecně platí

Věta 7.9. Whitneyho věta o vnoření: Každá diferencovatelná varieta dimenze n je
difeomorfní nějaké vložené Cω-podvarietě Euklidovského prostoru R2n. (Bez důkazu.)

Bohužel uvedená vložená podvarieta není původní varietou určena zdaleka jednoznačně
a proto není vhodné obecné variety studovat jako podvariety v Rn.
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7.4 Cvičení
Cvičení 7.1. Uvažujte sféru S2[θ, ϕ] zobrazenou do R3[x, y, z] zobrazením φ zadaným rov-
nicemi

x = a sin θ cosϕ, y = b sin θ sinϕ, z = c cos θ,

kde a, b, c ∈ R+. Určete, zda se jedná o vnoření a případně též o vložení. Spočítejte

φ∗

(
∂

∂θ

∣∣∣∣
(θ0,ϕ0)

)
, φ∗

(
∂

∂ϕ

∣∣∣∣
(θ0,ϕ0)

)
, φ?(dx), φ?(dy), φ?(dz),

φ?(dx ∧ dy ∧ dz), φ?
(
xdx
a2

+
ydy
b2

+
zdz
c2

)
.

Výsledek.

φ∗

(
∂

∂θ

∣∣∣∣
(θ0,ϕ0)

)
= a cos θ0 cosϕ0

∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ b cos θ0 sinϕ0
∂

∂y

∣∣∣∣
p

− c sin θ0
∂

∂z

∣∣∣∣
p

,

φ∗

(
∂

∂ϕ

∣∣∣∣
(θ0,ϕ0)

)
= −a sin θ0 sinϕ0

∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ b sin θ0 cosϕ0
∂

∂y

∣∣∣∣
p

,

φ?(dx) = a cos θ cosϕdθ − a sin θ sinϕdϕ,
φ?(dy) = b cos θ sinϕdθ + b sin θ cosϕdϕ,

φ?(dz) = −c sin θdθ, φ?(dx ∧ dy ∧ dz) = 0, φ?
(
xdx
a2

+
ydy
b2

+
zdz
c2

)
= 0,

kde p = φ(θ0, ϕ0). Z maximální hodnosti φ∗ je vidět, že se jedná o vnoření (pro korektnost
by mělo být prověřeno chování zobrazení φ v okolí singulárních bodů sférických souřadnic
θ = 0, π v jiném souřadném systému, např. ve stereografických souřadnicích). Jedná se i
o vložení, vhodné souřadnice z definice 7.8 jsou například sférické úhlové souřadnice θ, φ
doplněné funkcí R =

√
x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
− 1, v nichž máme φ(S2) = {(θ, φ,R)|R = 0}.

Cvičení 7.2. Nalezněte integrální křivku γ vektorového pole

X = z

(
y
∂

∂x
− x ∂

∂y

)
+

∂

∂z
∈ X (R3[x, y, z])

z bodu (x, y, z) = (1, 0, 0). Výsledné zobrazení γ : R[t]→ R3[x, y, z] promítněte do roviny
xy, φ : R[t]→ R2[x, y], φ(t) = (γx(t), γy(t)). Určete φ∗( d

dt

∣∣
t0

), φ?(adx+ bdy), φ?(dx∧ dy).
Jaké podmínce musí vyhovovat Y ∈ X (R[t]), aby existovalo φ∗(Y ) definované na obrazu
φ(R) ⊂ R2?

Výsledek.

γ(t) = (cos
t2

2
,− sin

t2

2
, t), φ(t) = (cos

t2

2
,− sin

t2

2
),

φ∗

(
d
dt

∣∣∣∣
t0

)
= −t0 sin

t20
2

∂

∂x

∣∣∣∣
φ(t0)

− t0 cos
t20
2

∂

∂y

∣∣∣∣
φ(t0)

,

φ?(adx+ bdy) = −t
(
a sin

t2

2
+ b cos

t2

2

)
dt, φ?(dx ∧ dy) = 0,
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přenesené vektorové pole φ∗(X) existuje, pokud pro všechna t ∈ R platí Y = Y t(t) d
dt , kde

Y t
(√

t2 + 4π
)

=
√

t2

t2+4π
Y t (t).

Cvičení 7.3. Uvažujte zobrazení

ψ : R[t]→ S1[ϕ] : ψ(t) = t,

tj. při vyjádření kružnice jako množiny bodů v R2[x, y] máme

ψ(t) = (cos(t), sin(t)) .

Jedná se o vnoření, resp. vložení?

Výsledek. Vnoření ano, neboť ψ∗
( d

dt |t0
)

= d
dϕ |ψ(t0), tj. ψ∗ má hodnost 1, o vložení

nikoliv, neboť ψ není prosté.

Cvičení 7.4. Uvažujte varietu M a její kotečný fibrovaný prostor T ∗M π→ M . Definujme
diferenciální 1–formu λ ∈ Ω1(T ∗M) na kotečném fibrovaném prostoru následovně

λ(α) = π?(α), α ∈ T ∗M.

Na M zvolme souřadnice (xi)ni=1 a na T ∗M souřadnice (xi, pi)
n
i=1, kde

xi(α) = xi(π(α)), pi

(
α = αj dxj

∣∣
q

)
= αi.

Nalezněte souřadnicové vyjádření diferenciální 1–formy λ, spočítejte ω = dλ a ukažte, že
pro každý nenulový X ∈ Tα(T ∗M) je iXω ∈ T ∗α(T ∗M) nenulové.

Výsledek.

λ = pidxi, ω = dpi ∧ dxi,

X = X i
x

∂

∂xi
+Xp

j

∂

∂pj
6= 0⇐⇒ iXω = Xp

i dx
i −Xj

xdpi 6= 0.

38



Kapitola 8

Lieova derivace

Dosud zavedené pojmy umožňují na varietě derivovat funkce ve směru tečného vektoru a
určovat vnější derivaci diferenciálních forem, která je zobecněním totálního diferenciálu
funkcí. Neumíme však derivovat obecnější objekty, tj. diferenciální formy či vektorová
pole, ve směru tečného vektoru či vektorového pole. V této kapitole si jeden možný způsob
derivování, tzv. Lieovu derivaci, zavedeme, později, v kapitole 12, uvidíme i jinou možnost,
tzv. kovariantní derivaci.

Uvažujme tok ΨX daného vektorového pole X ∈ X (M). Z definice ΨX vyplývá, že pro
libovolný bod p ∈M a konstanty s, t ∈ R takové, že levá strana následujícího výrazu má
smysl, platí (viz důsledek 3.15):

ΨX(ΨX(p, s), t) = ΨX(p, t+ s). (8.1)

Pro dostatečně malé okolí U každého p ∈M existuje ε takové, že zobrazení Ψt
X je pro

|t| < ε difeomorfizmus U na Ψt
X(U) a tedy na tomto okolí ∃(Ψt

X)−1 : (Ψt
X)−1 = Ψ−tX . Pro

následující úvahy, kde nás bude zajímat limita limt→0 v nějakém p ∈ M , tedy lze chápat
Ψt
X jako difeomorfizmus za implicitního předpokladu, že t má hodnoty dostatečně blízké

0.

Definice 8.1. Buď X ∈ X (M), ω ∈ Ω•(M). Definujeme Lieovu derivaci diferenciální
formy ω ve směru vektorového pole X předpisem

LXω = lim
t→0

1

t
(Ψt?

Xω − ω). (8.2)

Pro libovolný bod p ∈M tedy platí:

LXω(p) = lim
t→0

1

t
((Ψt?

Xω)(p)− ω(p))) = lim
t→0

1

t

(
Ψt?
X

(
ω
(
Ψt
X(p)

))
− ω(p)

)
.

Vidíme, že LX : Ωk(M)→ Ωk(M).
Pro libovolnou funkci f ∈ C∞(M) platí

LXf = Xf, (8.3)

neboť pro každý bod p ∈M je limt→0
1
t
(f(Ψt

X(p))− f(p)) = Xf(p).

Definice 8.2. Buď X, Y ∈ X (M) vektorová pole. Definujeme Lieovu derivaci vektoro-
vého pole Y ve směru vektorového pole X předpisem

LXY = lim
t→0

1

t
(Ψt?

X(Y )− Y ). (8.4)
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Protože platí limt→0 Ψt
X?(Z) = Z, můžeme postupnými úpravami získat

lim
t→0

1

t
(Ψt?

X(Y )−Y ) = lim
t→0

1

t
(Ψ−tX?(Y )−Y ) = lim

t→0

1

t
Ψ−tX?(Y−Ψt

X?(Y )) = lim
t→0

1

t
(Y−Ψt

X?(Y )).

Takže ekvivalentní definici Lieovy derivace vektorového pole je možné psát ve tvaru

LXY = lim
t→0

1

t
(Y −Ψt

X?(Y )). (8.5)

V dalším výkladu se setkáme též s obecnějšími objekty než s vektorovými poli a
diferenciálními formami, tzv. tenzory, které také bude třeba derivovat.

Definice 8.3. Kovariantní tenzor T k–tého řádu na varietě M je k-lineární (hladké)
zobrazení T : (X (M))k → C∞(M) takové, že T (X1, . . . , Xk)(p) závisí pouze na hodnotách
X1(p), . . . , Xk(p) vektorových polí X1, . . . , Xk v bodě p.

Definice 8.4. Kontravariantní tenzor S k–tého řádu na varietěM je k-lineární zob-
razení takové, že S : (Ω1(M))k → C∞(M) a S(ω1, . . . , ωk)(p) závisí pouze na hodnotách
ω1(p), . . . , ωk(p) diferenciálních 1–forem ω1, . . . , ωk v bodě p.

Pro φ : M → N a kovariantní tenzor T na N definujeme jeho pullback předpisem

(φ?T )(X1, . . . , Xk)(p) = T (φ(p))
(
φ?

(
X1|p

)
, . . . , φ?

(
Xk|p

))
, (8.6)

obdobně pro difeomorfizmus φ : M → N a kontravariantní tenzor S na M definujeme

(φ?S)(ω1, . . . , ωk) (φ(p)) = S(φ?ω1, . . . , φ?ωk)(p). (8.7)

S pomocí těchto označení definujeme Lieovu derivaci libovolného kovariantního tenzoru
na varietěM analogicky k definici Lieovy derivace pro formy. Pro kontravariantní tenzory
užijeme definice Lieovy derivace pro vektorová pole.

8.1 Vlastnosti Lieovy derivace
Věta 8.5. Lieova derivace má následující vlastnosti:

1. d ◦LX = LX ◦ d, tj. pro libovolnou diferenciální formu ω ∈ Ω•(M) platí
dLXω = LXdω,

2. LX ◦ iY = iY ◦LX + iLX(Y ),

3. pro libovolnou dvojici diferenciálních forem ω, τ ∈ Ω•(M) platí
LX(ω ∧ τ) = LXω ∧ τ + ω ∧LXτ ,

4. pro každou trojici vektorových polí platí LX [Y, Z] = [LXY, Z] + [Y,LXZ].

Důkaz. Vlastnost 1 plyne z rovnice (7.9), vlastnost 3 z rovnice (7.8). Vlastnost 2
ukážeme následovně:

LXiY ω = lim
t→0

1

t
(Ψt?

XiY ω − iY ω) = lim
t→0

1

t
(iΨt?XY (Ψt?

Xω)− iY ω)

= lim
t→0

1

t
(iΨt?XY (Ψt?

Xω)− iΨt?XY (ω) + iΨt?XY (ω)− iY ω)

= lim
t→0

1

t
(iΨt?XY (Ψt?

Xω − ω)) + ilimt→0
1
t

(Ψt?X (Y )−Y )ω = iY (LXω) + iLX(Y )ω.
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Z vlastnosti 2 dostáváme využitím LXdf = d(Xf) pro funkci f ∈ C∞(M) důsledek:

LX(Y f) = LX(iY df) = iY LXdf + iLX(Y )df = iY d(Xf) + LX(Y )f,

z čehož plyne X(Y f) = Y (Xf) + (LX(Y ))f neboli

LX(Y ) = [X, Y ]. (8.8)

Z tohoto vztahu a vlastnosti komutátorů pak plyne vlastnost 4. �
Je užitečné si uvědomit

Důsledek 8.6. Jakékoliv zobrazení A : Ω•(M) → Ω•(M) vyhovující pro jisté vektorové
pole X ∈ X (M) podmínkám

A(ω ∧ τ) = (Aω) ∧ τ + ω ∧ (Aτ), d ◦ A = A ◦ d, Af = Xf,

pro všechny diferenciální formy ω, τ ∈ Ω•(M) a hladké funkce f ∈ C∞(M) už nutně musí
být totožné s LX .

Důkaz. Viz A(dxk) = d(Axk) = d(Xxk) = LX(dxk) a vlastnosti Lieovy derivace z
věty 8.5. �

Lemma 8.7. Platí iX(ω ∧ τ) = iXω ∧ τ + (−1)kω ∧ iXτ , kde ω ∈ Λk
pM , τ ∈ Λl

pM ,
X ∈ TpM .

Důkaz.

iX0(ω ∧ τ)(X1, , . . . , Xk+l−1) =
∑
⇀
I
⇀
J

|I|=k,|J |=l

δ
⇀
I
⇀
J

(0,1,...,k+l−1)ω(X⇀
I
)τ(X⇀

J
) =

∑
0∈

⇀
I

(. . . ) +
∑
0∈

⇀
J

(. . . ) =

=
∑
⇀
H
⇀
J

|H|=k−1,|J |=l

δ
⇀
H
⇀
J

(1,...,k+l−1)ω(X0, X⇀
H

)τ(X⇀
J

) +
∑
⇀
I
⇀
G

|I|=k,|G|=l−1

(−1)kδ
⇀
I
⇀
G

(1,...,k+l−1)ω(X⇀
I
)τ(X0, X⇀

G
) =

= (iX0ω ∧ τ)(X1, . . . , Xk+l−1) + (−1)k(ω ∧ iX0τ)(X1, . . . , Xk+l−1).

�

Věta 8.8. Na Ω•(M) platí
LX = d ◦ iX + iX ◦ d. (8.9)

Důkaz. Využitím důsledku 8.6 a lemmatu 8.7. Na funkcích iXf = 0, iXdf = Xf =
LXf . Dále

d(d ◦ iX + iX ◦ d) = d2 ◦ iX + d ◦ iX ◦ d = d ◦ iX ◦ d = (d ◦ iX + iX ◦ d) ◦ d.

Pro ověření všech vlastností ještě zbývá dokázat distributivitu vzhledem k vnějšímu sou-
činu,

(d ◦ iX + iX ◦ d)ω ∧ τ = diXω ∧ τ + (−1)kdω ∧ iXτ + (−1)k−1iXω ∧ dτ + ω ∧ diXτ
+ iXdω ∧ τ + (−1)kiXω ∧ dτ + (−1)k+1dω ∧ iXτ + ω ∧ iXdτ

= ((diX + iXd)ω) ∧ τ + ω ∧ ((diX + iXd)τ).

�
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Důsledek 8.9. Nechť ω ∈ Ω1(M), X, Y ∈ X (M). Pak platí tzv. Cartanův vzorec pro
vnější derivaci 1–formy

dω(X, Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X, Y ]). (8.10)

Důkaz. Připomeňme, že iXω = ω(X) ∈ C∞(M). Využitím rovnice (8.9) dostáváme

dω(X, Y ) = iY iXdω = iY (LXω − diXω) = (iY ◦LX)ω − Y (ω(X))

= (LX ◦ iY )ω − iLX(Y )ω − Y (ω(X)) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X, Y ]).

�
Zobecněním předchozího vzorce získáváme vztah platný pro libovolnou diferenciální

k–formu.

Věta 8.10 (Cartanův vzorec). Vnější derivaci diferenciální formy ω ∈ Ωk(M) vyhod-
nocenou na k + 1 vektorových polích X1, . . . , Xk+1 ∈ X (M) lze vyjádřit ve tvaru

dω(X1, . . . , Xk+1) =
k+1∑
j=1

(−1)j−1Xj(ω(X1, . . . , X̂j, . . . , Xk+1))+ (8.11)

+
k+1∑
i,j=1
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xk+1),

kde stříšky znamenají, že se daný prvek jako argument vynechá.

Důkaz. Indukcí s využitím

iXk+1
. . . iX1dω = −iXk+1

. . . iX2diX1ω + iXk+1
. . . iX3(iX2LX1ω) = . . . ,

kde iX2LX1ω = LX1iX2ω − i[X1,X2]ω, atd. �
Všimněme si, že levá strana Cartanova vzorce (8.11) závisí jen na Xi|p, výrazy na

pravé straně závisejí i na Xi v okolí p ∈ M . Z odvození ovšem vyplývá, že pravá strana
jako celek závisí jen na Xi|p.

Věta 8.11. Pro libovolná vektorová pole X, Y ∈ X (M) platí

[LX ,LY ] = L[X,Y ]. (8.12)

Důkaz. Pro funkce a vektorová pole zřejmé, pro formy:

LXLY −LY LX = diXdiY + diXiY d + iXd2iY + iXdiY d−
− diY diX − diY iXd− iY d2iX − iY diXd

= d ◦LX ◦ iY − d ◦ iY ◦LX + LX ◦ iY ◦ d− iY ◦LX ◦ d
= di[X,Y ] + i[X,Y ]d = L[X,Y ].

�
Důkaz věty 8.11 lze provést též jinak, využitím již známých vlastností z věty 8.5:

[iXd + diX ,LY ] = . . . = −iLY (X)d− diLY (X).
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8.2 Cvičení
Cvičení 8.1. Vyjádřete Lieovu derivaci vektorového pole Y = Y i ∂

∂xi
, diferenciální 1–formy

ω = ωidxi a diferenciální 2–formy τ = τijdxi ∧ dxj podle vektorového pole X = X i ∂
∂xi

.

Výsledek.

LXY =

(
X i∂Y

j

∂xi
− Y i∂X

j

∂xi

)
∂

∂xj
,

LXω =

(
X i∂ωj

∂xi
+ ωi

∂X i

∂xj

)
dxj,

LXτ =

(
X i∂τjk

∂xi
+ τik

∂X i

∂xj
+ τji

∂X i

∂xk

)
dxj ∧ dxk.

Cvičení 8.2. Ukažte, že Lieova derivace libovolné uzavřené diferenciální formy je exaktní.

Návod. Využitím věty 8.8.

Cvičení 8.3. Na R3[x, y, z] uvažujte vektorová poleX1 = x ∂
∂y
−y ∂

∂x
aX2 = x ∂

∂x
+y ∂

∂y
+z ∂

∂z
.

Spočítejte

LXadx, LXady, LXadz, LXa (dx ∧ dy ∧ dz) , a = 1, 2.

Výsledek.

LX1dx = −dy, LX1dy = dx, LX1dz = 0, LXa (dx ∧ dy ∧ dz) = 0,

LXadx = dx, LXady = dy, LXadz = dz, LXa (dx ∧ dy ∧ dz) = 3dx ∧ dy ∧ dz.

Cvičení 8.4. Je zřejmé, že pokud pro vektorová pole X, Y ∈ X (M) platí Ψt
X ◦ Ψs

Y (p) =
Ψs
Y ◦ Ψt

X(p) pro všechna s, t ∈ R, p ∈ M , pro něž mají výrazy smysl, tak též platí
[LX ,LY ] = 0. Ukažte, že naopak [LX ,LY ] = 0 implikuje Ψt

X ◦ Ψs
Y (p) = Ψs

Y ◦ Ψt
X(p),

kdykoliv mají výrazy na obou stranách rovnice smysl.

Návod. Zderivujte dokazovanou identitu podle jednoho z parametrů, např. t, a využijte
větu o existenci a jednoznačnosti řešení obyčejných diferenciálních rovnic. Viz též důkaz
věty 9.11 dále.

Cvičení 8.5. Nechť ω je 2–forma na T ∗M z cvičení 7.4 a f, g ∈ C∞(T ∗M). Definujme
vektorové pole Xf ∈ X (T ∗M) požadavkem

iXfω = −df.

Ukažte, že Xf ∈ X (T ∗M) je tím určeno jednoznačně. Dále ukažte, že LXfω = 0 a
že Xf (g) = LXfg = 0 právě tehdy, když Xg(f) = LXgf = 0. Jednotlivá odvození
provádějte abstraktně bez využití souřadnic i v souřadnicích (xi, pj) na T ∗M zavedených
ve cvičení 7.4.
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Kapitola 9

Geometrická formulace Hamiltonovy
mechaniky

V této kapitole využijeme vybudovaný geometrický aparát k matematicky korektnímu
popisu Hamiltonovy formulace klasické mechaniky. Uvidíme, že základním pojmem je
tzv. symplektická 2–forma, která v sobě kóduje Poissonovy závorky na fázovém prostoru
a též umožňuje přirozené zavedení pojmu kanonické transformace. Hamiltonovy pohybové
rovnice jsou pak popsány jako rovnice pro integrální křivky jistého, tzv. hamiltonovského,
vektorového pole.

Uvažujme varietu N a její kotečný bundle T ∗N . Ze cvičení 4.3 již víme, že je vhodným
objektem pro matematický popis fázového prostoru mechanického systému s konfigurač-
ním prostorem N . Na T ∗N existuje význačná, tzv. kanonická 1-forma definovaná násle-
dujícím předpisem: buď π : T ∗N → N projekce ve fibrovaném prostoru T ∗N . Definujeme
λ ∈ Γ(T ∗(T ∗N)) předpisem

λ(ω) = π?(ω), ω ∈ T ∗N, (9.1)

viz cvičení 7.4.
V lokálních souřadnicích (xi) na U = U◦ ⊂ N zavádíme souřadnice (pi) na T ∗U :

pi(ωk(q) dxk) = ωi(q) pro q ∈ U . Společně (xi, pi) tvoří souřadnice na T ∗U . V nich máme
λ ∈ Γ(T ∗(T ∗U)) vyjádřenu ve tvaru

λ = pi dxi. (9.2)

Dále můžeme uvažovat kanonickou (Cartanovu-Poincarého) 2–formu ω = dλ.
V lokálních souřadnicích (xi, pi) má evidentně tvar

ω = dpi ∧ dxi. (9.3)

Z konstrukce je ω exaktní a tudíž uzavřená. Dále je nedegenerovaná ve smyslu

∀α ∈ T ∗N,X ∈ Tα(T ∗N), X 6= 0 : (∃Y ∈ Ta(T ∗N) : ω(α)(X, Y ) 6= 0) . (9.4)

Poznamenejme, že libovolná nedegenerovaná 2-forma umožňuje bijektivně zobrazit tečný
a kotečný prostor předpisem X ∈ Tα(T ∗N)→ iXω ∈ T ∗α(T ∗N).

Uvedené vlastnosti kanonické 2–formy (9.3) jsou základem pro následující zobecnění.

Definice 9.1. Diferencovatelná varieta M vybavená nedegenerovanou uzavřenou dife-
renciální 2-formou ω se nazývá symplektická. Formu ω pak nazýváme symplektická
2–forma.
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Příklad 9.2. M = T ∗N s formou ω = dλ.

Lemma 9.3. Nechť V je vektorový prostor, ω je nedegenerovaná 2-forma na V . Pak
dimV je nutně sudá.

Důkaz. Nechť (ei) je báze V , (ei) je duální báze V ∗. Pak ω =
∑

i<j ωij e
i∧ej, ei(ej) = δij,

tj. ω(X iei, Y
jej) = X iY jω(ei, ej) =

∑
i<j X

iY j(ωij − ωji). Formu ω budeme nadále cha-
rakterizovat antisymetrickou maticí (ω)ij = 1

2
(ωij − ωji). Pak máme ω(X iei, Y

jej) =∑
i,j(ω)ijX

iY j. Forma ω je nedegenerovaná právě tehdy, když pro všechna X 6= 0 je
(ω)ijX

i 6= 0, což implikuje rank(ω)ij = dimV a tedy det(ω) 6= 0. Pro libovolnou antisy-
metrickou matici A, AT = −A, platí detAT = detA a současně detAT = (−1)dimV detA.
Když je dimV lichá, tak detAT = − detA = detA, tj. detA = 0. Takže nenulovost
determinantu det(ω) implikuje nutně, že dimV je sudá. �

Věta 9.4 (Darboux). Buď (M,ω) symplektická varieta a q bod v M . Pak existuje okolí
U = U◦ ⊂ M , q ∈ U , a souřadnice (pi, x

i)
dimM

2
i=1 na U takové, že ω|U = dpi ∧ dxi. (Bez

důkazu.)

Definice 9.5. Souřadnice z věty 9.4 na symplektické varietě (M,ω) nazýváme Darbou-
xovy.

Nyní se budeme snažit zformulovat hamiltonovskou mechaniku na obecné symplektické
varietě (M,ω). Základní poznatek je, že nedegenerovaná forma ω ∈ Ω2(M) nám umožňuje
ztotožnit TqM a T ∗qM , resp. X (M) a Ω1(M).

Věta 9.6. Zobrazení ϕ : TqM → T ∗qM , kde ϕ(X) = iXω(q) a ω je symplektická 2-forma,
je izomorfizmus vektorových prostorů.

Důkaz. Linearita ϕ : X → iXω je zřejmá. Dále pro jádro ϕ z nedegenerovanosti platí:
X ∈ kerϕ⇔ iXω(q) = 0⇔ (∀Y ∈ TqM)(iXω(Y ) = ω(X, Y ) = 0)⇔ X = 0. �

Důsledek 9.7. Zobrazení ϕ : X (M) → Ω1(M), kde ϕ(X) = iXω a ω je symplektická
2-forma, je izomorfizmus vektorových prostorů.

Důkaz. V každém bodě q ∈ M máme vzájemně jednoznačné zobrazení ϕq. Hladkost
vyplývá z hladké závislosti iXω na X. �

Definice 9.8. Vektorové pole X na symplektické varietě (M,ω) se nazývá

• lokálně hamiltonovské právě tehdy, když iXω je uzavřená, tj. diXω = 0.

• hamiltonovské právě tehdy, když iXω je exaktní ve smyslu: existuje funkce f ∈
C∞(M) taková, že iXω = −df . Pak značíme X ≡ Xf .

Důvod pro předchozí definici vychází z Hamiltonovy mechaniky formulované na ko-
tečném fibrovaném prostoru. Buď M = T ∗N , ω = dpi ∧ dxi a H(pi, x

i) ∈ C∞(M). Pak
máme

XH =
∑
i

(
∂H

∂pi

∂

∂xi
− ∂H

∂xi
∂

∂pi

)
. (9.5)

Tudíž integrální křivky hamiltonovského vektorového poleXH odpovídajícího funkciH(pi, x
i)

jsou řešením Hamiltonových pohybových rovnic

ẋi =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂xi
. (9.6)

45



Věta 9.9. Vektorové pole X ∈ X (M) je lokálně hamiltonovské právě tehdy, když LXω =
0.

Důkaz. ω je uzavřená a tudíž LXω = diXω + iXdω = diXω. �

Věta 9.10. Nechť N je diferencovatelná varieta, τ ∈ Ω•(N), X, Y ∈ X (N). Pak LXτ =
0⇔ ∀t ∈ R, q ∈ N : Ψt?

X (τ(Ψt
X(q))) = τ(q), kdykoliv má Ψt

X(q) smysl. Podobně LXY =
0⇔ Ψt

X?(Y ) = Y.

Důkaz.

d
dt

(Ψt?
Xτ) = lim

s→0

1

s
(Ψs+t?

X τ −Ψt?
Xτ) = lim

s→0
Ψt?
X(

1

s
(Ψs?

X τ − τ)) = Ψt?
XLXτ = 0,

Ψ0?
X (τ) = id?τ = τ.

�

Věta 9.11. Toky komutujících vektorových polí X, Y komutují. Neboli mějme diferen-
covatelnou varietu N a X, Y ∈ X (N) takové, že [X, Y ] = 0. Pak pro všechna q ∈ N ,
s, t ∈ R taková, že výrazy mají smysl, platí

Ψs
Y ◦Ψt

X(q) = Ψt
X ◦Ψs

Y (q). (9.7)

Důkaz. Nechť q ∈ N , γ1 integrální křivka X z q, tj. γ1(t) = Ψt
X(q), vybereme pevně s ∈

R, γ2 integrální křivkaX z q̃ = Ψs
Y (q), tj. γ2(t) = Ψt

X(q̃) = Ψt
X(Ψs

Y (q)). Definujeme γ3(t) =
Ψs
Y (γ1(t)). Platí γ̇2(t) = X(γ2(t)), γ̇3(t) = Ψs

Y ?(γ̇1(t)) = Ψs
Y ?(X(γ1(t))) = X(γ3(t)),

neboť LXY = [X, Y ], a tedy Ψs
Y ?(X) = X. Máme tedy γ2(t), γ3(t), které vyhovují

stejné diferenciální rovnici se stejnou počáteční podmínkou a z jednoznačnosti řešení plyne
γ2(t) = γ3(t). �

Definice 9.12. Nechť (M,ω) je symplektická varieta. Pak zobrazení (transformaci) φ :
M →M nazveme kanonické právě tehdy, když φ?ω = ω.

Definice 9.13. 1–parametrická lokální grupa transformací variety N je takové
zobrazení φ : U = U◦ ⊂ R×N → N , {0} ×N ⊂ U , pro které platí

φ(s, φ(t, q)) = φ(s+ t, q) (9.8)

pro všechna s, t ∈ R, q ∈ N taková, že (t, q) ∈ U a (s, φ(t, q)) ∈ U , a současně

φ(0, q) = q, q ∈ N. (9.9)

Příkladem 1–parametrické lokální grupy transformací je tok libovolného vektorového
pole. Naopak, každá 1–parametrická lokální grupa transformací má díky hladkosti a gru-
pové vlastnosti (9.8) tvar toku vektorového pole pro jednoznačně určené vektorové pole,
zvané generátor 1–parametrické lokální grupy transformací. Generátor lze najít zderivo-
váním X(q) = d

dtφ(t, q)
∣∣
t=0

.

Věta 9.14. Nechť (M,ω) je symplektická varieta, X ∈ X (M). X je lokálně hamiltonov-
ské právě tehdy, když jeho tok Ψt

X definuje 1-parametrickou lokální grupu kanonických
transformací variety M .

Důkaz. LXω = 0⇔ Ψt?
Xω = ω. �
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Definice 9.15. Nechť (M,ω) je symplektická varieta, f, g ∈ C∞(M). Poissonova zá-
vorka na M je bilineární zobrazení {·, ·} : C∞(M)×C∞(M)→ C∞(M) dané předpisem

{f, g} = iXf iXgω. (9.10)

Všimněme si, že Poissonovu závorku lze vyjádřit mnoha ekvivalentními způsoby

{f, g} = iXf iXgω = −iXfdg = −Xf (g) = −iXg iXfω = iXgdf = Xg(f). (9.11)

Konkrétně v Darbouxových souřadnicích máme ω = dpi ∧ dxi, a tedy

{f, g} =
∂f

∂xi
∂g

∂pi
− ∂g

∂xi
∂f

∂pi
. (9.12)

Věta 9.16. Nechť f, g ∈ C∞(M). Pak

X{f,g} = −[Xf , Xg]. (9.13)

Důkaz. h = {f, g} = iXf iXgω, LXgω = 0, LXfω = 0. Proto iXhω = −d(iXf iXgω) =
−LXf (iXgω)+ iXfd(iXgω) = −LXf iXgω+ iXfLXgω = −i[Xf ,Xg ]ω− iXgLXfω = −i[Xf ,Xg ]ω
a tedy Xh = −[Xf , Xg]. �

Věta 9.17. Poissonova závorka vyhovuje Jacobiho identitě, tj. (f, g, h ∈ C∞(M)):

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0.

Důkaz. {f, {g, h}} = iXf iX{g,h}ω = −iXfd{g, h} = −LXf{g, h} = −LXf iXg iXhω =
−iLXf

(Xg)iXhω−iXg iLXf
(Xh)ω. Navíc LXf (Xg/h) = [Xf , Xg/h] = −X{f,g/h}, takže {f, {g, h}} =

iX{f,g}iXhω + iXg iX{f,h}ω = {{f, g}, h}+ {g, {f, h}}. �

Věta 9.18. Nechť f, g ∈ C∞(M), {f, g} = 0. Pak f ◦Ψt
Xg

= f, g ◦Ψt
Xf

= g.

Důkaz. Zřejmý. �
Naopak, máme-li lokální 1-parametrickou grupu kanonických transformací, pak je její

generátor X lokálně hamiltonovské vektorové pole, a tedy existuje na okolí libovolného
bodu lokálně definovaná funkce f ∈ C∞(U) taková, že X = Xf . Pokud daná grupa
kanonických transformací navíc zachovává hamiltonián H, pak lokálně definovaná funkce
f je integrál pohybu.

9.1 Cvičení
Cvičení 9.1. Na sféře S2[u, v] uvažujte 2–formu ω = du∧dv

(1+u2+v2)2
. Ukažte, že ji lze hladce

dodefinovat na celé sféře a že ω je symplektická. Nalezněte tvar obecného hamiltonovského
vektorového pole na S2. Zkonstruujte Darbouxovy souřadnice na vhodném souřadnicovém
okolí.

Výsledek.

ω =
du ∧ dv

(1 + u2 + v2)2
=

dU ∧ dV
(1 + U2 + V 2)2

=
1

4
sin θdθ ∧ dϕ = −1

4
d (cos θdϕ) ,

možné Darbouxovy souřadnice definované tam, kde lze použít sférické souřadnice, jsou
tudíž například p = −1

4
cos θ, x = ϕ. Obecné hamiltonovské vektorové pole má tvar

Xf =
(
1 + u2 + v2

)2
(
∂f

∂u

∂

∂v
− ∂f

∂v

∂

∂u

)
.
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Cvičení 9.2. Ve značení příkladu 9.1 explicitně ověřte LXfω = 0.

Cvičení 9.3. Uvažujme symplektickou varietu (M,ω) a dvoje Darbouxovy souřadnice
(pi, x

i) a (Pi, X
i) na okolí U = U◦ bodu q ∈ M , ω = dpi ∧ dxi = dPi ∧ dX i. Vhodnou

reinterpretací vztahu mezi (pi, x
i) a (Pi, X

i) dokažte lokální existenci vytvořující funkce
kanonické transformace φ definované předpisem(

pi(φ(m)), xi(φ(m)
)

= (Pi(m), X i(m)), m ∈ U.

Návod. Protože oboje souřadnice jsou Darbouxovy, máme

d
(
pidxi − PidX i

)
= ω − ω = 0,

tj. z lokální exaktnosti uzavřených forem plyne existence F ∈ C∞(U) takové, že

dF = pidxi − PidX i. (9.14)

(Abychom se vyhnuli komplikovanému značení, tak jsme předpokládali, že F je definována
na stejném okolí jako souřadnice (pi, x

i) a (Pi, X
i), obecně může být potřeba U zúžit na

menší otevřené okolí Ũ = Ũ◦ ⊂ U .) Pokud i soubor funkcí (xi, Xj) definuje souřadnice na
U , můžeme psát

pidxi − PidX i = dF =
∂F

∂xi
dxi +

∂F

∂X i
dX i,

tj. zjišťujeme, že pi = ∂F
∂xi

a Pi = − ∂F
∂Xi za předpokladu, že parciální derivace provádíme v

souřadnicích (xi, Xj). Pokud nyní definujeme transformaci φ předpisem(
pi(φ(m)), xi(φ(m))

)
= (Pi(m), X i(m))

kdykoliv mají výrazy smysl, tj. Pi(m) ∈ Ran(pi), X
i(m) ∈ Ran(xi), máme transformaci

φ zadánu pomocí vytvořující funkce F prvního druhu známé z teoretické fyziky. Protože
φ?ω = d (pi ◦ φ) ∧ d (xi ◦ φ) = dPi ∧ dX i = ω, je φ kanonická transformace.

Pokud soubor (xi, Pj) též definuje souřadnice na U , můžeme místo F ∈ C∞(U) uva-
žovat F̃ ∈ C∞(U) definovanou předpisem F̃ (m) = F (m) + Pi(m)X i(m), kde F̃ budeme
nyní chápat jako funkci na U vyjádřenou v souřadnicích (xi, Pj). Výpočtem její vnější
derivace a využitím (9.14) získáváme

pi(m) =
∂F̃

∂xi
(m), X i(m) =

∂F̃

∂Pi
(m),

tj. při definici X i(m) = xi(φ(m)), Pi(m) = pi(φ(m)) máme vytvořující funkci F̃ druhého
druhu pro kanonickou transformaci φ.

Cvičení 9.4. Najděte vytvořující funkci pro identickou transformaci na symplektické va-
rietě s Darbouxovými souřadnicemi (xi, pj).

Výsledek.
F̃ = xiPi.

Cvičení 9.5. Uvažujte symplektickou varietu M = R2[x, p], kde (x, p) jsou Darbouxovy
souřadnice a H = x · p. Najděte příslušné hamiltonovské vektorové pole, jeho tok a vy-
tvořující funkci kanonických transformací daných Ψt

XH
.

48



Výsledek.

XH = x
∂

∂x
− p ∂

∂p
, Ψt

XH
(x, p) = (exp(t)x, exp(−t)p) , F̃ (x, P ) = exp(t)x · P.

Cvičení 9.6. Nalezněte všechny funkce f ∈ C∞(R2[x, p]) takové, že {f, x · p} = 0 (kde
opět (x, p) jsou Darbouxovy souřadnice).

Výsledek.

f(x, p) = g(x · p), g ∈ C∞(R).
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Kapitola 10

Integrace forem

Jedním z důvodů pro zavedení diferenciálních forem na varietách je to, že na rozdíl
od funkcí jsou přirozenými objekty, které se na obecné varietě dají integrovat (za před-
pokladu, že varietu vybavíme tzv. orientací, viz níže).

Uvažujme na n-rozměrné varietě M n-formu v lokálních souřadnicích (xi), resp. (x̃j).
Máme

ω = ω12...n dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn = ω1...n(x(x̃))
∂x1

∂x̃i1
. . .

∂xn

∂x̃in
dx̃i1 ∧ . . . ∧ dx̃in

=
∑
I

ω1...n δ
I
(1...n)

∂x1

∂x̃i1
. . .

∂xn

∂x̃in
dx̃1 ∧ . . . ∧ dx̃n = det

∂xi

∂x̃j
· ω1...n(x(x̃)) dx̃1 ∧ . . . ∧ dx̃n

≡ ω̃1...n(x̃) dx̃1 ∧ . . . ∧ dx̃n,

tedy

ω̃1...n(x̃) = det
∂xi

∂x̃j
· ω1...n(x(x̃)), (10.1)

viz cvičení 5.3. Tento vztah připomíná větu o substituci v Lebesgueově integrálu (xi =
ϕi(x̃)): ∫

ϕ(Ω)

f dx1 . . . dxn =

∫
Ω

f ◦ ϕ
∣∣∣∣det

∂ϕi

∂x̃j

∣∣∣∣ dx̃1 . . . dx̃n. (10.2)

V definici integrálu n-formy ovšem narazíme hned na dvě odlišnosti či potenciální
problémy:

1. rozdíl v absolutní hodnotě jakobiánu – řešíme zavedením orientace,

2. možná neexistence globálních souřadnic na M – řešíme pomocí tzv. rozkladu jed-
notky.

Definice 10.1. Orientace reálného vektorového prostoru V , dimV = n, je zobra-
zení σ přiřazující každé n–tici lineárně nezávislých vektorů číslo ±1 a vyhovující

σ(T (e1), . . . , T (en)) =
detT

| detT |
σ(e1, . . . , en) (10.3)

pro všechny lineárně nezávislé n–tice (e1, . . . , en) vektorů e1, . . . , en ∈ V a regulární line-
ární zobrazení T ∈ GL(V ).
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Definice 10.2. Mějme vektorový prostor Rn s orientací σ, U = U◦ ⊂ Rn, diferencovatel-
nou varietu M , dimM ≥ n, hladké zobrazení F : U →M a formu ω ∈ Ωn(M). Označme
Ũ = F (U). Definujeme integrál z formy ω na množině Ũ při parametrizaci F
předpisem ∫

(Ũ ,F )

ω = σ(e1, . . . , en)

∫
U

(F ?ω)1...n dx1 . . . dxn, (10.4)

kde (x1, . . . , xn) jsou souřadnice na Rn ve standardní bázi (e1, . . . , en),

xj(aiei) = aj,

tj. ei ≡ ∂
∂xi

.

Takto definovaný integrál
∫

(Ũ ,F )
ω má následující vlastnost: při výběru jiného U ′, σ′

a F ′ takového, že F ′(U ′) = Ũ a že existuje difeomorfizmus φ : U → U ′ zachovávající
orientaci ve smyslu σ′

(
φ?(

∂
∂x1

∣∣
p
), . . . , φ?(

∂
∂xn

∣∣
p
)
)

= σ
(

∂
∂x1

∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣
p

)
pro všechny

body p ∈ U , TpRn ≡ Rn, pro který současně platí

F = F ′ ◦ φ,

plyne z věty o substituci v Lebesgueově integrálu:∫
(Ũ ,F )

ω =

∫
(Ũ ,F ′)

ω. (10.5)

Pokud je F prosté, tak až na orientaci hodnota integrálu na výběru F nezávisí.

Definice 10.3. Orientace σ variety M , kde dimM = n, je zobrazení přiřazující kaž-
dému bodu p ∈ M orientaci tečného prostoru TpM tak, že pro každé otevřené okolí
U = U◦ ⊂ M a vektorová pole X1, . . . , Xn ∈ X (U) taková, že n–tice tečných vektorů
(X1|q , . . . , Xn|q) je v každém bodě q ∈ U lineárně nezávislá, platí:

f(p) = σ(p)(X1|p , . . . , Xn|p) je konstantní (či ekvivalentně hladká) funkce na U.

Varietu, na níž existuje orientace, nazýváme orientovatelná.

Zavádíme označení: σ(p)(X1|p , . . . , Xn|p) = σ(X1|p , . . . , Xn|p).

Lemma 10.4. Pokud na varietě M dimenze dimM = n existuje diferenciální n–forma
ω ∈ Ωn(M) taková, že ω(p) 6= 0 v každém bodě p ∈ M , pak je M orientovatelná, s
orientací danou předpisem

σ(X1|p , . . . , Xn|p) =
ω(X1, . . . , Xn)(p)

|ω(X1, . . . , Xn)(p) |
.

Příklad 10.5. Na symplektické varietě (M,ω) lze vždy zavést orientaci využitím po-
známky 10.4 pomocí ω̃ = ω ∧ ω ∧ . . . ∧ ω ∈ ΩdimM(M). V Darbouxových souřadnicích
totiž máme

ω̃ = n! · dp1 ∧ dx1 ∧ dp2 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dpm ∧ dxm, kde m =
dimM

2
.

Důsledek 10.6. T ∗M je vždy orientovatelná, M orientovatelná být nemusí.
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Pokud v M existuje uzavřená křivka γ : 〈0, 1〉 → M , U = U◦ ⊂ M a X ∈ X (U)
takové, že

• γ(〈0, 1〉) ⊂ U ,

• ∀t ∈ 〈0, 1〉 křivka γ splňuje γ̇(t) = X(γ(t)),

• a existují lineárně nezávislé vektory E1, . . . , En ∈ Tγ(0)M = Tγ(1)M , tj. báze Tγ(0)M ,
takové, že (Ψ1

X?(E1), . . . ,Ψ1
X?(En)) je báze opačně orientovaná než (E1, . . . , En), tj.

matice přechodu z jedné báze do druhé má záporný determinant,

pak M není orientovatelná.

Příklad 10.7. Möbiův list není orientovatelný.

Definice 10.8. Jsou-li na varietě zadány souřadnice, pak, není-li výslovně řečeno jinak,
předpokládáme, že jsou odpovídající bazická vektorová pole v uvedeném pořadí kladně
orientovaná.

Definice 10.9. Buď M diferencovatelná varieta s orientací σ, dimM = n, U = U◦

souřadnicové okolí se souřadnicemi (xi), ϕ : x(U) ⊂ Rn → U zobrazení inverzní k souřad-
nicím. Buď dále forma ω ∈ Ωn(M) a nosič této formy suppω = {p ∈M |ω(p) 6= 0} ⊂ U .
Definujeme integrál z formy ω na varietě M předpisem∫

M

ω =

∫
(U,ϕ)

ω = σ

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

)∫
x(U)

(ϕ?ω)1...ndx1 . . . dxn.

Dle výše uvedeného nezávisí
∫
M
ω na výběru souřadnic na U .

Nyní zbývá zjistit, jak integrovat formy, jejichž nosič nelze pokrýt jedinou mapou.

Definice 10.10. BuďM diferencovatelná varieta, {Uα}α∈I její otevřené pokrytí. Indexová
množina J a soubor funkcí fβ ∈ C∞(M), β ∈ J , tvoří rozklad jednotky podřízený
pokrytí {Uα}α∈I pokud jsou splněny následující podmínky:

1. (∀β ∈ J)(∃α ∈ I)(supp fβ ⊂ Uα a současně je supp fβ kompaktní),

2. (∀p ∈M)(∃U = U◦ 3 p&∃Kp ⊂ J,#{Kp} < +∞)(∀β ∈ J \Kp)(supp fβ ∩U = ∅),

3. (∀β ∈ J)(∀p ∈M)(fβ(p) ≥ 0),

4. (∀p ∈M)(
∑

β∈J fβ(p) =
∑

β∈Kp fβ(p) = 1).

Věta 10.11. Ke každému otevřenému pokrytí {Uα}α∈I varietyM existuje jemu podřízený
rozklad jednotky. (Přičemž není určen jednoznačně.)

Důkaz. Bez důkazu. K platnosti věty potřebujeme parakompaktnost v definici variety.
�

Definice 10.12. BuďM diferencovatelná varieta s orientací σ, dimM = n a ω ∈ Ωn(M).
Definujeme integrál z n–formy ω na varietě M předpisem∫

M

ω =
∑
β∈J

∫
M

fβ ω, (10.6)

kde {fβ}β∈J je rozklad jednotky podřízený nějakému atlasu {Uα, (xiα)}α∈I .
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Věta 10.13.
∫
M
ω nezávisí na výběru atlasu {Uα, (xiα)}α∈I .

Důkaz. Pomocí společného zjemnění {Uα ∩ Ũβ}α∈I, β∈Ĩ a jemu podřízeného rozkladu
jednotky. �

Věta 10.14. Buď φ difeomorfizmus orientovaných variet M a N stejné dimenze n, za-
chovávající orientaci, ω ∈ Ωn(N), U = U◦ ⊂M . Pak platí:∫

φ(U)

ω =

∫
U

φ?ω. (10.7)

Důkaz. Pomocí rozkladu jednotky převedeme na součet integrálů v Rn, dále viz sub-
stituce v Lebesgueově integrálu. �

10.1 Cvičení
Cvičení 10.1. Zdůvodněte, že pro libovolný vektorový prostor V konečné dimenze s ori-
entací σ, okolí U = U◦ ⊂ V , variety M,N , zobrazení F : U → M , difeomorfismus
φ : M → N a libovolnou ω ∈ Ωn(N) platí∫

(φ(Ũ),φ◦F)
ω =

∫
(Ũ ,F)

φ?ω,

kde Ũ = F (U) a dimV = n.

Návod. Využijte větu o substituci v integrálu a výsledek cvičení 5.3.

Cvičení 10.2. Uvažujte varietu M = S2[u, v] se standardní orientací σ
(
∂
∂u
, ∂
∂v

)
= 1 (viz

definice 10.8) a 2–formu ω = 1
(1+u2+v2)2

du ∧ dv. Spočítejte
∫
S2 ω.

Výsledek.
∫
S2 ω = π, výpočet je nejsnazší v polárních souřadnicích na rovině [u, v].

Cvičení 10.3. Uvažujte symplektickou varietu (M,ω) a kanonické zobrazení φ. Uvažujte
nějaké U = U◦ ⊂ R2k, 2 ≤ 2k ≤ dimM a prosté hladké zobrazení ψ : R2k → M ,
ψ(U) = Ũ . Ukažte, že platí∫

φ(Ũ)

ω ∧ ω ∧ . . . ∧ ω︸ ︷︷ ︸
k−krát

=

∫
Ũ

ω ∧ ω ∧ . . . ∧ ω,

tj. získáváme známé Poincaréovy–Cartanovy integrální invarianty kanonických transfor-
mací.

Cvičení 10.4. Mějme orientovanou varietu (M,σ) dimenze n, formu ω ∈ Ωn(M) a vekto-
rové pole X ∈ X (M). Ukažte, že pro libovolné otevřené okolí U = U◦ ⊂M platí

d
dt

∣∣∣∣
t=0

∫
ΨtX(U)

ω =

∫
U

LXω.

Návod.

d
dt

∣∣∣∣
t=0

∫
ΨtX(U)

ω =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

∫
U

(
Ψt
X

)?
ω =

∫
U

d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
Ψt
X

)?
ω =

∫
U

LXω.
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Cvičení 10.5. V R3[x, y, z] uvažujte ω = − 1√
x2+y2+z2

3 (xdx+ ydy + zdz) a zobrazení

F : (0, 1)→ R3, F (t) =
(
cos(t2), sin(t2), t2

)
, Ũ = F (U).

Určete
∫

(Ũ ,F )
ω.

Výsledek.

F ?ω = −2
t3

√
1 + t4

3dt, −2

∫
t3

√
1 + t4

3dt =
1√

1 + t4
,

∫
(Ũ ,F )

ω =

√
2

2
− 1.

Cvičení 10.6. Stejnou úlohu jako výše řešte pro zobrazení

F : (0, 1)→ R3, F (t) = (cos(t), sin(t), t) , Ũ = F (U).

Výsledek.

F ?ω = − t
√

1 + t2
3dt, −

∫
t

√
1 + t2

3dt =
1√

1 + t2
,

∫
(Ũ ,F )

ω =

√
2

2
− 1.

Cvičení 10.7. Uvažujte S2[θ, φ] vnořenou do R3[x, y, z] předpisem

F (θ, φ) =
1

1 + θ2

π2

(sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)

a

ω =
1√

x2 + y2 + z2
3 (xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy) .

Zdůvodněte, že vnoření F je možné jednoznačným hladkým způsobem definovat na celé
sféře a určete

∫
(S2,F )

ω.

Výsledek.

F ?ω = sin θdθ ∧ dφ,
∫

(S2,F )

ω =

∫
S2

F ?ω = 4π.
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Kapitola 11

Integrace na varietách s hranicí,
Stokesova věta

V této kapitole si prostudujeme základní nástroj pro efektivní výpočty integrálů na vari-
etách, tzv. Stokesovu větu. Lze ji vyjádřit v následujícím, zdánlivě jednoduchém, tvaru∫

M

dω =

∫
∂M

ω. (11.1)

Uvidíme, že jejím využitím snadno dokážeme několik výsledků, které jsme dříve zmínili
bez důkazu.

Ke smysluplné formulaci Stokesovy věty bude třeba vyjasnit, v jakém smyslu je va-
rietě M přiřazena její hranice, o jakou geometrickou strukturu se vlastně jedná a jak je
orientována.

Nejprve definujme integrál z formy přes vnořenou podvarietu.

Definice 11.1. Buď M s orientací σ vnořená podvarieta N , φ : M → N příslušné
vnoření, dimM = m, dimN = n ≥ m. Pak pro ω ∈ Ωm(N) definujeme:∫

(φ(M),φ)

ω =

∫
M

φ?ω. (11.2)

Hodnota integrálu opět nezávisí na konkrétním způsobu parametrizace N , ale může se
lišit pro φ a φ′, která nelze propojit difeomorfizmem ψ : M →M takovým, že φ = φ′ ◦ψ.

Nyní budeme uvažovat dva speciální případy Stokesovy věty, jež nám umožní pochopit
motivaci pro zavedení potřebných pojmů a následně větu odvodit v její obecné podobě.

Příklad 11.2. Uvažujme R2[x, y] a oblast Ω ⊂ R2 vymezenou jako vnitřek konvexního
lineárního obalu Ω = ([(0, 0), (1, 0), (0, 1)]κ)

◦, tj. trojúhelníka s vrcholy (0, 0), (1, 0) a (0, 1).
Hranici tohoto trojúhelníka Ω popíšeme pomocí tří úseček parametrizovaných způsobem

γ1(τ) = (τ, 0),

γ2(τ) = (1− τ, τ), τ ∈ 〈0, 1〉.
γ3(τ) = (0, 1− τ),

Na R2 definujeme orientaci σ((1, 0), (0, 1)) ≡ σ( ∂
∂x
, ∂
∂y

) = 1, úseky hranice oblasti Ω

orientujeme tak, aby σi(
∂
∂τ

) = 1 ⇔ σ(~n, γi?(
∂
∂τ

)) = 1, kde ~n je vnější normála k Ω v
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q ∈ γi((0, 1)) a τ je souřadnice podél γi. Buď ω = ωxdx + ωydy ∈ Ω1(R2) libovolná
1–forma, dω = (∂xωy − ∂yωx) dx ∧ dy. Pak platí:∫

Ω

dω =

∫ 1

0

dx
∫ 1−x

0

dy (∂xωy − ∂yωx) =

∫ 1

0

dy
∫ 1−y

0

dx ∂xωy −
∫ 1

0

dx
∫ 1−x

0

dy ∂yωx =

=

∫ 1

0

dy (ωy(1− y, y)− ωy(0, y))−
∫ 1

0

dx (ωx(x, 1− x)− ωx(x, 0)) =

= −
∫ 1

0

dy ωy(0, y) +

∫ 1

0

dx ωx(x, 0) +

∫ 1

0

dτ (ωy(1− τ, τ)− ωx(1− τ, τ)︸ ︷︷ ︸
γ?2ω, kde γ2(τ)=(1−τ,τ)

) =

=

∫
γ3

ω +

∫
γ1

ω +

∫
γ2

ω =

∫
∂Ω

ω.

Příklad 11.3. BuďM = Rn[x1, . . . , xn] se standardní bází (ei)
n
i=1, orientací σ(e1, . . . , en) =

1, a souřadnicemi xi definovanými předpisem xi(ajej) = ai. Označme nulový vektor e0 ≡ ~0.
Pak definujeme simplex Ω = ([e0, e1, . . . , en]κ)

◦ a jeho hranici ∂Ω =
⋃n
i=0[e0, . . . , êi, . . . , en]κ,

kde stříška zde i dále značí vynechání prvku.
Na ∂Ωi = [e0, . . . , êi, . . . , en]κ zavádíme orientaci opět tak, že σi(f1, . . . , fn−1)(z) ≡

σ(~n, f1, . . . , fn−1)(z), kde f1, . . . , fn−1 ∈ Tz(∂Ωi) a ~n je ven orientovaná normála k nadro-
vině obsahující ∂Ωi.

Dále nechť ω ∈ Ωn−1(V ), kde okolí V = V ◦ ⊂ Rn obsahuje simplex Ω vč. jeho hranice,
Ω ⊂ V . Formu ω a její vnější derivaci dω ∈ Ωn(V ) vyjádříme ve tvaru

ω =
n∑
i=1

(−1)i+1ωi dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn, dω =
n∑
i=1

(
∂ωi
∂xi

)
dx1 ∧ . . . ∧ dxn.

Pro integrál z n–formy dω přes oblast Ω dostáváme (nutno pamatovat na orientaci):∫
Ω

dω =

∫
0<xj<1∑n
j=1 x

j<1

dx1 . . . dxn
n∑
i=1

∂ωi
∂xi

=

=
n∑
i=1

∫
0<xj<1∑n
j=1, j 6=i x

j<1

dx1 . . . d̂xi . . . dxn
(
ωi(x

1, . . . , 1−
∑
i 6=j

xj︸ ︷︷ ︸
i-tá pozice

, . . . , xn)−

−ωi(x1, . . . , 0︸︷︷︸
i-tá pozice

, . . . , xn)

)
=

=
n∑
i=1

∫
0<xj<1∑n
j=1, j 6=i x

j<1

dx1 . . . d̂xi . . . dxn
(
ωi(x

1, . . . , 1−
∑
i 6=j

xj︸ ︷︷ ︸
i-tá pozice

, . . . , xn)

)
+

n∑
i=1

∫
∂Ωi

ω =

=

∫
∂Ω0

n∑
i=1

(−1)i+1ωi dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn +
n∑
i=1

∫
∂Ωi

ω =
n∑
i=0

∫
∂Ωi

ω ≡
∫
∂Ω

ω.

V předposledním rovnítku se orientace souřadnic (x1, . . . , x̂i, . . . , xn) na ∂Ω0 projevila
alternujícím znaménkem (−1)i+1.
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Definice 11.4. Mějme Rp se standardní bází (e1, . . . , ep) a orientací σ, σ(e1, . . . , ep) = 1.
Definujeme standardní p–simplex ∆p jako (e0 ≡ ~0):

∆p = [e0, e1, . . . , ep]κ = {aiei | ai ≥ 0,

p∑
i=1

ai ≤ 1}. (11.3)

Definice 11.5. (Singulární) p-simplex v n–rozměrné varietě M je hladké zobrazení σp
nějakého U = U◦ ⊂ Rp, kde ∆p ⊂ U , do M .

V definici 11.5 se za definiční obor zobrazení bere okolí ∆p a ne samotné ∆p mj.
proto, že chceme, aby byla zajištěna existence derivací na hranicích. Dále pokládáme
σp ≡ σp(∆p).

Dva singulární p-simplexy σp a σ′p (z U ⊂ Rp do M) považujeme za ekvivalentní,
pokud existuje V = V ◦ ⊂ U , ∆p ⊂ V a difeomorfizmus φ : V → φ(V ), ∆p ⊂ φ(V )
takový, že φ(∆p) = ∆p, zachovávající orientaci σ na Rp (tj. σ = σ ◦ φ∗)fTok a splňující
σp|V = σ′p

∣∣
φ(V )
◦ φ|V .

Definice 11.6. (Singulární) p–řetězec v n-rozměrné varietě M je libovolná formální
lineární kombinace singulárních p-simplexů na M (modulo ekvivalence).

Definice 11.7. Operátor hranice ∂ přiřazuje p–řetězcům na M (p− 1)–řetězce násle-
dovně:

• Standardnímu p–simplexu přiřadí

∂∆p =

p∑
k=0

(−1)k∆
(k)
p−1, (11.4)

kde ∆
(k)
p−1 = [e0, . . . , êk, . . . , ep]κ je třeba chápat jako singulární (p − 1)-simplex ve

varietě Rp, ∆
(k)
p−1 : U ⊂ Rp−1 → Rp, kde ∆p−1 ⊂ U .

• Singulárnímu p–simplexu σp přiřadí

∂σp =

p∑
k=0

(−1)kσp ◦∆
(k)
p−1. (11.5)

• Lineárním rozšířením definujeme hranici libovolného singulárního p–řetězce.

Jinak řečeno, operátor hranice přiřazuje p–simplexu orientovaný součet jeho stěn, kde
orientace je indukována vnější normálou a orientací Rp, tj. σ′(f1, . . . , fp−1) = σ(n, f1, . . . , fp−1).

Z elementární geometrie dostáváme ∂2∆p = ∂◦∂(∆p) = 0, neboť každý (p−2)–simplex
[e0, . . . , êi, . . . , êj, . . . en]κ v ∂2∆p vyvstane dvakrát, s opačnými znaménky. Tudíž i obecně
platí

∂2 = 0. (11.6)

Definice 11.8. Buď cp singulární p-řetězec ve varietě M , cp =
∑k

i=1 aiσ
(i)
p . Integrál

p–formy ω přes řetězec cp je definován předpisem∫
cp

ω =
k∑
i=1

ai

∫
(σ

(i)
p (∆p),σ

(i)
p )

ω =
k∑
i=1

ai

∫
∆p

σ(i)?
p ω. (11.7)
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Věta 11.9 (Stokesova pro p–řetězce). Buď cp p–řetězec na varietě M , ω ∈ Ωp−1(M). Pak
platí ∫

cp

dω =

∫
∂cp

ω. (11.8)

Důkaz. Viz integrály po standardních simplexech a definice integrálu po p-řetězci. �

Věta 11.10. Buď N orientovaná varieta, dimN = p, φ její prosté vnoření do variety M .
Buď dále φ(N) kompaktní. Pak existuje triangulace vnořené podvariety N ' φ(N), tj.
její pokrytí p-řetězcem cp =

∑m
k=1 σ

(k)
p , který splňuje:

1. ∀k ∈ m̂ : σ
(k)
p : U (k) = U (k)◦ →M, ∆p ⊂ U (k), σ(k)

p (∆◦p) ⊂ φ(N),

2. ∀k ∈ m̂ : σ
(k)
p je prosté,

3. ∀k ∈ m̂ : σ
(k)
p zachovává orientaci variety φ(N),

4. ∀q ∈ φ(N) :
(
∃1k ∈ m̂ : q = σ

(k)
p (q0), q0 ∈ ∆◦p

)
nebo(

∃k ∈ m̂ : q = σ
(k)
p (q0), q0 ∈ ∆p \∆◦p

)
.

Takový řetězec nazýváme simpliciální.

∂cp ≡ ∂N lze popsat jako konečné sjednocení vnořených variet překrývajících se na
množině míry nula z hlediska

∫
∂cp

. Vnitřní stěny se při integraci (či rovnou v lineární
kombinaci simplexů) navzájem vyruší, neboť jsou v ∂cp vždy obsaženy dvakrát s navzájem
opačnou orientací. Tudíž dostáváme následující větu.

Věta 11.11 (Stokesova). Nechť N je orientovaná prostě vnořená podvarieta M taková,
že N̄ je kompaktní podmnožina M , dimN = p, ω ∈ Ωp−1(M). Pak platí∫

∂N

ω =

∫
N

dω. (11.9)

11.1 Poincaréovo lemma
Zavedení integrace na varietách nám umožňuje dokázat Poincaréovo lemma o lokální
exaktnosti uzavřených forem. Nejprve musíme zobecnit výsledek cvičení 10.4.

Lemma 11.12. Uvažujte varietu M a hladké zobrazení φ : 〈0, 1〉 ×M → M takové, že
pro každé t ∈ 〈0, 1〉 je φt : M → M : φt(p) = φ(t, p) difeomorfismus. Buď V vnořená
podvarieta dimenze k, V (t) = φt(V ). Pak pro libovolnou k–formu ω ∈ Ωk(M) a t ∈ (0, 1)
platí

d
dt

∫
V (t)

ω =

∫
V (t)

LXtω, kde Xt ∈ X (M), Xt(p) =
d
ds

∣∣∣∣
s=t

φs(φ
−1
t (p)). (11.10)

Důkaz. V tomto případě bohužel nemůžeme použít obdobnou argumentaci jako ve
cvičení 10.4, protože zobrazení φ není tokem vektorového pole Xt. Řešením je přidání
další dimenze k naší varietě, tj. budeme uvažovat M̃ = (0, 1) [t] × M , na kterou naše
objekty přeneseme následovně:
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• ω ∈ Ωk(M) můžeme přímo interpretovat jako ω ∈ Ωk(M̃) s tím, že v souřadnicovém
vyjádření nemá žádné členy tvary dt ∧ . . .,

• V (t) definuje vnořenou podvarietu dimenze k v M̃ předpisem Ṽ (t) = {t} × V (t),

• vektorová pole Xt nám definují jedno vektorové pole na M̃ předpisem

X̃
∣∣∣
t,p

=
∂

∂t

∣∣∣∣
t,p

+ Xt|p =
∂

∂t

∣∣∣∣
t,p

+
d
dε

∣∣∣∣
ε=0

φt+ε(φ
−1
t (p)).

Tok vektorového pole X̃ ∈ X (M̃) má tvar

Ψτ
X̃

(t, p) ≡ (t(τ), p(τ)) =
(
t+ τ, φt+τ (φ

−1
t (p))

)
,

jak ověříme výpočtem derivace

ṗ(τ) =
d
dε

∣∣∣∣
ε=0

φt+τ+ε(φ
−1
t (p)) =

d
dε

∣∣∣∣
ε=0

φt+τ+ε(φ
−1
t+τ (φt+τ (φ

−1
t (p)))) =

=
d
dε

∣∣∣∣
ε=0

φt+τ+ε(φ
−1
t+τ (p(τ))) = Xt+τ (p(τ)) = Xt(τ)(p(τ)).

Na základě výsledku cvičení 10.4 můžeme tudíž psát

d
dt

∫
Ṽ (t)

ω =

∫
Ṽ (t)

LX̃ω.

Vzhledem k tomu, že ω nezávisí na t a neobsahuje žádné příspěvky tvaru dt∧ . . ., můžeme
následně psát LX̃ω = LXtω (kde striktně vzato pro účely rovnosti interpretujeme Xt a
ω jako objekty na varietě M̃ s nulovými t–složkami) a

∫
Ṽ (t)

ω =
∫
V (t)

ω. Tím získáváme
dokazovanou identitu (11.10). �

Důsledek 11.13.
d
dt

(φ?tω) = φ?tLXtω

Důkaz. Integrál v (11.10) přeneseme z V (t) = φt(V ) na V pomocí věty 10.14 (pozna-
menejme, že všechny difeomorfismy φt ze spojitosti v parametru t transformují orientaci
V stejně) a využitím libovolnosti integrační oblasti získáváme hledaný důsledek. �

Lemma 11.14. Buď M otevřená jednotková koule v Rn, tj.

M = B(0, 1) = {~x ∈ Rn| |~x| < 1} ⊂ Rn,

a ω ∈ Ωk(M) uzavřená diferenciální k–forma, dω = 0, k ≥ 1. Pak existuje diferenciální
(k − 1)–forma α ∈ Ωk−1(M) taková, že ω = dα.

Důkaz. Budeme uvažovat zobrazení φt(~x) = (1 − t)~x definovaná pro 0 ≤ t ≤ 1.
Odpovídající vektorové pole Xt z lemmatu 11.12 má tvar Xt(~y) = d

ds

∣∣
s=t

1−s
1−t~y = − ~y

1−t ,
kde 0 ≤ t < 1. Máme φ0 = id, φ1 = 0 a tudíž φ?0 = id, φ?1 = 0. Vyjádříme

ω(~x) = (φ?0ω) (~x) = φ?0 (ω(φ0(~x)))− φ?1 (ω(φ1(~x))) = − lim
ε→1−

∫ ε

0

d
ds

(φ?s (ω(φs(~x)))) ds =

= − lim
ε→1−

∫ ε

0

φ?s (LXsω (φs(~x))) = − lim
ε→1−

∫ ε

0

φ?s (diXsω (φs(~x))) ds =

= − lim
ε→1−

d
∫ ε

0

φ?s (iXsω (φs(~x))) ds,
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což lze dále upravit jako d
(
− limε→1−

∫ ε
0
φ?s (iXsω (φs(~x))) ds

)
, pokud limita existuje. Její

existenci ukážeme v souřadnicích. Mějme

ω = ω⇀
I
dx

⇀
I , kde |

⇀

I | = k.

Pro následující úpravy definujme též ωI = δ
⇀
J
I ω⇀J

. Zjišťujeme, že iXω = X iω
i
⇀
J
dx

⇀
J , tj.

iXsω(~y) = − yi

1− s
ω
i
⇀
J

(~y)dy
⇀
J

a

φ?s (iXsω (φs(~x))) = −xiω
i
⇀
J

((1− s)~x)(1− s)k−1dx
⇀
J .

Označíme-li τ = 1 − s, dostáváme hledanou (k − 1)–formu α na B(0, 1) vyjádřenou ve
tvaru

α = −
∫ 1

0

dττ k−1
(
−xiω

i
⇀
J

(τ~x)dx
⇀
J
)

=

(∫ 1

0

dττ k−1ω
i
⇀
J

(τ~x)

)
xidx

⇀
J .

Její hladkost vyplývá z hladké závislosti určitého integrálu hladké funkce na parametrech.
Integrál konverguje díky kompaknosti integrační oblasti. �

Věta 11.15 (Poincaréovo lemma). Buď ω uzavřená k–forma na varietě M , k ≥ 1 a
U = U◦ ⊂ M otevřená podmnožina difeomorfní otevřené kouli v RdimM . Pak existuje
α ∈ Ωk−1(U) taková, že ω|U = dα.

Důkaz. Přenesení lemmatu 11.14 do M difeomorfismem. �

11.2 Cvičení
Cvičení 11.1. Graficky nalezněte triangulaci S2, T 2 = S1 × S1 a B(0, 1). Určete ∂S2,
∂B(0, 1).

Návod. Při zakreslení triangulací do rovinných map na S2, T 2 = S1 × S1 je třeba
kontrolovat, aby se žádný ze simplexů neprotnul v limitních bodech na “okrajích” mapy,
to je častou chybou.

Cvičení 11.2. Uvažujte 2–rozměrnou reálnou varietu C ' R2[x, y] a na ní diferenciální
1–formu s hodnotami v komplexních číslech vyjádřenou následujícím způsobem

ω = f(x, y)dz = (fre(x, y) + ifim(x, y)) (dx+ idy)

= (fre(x, y)dx− fim(x, y)dy) + i (fre(x, y)dy + fim(x, y)dx) , (11.11)

kde f(x, y) = fre(x, y) + ifim(x, y) ∈ C∞(R2,C), tj. fre(x, y), fim(x, y) ∈ C∞(R2) a z =
x + iy. Ukažte, že ω je uzavřená právě tehdy, když f je holomorfní, tj. splňuje Cauchy–
Riemannovy podmínky (uzavřenost formy s hodnotami v komplexních číslech chápeme
jako současnou uzavřenost její reálné a imaginární části zapsané v druhém řádku (11.11)).
Interpretujte Cauchyho větu o integrálu z holomorfní funkce podél uzavřené křivky jako
speciální případ Stokesovy věty.
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Cvičení 11.3. Na varietě M = R3[x, y, z]− {~0} uvažujte

ω =
1√

x2 + y2 + z2
3 (xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy) ∈ Ω2(M)

a dvě podvariety

N1 =

{
(x, y, z) ∈M

∣∣∣∣ (x− 99)2

1002
+ y2 + 30z2 = 1

}
,

N2 =

{
(x, y, z) ∈M

∣∣∣∣ (x− 101)2

1002
+ y2 + 30z2 = 1

}
.

Určete
∫
N1
ω a

∫
N2
ω.

Návod. Využijte skutečnosti, že dω = 0 na celé varietěM (ověřte). Tudíž pro integrační
podvarietuN2, která ohraničuje otevřenou oblast vM , dostáváme ze Stokesovy věty přímo∫
N2
ω = 0. Pro integrační podvarietu N1 stejný argument nefunguje, neboť ve “vnitřku”

N1 leží bod ~0, v němž ω není definována (proto byl vynechán z variety M). Ale Stokesova
věta nám umožňuje integrál převést na integrál přes vhodnější podvarietu obepínající
singulární bod ~0, např. jednotkovou sféru. Následně převedením do sférických souřadnic
(viz cvičení 6.3) a integrací dostáváme

∫
N1
ω = 4π.

Cvičení 11.4. Ukažte, že 2–forma ω = sin θdθ ∧ dφ definovaná na sféře S2 ve sférických
souřadnicích (θ, φ) a hladce dodefinovaná na celé S2 (viz cvičení 5.2) není na S2 exaktní.

Návod. Pokud by exaktní byla, ω = dα, tak
∫
S2 ω =

∫
∂S2 α = 0, neboť hranice sféry

S2 je nulová. Přitom víme, že
∫
S2 ω = 4π, což je hledaný spor.
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Kapitola 12

Variety s dodatečnou strukturou

Podobně jako v případě Hamiltonovské mechaniky, i pro popis elektromagnetismu či
obecné relativity potřebujeme na varietě – časoprostoru jisté dodatečné struktury. Uka-
zuje se, že základním pojmem je metrika, která nám umožní na varietě měřit vzdálenosti
a úhly.

Lemma 12.1. Mějme vektorové prostory V a W konečných dimenzí. Lineární zobrazení
A : V → W je možné interpretovat též jako bilineární zobrazení A : V × W ∗ → R
nebo jako lineární zobrazení A : V ⊗W ∗ → R. Prostory lineárních zobrazení V → W a
lineárních funkcionálů V ⊗W ∗ → R je tedy možné kanonicky ztotožnit.

Důkaz. Uvažujme bázi (ei) prostoru V , bázi (fa) prostoru W a k ní duální bázi (f ∗a)
prostoru W ∗. Zobrazení A je pak zadáno svou maticí Aaj : A(ej) = faA

a
j . Odpovídající

zobrazení AV×W ∗ : V ×W ∗ → R a AV⊗W ∗ : V ⊗W ∗ → R pak konstruujeme následovně:

AV×W ∗(ei, f
∗a) = Aaj , AV⊗W ∗(ei ⊗ f ∗a) = Aaj .

Z předpisu pro změnu matice zobrazení A′aj = (S−1)abA
b
jT

j
i při změně bazí

e′i = T ji ej, f ′a = Sbafb, f ′∗a = (S−1)abf
∗b

vyplývá

A′V×W ∗(e
′
i, f
′∗a) ≡ A′aj = (S−1)abA

b
jT

j
i = AV×W ∗(T

j
i ej, (S

−1)abf
∗b) = AV×W ∗(e

′
i, f
′∗a),

takže definice AV×W ∗ na výběru bazí nezávisí a podobně též pro AV⊗W ∗ .
Rozdíl mezi AV×W ∗ a AV⊗W ∗ je víceméně jen terminologický, tenzorový součin

V ⊗W ∗ v sobě dle definice obsahuje lineární kombinace elementů tvaru v⊗w, v ∈ V,w ∈
W se ztotožněním (v1 + v2)⊗ w = v1 ⊗ w + v2 ⊗ w, v ⊗ (w1 + w2) = v ⊗ w1 + v ⊗ w2 a

λ(v ⊗ w) = (λv ⊗ w) = v ⊗ (λw), λ ∈ R.

Bilinearita zobrazení AV×W ∗ zajišťuje, že

AV×W ∗(λe, f
∗) = AV×W ∗(e, λf

∗) = λAV×W ∗(e, f
∗).

Podobná úvaha platí i pro ekvivalenci z hlediska aditivity, tj. lze konzistentně definovat
hodnotu AV⊗W ∗(v⊗w) nezávisející na volbě vyjádření vektoru v⊗w jako uspořádané dvo-
jice a takto definované zobrazení AV⊗W ∗ je lineární. Nadále nebudeme indexy odlišující,
na co zobrazení A působí, používat a bude to vyplývat z kontextu. �
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Definice 12.2. Tenzor q–krát kovariantní a r–krát kontravariantní na varietě M
je hladké zobrazení, které každému p ∈ M přiřadí T (p) ∈ (T ∗pM)⊗q ⊗ (TpM)⊗r. Prostor
q–krát kovariantních a r–krát kontravariantních tenzorů značíme T rq (M).

Dle Lemmatu 12.1 tenzor T (p) v bodě p lze interpretovat jako multilineární zobrazení

T : (TpM)×q × (T ∗pM)×r → R. (12.1)

Lemma 12.3. Tenzor q–krát kovariantní a r–krát kontravariantní lze též chápat jako
C∞(M)–multilineární zobrazení

T : (X (M))×q × (Ω1(M))×r → C∞(M), (12.2)

tj.

fT (X1, . . . , Xq, ω
1, . . . , ωr) = T (fX1, . . . , Xq, ω

1, . . . , ωr) = . . . =

T (X1, . . . , fXq, ω
1, . . . , ωr) = T (X1, . . . , Xq, fω

1, . . . , ωr) = . . .

pro libovolná X1, . . . , Xq ∈ X (M), ω1, . . . , ωr ∈ Ω1(M), f ∈ C∞(M). Této skutečnosti
často s výhodou využíváme při určování, zda zadané R–multilineární zobrazení je či není
tenzor.

Důkaz. Zřejmý z definice a hladkosti všech uvažovaných objektů. �
Takto definovaný tenzor T se často ve fyzice nazývá tenzorové pole, neboť je defi-

nován v každém bodě variety.

Definice 12.4. Metrika g ∈ T 0
2 (M) na varietěM je 2–krát kovariantní symetrický tenzor

na M nedegenerovaný v každém bodě p ∈M . Varietu M s metrikou g značíme (M, g).
Metrika g na varietě M se nazývá

• riemannovská právě tehdy, když je g(p) pozitivně definitní pro všechna p ∈M ,

• lorentzovská (pseudoriemannovská) právě tehdy, když má g(p) konstantní sig-
naturu (dimM − 1, 1) nebo (1, dimM − 1) pro všechna p ∈M .

Na varietě může být zavedeno více metrik, je třeba vždy uvést, kterou právě uvažujeme.
Zadaná metrika nám poskytuje následující vlastnosti a možnosti:

1. umožňuje měřit délky tečných vektorů a úhly mezi nimi;

2. metrika
g(p) = gij(p) dxi ⊗ dxj ≡ gij(p)dxidxj

se při změně souřadnic transformuje následujícím způsobem (p ∈ M , gij(p) =
gji(p)):

g(p) = g′ij(p) dx
′i ⊗ dx′j, g′ij(p) =

∂xa

∂x′i

∣∣∣∣
p

∂xb

∂x′j

∣∣∣∣
p

gab(p). (12.3)

3. Nechť je M vnořená podvarieta N , Φ : M → N a g riemannovská metrika na N .
Pak

Φ?g ∈ T 0
2 (M) : (Φ?g)(V,W )(p) = g(Φ?(V |p),Φ?(W |p)) (12.4)

definuje riemannovskou metriku na M . Tato metrika se nazývá indukovaná me-
trika. V případě, že g má jinou než definitní signaturu, tak Φ?g nemusí být ne-
degenerovaná, tj. obecně není metrikou (viz světlupodobné směry v Minkowského
prostoročase, na nichž je indukovaný tenzor nulový).
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4. Metrika umožňuje vzájemně jednoznačně zobrazit TpM a T ∗pM pomocí zobrazení
[(p) : TpM → T ∗pM a ](p) : T ∗pM → TpM , pro která platí [ ◦ ] = id a

([(p)V )(W ) = g(V,W ), g(](p)α, V ) = α(V ), V,W ∈ TpM, α ∈ T ∗pM. (12.5)

Dále budeme zkoumat, jakým způsobem lze na varietě zadat derivaci vektorových polí
ve směru tečného vektoru ve zvoleném bodě. Připomeňme, že Lieova derivace není defi-
nována ve směru tečného vektoru, protože potřebujeme znát hodnoty vektorového pole,
podle kterého derivujeme, na okolí bodu, ve kterém derivaci vyhodnocujeme. Tato nesnáz
odpadá při využití následujícího druhu derivace, která je definována námi požadovanými
vlastnostmi, tj. lokální závislostí na směru, ve kterém derivujeme, a derivační vlastností
v argumentu.

Definice 12.5. (Afinní) konexe (často též zvaná kovariantní derivace, angl. affine
connection) na varietě M je zobrazení ∇ : X (M)×X (M)→ X (M) : ∇(X, Y ) ≡ ∇X(Y )
vyhovující vztahům

1. ∇fX+Y (Z) = f∇X(Z) +∇Y (Z),

2. ∇X(aY + Z) = a∇X(Y ) +∇X(Z),

3. ∇X(fY ) = f∇X(Y ) + (Xf)Y ,

pro libovolnou funkci f ∈ C∞(M), konstantu a ∈ R a vektorová pole X, Y, Z ∈ X (M).

Všimněme si, že kvůli třetí podmínce konexe není tenzor, ale rozdíl libovolných dvou
konexí již evidentně tenzor je, což se často s výhodou využívá ve výpočtech výběrem
vhodné referenční konexe.

Mějme na U = U◦ ⊂ M referenční souřadný systém (reper), tj. lokálně definovaná
vektorová pole e1, . . . , en ∈ X (U) taková, že tečné vektorye1|p , . . . , en|p jsou lineárně ne-
závislé ve všech bodech p ∈ U . Definujeme složky konexe∇ vzhledem k reperu (e1, . . . , en),
které značíme Γkij, předpisem

∇ei(ej)(p) = Γkij(p)ek(p). (12.6)

Pro konexi aplikovanou na libovolná dvě vektorová pole vyjádřená v rozkladu do reperu
(e1, . . . , en) ve tvaru X = X iei, Y = Y iei, kde X i, Y i ∈ C∞(U) jsou složky vektorových
polí X a Y vzhledem k reperu, pak získáváme vyjádření

∇X(Y ) = X i∇ei(Y
jej) = X iY jΓkijek +X iei(Y

j) ej = X iY jΓkijek +X(Y j)ej. (12.7)

Speciálně pro ei = ∂
∂xi

máme

∇ ∂

∂xi
(Y ) =

(
Y jΓkij +

∂

∂xi
Y k

)
∂

∂xk
. (12.8)

Složky konexe Γkij obecně nejsou symetrické v indexech i, j.

Definice 12.6. Tenzor torze T ∈ T 1
2 (M) konexe ∇ je dán vztahem:

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ], kde X, Y ∈ X (M). (12.9)
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K ověření, že se jedná o tenzor, stačí dle Lemmatu 12.3 zkontrolovat

T (fX, Y ) = fT (X, Y ), (12.10)

v druhé kovariantní složce to následně plyne z antisymetrie v X, Y , v kontravariantní pak
z vlastnosti párování vektorů a 1–forem 〈T (X, Y ), fω〉 = f〈T (X, Y ), ω〉. Vlastnost (12.10)
ověříme výpočtem z vlastností afinní konexe,

T (fX, Y ) = ∇fXY −∇Y fX − [fX, Y ]

= f∇XY − f∇YX − (Y f)X − [fX, Y ] + (Y f)X

= fT (X, Y )− (Y f)X + (Y f)X = fT (X, Y ).

V souřadnicové bázi ei = ∂
∂xi

je torze nulová právě tehdy, když složky konexe Γkij jsou
symetrické v indexech i, j. V jiných reperech to ale neplatí.

Definice 12.7. Tenzor křivosti R ∈ T 1
3 (M) konexe ∇ je definován vztahem:

R(X, Y )Z = ∇X(∇YZ)−∇Y (∇XZ)−∇[X,Y ]Z, X, Y, Z ∈ X (M). (12.11)

Skutečnost, že křivost je tenzor, lze opět snadno ověřit využitím lemmatu 12.3 a vlast-
ností konexe, podobně jako výše pro tenzor torze.

Máme-li varietu s metrikou (M, g), pak na M existuje význačná konexe ∇LC , která se
nazývá Levi-Civitova. Splňuje vztahy

T (X, Y ) = 0, X(g(Y, Z)) = g(∇LC
X Y, Z) + g(Y,∇LC

X Z), X, Y, Z ∈ X (M) (12.12)

a je jimi určena jednoznačně. V souřadnicích (xi) mají složky Levi-Civitovy konexe ∇LC

tvar
Γijk =

1

2
gil
(

∂

∂xk
gjl +

∂

∂xj
glk −

∂

∂xl
gjk

)
,

kde gil jsou složky matice inverzní k symetrické matici g, gilglk = δik.
Dále se ukazuje, že na varietě s metrikou (M, g) a s orientací σ existuje význačná

forma ωg maximálního stupně, nenulová v každém bodě p ∈M . Je daná předpisem

ωg ≡ volg = σ

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

) √
| det g| dx1∧ . . . ∧ dxn. (12.13)

Skutečnost, že se jedná o dobře definovanou formu vyplývá z toho, že při transformaci
souřadnic máme

dx1∧ . . . ∧ dxn = det

(
∂xj

∂x̃i

)
dx̃1∧ . . . ∧ dx̃n, | det g| =

(
det

(
∂x̃j

∂xi

))2

| det g̃|

a o rozdíl mezi determinantem a jeho absolutní hodnotou se postará transformace orien-
tace

σ

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

)
= sgn det

(
∂x̃j

∂xi

)
· σ
(

∂

∂x̃1
, . . . ,

∂

∂x̃n

)
.

Definice 12.8. Buď (M, g, σ) varieta s metrikou a orientací, f ∈ C∞(M). Pak definujeme
integrál z funkce f na varietě M předpisem∫

M

f =

∫
M

fωg. (12.14)
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Dále nám metrika na n–rozměrné varietě M s orientací σ umožňuje zavést zobrazení
mezi vektorovými prostory Λk

pM a Λn−k
p M , resp. prostory diferenciálních forem Ωk(M) a

Ωn−k(M). Uvažujme α = α⇀
I
dx

⇀
I ∈ Λk

pM a označme α
⇀
I = gi1j1 . . . gikjkαJ (jak již bylo

zavedeno výše, gil jsou složky matice inverzní k matici metriky g). Definujeme

Definice 12.9. Hodgeův duál formy α = α⇀
I
dx

⇀
I ∈ Λk

pM je (n − k)–forma ∗α určená
předpisem

∗ α = (∗α)⇀
J
dx

⇀
J , (∗α)⇀

J
= σ

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

) √
| det g| α

⇀
I δ

(1...n)
⇀
I
⇀
J

. (12.15)

Nezávislost konstrukce ∗α ∈ Λn−k
p M na konkrétní volbě báze se ukáže obdobně jako

výše pro formu ωg.

Příklad 12.10. 1 ∈ C∞(M) ⇒ ∗1 = ωg ∈ Ωn(M).

Opakovanou aplikací Hodgeova operátoru, tj. ∗ ◦ ∗, dostáváme identické zobrazení
až na znaménko závislé na dimenzi variety, stupni formy a signatuře metriky (např. na
riemannovských varietách máme ∗(∗α) = (−1)k(n−k)α pro α ∈ Ωk(M)).

Definice 12.11. Uvažujme varietu M s metrikou g a orientací σ. Definujeme operátor
koderivace d∗ : Ωk(M)→ Ωk−1(M) následovně

d∗β(k) = (−1)s(n,k) ∗ d ∗ β(k), β(k) ∈ Ωk(M), (12.16)

kde s(n, k) určující znaménko závisí na signatuře metriky následovně:

s(n, k) = n(k + 1) + 1, g riemannovská, s(n, k) = n(k + 1), g lorentzovská.

Příklad 12.12. M = R3, g =
∑3

i=1 dx
i ⊗ dxi, α = αidxi ⇒ d∗α = −

∑3
i=1

∂αi
∂xi

= −div~α.

Ve cvičeních níže uvidíme, jak nám právě zavedené pojmy umožňují zapsat Maxwellovy
rovnice v geometrické formulaci dovolující jejich snadné vyjádření v libovolném souřadném
systému na prostoročase, a to i v případě, že je prostoročas zakřivený, tj. s nenulovou
křivostí.

12.1 Cvičení
Cvičení 12.1. Na varietě S2[θ, ϕ] uvažujme metriku g = dθ⊗dθ+sin2 θ dϕ⊗dϕ. Ukažte, že
g = φ?gcart, kde φ(θ, ϕ) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) a gcart = dx⊗dx+dy⊗dy+dz⊗dz.
Nalezněte složky Levi–Civitovy konexe a tenzoru křivosti.

Výsledek. Nenulové složky konexe a křivosti jsou

Γϕθϕ = Γϕϕθ = cotgθ, Γθϕϕ = − sin θ cos θ,

Rθϕ
θ
ϕ = −Rϕθ

θ
ϕ = sin2 θ, Rθϕ

ϕ
θ = Rϕθ

ϕ
θ = −1.

Cvičení 12.2. Na varietě R3[x, y, z] uvažujme kartézskou metriku

gcart = dx⊗ dx+ dy ⊗ dy + dz ⊗ dz.
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Vyjádřete gcart ve sférických souřadnicích [r, θ, φ]. Za předpokladu standardní volby ori-
entace σ

(
∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

)
= 1 nalezněte explicitní vyjádření Hodgeova operátoru

∗ : Ω1(R3)→ Ω2(R3), ∗ : Ω2(R3)→ Ω1(R3)

v obou souřadných systémech a podobně vyjádřete d∗ = (−1)∗◦d◦∗ : Ω1(R3)→ C∞(R3).
Výsledek.

gcart = dr ⊗ dr + r2dθ ⊗ dθ + r2 sin2 θdϕ⊗ dϕ,
α = αxdx+ αydy + αzdz ⇒ ∗α = αxdy ∧ dz + αydz ∧ dx+ αzdx ∧ dy,
β = βxdy ∧ dz + βydz ∧ dx+ βzdx ∧ dy ⇒ ∗β = βxdx+ βydy + βzdz,

α = αrdr + αθdθ + αϕdϕ ⇒ ∗α =
αϕ

sin θ
dr ∧ dθ + sin θ αθdϕ ∧ dr + r2 sin θαrdθ ∧ dϕ,

β = βϕdr ∧ dθ + βθdϕ ∧ dr + βrdθ ∧ dϕ ⇒ ∗β =
βr

r2 sin θ
dr +

βθ
sin θ

dθ + sin θβϕdϕ,

d∗α = − (∂xαx + ∂yαy + ∂zαz) =

= − 1

r2 sin2 θ

(
2r sin2 θαr + r2 sin2 θ

∂αr
∂r

+ sin θ cos θαθ + sin2 θ
∂αθ
∂θ

+
∂αϕ
∂ϕ

)
.

Cvičení 12.3. Uvažujme Maxwellovy rovnice ve vakuu v integrálním tvaru∮
∂S

~E · d~l = − d
dt

∫
S

~B · d~S (Faraday),
∮
S

~B · d~S = 0, (12.17)∮
∂V

~E · d~S =
1

ε0

∫
V

ρdV (Gauss),
∮
∂S

~B · d~l = µ0

∫
S

~j · d~S + ε0µ0
d
dt

∫
S

~E · d~S (Ampér).

(12.18)

Ve stacionárním, tj. na čase nezávislém, i v nestacionárním případě zapište Maxwellovy
rovnice v diferenciálním tvaru v podobě nezávislé na výběru souřadného systému (a tedy
připouštějící i zakřivený prostor(očas)).

Návod. Ve stacionárním případě je využitím Stokesovy věty první série Maxwellových
rovnic plně geometrická, (12.17) implikuje, že vektorovému poli magnetické indukce ~B

odpovídá uzavřená 2–forma B ∈ Ω2(R3) a vektorovému poli intenzity elektrického pole ~E
uzavřená 1–forma E ∈ Ω1(R3), předpisy

E = [( ~E) = Exdx+ Eydy + Ezdz, B = ∗[( ~B) = Bxdy ∧ dz +Bydz ∧ dx+Bzdx ∧ dy.

viz též cvičení 6.1. Pro druhou sérii (12.18) pak potřebujeme využít Hodgeovy duály. Po-
kud vektoru elektrického proudu ~j ∈ X (M) přiřadíme odpovídající 1–formu j ∈ Ω1(R3),
nacházíme úplnou sadu stacionárních Maxwellových rovnic ve tvaru

dB = 0, dE = 0, d∗E =
ρ

ε0
, d∗B = µ0j.

(Prověřte explicitním výpočtem v kartézských souřadnicích.)
V nestacionárním případě naše pole nelze chápat jako vektorová pole na prostoru R3,

neboť závisí i na čase. Proto pro popis využijeme jako varietu Minkowského prostoročas
M = R1,3[t, x, y, z] s odpovídající Minkowského metrikou

gMink = dt⊗ dt− dx⊗ dx− dy ⊗ dy − dz ⊗ dz,
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kde pro jednoduchost předpokládáme, že vhodnou volbou jednotek máme c = 1√
ε0µ0

= 1.
První série Maxwelových rovnic se pak dá ekvivalentně přepsat v podobě dF = 0, kde
2–forma elektromagnetického pole je dána předpisem F = B + E ∧ dt ∈ Ω2(M) a E, B
jsou ze složek vektorů ~E = (Ex, Ey, Ez) a ~B = (Bx, By, Bz) definovány v kartézských
prostorových souřadnicích stejně jako výše. Ověřte, že skutečně

dF = 0

v důsledku Maxwellových rovnic (12.17) a Stokesovy věty.
Druhá série Maxwellových rovnic se dá kompaktně zapsat ve tvaru

d∗F = µ0j,

kde 1–forma čtyřproudu j je dána diskrétním či spojitým rozložením nábojů a jejich
rychlostmi. Máme-li náboje rozložené spojitě s klidovou hustotou ρ0(t, ~x) (tj. hustotou
v lokálním souřadném systému pohybujícím se s náboji), rychlost nábojů v globálních
souřadnicích je ~v(t, ~x) a definujeme γ(t, ~x) = 1√

1−v2(t,~x)
, pak máme

J = ρ0γ
∂

∂t
+ ρ0γ~v ·

∂

∂~x
∈ X (M), j = [

(
ρ0γ

∂

∂t
+ ρ0γ~v ·

∂

∂~x

)
∈ Ω1(M).

68



Rejstřík

C∞(M)-modul, 29
Ck–kompatibilní, 4
k-forma v bodě, 24
řetězec

simpliciální, 58
singulární, 57

řez fibrovaného prostoru, 13
1-forma

kanonická, 44
1-forma v bodě, 23
2–forma

kanonická (Cartanova-Poincaré), 44
symplektická, 44

2-forma
nedegenerovaná, 44

algebra, 18
asociativní, 18
derivace, 19
komutativní, 18
Lieova, 18
nosič, 18

atlas, 3
maximální, 4

Cartanův vzorec, 42

derivace, 19
difeomorfizmus, 5

zachovávající orientaci, 51
Diferenciální 1-forma, 24
diferenciální k-forma, 25
diferenciální forma, 26

exaktní, 31
uzavřená, 31

diferencovatelná struktura, 4
diferencovatelná varieta, 4

fibrovaný prostor, 13
řez, 13
báze, 13
Hopfova fibrace, 22

kotečný, 23
lokální řez, 13
lokální trivializace, 13
přechodová funkce na vlákně, 13
projekce, 13
tečný, 13
triviální, 14
typické vlákno, 13
vektorový, 13
vlákno nad bodem, 13
zobrazení, 14

hladká varieta, 4
Hodgeův duál, 65

integrál z formy
na varietě, 52
při parametrizaci, 51

integrální křivka, 14

kanonické zobrazení, 46
koderivace, 66
komplexní projektivní prostor, 6
konexe, 64

Levi-Civitova, 65
kotečné zobrazení, 34
kotečný prostor, 23
kovariantní derivace, 64

Lieova derivace
formy, 39
vektorového pole, 39

Lieova závorka, 18
lokální grupa transformací, 46
lokální souřadnice, 3
lokálně konečné, 3

mapa, 3
metrika, 63

indukovaná, 63
lorentzovská, 63
riemannovská, 63

69



multiindex, 25

operátor hranice, 57
orientace

variety, 51
vektorového prostoru, 50

přechodová funkce, 4
na vlákně, 13

podvarieta
vložená, 36
vnořená, 36

Poincaréovo lemma, 60
Poissonova závorka, 47
pullback, 35

reálný projektivní prostor, 6
rozklad jednotky, 52

simplex
singulární, 57
standardní, 57

souřadnice
Darbouxovy, 45

stereografické projekce, 6
sumační konvence, 8
symplektická forma, 44

tečné zobrazení, 34
tečný bundle, 13
tečný vektor, 7, 8

derivace ve směru, 7
tenzor, 63

křivosti, 65
kontravariantní, 40
kovariantní, 40
torze, 64

tenzorové pole, 63
tenzorový součin, 62
tok vektorového pole, 14
topologický prostor

Hausdorffův, 3
parakompaktní, 3

věta
Darbouxova, 45
Stokesova, 58
Stokesova pro řetězce, 58

varieta
orientovatelná, 51

symplektická, 44
vektorové pole, 14

úplné, 14
hamiltonovské, 45
lokálně hamiltonovské, 45
tok, 14

vložení, 36
vnější derivace, 29
vnitřní součin, 31
vnoření, 36

zúžení, 31
zjemnění, 3
zobrazení

hladké, 4

70



Literatura

[1] Marián Fecko: Diferenciálna geometria a Lieove grupy pre fyzikov, IRIS 2004, 2008

[2] Theodore Frankel: The Geometry of Physics, Cambridge University Press 1999, 2003,
2011

[3] Jürgen Jost: Geometry and Physics, Springer 2010

[4] S. Helgason: Differential Geometry, Lie Groups, and Symmetric Spaces (Graduate
Studies in Mathematics), American Mathematical Society 2001

[5] Roger Penrose: The Road to Reality: A Complete Guide to the Laws of the Universe,
Knopf 2005

71



02LIAG - Lieovy algebry a grupy

Libor Šnobl
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Úvod

Tento text vznikl na základě jednosemestrálńı přednášky Lieovy algebry a grupy, kterou
od akademického roku 2005/2006 přednáš́ım v magisterském studiu na FJFI ČVUT. Ob-
sahuje úvod do teorie Lieových grup a algeber, zaměřený zejména na pojmy a vědomosti
užitečné pro studenty matematické fyziky. Vzhledem k tomu, že v českém jazyce mě neńı
znám žádný publikovaný úvodńı text srovnatelného rozsahu, doufám, že bude užitečný i
pro daľśı čtenáře.

Obsah přednášky je poměrně obvyklý: po zavedeńı pojmu Lieovy grupy jsou zkoumány
jeho základńı vlastnosti a vztah k Lieovým algebrám. Následně jsou zaváděny potřebné
pojmy z teorie Lieových algeber a formulovány nejd̊uležitěǰśı výsledky. Závěrem a nej-
podstatněǰśım výsledkem kurzu je vysvětleńı klasifikace poloprostých Lieových algeber
a struktury jejich konečněrozměrných reprezentaćı. Přednáška je přednášena v rozsahu
3 hodiny týdně doplněná 2 hodinami cvičeńı. Kapitoly v́ıceméně odpov́ıdaj́ı členěńı na
týdenńı bloky. Cvičeńı jsou zařazena převážně na závěr kapitol, pouze v kapitole o re-
prezentaćıch bylo z pedagogických d̊uvod̊u vhodněǰśı je zařadit př́ımo do textu. Některá
d̊uležitěǰśı cvičeńı jsou doplněna v́ıce či méně podrobným řešeńım.

Původńı koncepce přednášky byla silně ovlivněna učebnicemi [11] a [5]. Tento základ
byl postupně upravován, zpřesňován a rozšǐrován. Z nověǰśı literatury lze jako vhod-
nou doplňkovou učebnici doporučit [3], s ńıž jsou zde použ́ıvaná terminologie a značeńı i
pokrývaná témata v́ıceméně kompatibilńı.

Po prostudováńı tohoto úvodu by čtenář měl být připraven využ́ıt źıskané znalosti
v aplikaćıch např. při studiu diferenciálńıch rovnic nebo v částicové fyzice, či ke studiu
pokročileǰśıch text̊u z oblasti Lieových grup a algeber, např. [6, 7, 10, 12].

Od čtenář̊u očekávám, že již maj́ı znalosti obvyklé u absolvent̊u bakalářského studia
matematiky či teoretické fyziky, zejména z lineárńı algebry, topologie a analýzy. Potřebné
jsou i základńı pojmy z oblasti diferenciálńı geometrie (diferencovatelné variety, vektorová
pole, diferenciálńı formy). V př́ıkladech a cvičeńıch je užitečná základńı znalost kvantové
mechaniky, nebot’ řada př́ıklad̊u má sv̊uj p̊uvod v této oblasti fyziky.

Pro čtenáře hledaj́ıćıho text zaváděj́ıćı pojmy z topologie a diferenciálńı geometrie
dle potřeby, lze doporučit učebnici [13] zabývaj́ıćı se maticovými grupami, ve které lze
též naj́ıt daľśı užitečné úlohy k procvičováńı nebo [8] věnovanou konečným a maticovým
Lieovým grupám. Pro zopakováńı diferenciálńı geometrie lze doporučit např. knihy [4,
5, 9]. Zájemce o často spletitou historii oboru, zde jen stručně zmiňovanou, lze odkázat
na [2].
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K samotnému vzniku textu: rukou psaný text přednášky přepsali studenti Jan Vábek
a Matej Hazala do LATEXu v podobě wikiskript a dali mi jej v této podobě k dispozici pro
daľśı úpravy. Za tuto pomoc, která značně zrychlila přepis přednášky do současné podoby,
jsem jim vděčen. Upozorněńım na chyby ve výkladu a překlepy během let přispěla řada
daľśıch student̊u, at’ již k p̊uvodńım rukopisným poznámkám či k elektronické podobě
textu.

Tento text je určen pro osobńı potřebu a jeho neautorizované š́ı̌reńı neńı dovoleno.
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5.5 Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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10.2 Kořenové diagramy, Cartanova matice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

11 Dynkinovy diagramy a klasifikace poloprostých komplexńıch Lieových
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Kapitola 1

Definice Lieovy grupy a Lieovy
algebry

1.1 Motivace pro studium Lieových grup a algeber

Grupy jsou matematickým nástrojem pro popis symetríı, tj. bijektivńıch transformaćı
ponechávaj́ıćıch studovanou strukturu, objekt apod. beze změny. Pokud jsou tyto symetrie
nav́ıc parametrizované reálnými parametry, je přirozené zkoumat grupy, které maj́ı v sobě
současně zakódovánu hladkou strukturu kompatibilńı se strukturou grupy. Takové grupy
nazýváme Lieovy po norském matematikovi Sophusovi Lie (1842–1899), který je jako
prvńı studoval, mj. v souvislosti se studiem symetríı obyčejných diferenciálńıch rovnic, a
vybudoval značnou část jejich teorie.

Mezi oblasti matematiky a fyziky, v nichž se můžeme s Lieovými grupami setkat, patř́ı

• klasická mechanika – symetrie souviśı podle věty Noetherové s integrály pohybu,

• speciálńı relativita – jako teorie invariantńı vzhledem k Lorentzově (Poincaréově)
grupě,

• kvantová mechanika – v ńıž symetríı s výhodou využ́ıváme při hledáńı spekter (např.
sférická symetrie souviśı s reprezentacemi grupy SO(3), tzv. náhodná degenerace
Coulombova potenciálu s reprezentacemi grupy SO(4)),

• kvantová teorie pole – symetrie představuj́ı jednu ze základńıch součást́ı jej́ı formu-
lace (

”
částice“ jako irreducibilńı reprezentace Poincaréovy grupy),

• kalibračńı teorie elementárńıch částic založené na reprezentaćıch kompaktńıch Lieových
grup; konkrétně standardńı model na grupě SU(3)× SU(2)× U(1),

• teorie diferenciálńıch rovnic – hledáńı řešeńı diferenciálńıch rovnic s využit́ım sy-
metríı, tj. snižováńı řádu obyčejných diferenciálńıch rovnic a hledáńı invariantńıch
řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic,

• diferenciálńı geometrie – Lieovy grupy jsou diferencovatelné variety s řadou speciálńıch
vlastnost́ı.
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1.2 Lieovy grupy

Definice 1.1. Lieova grupa je diferencovatelná varieta G vybavená binárńı operaćı
zvanou grupové násobeńı · : G×G→ G takovou, že

1. (G, ·) je grupa, tj. · je asociativńı, existuje jednotkový prvek e (tj. g·e = e·g = g) a ke
každému prvku g ∈ G existuje prvek inverzńı g−1 ∈ G takový, že g ·g−1 = g−1 ·g = e,
a

2. zobrazeńı · : G×G→ G a ( )−1 : G→ G jsou hladká.

Poznámka 1.2. Zavád́ı se též pojem lokálně n–parametrické topologické grupy,
tj. grupy, která je současně topologickým prostorem vybaveným C0–atlasem (tj. je n–
rozměrnou C0–varietou) a jej́ıž grupové násobeńı a inverze jsou spojité. Dle V. Hilbertova
problému zformulovaného v roce 1900 matematikem D. Hilbertem a vyřešeného v 50.
letech 20. stolet́ı libovolná lokálně n–parametrická topologická grupa je nutně též grupou
Lieovou vzhledem k jednoznačně určené diferencovatelné struktuře tř́ıdy C∞. Bez d̊ukazu.

Př́ıklad 1.3. Bud’ V vektorový prostor konečné dimenze n nad tělesem reálných č́ısel.
Pak G = GL(V ) = {A ∈ L(V )|∃A−1} je Lieova grupa vzhledem ke skládáńı zobrazeńı,
dimGL(V ) = n2. Ekvivalentně, po zapsáńı zobrazeńı ve zvolené bázi, G = GL(n,R) =
{A ∈ Rn,n| detA 6= 0} je Lieova grupa vzhledem k násobeńı matic.

D̊ukaz. Zobrazeńı det : Rn,n → R je C∞(Rn,n,R), G = det(−1)(R \ {0}) = G◦ je tud́ıž
otevřená podmnožina Rn,n a tedy triviálně diferencovatelná varieta. Splněńı podmı́nek
hladkosti · a ( )−1 plyne z (AB)ij = AikB

k
j a A−1 = 1

detA
Aadj, nebot’ složky součinu,

determinantu i adjungované matice jsou polynomy ve složkách p̊uvodńı matice (resp.
matic) a detA 6= 0 pro všechna A ∈ G.

Poznámka 1.4. GL(n,C) ⊂ Cn,n ' Cn·n ' R2n·n, dimGL(n,C) = 2n2. Lze ji též chápat
jako komplexńı Lieovu grupu dimenze n2, tj. grupu, která je současně komplexńı vari-
etou (tj. vybavenou atlasem zobrazuj́ıćım do Cm, s holomorfńımi přechodovými funkcemi)
a jej́ıž grupové násobeńı a inverze jsou holomorfńı. Teoríı komplexńıch Lieových grup se
nebudeme zvlášt’ zabývat. Každá komplexńı Lieova grupa je zároveň Lieovou grupou dle
definice 1.1 dvojnásobné dimenze, ale naopak to obecně neplat́ı (a to ani pokud G je
přirozeně definována jako podmnožina v nějakém Cd).

Definice 1.5. Maticové Lieovy grupy jsou takové vložené podvarietyGL(V ),GL(n,R)
nebo GL(n,C), které jsou současně uzavřené vzhledem k maticovému násobeńı a inverzi1.
Př́ıklady takových grup jsou

• speciálńı lineárńı grupa SL(n,R) = {A ∈ GL(n,R)| detA = 1},

• ortogonálńı grupa O(n) = {O ∈ GL(n,R)|OTO = I},

• unitárńı grupa U(n) = {U ∈ GL(n,C)|U †U = I},

kde I = diag(1, . . . , 1) znač́ı jednotkovou matici.
Lze definovat i maticové grupy nad nekomutativńım tělesem kvaternion̊u

H = R–span{1, i, j, k}
1Ne všechny Lieovy grupy jsou maticové či jim izomorfńı.
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s násobeńım definovaným relacemi i2 = j2 = k2 = −1, i · j = k. V konkrétńıch situaćıch
tento popis může být výhodný, např́ıklad ortogonálńı kvaternionová grupa maticového
rozměru 1 je jiným popisem grupy SU(2), dále zavedené symplektické grupy jsou přirozeně
definované jako ortogonálńı kvaternionové grupy. Obecně ovšem lze každou kvaterniono-
vou maticovou grupu v GL(n,H) chápat jako vloženou podgrupu v GL(2n,C).

Pro studium maticových grup je d̊uležitá dobře známá věta o implicitńı funkci v
následuj́ıćı geometrické podobě

Věta 1.6 (Věta o implicitńı funkci). Bud’ F : M → V hladké zobrazeńı variet dimenze
dimM = n, dimV = r a bod q ∈ F (M) ⊂ V . Pokud

rankF∗|p = r, ∀p ∈ F (−1)(q)

pak F (−1)(q) je (n − r)–rozměrná vložená podvarieta M . Tečný prostor k podvarietě
F (−1)(q) v bodě p je roven

TpF
(−1)(q) = kerF∗|p.

Pro libovolný zvolený prvek g ∈ G definujeme dva význačné difeomorfismy Lg, Rg :
G → G předpisem Lgh = g · h, Rgh = h · g, ∀h ∈ G. Nazývaj́ı se levá, resp. pravá
translace.

Definice 1.7. Levoinvariantńı, resp. pravoinvariantńı, vektorová pole X ∈ X (G)
jsou vektorová pole splňuj́ıćı X = Lg∗X, resp. X = Rg∗X pro všechna g ∈ G.

Poznámka 1.8. V daném bodě h ∈ G předchoźı definice znamená X|gh = Lg∗(X|h), resp.
X|hg = Rg∗(X|h).
Poznámka 1.9. Levoinvariantńı vektorové pole je jednoznačně určeno svým tečným vek-
torem v libovolném pevně zvoleném bodě g ∈ G (obvykle se voĺı e), tj. X|g = Lg∗(X|e)
protože Lg ◦ Lh = Lgh, Lg∗ ◦ Lh∗ = Lgh∗.

Věta 1.10. Vektorový prostor levoinvariantńıch vektorových poĺı g ⊂⊂ X (G) je izomorfńı
TeG, tj. g ' TeG.

D̊ukaz. Mějme X̃ ∈ TeG, pak můžeme definovat zobrazeńı X : G→ TG, X(g) = Lg∗(X̃),
tj. Xg ∈ TgG. Použit́ım libovolné křivky, k ńıž je X̃ tečný

γ : (a, b) ⊂ R→ G, a < 0 < b, γ(0) = e, γ̇(0) = X̃

máme
ϕ(g, t) = g · γ(t) = Lg(γ(t)) ⇒ ϕ ∈ C∞(G× (a, b), G).

V d̊usledku X(g) = Lg∗(X̃) ∈ TgG záviśı na g hladce, nebot’

Lg∗(X̃) = Lg∗
d

dt

∣∣∣∣
t=0

γ(t) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Lg(γ(t)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ϕ(g, t).

Při zápisu mohou vznikat nejasnosti ve značeńı, kdy symbol X ∈ g může značit
vektorové pole na G nebo pouze odpov́ıdaj́ıćı tečný vektor z TgG. Budeme se snažit tyto
pojmy rozlǐsovat (X vektorové pole, X|g nebo X(g) tečný vektor v bodě g), často je však
čtenář nucen pochopit význam symbol̊u z kontextu.
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Poznámka 1.11. Pro připomenut́ı – kotečné zobrazeńı p̊usob́ı na funkce předpisem

(φ∗f)(p) = (f ◦ φ)(p).

Věta 1.12. Vektorové pole X ∈ X (G) chápané jako zobrazeńı X : C∞(G) → C∞(G) je
levoinvariantńı právě tehdy, když pro všechna g ∈ G plat́ı

L∗g ◦X = X ◦ L∗g. (1.1)

D̊ukaz. Pro ψ : M → N , p ∈M , X|p ∈ TpM , f ∈ C∞(N) plat́ı:

ψ∗(X|p)f = X|p(f ◦ ψ) = X|p(ψ∗(f)) = (X|p ◦ ψ∗)f.

Pro g, h ∈ G, X ∈ g a f ∈ C∞(G) tedy plat́ı:

Lg∗(X|h)f = (X|h ◦ L
∗
g)f =

((
X ◦ L∗g

)
f
)

(h)

= X|gh f = (Xf)(gh) = (Xf)(Lgh) =
(
L∗g(X(f))

)
(h) =

(
(L∗g ◦X)f

)
(h)

a tud́ıž X◦L∗g = L∗g◦X. Naopak, z rovnice výše X◦L∗g = L∗g◦X implikuje levoinvariantnost
X v každém bodě h ∈ G.

Důsledek 1.13. Pro levoinvariantńı vektorová pole X, Y ∈ g plat́ı

L∗g ◦ [X, Y ] = [X, Y ] ◦ L∗g,

tj. g je uzavřená vzhledem ke komutaci.

D̊ukaz.

L∗g ◦ [X, Y ] = L∗g ◦X ◦ Y − L∗g ◦ Y ◦X = X ◦ L∗g ◦ Y − Y ◦ L∗g ◦X =

= X ◦ Y ◦ L∗g − Y ◦X ◦ L∗g = [X, Y ] ◦ L∗g

1.3 Lieova algebra Lieovy grupy

Definice 1.14. Algebru g = {X ∈ X (G)|X = Lg∗X} levoinvariantńıch vektorových poĺı
na Lieově grupě G nazýváme Lieovou algebrou Lieovy grupy G.

Definice 1.15. Lieova algebra (A,+, ·, [., .]) je vektorový prostor (A,+, ·) vybavený
bilineárńım zobrazeńım [., .] : A× A→ A splňuj́ıćım:

1. [X, Y ] = −[Y,X] (antisymetrie),

2. [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 (Jacobiho identita)

pro všechna X, Y, Z ∈ A. Zobrazeńı [., .] se nazývá Lieova závorka.

Definice 1.16. Uvažujme bázi (Xi)
dimA
i=1 prostoru A. Lieova závorka [., .] je určena svým

p̊usobeńım na bazické vektory, [Xi, Xj] = cij
kXk. cij

k se nazývaj́ı strukturńı konstanty
Lieovy algebry A v bázi (Xi).
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Poznámka 1.17. Strukturńı konstanty splňuj́ı

cij
k = −cjik , cil

mcjk
l + cjl

mcki
l + ckl

mcij
l = 0 . (1.2)

v d̊usledku antisymetrie a Jacobiho identity.

Poznámka 1.18. Tečné vektory X z gl(n,R) ' TeRn,n jsou v souřadnicovém zápisu
X = X i

j
∂
∂xij
|e, kde xij jsou standardńı souřadnice na GL(n,R), xij(A) = Aij. Takže prvky

maticové Lieovy algebry lze chápat jako matice, pro maticové Lieovy grupy jsou jejich Lie-
ovy algebry vektorové prostory matic odpov́ıdaj́ıćı dimenze a Lieova závorka je komutátor
matic (což dokážeme později).

Př́ıklad 1.19. Afinńı transformace Af(1) na R.
Souvislá komponenta grupy afinńıch transformaćı reálné př́ımky se dá parametrizovat
následovně: Af(1) = (R+ × R, (x, y) · (x̃, ỹ) = (xx̃, xỹ + y)). Tuto grupu lze též zapsat
maticově, tj. grupové násobeńı přecháźı v násobeńı matic a samotná množina je zapsána
jako Af(1) = {( x y0 1 ) , x ∈ R+, y ∈ R}.

Podoba Lieovy algebry se urč́ı z požadavku na levoinvariantnost obecného vektorového
pole určeného v e = (1, 0). Uvažujme tečný vektor ve tvaru X|e = α∂x|e + β∂y|e. Levoin-
variantnost vede na

X|(a,b) f = L(a,b)∗ X|(1,0) f = X|(1,0) (f ◦ L(a,b)) =

(
α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
f(ax, ay + b)|(x,y)=(1,0) =

= a

(
α
∂

∂x
f(x, y)|(a,b) + β

∂

∂y
f(x, y)|(a,b)

)
.

Vid́ıme tedy, že X = αx∂x+βx∂y, Lieova algebra je af(1) = span{X1, X2}, kde X1 = x∂x,
X2 = x∂y. Pro kontrolu si můžeme spoč́ıtat komutátor [X1, X2] = X2, tj. af(1) je skutečně
Lieova algebra.

V př́ıpadě matic máme af(1) = TeAf(1) =
{(

α β
0 0

)
|α, β ∈ R

}
, a bazické vektory

ztotožňujeme pomoćı tečných vektor̊u ke křivkám γ1(t) = ( 1+t 0
0 1 ), γ2(t) = ( 1 t

0 1 ) s ma-
ticemi z TeAf(1)) následovně: X1|e = ( 1 0

0 0 ) a X2|e = ( 0 1
0 0 ).

Poznámka 1.20. Maticové grupy.

Uvažme maticovou grupu G = GL(n,R), za souřadnice považujeme složky matice gij.
Podobně jako v minulém př́ıkladě chceme vědět, jak vypadá v libovolném bodě g ∈ G
obecné levoinvariantńı vektorové pole X, které je určeno svou hodnotou v e, tj. X|e =
αij

∂
∂xij
|e. Bud’ f ∈ C∞(G), f = f(xij). Podmı́nka levoinvariance:

X i
j(g)

∂

∂xij
|gf = X|gf = (Lg∗X|e)f = X|e(f ◦ Lg) = αlm

∂f(gikx
k
j )

∂xlm

∣∣∣∣∣
e

=

= αlm
∂f

∂xop

∣∣∣∣
g

∂(gokx
k
p)

∂xlm

∣∣∣∣∣
e

= αlmg
o
k

∂f

∂xop

∣∣∣∣
g

δkl δ
m
p = αkj g

i
k

∂f

∂xij

∣∣∣∣
g

= gikα
k
j∂

j
i |gf.

Takže X i
j(g) = gikα

k
j , X(g) = gikα

k
j

∂
∂xij

∣∣∣
g
.

1.4 Cvičeńı

Cvičeńı 1.1. Ukažte, že SL(n,R) = {A ∈ GL(n,R)| detA = 1} je maticová Lieova grupa
a najděte jej́ı Lieovu algebru.
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Řešeńı. Splněńı podmı́nky pro podvarietu je d̊usledkem věty o implicitńı funkci 1.6. Vy-
bereme

f = Rn,n → R, f(A) = detA =
∑
π∈Sn

sgnπ
n∏
i=1

Ai,π(i)

(kde Aij znač́ı prvky matice A). Jeho tečné zobrazeńı je určeno

f∗|AB = lim
t→0

det(A+ tB)− det(A)

t
= det(A) · lim

t→0

det(I + tA−1B)− 1

t
= detA · trA−1B.

Tud́ıž pro libovolný A ∈ SL(n,R) stač́ı dosadit B = A pro ověřeńı maximálńı hodnosti
zobrazeńı f∗ v bodě A: f∗|A(A) = 1, tj. SL(n,R) je vložená podvarieta GL(n,R). Že se
jedná o podgrupu je zřejmé z det(AB−1) = detA

detB
= 1, tj. AB−1 ∈ SL(n,R) pro libovolné

A,B ∈ SL(n,R). Lieova algebra je pak určena předpisem

sl(n,R) ' TISL(n,R) = ker f∗|I = {A ∈ gl(n,R) ' Rn,n|trA = 0}. (1.3)

Cvičeńı 1.2. Definujme matici J = diag(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p

,−1,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
q

), kde p + q = n.

Využit́ım zobrazeńı F (A) = ATJA ukažte, že pseudoortogonálńı grupa

O(p, q) =
{
A ∈ Rn,n|ATJA = J

}
je maticová Lieova grupa a najděte jej́ı Lieovu algebru. Pokud q = 0 jedná se o grupu
ortogonálńı O(n), Pr̊unik SO(p, q) = O(p, q)∩SL(n,R), resp. SO(n) = O(n)∩SL(n,R),
pak je grupa speciálńı pseudoortogonálńı, resp. speciálńı ortogonálńı.

Řešeńı. V tomto př́ıpadě voĺıme

F = Rn,n → Sym(Rn,n) = {A ∈ Rn,n|A = AT}, F (A) = ATJA− J

a postupujeme analogicky. Jádro tečného zobrazeńı F∗ v grupové jednotce I určuje Lieovu
algebru

o(p, q) ' so(p, q) ' TIO(p, q) = kerF∗|I = {A ∈ Rn,n|ATJ + JA = 0}, (1.4)

která je stejná i pro grupu SO(p, q), nebot’ na okoĺı I jsou obě grupy difeomorfńı.

Cvičeńı 1.3. Využit́ım zobrazeńı F (A) = A†JA ukažte, že pseudounitárńı grupa

U(p, q) =
{
A ∈ Cn,n|A†JA = J

}
(1.5)

je (reálná) maticová Lieova grupa a najděte jej́ı Lieovu algebru. Pokud q = 0 jedná se
o grupu unitárńı U(n), Pr̊unik SU(p, q) = U(p, q) ∩ SL(n,C), resp. SU(n) = U(n) ∩
SL(n,C), pak je grupa speciálńı pseudounitárńı, resp. speciálńı unitárńı.

Řešeńı.

u(p, q) = {A ∈ Cn,n|A†J + JA = 0}, su(p, q) = {A ∈ Cn,n|A†J + JA = 0, trA = 0}.
(1.6)

Cvičeńı 1.4. Definujme matici

J =

(
0 I
−I 0

)
∈ R2n,2n.

Využit́ım zobrazeńı F (A) = ATJA ukažte, že symplektická grupa

Sp(2n,R) =
{
A ∈ R2n,2n|ATJA = J

}
(1.7)

je maticová Lieova grupa a najděte jej́ı Lieovu algebru.
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Řešeńı.

F : R2n,2n → R2n ∧ R2n =
{
A ∈ R2n,2n|A+ AT = 0

}
,

sp(2n,R) = {A ∈ R2n,2n|A†J + JA = 0}

=

{
A =

(
a b
c d

)
, a, b, c, d ∈ Rn,n|b = bT , c = cT , d = −aT

}
. (1.8)
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Kapitola 2

Vztah mezi Lieovou grupou a jej́ı
algebrou

Ukazuje se, že existuje význačné přirozeně definované zobrazeńı z Lieovy algebry g do j́ı
odpov́ıdaj́ıćı Lieovy grupy G, tzv. exponenciela, které ukazuje, že v jistém smyslu Lieova
grupa a jej́ı Lieova algebra jsou lokálně totéž. Jeho konstrukćı se budeme zabývat v této
kapitole. Následně se budeme zabývat jeho globálńımi vlastnostmi, tj. kdy je celá grupa
obrazem algebry při tomto zobrazeńı.

Definice 2.1. Hladké zobrazeńı φ : G→ H Lieových grup G a H je

• homomorfismus G a H pokud φ(g ·G h) = φ(g) ·H φ(h) pro všechna g, h ∈ G,

• izomorfismus G a H pokud φ je bijektivńı homomorfismus a φ−1 je hladké.

Definice 2.2. Jednoparametrická podgrupa v G je homomorfismus ϕ : (R,+)→ G.

Důsledek 2.3. Obraz jednoparametrické podgrupy je podgrupa H v G izomorfńı jed-
norozměrné diferencovatelné varietě, tj. celému tělesu reálných č́ısel R nebo kružnici S1.
Definice jednoparametrické podgrupy v sobě obsahuje i preferovanou parametrizaci, tj.
výběr souřadnice na H. Plat́ı ϕ(s + t) = ϕ(s) · ϕ(t) = ϕ(t) · ϕ(s), tedy nutně ϕ(0) = e a
jednoparametrická podgrupa je vždy komutativńı.

Př́ıklad 2.4. Pro maticovou grupu G máme

ϕ̇(t) = ϕ(t) · ϕ̇(0)︸︷︷︸
konst.

= Lϕ(t)∗ (ϕ̇(0))

= ϕ̇(0) · ϕ(t) = Rϕ(t)∗ (ϕ̇(0))

Obecně pak plat́ı

ϕ(s+ t) = ϕ(t)ϕ(s) ≡ Lϕ(t)ϕ(s), proto ϕ̇(t)︸︷︷︸
∈Tϕ(t)G

=
d

ds

∣∣∣∣
0

(
Lϕ(t)ϕ(s)

)
= Lϕ(t)∗ ϕ̇(0)︸︷︷︸

∈TeG

. (2.1)

Vid́ıme tedy, že pokud najdeme pro danou ϕ(t) levoinvariantńı pole X ∈ g, X|e = ϕ̇(0),
pak plat́ı ϕ̇(t) = Lϕ(t)∗(X|e) = X|ϕ(t).

Důsledek 2.5. Jednoparametrické podgrupy v G jsou integrálńı křivky levoinvariantńıch
vektorových poĺı, tj. element̊u Lieovy algebry g, vycházej́ıćı z e.
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Poznámka 2.6. Mějme X ∈ g. Pak z věty o existenci a jednoznačnosti řešeńı obyčejných
diferenciálńıch rovnic v́ıme, že existuje ε > 0 a integrálńı křivka ϕ vektorového pole X
vycházej́ıćı z e ∈ G definovaná pro křivkový parametr t ∈ (−ε, ε). Vzhledem k levoinvari-
antnosti X je Lg ◦ϕ integrálńı křivka vektorového pole X vycházej́ıćı z g ∈ G, definovaná
opět pro stejný interval hodnot křivkového parametru t ∈ (−ε, ε). Tud́ıž máme definován
tok ΨX : G × (−ε, ε) → G. Vzhledem k tomu, že ε je stejné pro všechna g ∈ G, lze
pohybem podél integrálńı křivky interval dané délky (−ε, ε) posouvat např. o ε/2 a t́ım
definovat integrálńı křivku pro všechny hodnoty t ∈ R. Proto je ΨX : G × R → G, tj.
levoinvariantńı vektorové pole X je úplné.

2.1 Exponenciálńı zobrazeńı

Využit́ım integrálńıch křivek můžeme definovat zobrazeńı g → G, které danému vektoru
X|e ∈ TeG ' g přǐrad́ı jistý bod na integrálńı křivce levoinvariantńıho vektorového pole
X, jehož je X|e tečným vektorem v e.

Definice 2.7. Zobrazeńı exp : g→ G definujeme předpisem

exp(tX) = ϕ(t), exp(X) = ϕ(1), (2.2)

kde ϕ je integrálńı křivka levoinvariantńıho vektorového pole X ∈ g vycházej́ıćı z e.
Znač́ıme exp(X) ≡ eX .

Poznámka 2.8. Zobrazeńı exp d́ıky vlastnostem toku vektorového pole splňuje ϕ(t+ s) =
e(t+s)X = ϕ(t)ϕ(s) = etXesX . To je d̊uvodem zvoleného značeńı.

Poznámka 2.9. Exponenciela maticových grup G
Hledáme integrálńı křivku γ(t) levoinvariantńıho vektorového pole X ∈ g, určenou

X|e ∈ TeG. Jak toto pole vypadá v́ıme z př́ıkladu 1.20, značeńı převezmeme z tohoto
př́ıkladu, tj. X i

j(e) = αij = (A)ij. Pro složky pole máme X i
j(γ(t)) = γik(t)X

k
j (e) = γik(t)α

k
j .

Rovnice pro integrálńı křivky tohoto pole jsou

γ̇ij(t) = γik(t)α
k
j , γij(0) = δij , ⇔ γ̇(t) = γ(t) · A, γ(0) = I . (2.3)

Z maticového zápisu vid́ıme, že řešeńım je maticová exponenciela

γ(t) =
∞∑
k=0

1

k!
(tA)k ≡

∞∑
k=0

1

k!
(tX|e)k = etX|e , (2.4)

výsledkem je eX = γ(1) = eX|e .

Př́ıklad 2.10. Exponenciela exp : af(1)→ Af(1).
Hledáme integrálńı křivky vektorového pole z př́ıkladu 1.19. Pro libovolné levoinvari-

antńı pole X = αX1 + βX2 = αx∂x + βx∂y jsou rovnice pro integrálńı křivky

ẋ(t) = αx(t), ẏ(t) = βx(t)

s počátečńımi podmı́nkami (x(0), y(0)) = (1, 0). Jejich řešeńım je

(x(t), y(t)) =

(
eαt,

β

α
(eαt − 1)

)
.
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Exponencielu źıskáváme dosazeńım t = 1, tj.

eX = eαx∂x+βx∂y =

(
eα,

β

α
(eα − 1)

)
.

Pro α = 0 vyjde výsledek (1, β) př́ımým výpočtem stejně jako provedeńım limα→0.

V maticovém vyjádřeńı je tečný vektor
(
α β
0 0

)
, plat́ı

(
α β
0 0

)2
=
(
α2 αβ
0 0

)
, . . . ,

(
α β
0 0

)k
=(

αk αk−1β
0 0

)
, takže źıskáváme

exp (αX1 + βX2) = exp
(
α β
0 0

)
=

+∞∑
n=0

1

n!

(
α β
0 0

)n
=
(∑+∞

n=0
αn

n!
β
α

∑+∞
n=1

αn

n!
0 1

)
=
(

eα β
α

(eα−1)
0 1

)
.

Věta 2.11. Pro libovolnou čtvercovou matici A ∈ gl(n,C) plat́ı

det eA = etrA. (2.5)

D̊ukaz. Diagonalizovatelné matice jsou husté v množině všech matic a obě strany rovnice
jsou spojité, tj. postač́ı ukázat pro libovolné diagonalizovatelné A. Předpokládame tedy,
že existuje B takové, že D = BAB−1 je diagonálńı a máme

trD = trBAB−1 = trAB−1B = trA.

Z definice pomoćı řady vid́ıme, že plat́ı eBAB
−1

= BeAB−1. Proto

det eD = det B det B−1 det eA = det eA.

Protože D = diag(λ1, . . . , λn), máme eD = diag(eλ1 , . . . , eλn) a tedy

det eD =
n∏
k=1

eλk = e
∑
k λk = exp(trD).

Věta 2.12. Bud’ G Lieova grupa, pak exp : g → G : X → eX je lokálńı difeomorfismus
okoĺı 0 ∈ g na okoĺı e ∈ G.

D̊ukaz. g jako vektorový prostor lze chápat jako varietu, T0g ∼= g. Z hladkosti závislosti
řešeńı diferenciálńıch rovnic na parametrech v rovnićıch obsažených je exp hladké zobra-
zeńı variet a exp∗|0 : T0g ≡ g→ g ≡ TeG. exp(tX) je integrálńı křivka v G procházej́ıćı e
s tečným vektorem X|e a γ(t) = 0 + tX|e je křivka v g s tečným vektorem X|e v t = 0.
Tud́ıž dle definice tečného zobrazeńı máme

exp∗|0 (X|e)f = lim
t→0

f(eγ(t))− f(eγ(0))

t
= lim

t→0

f(e0+tX|e)− f(e0)

t
=

= lim
t→0

f(etX)− f(e)

t
def.
= X|e f.

Tedy exp∗|0 (X|e) = X|e, exp∗|0 = id a dle věty o inverzńım zobrazeńı je exp lokálńı
difeomorfismus.

Poznámka 2.13. Pro matice to je zřejměǰśı, viz

exp∗(X) =
d

dt
(etX)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
1 + tX +O(t2)

)∣∣∣∣
t=0

= X.

Poznámka 2.14. Zobrazeńı exp obecně neńı surjektivńı ani injektivńı. Je zřejmé, že exp
nemůže být surjektivńı pro grupy s v́ıce komponentami souvislosti (nelze spojit křivkou
body z r̊uzných komponent). Ale obecně exp neńı surjektivńı ani pro souvisléG. V př́ıpadě,
že G je souvislá a kompaktńı, lze ukázat, že exp je nutně surjektivńı.
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2.2 Vyšetřováńı souvislosti variet

Definice 2.15. Bud’ M diferencovatelná varieta a V jej́ı prostě vnořená podvarieta. Po-
kud existuje spojité zobrazeńı r : 〈0, 1〉 ×M →M , takové že

• r(0,m) = m, ∀m ∈M ,

• r(t, v) = v, ∀v ∈ V , ∀t ∈ 〈0, 1〉,

• r(1,m) ∈ V , ∀m ∈M ,

ř́ıkáme, že podvarieta V je deformačńı retrakt variety M .

Poznámka 2.16. Definice deformačńıho retraktu vyžaduje pouze spojitost, jedná se tedy
o topologický pojem, aplikovatelný i na podprostor topologického prostoru.

Definice 2.17. Souvislý topologický prostor (či souvislá varieta) M je jednoduše sou-
vislý právě tehdy, když pro každou spojitou uzavřenou křivku

γ : 〈0, 1〉 →M, γ(0) = γ(1),

existuje spojité zobrazeńı φ : 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 →M takové, že

∀t ∈ 〈0, 1〉 : φ(0, t) = γ(t), φ(1, t) = γ(0).

Věta 2.18. Necht’ V je deformačńı retrakt M , pak

• M je souvislá právě tehdy, když V je souvislá,

• M je jednoduše souvislá právě tehdy, když V je jednoduše souvislá.

D̊ukaz. V př́ıpadě souvislosti zřejmé. Pro jednoduchou souvislost plyne z vhodného složeńı
φ a r. Libovolnou uzavřenou křivku γM(t) v M lze spojitě zdeformovat na křivku γV (t) =
r(1, γM(t)) v V a tedy lze-li do bodu kontrahovat každou uzavřenou křivku v V , lze totéž
udělat i pro libovolnou uzavřenou křivku v M .

Naopak libovolná křivka ve V je současně křivkou v M . Je-li M jednoduše souvislá,
lze každou křivku ve V spojitě zkontrahovat do bodu zobrazeńım φ zobrazuj́ıćım do M ,
pak φ̃(s, t) = r(1, φ(s, t)) zobrazuje 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 do V a má požadované vlastnosti.

Poznámka 2.19. Př́ımým zobecněńım lze ukázat, že M a jej́ı deformačńı retrakt V maj́ı
izomorfńı takzvané homologické grupy Hp(M,G) a Hp(V,G) pro libovolnou abelovskou
grupu koeficient̊u G.

Př́ıklad 2.20. SL(2,R) = {( x y
z w ) , xw − zy = 1} je souvislá, ale neńı jednoduše souvislá,

jak ukážeme následuj́ıćı posloupnost́ı deformačńıch retrakt̊u deformuj́ıćıch ji na SO(2).
Nejprve definujeme V1:

V1 =

{(
x̃ ỹ
z̃ w̃

) ∣∣∣∣ x̃2 + z̃2 = 1, x̃w̃ − z̃ỹ = 1

}
.

Polož́ıme r1 (t, ( x y
z w )) =

(
α(t)x 1

α(t)
y

α(t)z 1
α(t)

w

)
, kde α(0) = 1 a pro α(1) plat́ı α2(1) (x2 + z2) = 1.

Proto vyb́ıráme α(t) = 1

(x2+z2)t/2
. Tud́ıž V1 = r1 (1, SL(2,R)) ⊂ SL(2,R) je deformačńı
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retrakt SL(2,R). Dále deformujeme V1 tak, aby sloupce byly ortonormálńı vektory:

r2

(
t,

(
x y
z w

))
=

(
x y
z w

)
− t (xy + zw)

(
0 x
0 z

)
,

V2 = r2(1, V1) =

{(
x y
z w

)
∈ SL(2,R)

∣∣∣∣x2 + z2 = 1, xy + zw = 0

}
.

Nyńı xy + zw = 0 a xw − zy = 1 implikuj́ı

w = x · (y2 + w2), y = −z · (y2 + w2)⇒
w2 + y2 = (x2 + z2)(w2 + y2)2 = (w2 + y2)2

a tedy v d̊usledku nenulovosti w2 + y2 máme w2 + y2 = 1. V d̊usledku

V2 =
{(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

) ∣∣ θ ∈ 〈0, 2π)
}

= SO(2)

je souvislá a topologicky ekvivalentńı kružnici S1. SL(2,R) je tedy stejně jako S1 souvislá,
ale neńı jednoduše souvislá.

Dále najdeme obor hodnot zobrazeńı exp : sl(2,R)→ SL(2,R). Máme

sl(2,R) =

{
A =

(
x y
z −x

) ∣∣∣∣x, y, z ∈ R
}
,

což implikuje

A2 =

(
x y
z −x

)2

=

(
x2 + yz 0

0 zy + x2

)
= − detA · I.

eA =


cos
√
|A| · I +

sin
√
|A|√
|A|
· A, |A| > 0 tr eA = 2 cos

√
|A| ∈ 〈−2, 2〉,

cosh
√
−|A| · I +

sinh
√
−|A|√
−|A|

· A, |A| < 0 ⇒ tr eA = 2 cosh
√
−|A| ≥ 2,

I + A, |A| = 0 tr eA = 2,

kde |A| = detA.
V d̊usledku vid́ıme, že tr eA ≥ −2 pro každé A ∈ sl(2,R). Ovšem v SL(2,R) existuj́ı

elementy, které této podmı́nce nevyhovuj́ı, např.
(
−2 0
0 − 1

2

)
a tedy exp : sl(2,R)→ SL(2,R)

neńı surjektivńı.

Důsledek 2.21. Souvislá Lieova grupa G nemuśı být celá pokryta exponencielńım zob-
razeńım, tj. může nastat exp(g) ⊂ G, exp(g) 6= G.

Poznámka 2.22. Lze ukázat, že SL(n,R) neńı jednoduše souvislá pro žádné n ≥ 2.

Věta 2.23. Bud’ G souvislá Lieova grupa, g ∈ G. Pak existuje n ∈ N, X1, . . . , Xn ∈ g
takové, že g = eX1eX2 . . . eXn .

D̊ukaz. Mějme otevřené okoĺı U0 obsahuj́ıćı jednotku, e ∈ U0 = U◦0 ⊂ G. Předpokládejme,
že (.)−1 : U0 → U0 (jinak vezmeme Ũ0 = U0 ∩ U−1

0 , kde U−1
0 = {g−1|g ∈ U0}). Zkonstruu-

jeme posloupnost do sebe vnořených otevřených podmnožin Ui =
⋃
g∈Ui−1

gU0, Ui ⊂ Ui+1.

Protože Lg(U0) = (Lg(U0))◦, je též sjednoceńı otevřených množin Ui otevřené. Označme
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U =
⋃
i∈N0

Ui, pak U = U◦ a pro V = G \ U plat́ı V = V . Sporem ukážeme, že pro
libovolný bod g ∈ V je g ∈ gU0 = Lg(U0) = (Lg(U0))◦ ⊂ V , tj. že každý bod g ∈ V
má ve V otevřené okoĺı. Z předpokladu Lg(U0) ∩ U 6= ∅ totiž vyplývá existence u0 ∈ U0

takového, že gu0 ∈ U , tj. pro nějaké i ∈ N0 muśı být gu0 ∈ Ui. V d̊usledku inkluze
Uiu

−1
0 = {hu−1

0 |h ∈ Ui} ⊂ Ui+1 ⊂ U , tj. máme hledaný spor g ∈ Uiu
−1
0 ⊂ U . Odvodili

jsme tedy, že V je otevřená, tj. U = U . Protože e ∈ U je U 6= ∅ a tedy jako množina
současně otevřená a uzavřená v souvislém topologickém prostoru je nutně U = G.

Poznámka 2.24. Podstatně složitěǰśım zp̊usobem lze ukázat, že n ve výše uvedené větě
lze vybrat rovné 2.

2.3 Cvičeńı

Cvičeńı 2.1. Ukažte, že unitárńı grupa U(n) je souvislá.

Řešeńı. Dokažte, že pro každéG ∈ U(n) existuje diagonálńı maticeD = diag(eiϕ1 , . . . , eiϕn) ∈
U(n) a U ∈ U(n) takové, že G = U ·D · U †. Pak spojte I ∈ U(n) s G křivkou

G(t) = U · diag(eitϕ1 , . . . , eitϕn) · U † ⊂ U(n).

Cvičeńı 2.2. Ukažte, že speciálńı ortogonálńı grupa SO(n) je souvislá.

Řešeńı. Postupujeme podobně, mı́sto diagonálńıch matic uvažujeme blokově diagonálńı

matice s bloky R(ϕ) =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
∈ R2,2, př́ıpadně 1 ∈ R1,1 pro n liché.

To, že každou sudorozměrnou ortogonálńı matici s jednotkovým determinantem lze
zapsat jako blokově diagonálńı s bloky tvaru R(ϕ) dokážeme následovně:

Pro ortogonálńı matici se snadno ověř́ı, že ortogonálńı doplněk invariantńıho podpro-
storu je nutně též invariantńı.

Daná matice S ∈ SO(2m) má z ortogonality vlastńı č́ısla s absolutńı hodnotou rovnou
jedné (nebot’ ortogonálńı matice je též unitárńı). Imaginárńı vlastńı č́ısla jsou pro reálnou
matici v komplexně sdružených párech, se stejnou násobnost́ı pro daný pár. Taková č́ısla
tedy do determinantu přisṕıvaj́ı jedničkou. Podobně máme vlastńı č́ısla −1 a +1, které
v součinu muśı dát detA = 1, tj. též násobnosti +1 a −1 jsou sudé. Proto máme 2 × 2
bloky odpov́ıdaj́ıćı těmto vlastńım č́ısl̊um ve tvaru R(0) a R(π). Najdeme ortogonálńı
doplněk V k direktńımu součtu vlastńıch podprostor̊u odpov́ıdaj́ıćıch +1 a −1 a zúž́ıme
na něj operátor S. Źıskaný operátor S̃ : V → V má pouze imaginárńı vlastńı č́ısla. Ve V
uvažujeme jednotkovou kouli Sk = {~v ∈ V |〈~v,~v〉 = 1} ⊂ V a na ńı spojitou funkci

f : Sk → R : f(~v) = 〈~v, S~v〉.

Sk je kompaktńı a tud́ıž f na Sk nabývá svých extrémů. Bud’ ~v0 extremálńı bod. Pak

0 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(~v0 + t~x) =< x, Sv0 > + < v0, Sx >=< x, (S + ST )v0 >

pro všechna ~x ∈ Tv0Sk, tj. pro všechna ~x kolmá na ~v0. Tj. (S+ST )v0 je kolmý na všechny
vektory z Tv0S

k a tedy je násobkem ~v0, (S + ST )v0 = λv0. Ekvivalentně S2v0 + v0 =
λSv0 neboli S2v0 = λSv0 − v0 a vid́ıme, že v0, Sv0 je baźı dvourozměrného invariantńıho
podprostoru Ṽ . Zúžeńım S na něj źıskáváme Ŝ ∈ SO(2), který již nutně ve vhodné
ortonormálńı bázi má tvar R(ϕ). Opět přejdeme k ortogonálńımu doplňku podprostoru Ṽ
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ve V a opakujeme, dokud nedospějeme k hledanému kvazidiagonálńımu tvaru operátoru
S.

Pro matice S ∈ SO(2m+ 1) se postup lǐśı pouze t́ım, že násobnost vlastńıho č́ısla +1
je nutně lichá a tedy máme nav́ıc blok 1 ∈ R1,1.
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Kapitola 3

Tok levoinvariantńıho vektorového
pole, vztah podgrup a podalgeber,
akce grup

V této kapitole se budeme nejprve zabývat vzájemnou korespondenćı mezi pojmy z ob-
lasti Lieových grup a Lieových algeber, např. podgrupou vs. podalgebrou, a ukážeme si,
že Lieovu závorku lze vypoč́ıtat jistou limitou grupového násobeńı vhodných jednopa-
rametrických podgrup. V daľśı části zavedeme pojem akce grupy a homogenńı prostor.

Věta 3.1. Tok generovaný levoinvariantńım vektorovým polem X ∈ g je jednoparamet-
rická grupa pravých translaćı

Ψt
X(g) = getX , tj. Ψt

X = RetX . (3.1)

D̊ukaz. Pro X ∈ g je X|e ∈ TeG a etX je integrálńı křivka vycházej́ıćı z e. Ukážeme, že
integrálńı křivka tohoto pole procházej́ıćı g je γ(t) = getX :

γ̇(t) =
d

dt

∣∣∣∣
t

getX = Lg∗
d

dt

∣∣∣∣
t

etX = Lg∗ X|etX = X|getX ,

tj. γ̇(t) = X(γ(t)). Z jednoznačnosti integrálńı křivky vycházej́ıćı z bodu g pak plyne
vztah (3.1).

Důsledek 3.2. Bud’ X ∈ g, Y ∈ X (G), Y ◦ R∗g = R∗g ◦ Y , potom [X, Y ] = 0. Tj.
levoinvariantńı a pravoinvariantńı vektorová pole komutuj́ı.

D̊ukaz.

[X, Y ]f = X(Y f)− Y (Xf) = lim
t→0+

1

t

(
(Y f) ◦RetX − Y f − Y (f ◦RetX ) + Y f

)
=

= lim
t→0+

1

t

(
(R∗etX ◦ Y )f − (Y ◦R∗etX )f

)
= 0.

Věta 3.3. Bud’ M diferencovatelná varieta, X, Y ∈ X (M) vektorová pole, Ψt
X , Ψt

Y jejich
toky, f ∈ C∞(M) hladká funkce a bod p ∈M . Potom plat́ı

([X, Y ]f)(p) = lim
t→0

f(σ(t))− f(p)

t2
,

kde σ(t) = (Ψ−tY ◦Ψ−tX ◦Ψt
Y ◦Ψt

X )(p) (tj. σ(0) = p).
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D̊ukaz. Pro přehlednost zaved’me následuj́ıćı značeńı:

0 ≡ p, 1 ≡ Ψt
X(p), 2 ≡ Ψt

Y (1), 3 ≡ Ψt
−X(2) = Ψ−tX (2), 4 ≡ Ψt

−Y (3).

Pak můžeme psát

f(4)− f(0) =
(
f(4)− f(3)

)
+
(
f(3)− f(2)

)
+
(
f(2)− f(1)

)
+
(
f(1)− f(0)

)
. (3.2)

Rozvineme

f(1)− f(0) = tXf(0) +
t2

2
X(Xf)(0) +O(t3),

f(2)− f(1) = tY f(1) +
t2

2
Y (Y f)(1) +O(t3),

f(3)− f(2) = −tXf(2) +
t2

2
X(Xf)(2) +O(t3),

f(4)− f(3) = −tY f(3) +
t2

2
Y (Y f)(3) +O(t3).

Snadno nahlédneme, že

Xf(0)−Xf(2) = Xf(0)−Xf(1) +Xf(1)−Xf(2)

= −tX(Xf)(0)− tY (Xf)(1) +O(t2)

= −tX(Xf)(0)− tY (Xf)(0) +O(t2),

Y f(1)− Y f(3) = Y f(1)− Y f(2) + Y f(2)− Y f(3)

= −tY (Y f)(1) + tX(Y f)(2) +O(t2)

= −tY (Y f)(0) + tX(Y f)(0) +O(t2)

a v členech t2X(X(f)), t2X(Y (f)), t2Y (X(f)) a t2Y (Y (f)) při výpočtu s uvažovanou
přesnost́ı na bodu vyhodnoceńı nezálež́ı, je možné jej nahradit bodem 0 ≡ p.

Dosazeńım do (3.2) dostáváme

f(4)− f(0) = −t2X(Xf)(0)− t2Y (Xf)(0)− t2Y (Y f)(0) + t2X(Y f)(0)+

+
t2

2
X(Xf)(0) +

t2

2
Y (Y f)(0) +

t2

2
X(Xf)(0) +

t2

2
Y (Y f)(0) +O(t3)

= t2
(
X(Y f)− Y (Xf)

)
(0) +O(t3).

Provedeńım limity źıskáváme dokazovanou identitu

lim
t→0

1

t2
(
f(σ(t))− f(p)

)
= (X(Y f)− Y (Xf)) (p) = ([X, Y ]f)(p).

Důsledek 3.4. Pro X, Y ∈ g máme

[X, Y ]f(p) = lim
t→0

1

t2

(
f
(
Re−tYRe−tXRetYRetX (p)

)
− f(p)

)
=

= lim
t→0

1

t2

(
f
(
petXetY e−tXe−tY

)
− f(p)

)
(3.3)

Důsledek 3.5. V př́ıpadě maticových grup plat́ı [X, Y ]|e = XY − Y X pro libovolná
X, Y ∈ TeG ' g.
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D̊ukaz. e = I, Re−tYRe−tXRetYRetX (I) = etXetY e−tXe−tY

[X, Y ]f(e) = lim
t→0+

1

t2

(
f
(
etXetY e−tXe−tY

)
− f(I)

)
= lim

t→0+

f
(

e
√
tXe
√
tY e−

√
tXe−

√
tY
)
− f(I)

t

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0+

f(e
√
tXe
√
tY e−

√
tXe−

√
tY ).

Máme

d

dt

∣∣∣∣
t=0+

(
e
√
tXe
√
tY e−

√
tXe−

√
tY
)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0+

(
I +
√
tX +

t

2
X2

)(
I +
√
tY +

t

2
Y 2

)
×

×
(
I−
√
tX +

t

2
X2

)(
I−
√
tY +

t

2
Y 2

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0+

(
I + t (XY − Y X) +O(

√
t
3
)
)

= X · Y − Y ·X,

tud́ıž

[X, Y ]f(I) = lim
t→0+

1

t
(f(I + t(XY − Y X))− f(I))

a tedy

[X, Y ]|I = X|I · Y |I − Y |I · X|I ∈ TIG.

3.1 Vztah mezi podgrupou a podalgebrou, integrabi-

lita distribućı

Nyńı budeme zkoumat vztah mezi podgrupami Lieových grup a podalgebrami odpov́ıdaj́ıćıch
Lieových algeber. Základńım nástrojem je teorie tzv. integrabilńıch distribućı.

Definice 3.6. k–rozměrná distribuce ∆k na varietě M , kde dimM = n ≥ k, je
hladké zobrazeńı, které každému p ∈M přǐrazuje k–rozměrný podprostor v TpM . Znač́ıme
∆k(p) ⊂ TpM , dim ∆k(p) = k.

Hladkost z předcházej́ıćı definice chápeme v tom smyslu, že pro každé p ∈M existuje
jeho otevřené okoĺı U , p ∈ U a vektorová pole X1, . . . , Xk ∈ X (U) taková, že ∆k(q) =

span
{
X1|q , . . . , Xk|q

}
v každém bodě q ∈ U .

Definice 3.7. Integrálńı podvarieta dimenze l distribuce ∆k je vnořená podvarieta N
dimenze l taková, že TpN ⊂ ∆k(p) ve všech bodech p ∈ N .

Př́ıklad 3.8. Integrálńı křivky zvoleného vektorového pole jsou integrálńı podvariety di-
menze 1.

Definice 3.9. Distribuce ∆k je (úplně) integrabilńı právě tehdy, když pro každý bod p ∈
M existuj́ı na nějakém jeho otevřeném okoĺı U souřadnice

(
x1, . . . xk, y1, . . . , yn−k

)
takové,

že rovnice yj = konstj pro j ∈ n̂− k ≡ {1, . . . , n − k} definuj́ı k–rozměrné integrálńı
podvariety distribuce ∆k. Takové souřadnice (x, y) se nazývaj́ı Frobeniova mapa.

Takto zkonstruované integrálńı podvariety distribuce ∆k jsou z definice vložené pod-
variety M .
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Věta 3.10 (Frobeniova). Distribuce ∆k je úplně integrabilńı tehdy a jen tehdy, když

[∆k,∆k] ⊂ ∆k. (3.4)

Rovnice (3.4) znamená, že pro libovolné otevřené okoĺı U = U◦ ⊂ M a dvojici vekto-
rových poĺı X, Y ∈ X (U) takovou, že ∀p ∈ U : X(p), Y (p) ∈ ∆k(p) plat́ı [X, Y ](q) ∈ ∆k(q)
v každém q ∈ U . Bez d̊ukazu.

Použ́ıváme zápis X ∈ ∆k(U) nebo X ∈ ∆k, pokud pro vektorové pole X ∈ X (U) plat́ı
X(q) ∈ ∆k(q) pro všechna q ∈ U . Dále

[∆k,∆k](p) = span
{

[X1, X2]|p | X1, X2 ∈ ∆k(U)
}
.

Integrálńı podvariety N1, N2, pro které N1∩N2 6= ∅, lze hladce navazovat, tj. vytvářet
větš́ı integrálńı podvariety postupem N = N1 ∪N2. Postupným sjednoceńım integrálńıch
podvariet źıskáváme listy distribuce ∆k.

Definice 3.11. Maximálńı list distribuce ∆k je taková integrálńı podvarieta, na kterou
nelze hladce navázat žádnou integrálńı podvarietu v listu neobsaženou. Maximálńı listy
tvoř́ı tzv. foliaci variety danou integrabilńı distribućı.

Listy již obecně nejsou vloženými podvarietami, protože se vloženost může narušit ne-
konečným sjednoceńım. Z konstrukce ale z̊ustávaj́ı vnořenými podvarietami, nebot’ tečné
zobrazeńı popisuj́ıćı vnořeńı v každém bodě p má jako obraz k–rozměrný podprostor
∆k(p).

Věta 3.12 (Chevalley). Maximálńı listy integrabilńı distribuce jsou prostě vnořené pod-
variety. Bez d̊ukazu.

Lemma 3.13. Uvažujme Lieovu grupu G, jej́ı Lieovu algebru g a jej́ı podalgebru h ⊂ g, tj.
vektorový podprostor splňuj́ıćı [h, h] ⊂ h. Necht’ H je maximálńı list integrabilńı distribuce
určené h procházej́ıćı grupovou jednotkou e. Pak H je podgrupa Lieovy grupy G.

D̊ukaz. Dı́ky levoinvariantnosti h je gH opět maximálńı list. Ten je z definice bud’ totožný
s p̊uvodńım nebo s ńım má prázdný pr̊unik. Ale pokud g ∈ H, pak ge = g ∈ H ∩ gH a
tedy gH = H. Obdobně g ∈ H implikuje g−1H = H, protože g−1g = e ∈ H ∩ g−1H.

Důsledek 3.14. Bud’ G Lieova grupa, g jej́ı Lieova algebra, h podalgebra g. Potom
existuje prostým zp̊usobem vnořená podvarieta H ⊂ G taková, že H je podgrupa G a jej́ı
Lieova algebra je přirozeně izomorfńı h.

Obecně H neńı uzavřená v topologii G. To implikuje, že se obecně nejedná o vloženou
podvarietu, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad. Uvažujme torus

T 2 = S1[ϕ]×S1[ϑ], (ϕ1, θ1)·(ϕ2, θ2) = (ϕ1+ϕ2 mod 2π, θ1+θ2 mod 2π), e = (0, 0).

Vektorové pole X = a∂ϕ + b∂ϑ ∈ t2 je levoinvariantńı, h = span{X} je jednorozměrná
podalgebra v t2. Integrálńı křivky vektorového pole X jsou určeny rovnicemi ϕ̇ = a, θ̇ = b,
takže máme odpov́ıdaj́ıćı jednoparametrickou podgrupu

H = {(at mod 2π, bt mod 2π)|t ∈ R}.

Pro a
b
∈ Q je křivka na toru uzavřená a jedná se o vložeńı. Pro a

b
6∈ Q ale v topologii T 2

plat́ı H = T 2, tj. křivka hustě nakrývá torus, neńı uzavřená a nejedná se o vložeńı, ale
pouze o prosté vnořeńı.
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3.2 Akce grupy na varietě

Definice 3.15. (Levá) akce φ Lieovy grupy G na varietě M je hladké zobrazeńı
φ : G×M →M vyhovuj́ıćı

• φ(g1g2,m) = φ(g1, φ(g2,m)) pro všechna g1, g2 ∈ G, m ∈M , a

• φ(e,m) = m ve všech bodech m ∈M .

Pro zvolený bod m ∈ M nazýváme množinu bod̊u {φ(g,m)|g ∈ G} orbita akce φ
procházej́ıćı bodem m a znač́ıme Om.

Poznámka 3.16. Obdobně se definuje pravá akce φ : M ×G→M :

• φ(m, g1g2) = φ(φ(m, g1), g2),

• φ(m, e) = m.

Pravou akci lze vyjádřit pomoćı levé akce záměnou g → g−1.

Definice 3.17. Pro podgrupu H grupy G definujeme levé cosety gH = {gh|h ∈ H}.
Cosety gH = Og jsou tedy orbity pravé akce podgrupy H na grupě G.

Množinu levých coset̊u znač́ıme G/H, tj. G/H = {gH|g ∈ G}. Obdobně lze definovat
i pravé cosety. V př́ıpadě normálńıch podgrup, tj. takových H, že gHg−1 = H pro všechna
g ∈ G, pojmy levý a pravý coset splývaj́ı.

Pokud H je podgrupa Lieovy grupy G uzavřená v topologii G, lze na G/H zavést
právě jednu hladkou strukturu takovou, že (G,G/H,H, π), π : G→ G/H, π(g) = gH, je
hlavńı fibrovaný prostor s baźı G/H, projekćı π a typickým vláknem H.

Definice 3.18. Akce φ : G×M →M je

• efektivńı právě tehdy, když pro každý prvek g ∈ G r̊uzný od e existuje bod m ∈M
takový, že φ(g,m) 6= m,

• volná právě tehdy, když φ(g,m) = m pro jeden bod m ∈M již implikuje g = e,

• tranzitivńı právě tehdy, když pro každou dvojici bod̊u m1,m2 ∈M existuje g ∈ G
takové, že m2 = φ(g,m1).

Definice 3.19. Necht’ φ je tranzitivńı akce G na M a x0 ∈M . Grupa izotropie (nebo
také grupa stability, stabilizátor nebo malá grupa) bodu x0 je

Hx0 = {g ∈ G|φ(g, x0) = x0} . (3.5)

Poznámka 3.20. Z rovnice (3.5) a hladkosti akce je vidět, že Hx0 obsahuje všechny své
limitńı body, tj. je uzavřenou podgrupou v G.

Protože pro libovolné x ∈M existuje gx ∈ G takové, že x = φ(gx, x0), máme pro libo-
volné g0 ∈ Hx0 , φ(gxgog

−1
x , x) = φ(gx, φ(g0, φ(g−1

x , x))) = x. Proto plat́ı Hx = gxHx0g
−1
x ,

tj. všechny grupy izotropie jsou konjugované. V př́ıpadě normálńıch podgrup Hx0 jsou
dokonce totožné.

Důsledek 3.21. Pro tranzitivńı akci φ : G×M →M a zvolený bod x0 ∈M je

M ' G/Hx0 .
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D̊ukaz. Protože pro libovolné gx ∈ G takové, že φ(gx, x0) = x, plat́ı φ(gxHx0 , x0) =
φ(gx, x0) = x, máme vzájemně jednoznačné přǐrazeńı G/Hx0 ↔M : gxHx0 ↔ x ∈M .

Definice 3.22. Varietu M , kterou lze zapsat ve tvaru M ' G/Hx0 pro nějakou Lie-
ovu grupu G s tranzitivńı akćı na M a jej́ı uzavřenou podgrupu Hx0 ⊂ G, nazýváme
homogenńı prostor.

Zde se homogenńım prostor̊um a jejich geometrickým vlastnostem, např. metrice, ko-
nexi a křivosti kompatibilńı s akćı grupy, nebudeme podrobněji věnovat, př́ıpadné zájemce
o tuto oblast teorie Lieových grup nezbývá než odkázat na [1] či [13].

3.3 Cvičeńı

Cvičeńı 3.1. Necht’ G, G̃ jsou Lieovy grupy, φ : G→ G̃ hladký homomorfismus, tj. ∀g, h ∈
G, φ(gh) = φ(g)φ(h), pak plat́ı:

φ∗ ◦ Lg∗ = Lφ(g)∗ ◦ φ∗, a φ∗(X) ∈ g̃|φ(G) , ∀X ∈ g.

Řešeńı. Z definice plat́ı pro libovolná g, h ∈ G, a X ∈ g:

Lg∗ X|h = X|gh ,
φ(Lgh) = Lφ(g)φ(h) ⇒ φ ◦ Lg = Lφ(g) ◦ φ ⇒ φ∗ ◦ Lg∗ = Lφ(g)∗ ◦ φ∗.

Vid́ıme tedy, že φ∗(X|gh) = φ∗ (Lg∗ (X|h)) = Lφ(g)∗φ∗ (X|h) a lze konzistentně definovat

(φ∗X)φ(g) = φ∗ (X|g) ∈ X (φ(G)), nebot’ libovolná dvě g1, g2 ∈ G taková, že φ(g1) =
φ(g2) lze zapsat ve tvaru g2 = hg1, kde φ(h) = e a plat́ı φ∗ (X|g2) = φ∗ (X|hg1) =

Lφ(h)

(
φ∗ (X) |φ(g1)

)
= φ∗ (X) |φ(g1). Označme φ(g) = g̃, φ(h) = h̃, pak můžeme psát

Lg̃∗ (φ∗X)|h̃ = Lφ(g)∗ (φ∗X)|φ(h) = Lφ(g)∗ ◦ φ∗ (X|h) = φ∗ ◦ Lg∗ (X|h) =

= φ∗
(
X|gh

)
= (φ∗X)|φ(gh) = (φ∗X)|g̃h̃ .

Tud́ıž pro libovolná g̃, h̃ ∈ φ(G) plat́ı levoinvariance φ∗(X), tj. vztah Lg̃∗ (φ∗X)|h̃ =
(φ∗X)|g̃h̃. Levoinvariantńım dodefinováńım pak lze φ∗(X) chápat jako jednoznačně určený

prvek g̃.

Cvičeńı 3.2. Necht’ G, G̃ jsou Lieovy grupy, φ : G→ G̃ hladký homomorfismus. Pak plat́ı:

φ
(
etX
)

= etφ∗X .

Řešeńı. Obě strany rovnice jsou d́ıky φ(gh) = φ(g)φ(h) 1–parametrické podgrupy. Vid́ıme,
že jejich tečné vektory v e jsou stejné

d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ
(
etX
)

= φ∗
d

dt

∣∣∣∣
t=0

etX = (φ∗X)|ẽ =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

etφ∗X .

Protože jednoparametrické podgrupy jsou plně určeny svými tečnými vektory v grupové
jednotce, dokázali jsme t́ım požadovanou identitu.

Cvičeńı 3.3. Necht’ G, G̃ jsou Lieovy grupy, φ : G→ G̃ hladký homomorfismus. Pak plat́ı:

[φ∗X,φ∗Y ] = φ∗
(
[X, Y ]

)
pro všechna X, Y ∈ g, tj. φ∗ je homomorfismus Lieových algeber.
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Řešeńı. Mějme libovolnou f ∈ C∞(G̃) a bod g ∈ G:

(φ∗X) f |φ(g) = X (f ◦ φ)|g =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
φ
(
getX

))
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
φ(g)φ

(
etX
))

=

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
f ◦Rφ(etX)

)∣∣
φ(g)

.

Proto

[φ∗X,φ∗Y ] f |φ(g) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

[
f
(
φ(g)φ

(
esX
)
φ
(
etY
))
− f

(
φ(g)φ

(
etY
)
φ
(
esX
))]

=

=
d

ds

d

dt

∣∣∣∣
s,t=0

[
f
(
φ
(
gesXetY

))
− f

(
φ
(
getY esX

))]
=

=
d

ds

d

dt

∣∣∣∣
s,t=0

[
(f ◦ φ)

(
gesXetY

)
− (f ◦ φ)

(
getY esX

)]
=

= [X, Y ] (f ◦ φ)|g =
(
φ∗[X, Y ]

)
f |φ(g) .

Protože na obou stranách dokazované identity stoj́ı levoinvariantńı vektorová pole, lze ji
konzistentně dodefinovat jako vztah platný ve všech bodech g̃ ∈ G̃ i tehdy, když φ neńı
surjektivńı.

Cvičeńı 3.4. Uvažujte distribuci ∆ definovanou v každém bodě p ∈ M = R3\{0}[x, y, z]
předpisem ∆(p) = span{X1|p, X2|p, X3|p}, kde

X1 = y
∂

∂z
− z ∂

∂y
, X2 = z

∂

∂x
− x ∂

∂z
, X3 = x

∂

∂y
− y ∂

∂x
.

Najděte rozměr této distribuce, ukažte, že je úplně integrabilńı dle Frobeniovy věty, a
popǐste jej́ı maximálńı listy.

Cvičeńı 3.5. Ukažte geometrickou úvahou, že S2 ' SO(3)/SO(2).

Cvičeńı 3.6. Ukažte zobecněńım postupu z předchoźıho cvičeńı, že Sn ' SO(n+1)/SO(n).

Řešeńı. Můžeme to udělat i explicitně:

T ∈ SO(n+ 1) : T =

(
A ~b
~cT d

)
, kde A ∈ Rn,n,~b,~c ∈ Rn, d ∈ R.

Z podmı́nek na matici T máme

A · AT +~b ·~bT = I, A · ~c+ d ·~b = ~0,

~cT · AT + d ·~bT = ~0, ~cT · ~c+ d2 = 1, detT = 1.

Stabilizátor bodu ~x0 = (0, 0, . . . , 0, 1)T ∈ Sn ⊂ Rn+1 je určen podmı́nkou

T · ~x = ~x, tj. ~b = 0, d = 1

a v d̊usledku A ∈ SO(n),~c = 0. Tud́ıž máme

SO(n) = Hx0 =

{(
A ~0
~0T 1

)
|A ∈ SO(n)

}
⊂ SO(n+ 1).
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Chceme explicitně vyjádřeńı Sn pomoćı vhodných reprezentant̊u tř́ıd ekvivalence, tj.
levých coset̊u T ·Hx0 .

T ·Hx0 =

{(
A ~b
~cT d

)
·
(
F ~0
~0T 1

)
=

(
A · F ~b
~cT · F d

)
|F ∈ SO(n)

}
.

Vid́ıme, že ~b a d se neměńı při výberu reprezentanta, tj. charakterizuj́ı coset. Jak můžeme
určit A,~c?

Matice A muśı splňovat podmı́nku A ·AT = I−~b ·~bT . Ukážeme, že lze požadovat, aby
matice A byla lineárńı kombinaćı matic I a ~b ·~bT .

Zvoĺıme-li Ã = I− 1
1−d
~b ·~bT , pak snadno ověř́ıme, že Ã splňuje stejnou podmı́nku jako

A, tj. Ã · ÃT = I−~b ·~bT s využit́ım ~bT ·~b+ d2 = 1. Matice A−1 · Ã splňuje

A−1 · Ã · (A−1 · Ã)T = A−1 · (Ã · ÃT ) · (A−1)T =

= A−1 ·
(
I−~b ·~bT

)
· (A−1)T = I,

tj. F = A−1 · Ã ∈ O(n), z výpočtu determinantu F = A−1 · Ã ∈ SO(n). Tedy vhodným

výběrem F ∈ SO(n) lze vybrat reprezentanta cosetu T ·Hx0 ve tvaru s A = I− 1
1−d
~b ·~bT .

~c je pak jednoznačně určené z A ·~c+ d ·~b = ~0. Snadný výpočet pro zvolenou matici A
ukáže, že muśı platit ~c = ~b.

Shrnut́ı: podmı́nka ~bT · ~b + d2 = 1 určuje body sféry Sn. Následně lze konstrukćı
výše jednoznačně určit odpov́ıdaj́ıćıho reprezentanta, tj. matici T , v uvedeném tvaru plně
určeném ~b a d.
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Kapitola 4

Reprezentace Lieových grup a
algeber, vztah Lieových algeber a
jim odpov́ıdaj́ıćıch Lieových grup

V této kapitole nejprve zavád́ıme d̊uležitý pojem reprezentace Lieovy grupy, resp. Lieovy
algebry, a zkoumáme jeho základńı vlastnosti. V druhé části pak zkoumáme jednoznačnost
ve vztahu mezi Lieovými grupami a algebrami.

4.1 Reprezentace Lieových grup a algeber

Definice 4.1. Reprezentace Lieovy grupy G na vektorovém prostoru V je hladký
homomorfismus ρ : G→ GL(V ).

V př́ıpadě dimV = +∞ většinou uvažujeme reprezentace grupy G na Hilbertově či
Banachově prostoru H pomoćı omezených bijektivńıch operátor̊u, tj. ρ : G → B(H ) s
požadavkem na omezenost též inverzńıho operátoru ρ(g)−1 ∈ B(H ).

Definice 4.2. Reprezentace Lieovy algebry g na vektorovém prostoru V je homo-
morfismus ρ : g → gl(V ). Jinými slovy ρ je lineárńı a plat́ı ρ([X, Y ]) = [ρ(X), ρ(Y )] =
ρ(X) ◦ ρ(Y )− ρ(Y ) ◦ ρ(X).

V př́ıpadě nekonečněrozměrného Hilbertova či Banachova prostoru V = H je třeba
dbát na to, aby [ρ(X), ρ(Y )] byl vhodným zp̊usobem definován (tj. otázka definičńıch
obor̊u neomezených operátor̊u).

V př́ıpadě reprezentace Lieovy algebry g muśı být V vektorovým prostorem nad
stejným tělesem jako algebra g samotná - může však být současně i vektorovým pro-
storem nad větš́ım tělesem. Často se setkáváme s komplexńımi reprezentacemi reálných
Lieových algeber. V př́ıpadě Lieových grup, které z definice uvažujeme jako reálné dife-
rencovatelné variety, požadujeme, aby V byl alespoň reálný vektorový prostor - a to i v
př́ıpadě, že se jedná o komplexńı maticovou grupu.

Př́ıklad 4.3. Reprezentace so(3) na C∞(R3) je definována ρ(Xi) =
∑

j,k εijkxk∂j .

Poznámka 4.4. Libovolná reprezentace ρ grupy G na vektorovém prostoru V definuje
levou akci G na V předpisem

φρ(g, v) = ρ(g)v.

Tato akce je nav́ıc lineárńı ve smyslu φρ(g, αv + w) = αφρ(g, v) + φρ(g, w). A naopak,
každá lineárńı levá akce grupy na vektorovém prostoru definuje reprezentaci.
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Definice 4.5. Reprezentace ρ grupy G (resp. algebry g) je věrná právě tehdy, když ρ je
prosté zobrazeńı (monomorfismus).

Na základě věrné reprezentace jsme schopni jednoznačně zrekonstruovat grupu G, resp.
algebru g, tj. př́ıslušné grupové násobeńı či Lieovu závorku, ze znalosti obrazu grupy,
resp. algebry, v reprezentaci. Proto nazýváme věrné reprezentace realizace dané grupy,
resp. algebry. Př́ıkladem jsou so(3) jako 3× 3 antisymetrické matice nebo vektorová pole
z př́ıkladu 4.3.

Definice 4.6. Bud’ Σ ⊂ gl(V ) soubor lineárńıch operátor̊u na vektorovém prostoru V .
Soubor Σ je

• reducibilńı právě tehdy, když existuje netriviálńı podprostor W 6= 0, V invari-
antńı vzhledem k Σ, tj. ΣW = span{Aw|A ∈ Σ, w ∈ W} ⊂ W ,

• ireducibilńı právě tehdy, když neexistuje žádný netriviálńı podprostor invariantńı
vzhledem k Σ,

• úplně reducibilńı právě tehdy, když ke každému invariantńımu podprostoru W
existuje invariantńı doplněk, tj. podprostor W̃ splňuj́ıćı ΣW̃ ⊂ W̃ a W ⊕ W̃ = V .

Reprezentace Lieovy grupy G, resp. Lieovy algebry g, je ireducibilńı (reducibilńı, úplně
reducibilńı) právě tehdy, když ρ(G), resp. ρ(g), je ireducibilńı (reducibilńı, úplně reduci-
bilńı) soubor operátor̊u.

Př́ıklad 4.7. Reprezentace ρ : G → U(H ), tzv. unitárńı reprezentace, jsou úplně
reducibilńı, protože d́ıky unitaritě plat́ı ρ(G)W ⊂ W ⇒ ρ(G)W⊥ ⊂ W⊥. Na úrovni
algeber plat́ı ρ∗ : g→ u(H ) nebot’ pomoćı exponenciely źıskáváme pro X ∈ g vztah

ρ
(
eX
)

= eρ∗(X) ⇒
(
ρ
(
eX
))†

= ρ
(
eX
)−1

= e−ρ∗(X)

=
(
eρ∗(X)

)†
= e(ρ∗(X))†

⇒
(
ρ∗(X)

)†
= −ρ∗(X),

tj. ρ∗(X) jsou antihermitovské matice, u(H ) =
{
B ∈ gl(H ) | B +B† = 0

}
.

Poznámka 4.8. Ve fyzice je zvykem použ́ıvat hermitovské matice, proto se definuj́ı
”
fy-

zikálńı“ prvky reálné Lieovy algebry s dodatečnými imaginárńımi jednotkami

A 7→ AF = −iA . (4.1)

AF již splňuj́ı A†F = AF, ale jejich strukturńı konstanty jsou formálně ryze imaginárńı,

[Xj, Xk] = cjk
lXl, g = exp(X) ⇒ [XFj, XFk] = −icjk

lXFl, g = exp(iXF ). (4.2)

Výběr znaménka v (4.1) je otázkou konvence, jemu odpov́ıdaj́ı znaménka u imaginárńıch
jednotek ve vztaźıch (4.2).

Věta 4.9 (Schurovo lemma). Bud’ V komplexńı vektorový prostor konečné dimenze a
Σ ⊂ gl(V ) ireducibilńı soubor operátor̊u na V . Potom pro každý operátor A ∈ gl(V )
komutuj́ıćı se všemi prvky souboru Σ, tj. [A,Σ] = 0, existuje λ ∈ C takové, že A = λI.

D̊ukaz. Necht’ A ∈ gl(V ). Dı́ky zvolenému tělesu je σ(A) 6= ∅ a tedy existuje λ ∈ C takové,
že W = ker(A− λI) 6= {~0}. Pak pro každé S ∈ Σ plat́ı (A− λI)SW = S(A− λI)W = 0,
tj. SW ⊂ W , W je nenulový invariantńı podprostor. Z ireducibility plyne W = V ,
A = λI.
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Pro úplně reducibilńı soubory operátor̊u lze tvrzeńı obrátit:

Věta 4.10. Bud’ V komplexńı vektorový prostor konečné dimenze, Σ ⊂ gl(V ) úplně
reducibilńı soubor operátor̊u. Pokud plat́ı pro každý lineárńı operátor A ∈ gl(V ) implikace
[A,Σ] = 0⇒ (∃λ ∈ C : A = λI), potom Σ je ireducibilńı.

D̊ukaz. Bud’ W 6= {~0} invariantńı podprostor. Pak existuje podprostor W̃ invariantńı

vzhledem k Σ takový, že V = W ⊕ W̃ . Definujme A pomoćı jeho hodnoty na těchto dvou
invariantńıch podprostorech následovně A|W = I, A|W̃ = 0, tj. AW ⊂ W , AW̃ ⊂ W̃ .
Protože evidentně [A,Σ] = 0, muśı dle předpokladu věty existovat λ ∈ C takové, že

A = λI a tedy λ = 1, W̃ = {~0}, V = W .

4.2 Vztah mezi Lieovou algebrou a j́ı odpov́ıdaj́ıćımi

Lieovými grupami

Nyńı se budeme zabývat (ne)jednoznačnost́ı ve vztahu mezi Lieovými grupami a Lieovým
algebrami. Již v́ıme, že každé Lieově grupě odpov́ıdá jednoznačně určená Lieova alge-
bra. Lze nějakým zp̊usobem popsat množinu všech Lieových grup, jejichž algebry jsou
izomorfńı, nebo omezeńım na nějakou vhodnou tř́ıdu grup vztah učinit vzájemně jedno-
značným?

Připomeňme si, že souvislá varieta M je jednoduše souvislá právě tehdy, když
všechny uzavřené křivky lze spojitě zdeformovat do bodu, tj. na konstantńı zobrazeńı
S1 → x0 ∈M (viz definice 2.17).

Definice 4.11. Bud’te M , M souvislé variety. M je nakryt́ı M právě tehdy, když existuje
hladké zobrazeńı π : M →M splňuj́ıćı

• ∀x ∈M, ∃U = U◦ 3 x : π(−1)(U) =
⋃
α∈I Uα, Uα = U◦α ⊂M, Uα∩Uβ = ∅, ∀α 6= β,

• kde π|Uα : Uα → U je difeomorfismus pro každé α z indexové množiny I.

Př́ıklad 4.12. M = S1, M = S1, π(eiϕ) = e2iϕ. M je dvojnásobné nakryt́ı.

Př́ıklad 4.13. M = S1, M = R, π(ϕ) = eiϕ. M je Z–násobné nakryt́ı.

Definice 4.14. Nakryt́ı M variety M je univerzálńı právě tehdy, když M je jednoduše
souvislá.

Věta 4.15. Všechna univerzálńı nakryt́ı souvislé variety jsou difeomorfńı. Přesněji, pro
libovolná dvě univerzálńı nakryt́ı π1 : M1 → M a π2 : M2 → M souvislé variety M
existuje difeomorfismus φ : M1 →M2 takový, že π1 = π2 ◦ φ.

Bez d̊ukazu.

Jak lze univerzálńı nakryt́ı pro konkrétńı souvislou varietuM zkonstruovat? Nakrývaj́ıćı
varietu konstruujeme jako topologický prostor tř́ıd ekvivalence křivek a následně na něj
jednoznačně přeneseme hladkou strukturu. Pro křivky γ : 〈0, 1〉 → M, γ̃ : 〈0, 1〉 →
M, γ(1) = γ̃(0) definujeme:

γ ◦ γ̃ : 〈0, 1〉 →M : γ ◦ γ̃(t) = γ(2t) 0 ≤ t ≤ 1

2
,

= γ̃(2t− 1)
1

2
≤ t ≤ 1,

γ−1(t) : 〈0, 1〉 →M : γ−1(t) = γ(1− t) 0 ≤ t ≤ 1.
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Definujme ekvivalenci

γ ∼ γ̃ ⇔ γ(0) = γ̃(0) ∧ γ(1) = γ̃(1) ∧ γ ◦ γ̃−1 lze spojitě deformovat na γ(t) = x0.

Dı́ky hladkosti naš́ı variety M lze pro každou tř́ıdu ekvivalence [γ] zvolit hladkou křivku
jako jej́ıho reprezentanta, např. pomoćı interpolace dané spojité křivky pomoćı polynomu
dostatečně vysokého řádu ve zvolených souřadnićıch.

Zvolme x0 ∈ M fixńı, pak každý bod x ∈ M lze spojit s x0 hladkou křivkou d́ıky
souvislosti M . Definujme M = {[γ] | γ : 〈0, 1〉 →M, γ(0) = x0}. Uvažujme jednoduše
souvislé otevřené okoĺı Ux bodu x ∈M . Pro každé y ∈ Ux existuje křivka

γxy : 〈0, 1〉 → Ux : γxy(0) = x, γxy(1) = y.

Všechny takové γxy spojuj́ıćı x a y uvnitř jednoduše souvislého okoĺı jsou ekvivalentńı.
Definujme U ⊂M okoĺı [γ] ∈M , γ(1) = x předpisem U = {[γ ◦ γxy] | y ∈ Ux}. Plat́ı tedy
γ ◦ γxy(0) = x0, γ ◦ γxy(1) = y. Zavedeme-li zobrazeńı π([γ]) = γ(1) ∈ M , pak takto
definované U je homeomorfńı Ux.

Hladkou strukturu definujeme t́ım, že postulujeme π jako hladké zobrazeńı, tj. po-
moćı (π|U)−1 přeneseme hladkou strukturu a následně ukážeme, že t́ımto zp̊usobem lze
konsistentně definovat hladkou strukturu na M . O M pak lze dokázat, že je jednoduše
souvislá.

Je-li G souvislá Lieova grupa, pak na G můžeme definovat strukturu Lieovy grupy.
Bud’ x0 ≡ e a pro libovolný g ∈ G znač́ıme γg : 〈0, 1〉 → G, γg(0) = e, γg(1) = g.
Definujeme

• [γg] · [γh] ≡ [γg ◦ Lg(γh)], kde Lg(γh)(t) = g · γh(t), ∀t ∈ 〈0, 1〉,

• e = [γe], kde γe(t) = e, ∀t ∈ 〈0, 1〉,

• [γg]
−1 =

[
Lg−1

(
γ−1
g

)]
.

Z konstrukce grupového násobeńı vyplývá π ([γg] · [γh]) = g · h, tj. π je homomorfismus
grup. Protože okoĺı grupových jednotek jsou difeomorfńı okoĺı z definice nakryt́ı, plat́ı
g ' g.

Věta 4.16 (Ado). Pro libovolnou konečněrozměrnou Lieovu algebru g existuje jej́ı věrná
konečněrozměrná reprezentace ρ : g→ gl(V ), tj. g ' ρ(g) ⊂⊂ gl(V ).

Bez d̊ukazu.

Důsledek 4.17. Ke každé Lieově algebře g existuje j́ı odpov́ıdaj́ıćı souvislá maticová
Lieova grupa G ⊂⊂ GL(V ). Dále ke G můžeme naj́ıt jednoduše souvislé nakryt́ı G, které
ale již nemuśı ležet uvnitř GL(V ).

Věta 4.18. Ke každé konečněrozměrné Lieově algebře g existuje právě jedna souvislá a
jednoduše souvislá Lieova grupa G taková, že g je jej́ı Lieova algebra. Všechny ostatńı
souvislé Lieovy grupy s touto Lieovou algebrou g jsou nakrývány G a mohou být proto
zapsány jako G/D, kde D je diskrétńı normálńı podgrupa.

D̊ukaz. Tvrzeńı věty vyplývá z existence jednoznačně určeného univerzálńıho nakryt́ı,
dále z toho, že na něm lze zkonstruovat odpov́ıdaj́ıćı hladké grupové násobeńı a z toho,
že lze zkonstruovat izomorfismus libovolných dvou jednoduše souvislých Lieových grup s
izomorfńımi Lieovými algebrami pomoćı izomorfismu algeber a zobrazeńı exp. Podgrupa
D je vzorem grupové jednotky e ∈ G/D při projekci π, jej́ı normálnost vyplývá z toho,
že je jádrem homomorfismu π, tj. D = ker π. Diskrétnost vyplývá z definice nakryt́ı.
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Poznámka 4.19. To, že D je normálńı podgrupa, znamená gDg−1 = D pro všechna g ∈ G.
Pro pevně zvolené d0 ∈ D definujme φ : G → D ⊂ G : φ(g) = gd0g

−1 ∈ D. Protože G
je souvislá a φ hladké, je též φ(G) souvislá. Současně D je diskrétńı podmnožina G,
tud́ıž jediné jej́ı souvislé podmnožiny jsou jednotlivé body. Proto pro každé g ∈ G plat́ı
φ(g) = d0, tedy gd0 = d0g. Což znamená, že D ⊂ Z(G) = {h ∈ G | hg = gh, ∀g ∈ G}, tj.
D muśı být abelovská podgrupa obsažená v centru grupy G.

Poznámka 4.20. Bud’ ρ reprezentace g na V, dimV < +∞. Pak ρ je reprezentace jed-
noduše souvislé grupy G. Uvažujme G/D dle předpoklad̊u výše. Pokud ρ(D) 6= {I}, pak
nelze definovat reprezentaci ρ : G/D → GL(V ), ale pouze reprezentaci modulo ρ(D),
tj. jeden prvek grupy je reprezentován tř́ıdou lineárńıch operátor̊u modulo ρ(D). Ta-
kovým zobrazeńım ř́ıkáme v́ıceznačná reprezentace a setkáváme se s nimi např́ıklad
v kvantové mechanice. V ńı je jejich využit́ı koneckonc̊u přirozené, nebot’ fyzikálńı stav
je určen jednorozměrným podprostorem, nikoliv konkrétńım stavovým vektorem z tohoto
podprostoru. Tud́ıž je-li ρ(D) ⊂ span{I}, je pro kvantověmechanické úvahy v́ıceznačná
reprezentace ρ plně akceptovatelná.

Poznámka 4.21. Výše uvedené věty řeš́ı otázku nalezeńı všech souvislých Lieových grup G
se stejnou Lieovou algebrou g, resp. převád́ı ji na otázku klasifikace diskrétńıch normálńıch
podgrup souvislé a jednoduše souvislé Lieovy grupy G.

4.3 Cvičeńı

Cvičeńı 4.1. Ukažte, že ve vhodných baźıch jsou strukturńı konstanty algeber so(3) a
su(2) totožné, tj. jedná se o izomorfńı algebry.

Řešeńı. V so(3) je vhodnou baźı

E1 =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , E2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , E3 =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

s Lieovými závorkami [Ej, Ek] = εjklEl, v su(2) je odpov́ıdaj́ıćı báze tvořena

ej = − i

2
σj, (4.3)

kde σj jsou Pauliho matice,

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Cvičeńı 4.2. Ukažte, že pro Lieovu algebru su(2) existuj́ı právě dvě souvislé Lieovy grupy
SU(2) a SO(3) = SU(2)/{I,−I} t́ım, že zd̊uvodńıte jednoduchou souvislost SU(2) a ex-
plicně zkonstruujete nakrývaj́ıćı zobrazeńı π : SU(2)→ SO(3).

Řešeńı. Nejprve ukážeme strukturu grupy SU(2). Z podmı́nek

UU † = I, detU = 1

snadno zjist́ıme, že obecná unitárńı matice s jednotkovým determinantem má tvar

U =

(
a1 + ia2 −b1 + ib2

b1 + ib2 a1 − ia2

)
, kde aj, bj ∈ R, a2

1 + a2
2 + b2

1 + b2
2 = 1,
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tud́ıž geometricky je grupa SU(2) tř́ırozměrnou sférou,

SU(2) ' S3 = {(a1, a2, b1, b2) ∈ R4|a2
1 + a2

2 + b2
1 + b2

2 = 1}.

Proto je souvislá i jednoduše souvislá.
Dále definujeme reprezentaci ρ grupy SU(2) na R3 využit́ım bijektivńı izometrie

T : R3 → su(2) : T (~x) = ~x · ~e =
3∑
j=1

xjej,

kde ej jsou matice (4.3) a na su(2) uvažujeme skalárńı součin 〈X, Y 〉 = −2tr(X · Y ),
vzhledem k němuž je báze (4.3) ortonormálńı. Reprezentace ρ je pak definována

T (ρ(U)~x) = U · T (~x) · U †. (4.4)

Snadno vid́ıme z definice (4.4), že

T (ρ(U1)ρ(U2)~x) = T (ρ(U1U2)~x),

tj. z bijektivity T je ρ reprezentace, a

〈T (ρ(U)~x), T (ρ(U)~y)〉 = 〈T (~x), T (~y)〉,

tj. ρ(U) ∈ O(3). Ze spojitosti ρ a souvislosti SU(2) je ρ(U) ∈ SO(3). Zbývá ukázat, že

ker ρ = {U ∈ SU(2)|ρ(U) = I} = {I,−I}

což je zřejmé z př́ımého výpočtu a že ρ je surjektivńı. To je vidět z toho, že každá rotace
S ∈ SO(3) je rotaćı o jistý úhel ϕ kolem osy ~n a lze ji tud́ıž vyjádřit ve tvaru

R = exp

(
ϕ

3∑
j=1

njEj

)
.

Odpov́ıdaj́ıćı unitárńı matici můžeme zkonstruovat předpisem

U = exp

(
ϕ

3∑
j=1

njej

)
= exp

(
− i

2
ϕ

3∑
j=1

njσj

)
,

který je d̊usledkem př́ımým výpočtem snadno ověřitelného vztahu ρ∗|I(ej) = Ej, tj.
ρ∗|I : su(2)→ so(3) je př́ıslušný izomorfismus Lieových algeber ze cvičeńı 4.1, a výsledku
cvičeńı 3.2. Explicitně si to snadno ověř́ıme např. pro ~n = (1, 0, 0):

R1(ϕ) =

1 0 0
0 cos(ϕ) − sin(ϕ)
0 sin(ϕ) cos(ϕ)

 , U1(ϕ) =

(
cos(ϕ

2
) −i sin(ϕ

2
)

−i sin(ϕ
2
) cos(ϕ

2
).

)

Za povšimnut́ı stoj́ı, že U1(2π) = −I, zat́ımco R1(2π) = I.
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Kapitola 5

Lieovy algebry - základńı pojmy

Nadále se budeme zabývat strukturou Lieových algeber, bez ohledu na jim odpov́ıdaj́ıćı
Lieovu grupu/grupy. Neńı-li výslovně uvedeno jinak, předpokládáme, že má zkoumaná
algebra konečnou dimenzi. Uvažujeme Lieovy algebry nad tělesy reálných a komplexńıch
č́ısel. V této kapitole si zavedeme základńı názvoslov́ı.

Definice 5.1. Podalgebra h Lieovy algebry g je vektorový podprostor v g splňuj́ıćı
[h, h] ⊂ h.

Poznámka 5.2. Pro podprostory a, b ⊂ g znač́ıme [a, b] = span{[X, Y ]|X ∈ a, Y ∈ b}.
Bez užit́ı lineárńıho obalu by výsledná množina obecně nebyla podprostorem.

Př́ıklad 5.3. V Lorentzově algebře generátory vlastńıch Lorentzových transformaćı (tzv.
boost̊u) Ki komutuj́ı na rotace, [Ki, Kj] = −εijlLl, tedy netvoř́ı podalgebru. Generátory
rotaćı Li podalgebru tvoř́ı, nebot’ [Li, Lj] = εijkLk.

Definice 5.4. Podprostor h v g je ideál právě tehdy, když [h, g] ⊂ h.

Př́ıklad 5.5. V Poincaréově (či nehomogenńı Lorentzově) algebře tvořené generátory Lo-
rentzovy algebry a generátory translaćı Pα plat́ı [Mµν , Pα] ∼ P ξ a [Pα, P β] = 0, tedy
translace tvoř́ı abelovský ideál.

Definice 5.6. Faktoralgebra podle ideálu h je g/h = {x+ h|x ∈ g} s Lieovou závorkou

[X + h, Y + h] ≡ [X, Y ] + h.

Cvičeńı 5.1. Ukažte, že výše zavedená operace konzistentně definuje Lieovu závorku na
g/h.

5.1 Speciálńı tř́ıdy Lieových algeber

Definice 5.7. Lieova algebra g je

• abelovská právě tehdy, když [g, g] = {0},

• prostá právě tehdy, když dim g > 1 a jediné ideály v g jsou {0} a g,

• poloprostá právě tehdy, když jej́ı jediný abelovský ideál je {0}.

U výše uvedených pojmů obvykle předpokládáme g 6= {0}.
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Definice 5.8. Lieova algebra g je direktńım součtem ideál̊u g1, g2 pokud g = g1 ⊕ g2

jako vektorové podprostory a současně [g1, g1] ⊂ g1, [g2, g2] ⊂ g2, [g1, g2] = {0}.

Poznámka 5.9. Nadále budeme pro odlǐseńı direktńı součet vektorových prostor̊u značit
V = V1 u V2.

Definice 5.10. Lieovu algebru g nazveme rozložitelná, pokud existuj́ı nenulové ideály
g1, g2 takové, že g = g1 ⊕ g2. Jinak je g nerozložitelná.

Př́ıklad 5.11.

gl(n) = a(1)⊕ sl(n), kde a(1) = span{I},
u(n) = a(1)⊕ su(n), kde a(1) = R–span{iI},
so(4) = so(3)⊕ so(3).

Definice 5.12. Centrum Lieovy algebry g je maximálńı ideál ζ1 s vlastnost́ı [g, ζ1] = 0,
tj. ζ1 = {x ∈ g|[x, g] = 0}. Znač́ıme Z(g) = ζ(g) = ζ1(g) = ζ1.

Definice 5.13. Definujeme následuj́ıćı tři charakteristické série ideál̊u v g:

• derivovaná série: g(0) = g, g(k) = [g(k−1), g(k−1)], ∀k ∈ N. Pokud existuje n ∈ N
takové, že g(n) = {0}, algebra g se nazývá řešitelná.

• dolńı centrálńı série: g1 = g, gk = [gk−1, g], ∀k > 1. Pokud existuje n ∈ N takové,
že gn = {0}, algebra g se nazývá nilpotentńı.

• horńı centrálńı série: ζ1 = Z(g), ζk = {X ∈ g|[X, g] ⊂ ζk−1} ⊃ ζk−1, ∀k > 1.

To, že se skutečně jedná o ideály, vyplývá z Jacobiho identity a je přenecháno čtenáři
jako cvičeńı.

Poznámka 5.14. Z definice vyplývá, že g2 = g(1), g(k) ⊂ gk+1, tj. každá nilpotentńı algebra
g je řešitelná.

Věta 5.15. Lieova algebra g je nilpotentńı právě tehdy, když limk→+∞ ζk = g.

Limita je ryze formálńı, znamená existenci přirozeného č́ısla K takového, že

ζK = ζK+j = g, ∀j ∈ N.

D̊ukaz. Ukážeme oba směry implikace:

⇒ : necht’ g je nilpotentńı, tj. existuje k ≤ dim g+1, gk = 0 a v d̊usledku gk−1 ⊂ Z(g) =
ζ1. Indukćı ukážeme, že plat́ı gk−j ⊂ ζj. Pro j = 1 zřejmé, j → j + 1:[

gk−j−1, g
]

= gk−j ⊂ ζj, tj. gk−j−1 ⊂ ζj+1.

Pro j = k − 2 tedy máme g = g1 ⊂ ζk−1.

⇐ : Naopak, necht’ existuje k takové, že ζk = g. Indukćı ukážeme, že plat́ı ζk−j+1 ⊃ gj.
Pro j = 1 zřejmé, indukčńı krok j − 1→ j:

gj−1 ⊂ ζk−j+2 ⇒ gj =
[
gj−1, g

]
⊂
[
ζk−j+2, g

]
= ζk−j+1.

V d̊usledku vid́ıme, že gk ⊂ ζ1 = Z(g) a tedy gk+1 = 0.

34



Př́ıklad 5.16. Heisenbergova algebra h(n) = span{Xi, Pi, I} s Lieovými závorkami

[Xi, Pj] = δijI, i, j ∈ n̂, [h(n), I] = 0

je nilpotentńı, nebot’ (h(n))2 = span{I}, a tud́ıž (h(n))3 = 0.

Poznámka 5.17. Použ́ıváme následuj́ıćı konvenci: pokud Lieovy závorky nejsou uvedeny
explicitně a nevyplývaji z antisymetrie, tak jsou automaticky považovány za rovné nule.

Př́ıklad 5.18. Striktně horńı trojúhelńıkové matice tr0(n) =

{(
0 ?
...

...
0 ... 0

)
∈ Rn,n

}
jsou

nilpotentńı.

Př́ıklad 5.19. Horńı trojúhelńıkové matice tr(n) =

{(
? ?

...
0 ?

)
∈ Rn,n

}
. Ze snadno ověřitelných

vztah̊u

[tr(n), tr(n)] = tr0(n), [tr(n), tr0(n)] = tr0(n)

plyne, že algebra tr(n) je řešitelná, ale neńı nilpotentńı.

Řešitelné či nilpotentńı mohou být i ideály v dané Lieově algebře (tj. v konstrukci
séríı uvažujeme pouze prvky z uvažovaného ideálu). Jako cvičeńı ukážeme, že součet a
pr̊unik řešitelných ideál̊u je řešitelný ideál, součet a pr̊unik nilpotentńıch ideál̊u je nilpo-
tentńı ideál. Z konečnosti dimenze Lieovy algebry g pak vyplývá existence maximálńıho
řešitelného, resp. nilpotentńıho, ideálu.

Definice 5.20. Maximálńı řešitelný ideál v g se nazývá radikál a maximálńı nilpotentńı
ideál se nazývá nilradikál.

Poznámka 5.21. Necht’ r je radikál algebry g. Uvažujme g/r a v ńı abelovský ideál h/r ⊂
g/r, tj. máme ideál h = {X ∈ g|X + r ∈ h/r} takový, že r ⊂ h ⊂ g, [h, h] ⊂ r. Tud́ıž
h(1) ⊂ r a současně r je řešitelná, tj. existuje k takové, že r(k) = 0. V d̊usledku máme
h(k+1) ⊂ r(k) = 0 a dle předpokladu maximality radikálu r je h = r. Proto g/r nemá žádný
netriviálńı abelovský ideál a je tedy poloprostá.

Plat́ı dokonce ješte silněǰśı tvrzeńı tvrd́ıćı, že g/r lze realizovat jako podalgebru v g:

Věta 5.22 (Leviho). Každou Lieovu algebru g lze rozložit na polopř́ımý součet poloprosté
podalgebry s a radikálu r, tj.

g = su r, [s, s] ⊂ s, [s, r] ⊂ r, [r, r] ⊂ r,

přičemž s je určena až na izomorfii. s nebo r může být rovné {0}.

Bez d̊ukazu.

5.2 Derivace

Definice 5.23. Derivace Lieovy algebry g je lineárńı zobrazeńı D : g → g splňuj́ıćı
D([X, Y ]) = [DX, Y ] + [X,DY ] pro všechna X, Y ∈ g.

Definice 5.24. Bud’ G Lieova grupa a g jej́ı Lieova algebra.

• Adjungovaná akce Lieovy grupy G na G je φ : G×G→ G definovaná předpisem

φ(g, h) ≡ φg(h) = ghg−1, tj. φg = Lg ◦Rg−1 ,
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• adjungovaná reprezentace Lieovy grupy G na Lieově algebře g je

Ad : G→ GL(g), Ad(g) = φg∗ = Lg∗ ◦Rg−1∗,

• adjungovaná reprezentace Lieovy algebry g na g je

ad : g→ gl(g), adX ≡ ad(X) = Ad∗(X), tj. adXY = Ad∗(X)Y =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ad(etX)Y.

Ověřeńı, že se skutečně jedná o akci, resp. reprezentace, je přenecháno jako cvičeńı
čtenáři.

Poznámka 5.25. Adjungovanou reprezentaci lze ekvivalentně zavést požadavkem geXg−1 =
eAd(g)X . Pro maticové grupy lze Ad(g)X poč́ıtat jednoduše vztahem

Ad(g)X = gXg−1.

Podobně se zjednoduš́ı výpočet adjungované reprezentace algebry.

Věta 5.26. Pro adjungovanou reprezentaci Lieovy algebry plat́ı

adXY = [X, Y ]. (5.1)

D̊ukaz. Pro každé X ∈ g, p ∈ G a f ∈ C∞(G) máme

X(f)(p) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(f ◦Ψs
X) (p) =

d

ds

∣∣∣∣
s=0

f(pesX)

a zároveň plat́ı eφ∗(X) = φ
(
eX
)

pro libovolný homomorfismus φ, tj. i konkrétně pro φg
definovaný adjungovanou akćı G na G. Z definice adjungované reprezentace Lieovy algebry
máme

adX(Y )f |p =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

AdetX (Y )f |p =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(φetX )∗(Y )f |p =

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f ◦Rexp(s(φ
etX

)∗(Y ))

∣∣
p

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
pes(φetX )∗(Y )

)
=

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
pφetX

(
esY
))

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
petXesY e−tX

)︸ ︷︷ ︸
=F (t,s,−t)

=

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (t, s, 0)− d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (0, s, t) =

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
f
(
petXesY

)
− f

(
pesY etX

))
=

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Y f(petX)− d

ds

∣∣∣∣
s=0

Xf(pesY ) = X(Y f)(p)− Y (Xf)(p) = [X, Y ]f(p)

⇒ adX(Y ) = [X, Y ].

Poznámka 5.27. Pro matice je rovnice (5.1) vidět ihned: d
dt

∣∣
t=0

etXY e−tX = XY − Y X =
[X, Y ].
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Poznámka 5.28. Vzhledem k větě (5.26) lze adjungovanou reprezentaci Lieovy algebry g
definovat rovnićı (5.1) bez ohledu na to, zda uvažujeme odpov́ıdaj́ıćı Lieovu grupu G nebo
nikoliv.

Důsledek 5.29. Dı́ky Jacobiho identitě je adX derivace.

Definice 5.30. Derivace D je vnitřńı právě tehdy, když existuje X ∈ g takové, že
D = adX . Všechny ostatńı derivace se nazývaj́ı vněǰśı.

5.3 Vztah reálných a komplexńıch algeber

Definice 5.31. Pro reálnou Lieovu algebru g existuje jediná komplexńı Lieova algebra
gC, nazývaná komplexifikace g, kterou definujeme jako gC = g + ig = C⊗ g, tj.

[X + iY, U + iV ] = ([X,U ]− [Y, V ]) + i([Y, U ] + [X, V ]), X, Y, U, V ∈ g,

(α + iβ) · (U + iV ) = (αU − βV ) + i(βU + αV ), α, β ∈ R, U, V ∈ g.

Naopak, pro každou komplexńı Lieovu algebru g můžeme jednoznačně zkonstruovat
reálnou Lieovu algebru gR pomoćı doplněńı libovolné báze (Xj)

n
j=1 ⊂ g na R–span{Xj, iXj}nj=1.

Strukturńı konstanty jsou pak reálné a komplexńı části p̊uvodńıch.
Plat́ı dimC gC = dimR g a dimR gR = 2 dimC g.

Definice 5.32. Reálná forma komplexńı Lieovy algebry g je libovolná reálná Lieova
algebra g̃ splňuj́ıćı g = g̃C.

Př́ıklad 5.33. Reálné algebry su(2) a sl(2,R) jsou dvě r̊uzné reálné formy stejné komplexńı
algebry su(2)C = sl(2,C) = sl(2,R)C. Podobně so(1, 3)C = so(4,C) = so(4,R)C.

5.4 Zobrazeńı Lieových algeber

Definice 5.34. Pro lineárńı zobrazeńı φ : g → h Lieových algeber nad stejným tělesem
zavád́ıme označeńı:

• φ je homomorfismus právě tehdy, když [φ(X), φ(Y )] = φ([X, Y ]) plat́ı pro všechna
X, Y ∈ g,

• homomorfismus φ je endomorfismus právě tehdy, když h = g,

• homomorfismus φ je izomorfismus právě tehdy, když kerφ = {0}, φ(g) = h,

• izomorfismus φ je automorfismus právě tehdy, když je současně endomorfismus.

Př́ıklad 5.35. Pro libovolné g ∈ G je Adg : g→ g automorfismus. Zobrazeńı ad : g→ gl(g)
je homomorfismus. Ale pro X ∈ g zobrazeńı adX : g → g obecně neńı homomorfismus,
protože adX [Y, Z] = [adXY, Z] + [Y, adXZ] 6= [adXY, adXZ].
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5.5 Cvičeńı

Cvičeńı 5.2. Nalezněte všechny neizomorfńı reálné Lieovy algebry v dimenźıch 1, 2 a 3.

Řešeńı. V dimenzi 1 je úloha jednoduchá, z antisymetrie je jediná Lieova algebra abe-
lovská,

a1 = span{e1}, [e1, e1] = 0.

Nulové Lieovy závorky nadále nebudeme uvádět.
V dimenzi 2 máme z antisymetrie jedinou netriviálńı Lieovu závorku [e1, e2]. Pokud

je nulová, tj, g2 = 0, máme abelovskou Lieovu algebru a2 = a1 ⊕ a1. Pokud dim g2 = 1,
zvoĺıme bázi tak, aby g2 = span{e1}. Pak muśı existovat e2 ∈ g\g2 takové, že [e1, e2] = αe1,
α 6= 0 a vhodným výběrem násobku e2 máme algebru af(1) ve tvaru

af(1) = span{e1, e2}, [e1, e2] = e1.

Tato algebra je řešitelná, neńı nilpotentńı.
V dimenzi 3 obdobně postupujeme podle dim g2. Máme

• dim g2 = 0: a3 = a1 ⊕ a1 ⊕ a1.

• dim g2 = 1: Jsou dvě možnosti

– g2 ⊂ ζ1, pak g2 = span{e1}, [e1, g] = 0, tud́ıž vhodným výběrem báze máme
nilpotentńı Heisenbergovu algebru ve tvaru

h1 = span{e1, e2, e3}, [e2, e3] = e1.

– g2 6⊂ ζ1, pak g2 = span{e1}, [e1, g] = g2. Pak existuje e2 ∈ g\g2 takové, že
[e1, e2] = e1. span{e1, e2} je zjevně ideál a doplňkový lineárně nezávislý vektor
e3 lze vhodným odečteńım násobk̊u e1 a e2 vybrat tak, že [e3, e1] = [e3, e2] = 0.
Nacháźıme tud́ıž algebru af(1)⊕ a1.

• dim g2 = 2: Máme dvě možnosti pro strukturu g2 = span{e1, e2}:

– g2 = a2. Pak je algebra g plně určena regulárńı matićı A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, kde

[e1, e3] = a11e1 + a12e2,

[e2, e3] = a21e1 + a22e2.

Změnou báze e1, e2 lze matici A převést na libovolnou matici s ńı konjugova-
nou, dále můžeme vybrat vhodný násobek e3, čemuž odpov́ıdá přenásobeńı A
nenulovým č́ıslem. Celkem máme tři kanonické tvary pro matici A: diagonali-
zovatelná, Jordan̊uv tvar a reálná matice diagonalizovatelná pouze nad C, což
po vhodném přenásobeńı dává

A =

(
1 0
0 λ

)
, A =

(
1 0
1 1

)
, A =

(
p −1
1 p

)
,
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a jim odpov́ıdaj́ıćı algebry. Pokud zohledńıme všechny výše uvedené transfor-
mace měńıćı zvolenou bázi, máme možnosti

g3,λ : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = λe2, 0 < |λ| ≤ 1,

pokud |λ| = 1 : arg λ ≤ π,

g3,Jordan : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2,

g3,p : [e1, e3] = pe1 − e2, [e2, e3] = e1 + pe2, p ≥ 0, pouze nad R.

Všechny tyto algebry jsou řešitelné, ale nikoliv nilpotentńı.

– g2 = af(1) implikuje spor s Jacobiho identitou, tj. tomuto př́ıpadu žádná alge-
bra neodpov́ıdá.

• dim g2 = 3: Je výhodné Lieovy závorky ve zvolené bázi (ej) zapsat zp̊usobem

[ej, ek] = εjklαlmem.

Jacobiho identity implikuj́ı, že matice α = (αjk) je symetrická a z dim g2 = 3 je
nutně regulárńı. Při změně báze ẽa = ρkaek máme

[ẽa, ẽb] = det ρ · εabc(ρ−1)clαlm(ρ−1)dmẽd ≡ εabcα̃cdẽd,

tj. za předpokladu det ρ = 1 máme transformaci složek symetrické bilineárńı formy
α̃ = (ρ−1)T · α · ρ−1. Celkový násobek matice α můžeme ovšem vybrat daľśı trans-
formaćı ẽj = γej. Tud́ıž α lze vždy převést na kanonický tvar symetrické nede-
generované bilineárńı formy nad zvoleným tělesem s t́ım, že celkové znaménko je
irelevantńı. Nad tělesem komplexńıch č́ısel źıskáváme jedinou algebru

so(3,C) : [ej, ek] = εjklel,

nad reálnými č́ısly muśıme rozlǐsit dvě možné relevantńı signatury (3, 0, 0) a (2, 1, 0),
což vede kromě so(3,R) na druhou možnost

so(2, 1) : [e1, e2] = −e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2.

Tato algebra je současně izomorfńı algebře sl(2,R), jak lze ukázat jiným výběrem
báze, v ńıž maj́ı Lieovy závorky tvar

sl(2,R) = span{h, x+, x−} : [h, x±] = ±2x±, [x+, x−] = h.

odpov́ıdaj́ıćı matićım h =

(
1 0
0 −1

)
, x+ =

(
0 1
0 0

)
, x− =

(
0 0
1 0

)
.

Cvičeńı 5.3. Bud’te h1, h2 ideály v g. Pak [h1, h2], h1 + h2, h1 ∩ h2 jsou ideály v g.

D̊ukaz.

[[h1, h2], g] = [h1, [h2, g]] + [[h1, g], h2] ⊂ [h1, h2],

[h1 + h2, g] = [h1, g] + [h2, g] ⊂ h1 + h2,

[h1 ∩ h2, g] ⊂ h1 ∧ [h1 ∩ h2, g] ⊂ h2 ⇒ [h1 ∩ h2, g] ⊂ h1 ∩ h2.
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Důsledek 5.36. Je-li h ideál v g, pak hk, h(k) jsou ideály v g.

Cvičeńı 5.4. Jsou-li h1, h2 řešitelné ideály v g, pak h1 + h2 je řešitelný ideál v g.

D̊ukaz. Z vlastnost́ı podprostor̊u a z toho, že h1, h2, h1 +h2, h1∩h2 jsou ideály v g máme
izomorfismus faktoralgeber

(h1 + h2)/h1
∼= h2/(h1 ∩ h2)

Protože h2 je řešitelný, je též h2/(h1 ∩ h2) řešitelný a z izomorfismu výše je (h1 + h2)/h1

řešitelný. Protože h1 je řešitelný, je i h1 + h2 je řešitelný.

Cvičeńı 5.5. Bud’te h1, h2 nilpotentńı ideály v g. Pak h1 + h2 je nilpotentńı ideál.

D̊ukaz. Chceme ukázat, že existuje n ∈ N takové, že pro libovolná X1, . . . , Xn ∈ h1 ∪ h2

plat́ı [X1, [X2, . . . , [Xn−1, Xn]]] = 0. Z linearity Lieovy závorky pak bude plynout dokazo-
vaná nilpotentnost.
Vı́me, že h1, h2 jsou nilpotentńı právě tehdy, když existuje k ∈ N, hk1 = 0, hk2 = 0. Vez-
meme n = 2k a bez újmy na obecnosti předpokládáme, že alespoň k z X1, . . . , Xn je z h1.
Pak plat́ı

X ∈ hj1, Y ∈ h1 ⇒ [X, Y ] ∈ hj+1
1 , X ∈ hj1, Y ∈ h2 ⇒ [X, Y ] ∈ hj1.

Celkem tedy vid́ıme, že [X1, [X2, . . . , [Xn−1, Xn]]] ∈ hk1 = {0}.
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Kapitola 6

Killingova forma, vlastnosti
řešitelných a nilpotentńıch algeber

Na Lieových algebrách existuje význačná bilineárńı forma zvaná Killingova, která je velmi
užitečná při jejich zkoumáńı. Po jej́ım zavedeńı se budeme hlouběji zabývat vlastnostmi
řečitelných a nilpotentńıch algeber.

6.1 Killingova forma

Definice 6.1. Symetrická bilineárńı forma ω na Lieově algebře g je:

• invariantńı vzhledem k automorfismům g právě tehdy, když

ω(φ(X), φ(Y )) = ω(X, Y ) pro každý automorfismus φ ∈ Aut(g), (6.1)

• ad–invariantńı (invariantńı) právě tehdy, když

ω([X, Y ], Z) + ω(Y, [X,Z]) = 0 pro každou trojici X, Y, Z ∈ g. (6.2)

Poznámka 6.2. Je-li forma ω invariantńı vzhledem k automorfismům, pak pro všechna
X, Y, Z ∈ g plat́ı

ω (AdetXY,AdetXZ) = ω(Y, Z)

/
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ω (adXY, Z) + ω (Y, adXZ) = 0,

tedy ω je ad–invariantńı.

Naopak to neplat́ı. Např́ıklad uvažme symetrické formy na abelovské Lieově algebře -
všechny jsou ad–invariantńı, ale jedině nulová forma je invariantńı vzhledem k automor-
fismům, tj. všem lineárńım regulárńım operátor̊um.

Definice 6.3. Killingova forma Lieovy algebry g nad tělesem T je zobrazeńı

K : g× g→ T : K(X, Y ) = tr(adX ◦ adY ). (6.3)
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Uvažme φ automorfismus, X ∈ g a adφ(X) : g→ g. Pak plat́ı

adφ(X)Y = [φ(X), Y ] =
[
φ(X), φ

(
φ−1(Y )

)]
= φ

([
X,φ−1(Y )

])
=
(
φ ◦ adX ◦ φ−1

)
(Y ),

tedy adφ(X) = φ ◦ adX ◦ φ−1. Pro Killingovu formu tedy plat́ı

K (φ(X), φ(Y )) = tr
(
φ ◦ adX ◦ φ−1 ◦ φ ◦ adY ◦ φ−1

)
= tr (adX ◦ adY ) = K(X, Y ), (6.4)

tj. je invariantńı vzhledem k automorfismům (a tedy je též ad–invariantńı).
Explicitně lze ukázat, že K je ad–invariantńı následovně

K ([X, Y ], Z) +K (Y, [X,Z]) = tr
(
ad[X,Y ] ◦ adZ + adY ◦ ad[X,Z]

)
=

= tr ((adXadY − adY adX)adZ + adY (adXadZ − adZadX) = 0

využit́ım invariance stopy v̊uči cyklické záměně.

Věta 6.4. Je-li h ⊂ g ideál, pak pro jeho Killingovu formu plat́ı Kh = Kg|h×h.

D̊ukaz. Zvolenou bázi h ve tvaru (ei)
dim h
i=1 doplńıme na bázi g, E = (ei)

dim g
i=1 . Pak pro

libovolná X, Y ∈ h plat́ı adX : g→ h, adY : g→ h, tj.:

(adX)E =

(
A | B

O

) }
dim h

, (adY )E =

(
Ã | B̃

O

) }
dim h

,

K(X, Y ) = tr

((
A | B

O

)
·
(
Ã | B̃

O

))
=

= tr
(
A · Ã

)
= tr

(
adX |h , adY |h

)
= Kh(X, Y ).

Definice 6.5. Ortogonálńı doplněk ideálu h vzhledem ke Killingově formě K na g je

h⊥ = {X ∈ g|K(X, Y ) = 0,∀Y ∈ h}. (6.5)

Obdobně lze definovat ortogonálńı doplněk vzhledem ke Killingově formě libovolného
podprostoru v g.

Poznámka 6.6. Je-li h ideál, pak i h⊥ je ideál.

D̊ukaz. Pro libovolné X ∈ h⊥, Y ∈ g, Z ∈ h plat́ı:

K
(
[X, Y ], Z

)
= −K

(
[Y,X], Z

)
= K

(
X, [Y, Z]︸ ︷︷ ︸

∈h

)
= 0 ⇒ [X, Y ] ∈ h⊥.

6.2 Nilpotentńı a řešitelné algebry

Věta 6.7. Je-li φ : g→ g̃ homomorfismus, pak (φ(g))(k) = φ(g(k)),
(φ(g))k = φ

(
gk
)
.
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D̊ukaz. Indukćı:

(φ(g))(0) = φ(g) = φ
(
g(0)
)

(φ(g))(k) =
[
φ(g)(k−1), φ(g)(k−1)

]
=
[
φ
(
g(k−1)

)
, φ
(
g(k−1)

)]
= φ

([
g(k−1), g(k−1)

])
= φ

(
g(k)
)
.

Podobně

(φ(g))1 = φ(g) = φ
(
g1
)

(φ(g))k =
[
φ(g)k−1, φ(g)

]
=
[
φ
(
gk−1

)
, φ (g)

]
= φ

([
gk−1, g

])
= φ

(
gk
)
.

Důsledek 6.8. Je-li Lieova algebra g řešitelná (resp. nilpotentńı) a φ : g→ h homomor-
fismus, pak Ranφ ≡ φ(g) je řešitelná (resp. nilpotentńı) algebra.

Poznámka 6.9. Je-li φ : g→ g̃ homomorfismus, pak kerφ je ideál v g.

D̊ukaz. X ∈ g, Y ∈ kerφ ⇒ φ ([X, Y ]) = [φ(X), φ(Y )] = 0 ⇒ [X, Y ] ∈ kerφ.

Věta 6.10. Je-li h ideál v algebře g a h, g/h jsou řešitelné. Pak g je řešitelná.

D̊ukaz. g/h řešitelná ⇔ ∃n ∈ N, (g/h)(n) = 0 mod h ⇔ g(n) ⊂ h a protože h je
řešitelný, ∃k ∈ N, h(k) = 0 ⇒ g(n+k) ⊂ h(k) = 0, tj. g je řešitelná.

Důsledek 6.11. Máme-li homomorfismus φ : g → h takový, že Ranφ a kerφ jsou
řešitelné, pak g je řešitelná, protože Ranφ ∼= g/ kerφ.

Věta 6.12. Je-li h ⊂ Z(g) a g/h nilpotentńı, pak g je nilpotentńı.

D̊ukaz. g/h nilpotentńı ⇔ ∃n ∈ N, (g/h)n = 0 mod h, tj. gn ⊂ h a gn+1 ⊂ [g, h] =
0.

Důsledek 6.13. Označme adg = {adX |X ∈ g} ⊂ gl(g). Pak

• g řešitelná právě tehdy, když adg řešitelná.

• g nilpotentńı právě tehdy, když adg nilpotentńı.

D̊ukaz. ker ad = {X ∈ g | [X, Y ] = 0, ∀Y ∈ g} = Z(g), tj. ker ad je rovno centru algebry
g a lze použ́ıt větu 6.10, resp. 6.12.

Vlastnosti konečněrozměrných operátor̊u

Definice 6.14. Lineárńı operátor A ∈ gl(V ) je poloprostý (diagonalizovatelný)
právě tehdy, když existuje báze vektorového prostoru E = (ei)

dimV
i=1 ⊂ V tvořená vlastńımi

vektory operátoru A, tj. Aei = λiei.
Soubor operátor̊u {Aα}α∈I ⊂ gl(V ) je současně diagonalizovatelný právě tehdy,

když existuje báze vektorového prostoru E = (ei)
dimV
i=1 ⊂ V tvořená společnými vlastńımi

vektory, Aαei = λ
(α)
i ei.

Definice 6.15. Lineárńı operátor A ∈ gl(V ) je nilpotentńı právě tehdy, když existuje
n ∈ N takové, že An = 0.
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Věta 6.16 (Jordan̊uv rozklad). Bud’ A ∈ gl(V ), kde V je vektorový prostor konečné
dimenze nad C. Pak existuje jednoznačně určená dvojice operátor̊u S,N ∈ gl(V ) splňuj́ıćı

• A = S +N ,

• S je diagonalizovatelný, N nilpotentńı,

• [S,N ] = 0.

Operátory S a N lze vyjádřit jako polynomy v operátoru A.

Důkaz viz učebnice lineárńı algebry.

Poznámka 6.17. Pro daľśı úvahy je užitečné si uvědomit, že spektrum nilpotentńıho
operátoru je tvořené pouze 0 a tedy i stopa N je nulová. Vid́ıme to z toho, že Nx = λx
implikuje Nkx = λkx, tj. {0} = σ(Nk) = {λk|λ ∈ σ(N)}.

6.3 Cvičeńı

Cvičeńı 6.1. Určete, jak vypadá Killingova forma libovolné nilpotentńı Lieovy algebry.

Řešeńı. Vı́me, že

adX : gj → gj+1, adX ◦ adY : gj → gj+2.

Protože algebra g je dle předpokladu nilpotentńı, existuje k ∈ N takové, že gk = 0, tj.
(adX ◦ adY )k = 0. Tud́ıž K(X, Y ) = tr (adX ◦ adY ) = 0.

Cvičeńı 6.2. Najděte Killingovu formu algebry af(1) v bázi e1, e2, [e1, e2] = e1.

Řešeńı.

ade1 =

(
0 1
0 0

)
, ade2 =

(
−1 0
0 0

)
⇒ K =

(
0 0
0 1

)
.
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Kapitola 7

Věty Lieova a Engelova

V této kapitole vyslov́ıme dvě základńı věty o struktuře řešitelných a nilpotentńıch algeber
- větu Engelovu a větu Lieovu, které budeme často využ́ıvat v daľśım textu. K jejich
d̊ukazu si připrav́ıme několik definic a pomocných tvrzeńı.

Definice 7.1. Vektor X ∈ g je ad–nilpotentńı právě tehdy, když existuje n ∈ N takové,
že (adX)n = 0.

Poznámka 7.2. Lieova algebra g je nilpotentńı právě tehdy, když existuje n ∈ N takové,
že pro všechna X1, . . . , Xn ∈ g plat́ı adX1 ◦ · · · ◦ adXn = 0. Speciálně pro libovolný X ∈ g
plat́ı (adX)n = 0, tj. všechny prvky nilpotentńı algebry jsou ad–nilpotentńı.

Lemma 7.3. Pokud operátor X ∈ gl(V ) je nilpotentńı, pak je X též ad–nilpotentńı v
gl(V ).

D̊ukaz. Indukćı ukážeme že plat́ı:

(adX)k Y =
k∑
j=0

(−1)k−j
(
k

j

)
XjY Xk−j. (7.1)

k = 1 zřejmé, k − 1→ k:

(adX)k Y = adX

(
k−1∑
j=0

(−1)k−1−j
(
k − 1

j

)
XjY Xk−1−j

)
=

=
k−1∑
j=0

(−1)k−1−j
(
k − 1

j

)
Xj+1Y Xk−1−j −

k−1∑
j=0

(−1)k−1−j
(
k − 1

j

)
XjY Xk−j =

=
k∑
j=0

(−1)k−j
((

k − 1

j − 1

)
+

(
k − 1

j

))
XjY Xk−j =

k∑
j=0

(−1)k−j
(
k

j

)
XjY Xk−j.

Konkrétně je-li Xn = 0 pro nějaké n ∈ N , pak v každém sč́ıtanci výrazu (adX)2n je nula
v Xj nebo Xk−j.

Lemma 7.4. Bud’ h ideál v g ⊂ gl(V ), W =
⋂
X∈h kerX = {v ∈ V |Xv = 0,∀X ∈ h}.

Pak gW ⊂ W , tj. W je invariantńı podprostor.

D̊ukaz. Pro všechna X ∈ h, Y ∈ g plat́ı X(YW ) = [X, Y ]︸ ︷︷ ︸
∈h

W + Y (XW ) = 0. Tud́ıž

YW ⊂ kerX pro všechna X ∈ h, a tedy YW ⊂ W pro libovolné Y ∈ g.
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Lemma 7.5. Bud’ g podalgebra v gl(V ) taková, že všechny elementy g jsou nilpotentńı.
Pak existuje v ∈ V, v 6= 0 takový, že Xv = 0 pro všechna X ∈ g.

D̊ukaz. Indukćı podle dim g:

• dim g = 1 ⇒ g = span{X}, Xn = 0 ⇒ 0 ∈ σ(X) ⇒ ∃v ∈ V, v 6= 0, Xv = 0,

• dim g = n− 1→ n. Uvažujme vlastńı podalgebru maximálńı dimenze h a definujme
reprezentaci h na g/h:

φ(X)(Y + h) = adXY + h, ∀X ∈ h, Y ∈ g.

Protože všechna X ∈ h jsou nilpotentńı, jsou dle Lemmatu 7.3 též ad–nilpotentńı.
Proto jsou φ(X) nilpotentńı a tedy φ(h) splňuje předpoklady dokazovaného tvrzeńı
a má dimenzi ostře menš́ı než n. Dle indukčńıho předpokladu existuje Z ∈ g takové,
že

Z + h ∈ g/h, Z + h 6= h, φ(X)(Z + h) = h, ∀X ∈ h,

tj. Z /∈ h, [X,Z] ∈ h, ∀X ∈ h. Tud́ıž span{Z}+ h je podalgebra g, jej́ı dimenze je
dim = dim h + 1 a z maximality h plyne, že je rovna celé g.

Z indukčńıho předpokladu rovněž plyne existence nenulového v ∈ V takového, že
hv = 0. Jinými slovy W =

⋂
X∈h kerX 6= {0}. Protože [g, h] = [span{Z} + h, h] ⊂

h, je h je ideál. Dle Lemmatu 7.4 je W invariantńı podprostor g. A konečně, z
nilpotentnosti Z plyne, že též Z|W : W → W je nilpotentńı, což implikuje existenci
w ∈ W, w 6= 0, Zw = 0. To nám již dává dokazované tvrzeńı pro algebru g:
gw = (spanZ + h)w = 0.

Lemma 7.6. Bud’ g ⊂ gl(V ) taková, že všechny operátory X ∈ g jsou nilpotentńı, tj. g
je Lieova algebra nilpotentńıch operátor̊u. Pak existuje báze E = {ei} ve V taková, že pro
všechna X ∈ g je Xe1 = 0, Xei ∈ span{e1, . . . , ei−1}, tj. všechny matice XE jsou horńı
trojúhelńıkové matice s nulovou diagonálou. V d̊usledku, g je nilpotentńı algebra.

D̊ukaz. Dle Lemmatu 7.5 existuje nenulový e1 ∈
⋂
X∈g kerX. Polož́ıme V1 = span{e1} a

definujeme akci g na V/V1:

φ(X) (v + V1) = Xv + V1, ∀X ∈ g, ∀v ∈ V. (7.2)

Podobně jako v d̊ukazu Lemmatu 7.5 je φ(g) tvořena nilpotentńımi operátory a tedy
existuje e2 ∈ V, e2 /∈ V1 takový, že φ(X) (e2 + V1) = V1 pro každé X ∈ g. Takže máme
Xe2 ∈ V1. Zvoĺıme V2 = span{e1, e2} a postup opakujeme. Indukćı źıskáváme kom-
pozičńı řadu {0} ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn = V splňuj́ıćı dimVi/Vi−1 = 1, gVi ⊂ Vi−1.
V bázi E tvořené vektory ei ∈ Vi\Vi−1 jsou matice operátor̊u X ∈ g horńı trojúhelńıkové
matice s nulovou diagonálou.

Věta 7.7 (Engelova). Lieova algebra g je nilpotentńı právě tehdy, když každý vektor
X ∈ g je ad–nilpotentńı. Každá komplexńı maticová nilpotentńı Lieova algebra g má ve
vhodné bázi tvar

X =

A1(X) 0
. . .

0 Ak(X)

 , kde Ai(X) =

λi(X) ?
. . .

0 λi(X)

 , λi ∈ g∗.
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D̊ukaz. Je-li adg = {adX | X ∈ g} tvořena nilpotentńımi operátory, pak dle Lemmatu 7.6
je adg nilpotentńı maticová algebra. Podle Důsledku 6.13 je algebra g nilpotentńı. Opačná
implikace plyne z poznámky 7.2.

Uvažujme dále komplexńı maticové algebry. Libovolný komplexńı vektorový prostor
V lze rozložit jako součet zobecněných vlastńıch podprostor̊u vzhledem ke zvolenému
operátoru X ∈ gl(V )

V =
⊕

λ∈σ(X)

lim
n→+∞

ker(X − λI)n (7.3)

(jinými slovy, podprostory ker(X − λI)n odpov́ıdaj́ı Jordanovým blok̊um operátoru X).
Indukćı ukážeme, že plat́ı

(X − λI)k Y =
k∑
j=0

(
k

j

)
(adX)j Y (X − λI)k−j , X, Y ∈ gl(V ). (7.4)

Pro k = 0 je zřejmé, k − 1→ k źıskáváme př́ımým dosazeńım

(X − λI)k Y = (X − λI)
k−1∑
j=0

(
k − 1

j

)
(adX)j Y (X − λI)k−1−j =

=
k−1∑
j=0

(
k − 1

j

)(
X (adX)j Y − λ (adX)j Y

)
(X − λI)k−1−j =

=
k−1∑
j=0

(
k − 1

j

)(
(adX)j+1 Y + (adX)j Y X − λ (adX)j Y

)
(X − λI)k−1−j =

=
k−1∑
j=0

(
k − 1

j

)(
(adX)j+1 Y + (adX)j Y (X − λI)

)
(X − λI)k−1−j =

=
k∑
j=0

((
k − 1

j − 1

)
+

(
k − 1

j

))
(adX)j Y (X − λI)k−j =

k∑
j=0

(
k

j

)
(adX)j Y (X − λI)k−j .

Necht’ g je nilpotentńı podalgebra gl(V ), kde V je nad C a X ∈ g. Označ́ıme

WX
λ = lim

n→+∞
ker(X − λI)n, λ ∈ σ(X).

Dle vztahu (7.4) plat́ı pro libovolné Y ∈ g

(X − λI)k YWX
λ =

k∑
j=0

(
k

j

)
(adX)j Y (X − λI)k−jWX

λ ⇒ lim
k→+∞

(X − λI)k YWX
λ = 0,

protože pro dostatečně velké k je bud’ (adX)jY = 0 z nilpotentnosti operátoru adX nebo je
(X − λI)k−jWX

λ = 0 z definice WX
λ . Vid́ıme tedy, že YWX

λ ⊂ WX
λ , tj. WX

λ je invariantńı
podprostor. Zúžeńım všech operátor̊u z g na WX

λ dosṕıváme ke stejnému problému na
menš́ım vektorovém prostoru, kde postup opakujeme. T́ımto opakovaným zužováńım na
stejným zp̊usobem konstruované podprostory pro daľśı Y ∈ g po konečně mnoha kroćıch
źıskáváme invariantńı podprostory, na nichž všechny operátory X ∈ g p̊usob́ı jako násobek
jednotky plus nilpotentńı operátor. Označme libovolný z těchto podprostor̊u W . Všechny
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komutátory [X, Y ] na takovém podprostoru W jsou nilpotentńı, nebot’ jim odpov́ıdaj́ıćı
násobek jednotky λI|W je nulový z nulovosti stopy komutátoru operátor̊u tr[X|W , Y |W ].
Lze tud́ıž definovat novou operátorovou algebru na W odečteńım př́ıslušného násobku
jednotky od každého z operátor̊u X|W (násobky jednotky nepřisṕıvaj́ı do komutátor̊u,
výše jsme ověřili, že nejsou př́ıtomny v pravých stranách, tj. nová algebra je uzavřená
vzhledem ke komutátor̊um a má stejné komutačńı relace jako p̊uvodńı g|W ). Tato algebra
na W je tvořena nilpotentńımi operátory, můžeme tedy na ni aplikovat Lemma 7.6 a
nalézáme maticovou podobu Engelovy věty.

Lemma 7.8. Bud’ V komplexńı vektorový prostor a g ⊂ gl(V ) řešitelná algebra operátor̊u.
Pak existuje v ∈ V, v 6= 0 a λ ∈ g∗ takové, že

Xv = λ(X)v, ∀X ∈ g. (7.5)

D̊ukaz. Indukćı dle dim g. Př́ıpad dim g = 1 je zřejmý.
dim g = k − 1 → k. Bud’ g řešitelná algebra, dim g = k. Máme g(1) = [g, g] $ g.

Uvažujme h podprostor g s vlastnostmi g(1) ⊂ h a dim h = k − 1. Takový h je nutně
řešitelný ideál v g, protože [h, g] ⊂ g(1) ⊂ h. Tedy h splňuje indukčńı předpoklad a proto
existuje v0 ∈ V, v 6= 0 a λ ∈ h∗ taková, že Xv0 = λ0(X)v0, ∀X ∈ h. Vezmeme libovolné
Z ∈ g \ h, tj. g = h u span{Z}, a definujeme vj+1 = Zvj, j ∈ N0, W = span{vj}+∞

j=0.
Evidentně plat́ı dimW ≤ dimV < +∞, takže existuje p ∈ N0 takové, že {v0, . . . , vp}
jsou lineárně nezávislé a Zvp ∈ span{v0, . . . , vp}, tj. W = span{vj}pj=0 a ZW ⊂ W . Pro
libovolné X ∈ h plat́ı

Xv0 = λ0(X)v0,

Xv1 = XZv0 = ZXv0 +

∈h︷ ︸︸ ︷
[X,Z] v0 = λ0(X)Zv0 + λ0([X,Z])v0

= λ0(X)v1 + λ0([X,Z])v0,

Xv2 = ZXv1 + [X,Z]v1 = λ0(X)v2 + 2λ0([X,Z])v1 + λ0([[X,Z], Z])v0,

...

Xvj = λ0(X)vj + . . .︸︷︷︸
∈ span{v0,...,vj−1}

.

Vid́ıme, že W je invariantńı vzhledem k p̊usobeńı h a plat́ı tr X|W = dimW · λ(X).
Protože z konstrukce dimW ≥ 1, máme

λ0([X,Z]) =
1

dimW
tr [X,Z]|W =

1

dimW
(tr X|W Z|W − tr Z|W X|W ) = 0, ∀X ∈ h.

Takže pro libovolné X ∈ h máme Xv1 = λ0(X)v1, Xvj = λ(X)0vj, tj. všechny X ∈ h
jsou současně diagonálńı na W ve zvolené bázi, dokonce to jsou násobky jednotkového
operátoru, s vlastńımi č́ısly λ0(X). Protože ZW ⊂ W , existuje v ∈ W, v 6= 0 takové, že
Zv = λ̃v. T́ım je učiněn indukčńı krok, nebot’ máme pro nalezený vektor v funkcionál
λ ∈ g∗ splňuj́ıćı (7.5) ve tvaru λ(αZ +X) = αλ̃+ λ0(X), kde X ∈ h.

Věta 7.9 (Lieova). Bud’ g podalgebra gl(V ), kde V je komplexńı vektorový prostor
konečné dimenze. Potom je g řešitelná právě tehdy, když je možné naj́ıt bázi vektorového
prostoru V , v ńıž všechny operátory X ∈ g maj́ı současně horńı trojúhelńıkový tvar.
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D̊ukaz. Jedńım směrem je tvrzeńı jednoduché: pokud g tvoř́ı horńı trojúhelńıkové matice,
pak g je řešitelná výpočtem derivované série.

Naopak, mějme řešitelnou algebru g ⊂ gl(V ), V nad C. Dle Lemmatu 7.8 existuje
v1 ∈ V, v1 6= 0 a λ1 ∈ g∗ takové, že Xv1 = λ1(X)v1 pro všechna X ∈ g. Definujme
V1 = span{v1} a reprezentaci g na V/V1:

φ(X) (v + V1) = Xv + V1, X ∈ g, v ∈ V.

Jako homomorfńı obraz je φ(g) opět řešitelná maticová algebra, tedy dle Lemmatu 7.8

existuje v2 ∈ V, v2 /∈ V1 a λ̃2 ∈ φ(g)∗:

φ(X) (v2 + V1) = Xv2 + V1

= λ̃2(φ(X)) (v2 + V1) = λ̃2(φ(X))v2 + V1, ∀X ∈ g.

Polož́ıme λ2 := λ̃2◦φ ∈ g∗ a máme Xv2 = λ2(X)v2 mod V1. Definujeme V2 = span{v1, v2}
a pokračujeme indukćı. Źıskáváme bázi V ve tvaru (v1, v2, . . . ) s vlastnost́ı

Xvj = λj(X)vj mod Vj−1, ∀X ∈ g.

V této bázi jsou všechny X ∈ g horńı trojúhelńıkové matice.

Důsledek 7.10. Lieova algebra g je řešitelná právě tehdy, když jej́ı derivovaná algebra
g2 = g(1) je nilpotentńı.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme pro komplexńı algebry:

⇐: g/g2 je abelovská, tj. řešitelná, g2 je řešitelná. Tud́ıž g je řešitelná dle věty 6.10.

⇒: g řešitelná právě tehdy, když adg ⊂ gl(g) je řešitelná. Dle Lieovy věty to nastává právě
tehdy, když ve vhodné bázi g je adg vyjádřena pomoćı horńıch trojúhelńıkových
matic. Pak pro libovolné X, Y ∈ g je Z = [X, Y ] homomorfismem ad zobrazeno
na adZ = [adX , adY ]. To je horńı trojúhelńıková matice s nulovou diagonálou, tj.
všechna adZ ∈ adg2 jsou striktně horńı trojúhelńıkové matice, adg2 je nilpotentńı
algebra a tedy dle poznámky 6.13 je g2 nilpotentńı algebra.

Pro reálnou algebru máme

(gC)k =
(
gk
)
C , (gC)(k) =

(
g(k)
)
C .

Proto plat́ı gC je řešitelná, resp. nilpotentńı, právě tehdy, když g je řešitelná, resp. nilpo-
tentńı.
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Kapitola 8

Cartanova kritéria

Ukazuje se, že řešitelnost a poloprostotu dané Lieovy algebry je možné zjistit výpočtem
př́ımo z vlastnost́ı Killingovy formy. Tato tvrzeńı, známá jako Cartanova kritéria, od-
vod́ıme v této kapitole a následně budeme zkoumat jejich d̊usledky pro strukturu polo-
prostých Lieových algeber.

Nejprve ale potřebujeme jedno sṕı̌se technické tvrzeńı.

Věta 8.1. Bud’ g podalgebra gl(V ) a necht’ pro každé X, Y ∈ g je tr(XY ) = 0. Pak je g
řešitelná.

D̊ukaz. Větu bude dokazovat pro komplexńı vektorové prostory V (pro reálné vektorové
prostory řeš́ıme komplexifikaćı). Ukážeme že každý X ∈ g(1) je nilpotentńı. Z toho bude
plynout, že je dle Engelovy věty g(1) nilpotentńı a tedy g řešitelná dle d̊usledku 7.10.

Pro X ∈ g(1) použijeme Jordan̊uv rozklad:

X = S +N, [S,N ] = 0, ∃k ∈ N, Nk = 0, S = diag(λ1, . . . , λn)

ve vhodné bázi E = (ei)
n
i=1. Pro adX , adS, adN : gl(V ) → gl(V ) a (Eij)

n
i,j=1 bázi gl(V )

máme:

adX = adS + adN , [adS, adN ] = 0, (adN)2k = 0, adS (Eij) = (λi − λj)Eij,

tj. adS je diagonálńı a adX = adS + adN je Jordan̊uv rozklad. Proto existuje poly-
nom p ∈ P [x] takový, že adS = p(adX). Uvažujme komplexně sdruženou matici S =
diag

(
λ1, . . . , λn

)
a jej́ı ad–reprezentaci adS (Eij) =

(
λi − λj

)
Eij. Protože existuje poly-

nom q ∈ P [x] splňuj́ıćı λi − λj = q (λi − λj), je též adS = q (adS). Definujeme-li p̃ ∈ P [x]
předpisem p̃(x) = q(p(x)), pak adS = q (adS) = p̃ (adX). Protože adS, adN , adS jsou poly-
nomy v adX , zobrazuj́ı g→ g a plat́ı:

[S,N ] = adSN = p̃(adX)N = p̃(0) ·N,(
SN
)2

= SNSN = S
2
N2 − Sp̃(0)NN =

(
S

2 − p̃(0) · S
)
N2,

...(
SN
)k

= (. . . )Nk.

Protože N je nilpotentńı, je nilpotentńı též SN . V d̊usledku plat́ı následuj́ıćı vztah

tr
(
SX
)

= tr
(
S(S +N)

)
= tr

(
SS
)

+ tr
(
SN
)︸ ︷︷ ︸

= 0

=
n∑
j=1

|λj|2 .
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Speciálně, pro libovolné X ∈ g(1) vyjádřené ve tvaru X =
∑

k[Ak, Bk], kde Ak, Bk ∈ g,
plat́ı dle předpokladu dokazované věty

tr
(
SX
)

= tr

(
S
∑
k

[Ak, Bk]

)
=
∑
k

tr
(
SAkBk − SBkAk

)
=
∑
k

tr
(
adS(Ak)︸ ︷︷ ︸
∈ g

◦Bk

)
= 0.

Proto pro vlastńı č́ısla operátoru X plat́ı
∑n

j=1 |λj|
2 = 0, tj. λj = 0, ∀j ∈ n̂ a tedy S = 0,

X = N , což jsme chtěli ukázat.

Nyńı již můžeme přistoupit k formulaci a d̊ukazu Cartanových kritéríı.

Věta 8.2 (1. Cartanovo kritérium). Lieova algebra g je řešitelná právě tehdy, když
K(X, Y ) = 0 pro všechna X ∈ g a Y ∈ g(1) = g2.

D̊ukaz. Důkaz jako obvykle provedeme pro komplexńı Lieovy algebry, pro reálné vyplývá
ze vzájemné korespondence ideál̊u v derivované sérii při komplexifikaci.

⇒: Algebra g je řešitelná, tud́ıž adg je řešitelná maticová algebra a dle Lieovy věty ji ve

vhodné bázi tvoř́ı horńı trojúhelńıkové matice. adg(1) = (adg)
(1), tedy adg(1) obsahuje

horńı trojúhelńıkové matice s nulovou diagonálou. Proto plat́ı

K(X, Y ) = tr (adXadY ) = 0, ∀X ∈ g, Y ∈ g(1).

⇐: Necht’ K(X, Y ) = 0 pro všechny X ∈ g, Y ∈ g(1). Speciálně K(X, Y ) = 0 pro
libovolné X, Y ∈ g(1), tj. tr (adXadY ) = 0. Dle věty 8.1 je adg(1) řešitelná, tj. též

g(1) je řešitelná. Zároveň g/g(1) je evidentně abelovská, tj. řešitelná. Dle věty 6.10 je
tud́ıž g řešitelná.

Poznámka 8.3. Připomeňme definici ortogonálńıho doplňku h⊥ = {X ∈ g|K(X, Y ) =
0,∀Y ∈ h}.

Definice 8.4. Radikál Killingovy formy je ortogonálńı doplněk Lieovy algebry vzhle-
dem ke Killingově formě,

radK = g⊥ = {X ∈ g | K(X, Y ) = 0, ∀Y ∈ g} .

Věta 8.5 (2. Cartanovo kritérium). Lieova algebra g je poloprostá právě tehdy, když jej́ı
Killingova forma K je nedegenerovaná, tj. g⊥ = 0.

D̊ukaz. ⇒: Necht’K je degenerovaná, tj. radK je nenulový ideál. Evidentně K|radK×radK =
0, takže dle 1. Cartanova kritéria radK je řešitelný ideál, tj. existuje k ∈ N0 takový,
že (radK)(k) 6= 0, a (radK)(k+1) = 0. Protože prvky derivované série ideálu h ⊂ g

jsou též ideály v g a
[
(radK)(k) , (radK)(k)

]
= 0, je (radK)(k) nenulový abelovský

ideál a tud́ıž g neńı poloprostá.
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⇐: Necht’ g neńı poloprostá. Což znamená, že v ńı existuje nenulový abelovský ideál h.
Pro libovolná X ∈ h, Y, Z ∈ g plat́ı:

(adXadY )2 Z = adX adY adX adYZ︸ ︷︷ ︸
∈ g︸ ︷︷ ︸

∈ h︸ ︷︷ ︸
∈ h︸ ︷︷ ︸

∈ [h,h] = 0

= 0.

Tud́ıž adXadY je nilpotentńı a tedy K(X, Y ) = tr (adXadY ) = 0, 0 6= h ⊂ g⊥, tj.
algebra g má degenerovanou Killingovu formu.

Poznámka 8.6. Pro konečněrozměrné vektorové prostory je bilineárńı forma ω degenero-
vaná právě tehdy, když detω = 0, kde ω znač́ı v tomto př́ıpadě zároveň i matici formy v
libovolné zvolené bázi.

Věta 8.7. Poloprostá Lieova algebra g je direktńım součtem prostých ideál̊u.

D̊ukaz. Bud’ g poloprostá, ale ne prostá, tj. existuje nenulový vlastńı ideál h. Jeho orto-
gonálńı doplněk h⊥ je též ideál. Pro libovolné X, Y ∈ h ∩ h⊥, Z ∈ g plat́ı:

K
(
[X, Y ], Z

)
= −K

(
Y, [X,Z]︸ ︷︷ ︸
∈ h∩h⊥

)
= 0, tj. [X, Y ] ∈ g⊥ = 0.

Proto máme
(
h ∩ h⊥

)(1)
= 0, tj. h ∩ h⊥ je abelovský ideál a z poloprostory algebry g

je h ∩ h⊥ = 0. Zvoĺıme-li (Xj) bázi h, můžeme definovat lineárńı operátor A : g → h
předpisem:

A(Y ) =
∑
j

XjK(Xj, Y ), ∀Y ∈ g.

Evidentně kerA = h⊥ a A(g) = h, tud́ıž z lineárńı algebry (tzv. 2. věta o dimenzi)
dostáváme dim h + dim h⊥ = dim g. Proto je g = h u h⊥ = h ⊕ h⊥. Pokud h nebo h⊥

(př́ıpadně oba) neńı prostý, tak postup opakujeme, dokud nedospějeme k požadovanému
rozkladu na prosté ideály.

V d̊ukazu jsme nikde nevyužili předpoklad, že ideál h je poloprostý. Přitom jsme
ukázali, že jeho Killingova forma je nedegenerovaná, nebot’ g = h ⊕ h⊥. Máme tedy
d̊usledek:

Důsledek 8.8. Všechny nenulové ideály v poloprosté Lieově algebře g jsou též poloprosté
(a jsou součtem prostých ideál̊u g).

Věta 8.9. Všechny derivace poloprosté Lieovy algebry g jsou vnitřńı.

D̊ukaz. Z definice derivace vyplývá, že vektorový prostor všech derivaćı Lieovy algebry
g je sám též Lieovou algebrou vzhledem ke komutátoru zobrazeńı. Označme jej D(g).
Potom ad : g→ D(g). Pro libovolné D ∈ D(g), X, Y ∈ g plat́ı:

[D, adX ]Y = D ([X, Y ])− [X,D(Y )] = [D(X), Y ] + [X,D(Y )]− [X,D(Y )] = adD(X)Y,
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tedy [D, adX ] = adD(X), pro všechna D ∈ D(g), X ∈ g. Proto adg tvoř́ı ideál v D(g)

a též (adg)
⊥ a adg ∩ ad⊥g jsou ideály. Protože g je poloprostá, je Z(g) = ker ad = 0 a

tedy adg ' g je též poloprostá. Obdobně adg ∩ ad⊥g jako ideál v poloprostém ideálu je
poloprostý, je-li nenulový. V d̊usledku Killingova forma K na D(g) zúžená na adg z̊ustává
nedegenerovaná (a je rovna Killingově formě na adg). Podobně, je-li adg ∩ ad⊥g nenulový,
pak i jeho Killingova forma je nedegenerovaná. Proto ze vztahu K|adg∩ad⊥g ×adg∩ad⊥g

= 0

vid́ıme, že adg ∩ ad⊥g = 0. Pro libovolné D ∈ ad⊥g , X ∈ g máme:

adg 3 adD(X) = [D, adX ] ∈ ad⊥g ⇒ adD(X) = 0, ∀D ∈ ad⊥g , X ∈ g.

Proto pro všechna D ∈ ad⊥g , X ∈ g je D(X) ∈ ker ad = {0}, tj. D = 0, ad⊥g = 0. Zároveň
z konstrukce ortogonálńıho doplňku jako řešeńı soustavy dim g homogenńıch lineárńıch
rovnic pro dimD(g) neznámých muśı platit

dim adg + dim ad⊥g ≥ dimD(g).

T́ım dostáváme dokazované tvrzeńı D(g) = adg.

8.1 Cvičeńı

Cvičeńı 8.1. Spoč́ıtejte Killingovu formu Lieovy algebry af(1), Heisenbergovy algebry
h(1) a tř́ırozměrných řešitelných algeber ze cvičeńı 5.2. Ilustrujte na nich 1. Cartanovo
kritérium.

Cvičeńı 8.2. Ukažte, že obecně radikál Killingovy formy je řešitelný ideál, ale nemuśı být
roven radikálu Lieovy algebry. Jaký je vztah radikálu Killingovy formu k nilradikálu?

Cvičeńı 8.3. Ukažte, že obecně pro libovolnou Lieovu algebru g je ortogonálńı doplněk

derivované algebry
(
g(1)
)⊥

= (g2)
⊥

řešitelný ideál. (Lze dokázat, že už je maximálńı, tj.
je rovný radikálu algebry g.)

Cvičeńı 8.4. Určete Killingovu formu algeber su(2) a sl(2,R) a použijte 2. Cartanovo
kritérium k d̊ukazu jejich poloprostoty. Z čeho lze vyvodit, že obě algebry jsou dokonce
prosté? Využit́ım signatury Killingovy formy dokažte, že se jedná o dvě r̊uzné reálné formy
komplexńı prosté Lieovy algebry sl(2,C).

Cvičeńı 8.5. Ukažte, že v prosté komplexńı Lieově algebře jsou všechny symetrické inva-
riantńı formy násobkem Killingovy formy.

Řešeńı. Killingovu formu využijte k zavedeńı vzájemně jednoznačného zobrazeńı bilineárńıch
forem a lineárńıch operátor̊u

ω ↔ Aω : ω(X, Y ) = K(X,AωY )

a zkoumejte vlastnosti operátoru Aω přǐrazeného libovolné symetrické invariantńı formě
ω. Využijte symetrii a invariantnost ω i K a Schurovo lemma. Uvědomte si, že ideály jsou
právě invariantńı podprostory adjungované reprezentace. Co to implikuje pro prostou
Lieovu algebru z hlediska vlastnost́ı adjungované reprezentace?
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Kapitola 9

Cartanova podalgebra

Nyńı budeme definovat základńı pojem potřebný pro klasifikaci komplexńıch poloprostých
Lieových algeber, tzv. Cartanovu podalgebru, a dokážeme si, že v každé komplexńı Lieově
algebře existuje.

Definice 9.1. Normalizátor podalgebry h v g je Norm(h) = {X ∈ g|[X, h] ⊂ h}.

Poznámka 9.2. Evidentně h ⊂ Norm(h) a pro h ideál g, Norm(h) = g.

Definice 9.3. Cartanova podalgebra Lieovy algebry g je libovolná nilpotentńı podal-
gebra g0, která je rovna svému normalizátoru.

Poznámka 9.4. Cartanova podalgebra je pro algebry nad C určena jednoznačně až na
automorfismus algebry g. Nad R to obecně neplat́ı.

Definice 9.5. Bud’ g komplexńı Lieova algebra a X ∈ g. Definujeme zobecněné vlastńı
podprostory operátoru adX , tj. podprostory odpov́ıdaj́ıćı Jordanovým blok̊um

gλ(X) = lim
k→+∞

ker(adX − λI)k.

Pokud λ /∈ σ(adX), plyne z definice gλ(X) = 0. Limita v definici 9.5 je formálńı, od
jistého k ≤ dim g se ker(adX − λI)k již neměńı.

Poznámka 9.6. Pro libovolný X ∈ g je

• g = +̇λ∈σ(adX) gλ(X),

• dim g0(X) ≥ 1, protože adXX = [X,X] = 0 a tedy X ∈ g0(X),

• dim g0(X) se nazývá nulita prvku X.

Definice 9.7. X ∈ g je regulárńı právě tehdy, když dim g0(X) = minY ∈g dim g0(Y ), tj.
nulita X je nejmenš́ı možná.

Poznámka 9.8. Skoro všechny prvky X ∈ g jsou regulárńı, ve smyslu: je-li (ej)
n
j=1 báze g

a X = αjej, potom µ({{αj}nj=1 ∈ Cn|X neńı regulárńı}) = 0, kde µ je Lebesgueova mı́ra
na Cn.

Lemma 9.9. Pro libovolná X, Y, Z ∈ g plat́ı

(adX − (λ+ µ)I)k [Y, Z] =
k∑
j=0

(
k

j

)[
(adX − λI)j Y, (adX − µI)k−j Z

]
.
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D̊ukaz. Indukćı: k = 1:

(adX − (λ+ µ)I) [Y, Z] = [(adX − λI)Y, Z] + [Y, (adX − µI)Z] .

k − 1→ k:

(adX − (λ+ µ)I)k [Y, Z] =

= (adX − (λ+ µ)I)
k−1∑
j=0

(
k − 1

j

)[
(adX − λI)j Y, (adX − µI)k−1−j Z

]
=

=
k−1∑
j=0

(
k − 1

j

)[
(adX − λI)j+1 Y, (adX − µI)k−1−j Z

]
+

+
k−1∑
j=0

(
k − 1

j

)[
(adX − λI)j Y, (adX − µI)k−j Z

]
=

=
k∑
j=0

((
k − 1

j − 1

)
+

(
k − 1

j

))[
(adX − λI)j Y, (adX − µI)k−j Z

]
=

=
k∑
j=0

(
k

j

)[
(adX − λI)j Y, (adX − µI)k−j Z

]
.

Důsledek 9.10. Pro každý X ∈ g plat́ı [gλ(X), gµ(X)] ⊂ gλ+µ(X).

Lemma 9.11. Bud’ X regulárńı prvek algebry g. Pak g0(X) je nilpotentńı podalgebra g.

D̊ukaz. Z d̊usledku 9.10 v́ıme, že [g0(X), g0(X)] ⊂ g0(X), tj. g0(X) je podalgebra v g.
Z definice zobecněných vlastńıch podprostor̊u plyne, že adX |g0(X) je nilpotentńı a pro
libovolné λ ∈ σ(adX), λ 6= 0 je adX |gλ(X) je regulárńı zobrazeńı. Vezmeme libovolné Y ∈
g0(X) a spoj́ıme ho úsečkou Y (t) = tY +(1− t)X ⊂ g0(X) s X. Protože [g0(X), gλ(X)] ⊂
gλ(X), plat́ı pro každé t ∈ 〈0, 1〉 vztah adY (t)gλ(X) ⊂ gλ(X). Když dosad́ıme t = 0,
máme adY (0)

∣∣
gλ(X)

= adX |gλ(X) regulárńı operátor. Protože determinant operátoru záviśı

na parametrech spojitě a počet podprostor̊u gλ(X) je konečný, muśı existovat ε > 0
takové, že pro všechna λ ∈ σ(adX), λ 6= 0 a pro všechna t, 0 ≤ t < ε je adY (t)

∣∣
gλ(X)

regulárńı.
Tud́ıž muśı platit g0(Y (t)) ⊂ g0(X) pro všechna t, 0 ≤ t < ε (nebot’ máme rozklad na

invariantńı podprostory a na všech ostatńıch prostorech je zobrazeńı regulárńı). Ale d́ıky
minimalitě nulity vektoru X muśı být g0(Y (t)) = g0(X), ∀t ∈ 〈0, ε), tj. pro dostatečně
velké k ∈ N

ker
(

adY (t)

∣∣
g0(X)

)k
= ker (t adY + (1− t)adX)k = g0(X), ∀t ∈ 〈0, ε).

Operátor
(

adY (t)

∣∣
g0(X)

)k
je polynom v t s hodnotami v matićıch, nulový na neprázdném

otevřeném intervalu (0, ε). Tud́ıž je to nulový polynom pro všechna t, tj.
(

adY |g0(X)

)k
=(

adY (1)

∣∣
g0(X)

)k
= 0. Jinými slovy, pro všechny vektory Y ∈ g0(X) jsou adY |g0(X) nilpo-

tentńı, tj. dle Engelovy věty je podalgebra g0(X) nilpotentńı.
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Důsledek 9.12. Bud’ X regulárńı prvek, pak adg0(X)

∣∣
g

je reprezentace nilpotentńı algebry

g0(X) na vektorovém prostoru g, tj. komplexńı maticová nilpotentńı algebra. Z maticové
verze Engelovy věty v́ıme, že existuje báze g a funkcionály {λj} ⊂ (g0(X))∗ takové, že
pro všechny Y ∈ g0(X) máme blokově diagonálńı tvar adY

adY =



0 ? ?
...

. . . ?
0 · · · 0

λ1(Y ) ? ? ?

0
. . . ? ?

...
. . . ?

0 . . . 0 λ1(Y )
λ2(Y ) ? ? ?

0
. . . ? ?

...
. . . ?

0 . . . 0 λ2(Y )
. . .



(9.1)

Věta 9.13. Bud’ g komplexńı Lieova algebra a X ∈ g jej́ı regulárńı vektor. Potom g0(X)
je Cartanova podalgebra g.

D̊ukaz. X je regulárńı, tj. g = g0u
(
+̇λ∈σ(X)gλ(X)

)
, kde g0 ≡ g0(X) je nilpotentńı. Pokud

λ ∈ σ(adX), λ 6= 0 a Zλ ∈ gλ, pak plat́ı

[X,Zλ] = λZλ + . . .︸︷︷︸
LN na Zλ

∈ gλ(X), (9.2)

Pro libovolné Z ∈ Norm(g0) zkonstruujeme jeho rozklad Z =
∑

λ∈σ(adX) Zλ, Zλ ∈ gλ(X).

Dle rovnice (9.2) plat́ı

[X,Z] ∈ g0 ⇒ Zλ = 0, ∀λ 6= 0,

tj. Z = Z0 ∈ g0. Vid́ıme, že g0 se rovná svému normalizátoru, tedy g0 je Cartanova
podalgebra g.

Poznámka 9.14. Naopak, máme-li Cartanovu podalgebru g0 komplexńı Lieovy algebry
g zadanou, pak jej́ı reprezentace adg0|g na g má dle Engelovy věty tvar (9.1). Libovolný
vektor X ∈ g0 takový, že λ(X) 6= 0 pro všechny funkcionály λ z rozkladu (9.1), je regulárńı
a definuje stejnou Cartanovu podalgebru předpisem g0 = g0(X), tj. všechny Cartanovy
podalgebry maj́ı tvar g0(X) pro nějaké X.

Definice 9.15. Nenulové λj ∈ g∗0 z rozkladu (9.1) se nazývaj́ı kořeny Lieovy algebry g.
Množinu všech kořen̊u Lieovy algebry g znač́ıme ∆.

Kořeny evidentně záviśı na výběru Cartanovy podalgebry g0, ač se to v použ́ıvané
terminologii zvlášt’ nezd̊urazňuje.

Definice 9.16. Podprostor gλ př́ıslušej́ıćı kořenu λ se nazývá kořenový podprostor.
Vektor Yλ ∈ gλ se nazývá kořenový vektor.
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Vektory z Cartanovy podalgebry většinou pro zjevné odlǐseńı od obecných vektor̊u z
g znač́ıme ṕısmenem H.

Lemma 9.17. Bud’ g komplexńı Lieova algebra, g0 = g0(X) jej́ı Cartanova podalgebra
definovaná pomoćı regulárńıho prvku X. Pak pro všechna H ∈ g0, λ ∈ ∆ a Y ∈ gλ plat́ı

K(H,Y ) = 0.

D̊ukaz. Pro každé µ ∈ ∆∪{0} máme adH : gµ → gµ, adY : gµ → gλ+µ. Proto (adHadY )k :
gµ → gµ+kλ. Vždy najdeme dostatečně velké k ∈ N takové, že µ + kλ neńı ani kořen ani
0, tedy gµ+kλ = {0}. Vid́ıme, že adHadY muśı být nilpotentńı. Proto plat́ı K(H,Y ) =
tr(adHadY ) = 0, tj. g0 ⊥ gλ, ∀λ ∈ ∆.

Lemma 9.18. Bud’ g komplexńı poloprostá Lieova algebra, H ∈ g0. Pak plat́ı implikace

λ(H) = 0,∀λ ∈ ∆ ⇒ H = 0.

Jinak vyjádřeno, span ∆ = g∗0.

D̊ukaz. Je-li λ(H) = 0, ∀λ ∈ ∆, pak adH |g je ve vyjádřeńı (9.1) horńı trojúhelńıková

matice s nulovou diagonálou. Proto pro každé H̃ ∈ g0 plat́ı K(H, H̃) = tr
(
adHadH̃

)
= 0,

tj. H ∈ g⊥0 . Současně dle lemmatu 9.17 je H ∈ g⊥λ pro λ ∈ ∆. Tud́ıž H ∈ g⊥, tj. H = 0
d́ıky nedegenerovanosti Killingovy formy poloprosté algebry g.

Věta 9.19 (Alternativńı definice Cartanovy podalgebry poloprosté komplexńı Lieovy al-
gebry). Podalgebra g0 komplexńı poloprosté Lieovy algebry g je Cartanovou podalgebrou
algebry g právě tehdy, když je maximálńı abelovskou podalgebrou takovou, že adH je
poloprostý operátor pro všechny vektory H ∈ g0.

D̊ukaz. Abelovská podalgebra g0 je evidentně nilpotentńı, všechny adH pro H ∈ g0 mezi
sebou komutuj́ı a jsou diagonalizovatelné, tud́ıž ve vhodné bázi jsou současně diagonálńı.
Je-li X ∈ Norm(g0), pak adH(X) ∈ g0, což vzhledem k diagonalitě matic adH znamená
adH(X) = 0, tj. X ∈ ∩H∈g0 ker adH . Maximalita g0 pak implikuje ∩H∈g0 ker adH = g0, tj.
Norm(g0) = g0.

Naopak, mějme Cartanovu podalgebru g0 a rozklad algebry g do kořenových podpro-
stor̊u g = +̇λ∈∆∪{0} gλ. Plat́ı

K ([H1, H2], X) = 0, ∀H1, H2 ∈ g0, X ∈ gλ, λ ∈ ∆,

K ([H1, H2], H3) = tr
( [

adH1 , adH2

]︸ ︷︷ ︸
ostře hor. trojúh.

adH3

)
= 0, ∀H1, H2, H3 ∈ g0.

Tud́ıž pro libovolná H1, H2 ∈ g0 je [H1, H2] ∈ g⊥ = {0}, tj. g0 je abelovská. Je též
maximálńı, protože Norm(g0) = g0. Dále plat́ı:

adH |gλ = λ(H)I + . . .︸︷︷︸
nad diag.

∀H ∈ g0, λ ∈ ∆,

Tud́ıž v Jordanově rozkladu adH = S + N , kde S je poloprostý a N nilpotentńı, je
S|gλ = λ(H)I pro λ ∈ ∆ ∪ {0}. Takže pro všechna X ∈ gλ, Y ∈ gµ, kde λ, µ ∈ ∆ ∪ {0},
máme:

S[X, Y ] = (λ(H) + µ(H)) [X, Y ] = [λ(H)X, Y ] + [X,µ(H)Y ] = [SX, Y ] + [X,SY ].
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Proto S ∈ D(g) a d́ıky poloprostotě g existuje W ∈ g takové, že S = adW a p ∈ P [x]
takové, že S = adW = p(adH). Protože g0 je abelovská, máme

[adW , adH1 ] = [p(adH), adH1 ] = 0, ∀H1 ∈ g0

d́ıky [adH , adH1 ] = 0. Současně g je poloprostá a tedy Z(g) = ker ad = 0, což implikuje
[W, g0] = 0. Z maximality pak dostáváme W ∈ g0. Celkem tedy vid́ıme, že

N = adH − S = adH − adW = adH−W︸︷︷︸
∈g0

⇒ σ(adH−W ) = {0}.

Proto vektorH−W ∈ g0 splňuje λ(H−W ) = 0 pro všechna λ ∈ ∆, tud́ıž dle lemmatu 9.18
plat́ı H −W = 0 a tedy adH = S.

Shrnut́ı pro komplexńı poloprosté Lieovy algebry

Bud’ g komplexńı poloprostá Lieova algebra, g0 jej́ı Cartanova podalgebra,
∆ = {λ} ⊂ g∗0 odpov́ıdaj́ıćı systém kořen̊u. Pak máme rozklad na kořenové
podprostory gλ

g = g0 u
(
+̇λ∈∆gλ

)
,

které splňuj́ı

• λ ∈ ∆ ⇔ λ 6= 0 ∧ gλ =
⋂
H∈g0 ker(adH − λ(H)I) 6= 0,

• [H1, H2] = 0 pro všechna H1, H2 ∈ g0,

• adH : gλ → gλ je násobek jednotkového operátoru adH = λ(H) · I|gλ pro
všechna H ∈ g0, λ ∈ ∆,

• adXλ : gµ → gλ+µ, tj. adXλ je nilpotentńı pro všechny λ ∈ ∆, Xλ ∈ gλ,

• g0 ⊥ gλ pro všechna λ ∈ ∆, kde kolmost chápeme vzhledem ke Killingově
formě.

Nadále se budeme zabývat pouze komplexńımi poloprostými algebrami.

Lemma 9.20. gα ⊥ gβ pro všechny α, β ∈ ∆ ∪ {0}, α + β 6= 0.

D̊ukaz. Dı́ky invariantnosti Killingovy formy pro libovolné Xα ∈ gα, Xβ ∈ gβ, H ∈ g0

plat́ı

(α + β)(H)K (Xα, Xβ) = (α(H) + β(H))K (Xα, Xβ) = K ([H,Xα], Xβ) +K (Xα, [H,Xβ]) = 0

Protože α+β 6= 0, existuje H ∈ g0 takové, že (α+β)(H) 6= 0 a tud́ıž K(Xα, Xβ) = 0.

Lemma 9.21. K|g0 ≡ K|g0×g0 je nedegenerovaná. Pro každý kořen λ ∈ ∆ existuje
jednoznačně určené Hλ ∈ g0 takové, že pro všechna H ∈ g0 je λ(H) = K(H,Hλ).
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D̊ukaz. Killingova forma K je na g nedegenerovaná, tedy ke každému nenulovému H ∈ g0

existuje X ∈ g takové, že K(H,X) 6= 0. Zároveň g0 ⊥ gλ pro λ ∈ ∆, takže bez újmy
na obecnosti lze takové X volit z g0. Tud́ıž K je nedegenerovaná na g0 a přǐrazeńı H →
K(·, H) je izomorfismus vektorových prostor̊u g0 a g∗0, tj. ke každému λ ∈ g∗0 existuje
právě jedno Hλ takové, že λ(·) = K(·, Hλ).

Lemma 9.22. Bud’ α ∈ ∆. Potom −α ∈ ∆ a pro všechna Xα ∈ gα, X−α ∈ g−α je

[Xα, X−α] = K(Xα, X−α)Hα.

D̊ukaz. α ∈ ∆ implikuje gα 6= {0}. Z lemmatu 9.20 plyne, že pro všechna µ ∈ ∆ ∪ {0} \
{−α} je gµ ⊥ gα. Kdyby platilo −α /∈ ∆, tj. g−α = {0}, bylo by gα ⊥ g, tj. gα = {0}, což
je spor. Proto g−α 6= {0}. Pro všechna X ∈ gα, X−α ∈ g−α a H ∈ g0 plat́ı:

K
(
[Xα, X−α]−K(Xα, X−α)Hα, H

)
= K

(
[Xα, X−α], H

)
−K(Xα, X−α)K(Hα, H)︸ ︷︷ ︸

α(H)

=

= −K
(
Xα, [H,X−α]︸ ︷︷ ︸

−α(H)X−α

)
−K(Xα, X−α)α(H) =

(
α(H)− α(H)

)
K(Xα, X−α) = 0

Z nedegenerovanosti K|g0×g0 plyne [Xα, X−α]−K(Xα, X−α)Hα = 0.

Lemma 9.23. Pro libovolné α ∈ ∆ plat́ı α(Hα) = K(Hα, Hα) 6= 0.

D̊ukaz. Protože g−α ⊥ gβ pro β ∈ (∆ ∪ {0}) \ {α} a g−α 6⊥ g, muśı existovat X−α ∈
g−α, Xα ∈ gα takové, že K(X−α, Xα) = 1, tj. dle předchoźıho lemmatu [Xα, X−α] = Hα.
Uvažujme β ∈ ∆ a gβα = +̇k∈Z gβ+kα. Pak operátory adXα , adX−α , adHα ponechávaj́ı
podprostor gβα invariantńı a plat́ı

tr|gβα adHα = tr|gβα
[
adXα , adX−α

]
= 0

=
∑
k∈Z

(β + kα)(Hα) dim gβ+kα = β(Hα) dim gβα + α(Hα)
∑
k∈Z

k dim gβ+kα,

tj.

β(Hα) dim gβα = −α(Hα)
∑
k∈Z

k dim gβ+kα.

Evidentně dim gβα ≥ dim gβ ≥ 1 a dim gβ+kα ≥ 0 pro k 6= 0. Pokud by platilo α(Hα) = 0,
pak by pro všechna β ∈ ∆ muselo též platit β(Hα) = 0 a tedy z nedegenerovanosti by
nutně bylo Hα = 0, což je spor s předpokladem α ∈ ∆.

Definice 9.24. Pro daný kořen α ∈ ∆ definujeme

Tα =
2

K(Hα, Hα)
Hα =

2

α(Hα)
Hα, aβα = β(Tα) =

2K(Hβ, Hα)

K(Hα, Hα)
. (9.3)

Pro daný kořen α ∈ ∆ zvolme X±α ∈ g±α splňuj́ıćı K(Xα, X−α) = 2
α(Hα)

. Pak plat́ı

[Xα, X−α] = K(Xα, X−α)Hα = Tα,

[Tα, X±α] = ±2X±α, (9.4)

což jsou komutačńı relace Lieovy algebry sl(2,C) v bázi tvořené maticemi T = ( 1 0
0 −1 ),

X+ = ( 0 1
0 0 ), X− = ( 0 0

1 0 ).
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Věta 9.25 (Konečněrozměrné ireducibilńı reprezentace algebry sl(2,C)). Bud’ V kom-
plexńı vektorový prostor konečné dimenze. Necht’ lineárńı operátory T,X± na V splňuj́ı
komutačńı relace (9.4), tj.

[X+, X−] = T, [T,X±] = ±2X±

a p̊usob́ı na V ireducibilně. Potom existuje báze E = (vj)
dimV−1
j=0 splňuj́ıćı

Tvj = (r − 2j)vj, X−vj = vj+1, X+vj = j(r − j + 1)vj−1,

kde r = dimV − 1.

D̊ukaz. Operátor T ∈ L(V ) má alespoň jeden vlastńı vektor v ∈ V , v 6= 0 a jemu př́ıslušné

vlastńı č́ıslo λ̃ ∈ C, Tv = λ̃v. Z komutačńıch relaćı plat́ı

T (X+v) = [T,X+]v +X+Tv = 2X+v + λ̃X+v = (λ̃+ 2)X+v,

takže bud’ X+v = 0 nebo λ̃+2 ∈ σ(T ). Po konečně mnoha kroćıch źıskáme v0 ∈ V, v0 6= 0
takové, že Tv0 = λv0 a X+v0 = 0. Polož́ıme vj = Xj

−v0, kde j ∈ N. Indukćı zjǐst’ujeme, že

Tvj = [T,X−]Xj−1
− v0 +X−(TXj−1

− v0) = −2X−X
j−1
− v0 +X−TX

j−1
− v0 = . . .

= (λ− 2j)Xj
−v0 = (λ− 2j)vj.

Vid́ıme, že pokud vj 6= 0, pak jsou to vlastńı vektory operátoru T př́ıslušné r̊uzným
vlastńım č́ısl̊um (λ − 2j), tj. lineárně nezávislé. Dı́ky konečnosti dimenze vektorového
prostoru V existuje k ∈ N∪ {0} takové, že vk 6= 0, vk+1 = 0. Podprostor span{v0, . . . , vk}
je z konstrukce uzavřený v̊uči p̊usobeńı T,X−. Indukćı ukážeme že X+vj = j(λ−j+1)vj−1:

X+v1 = X+X−v0 = [X+, X−]v0 +X−X+v0 = Tv0 = λv0,

X+v2 = X+X−v1 = Tv1 +X−X+v1 = (λ− 2)v1 + λv1 = 2(λ− 1)v1,

...

X+vj = X+X−vj−1 = Tvj−1 +X−(j − 1)(λ− j + 2)vj−2 =

=
(
(λ− 2j + 2) + (j − 1)(λ− j + 2)

)
vj−1 = j(λ− j + 1)vj−1.

Podprostor span{v0, . . . , vk} je tedy uzavřený i v̊uči X+, tj. je to invariantńı podprostor
ireducibilńı reprezentace. Proto plat́ı V = span{v0, . . . , vk} a k = r. Současně máme
0 = X+vr+1 = (r + 1)(λ− r)vr, přičemž vr 6= 0. Proto muśı platit λ = r.
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Kapitola 10

Weylova-Chevalley normálńı forma
poloprosté algebry, kořenové
diagramy

Ukazuje se, že struktura kořenového systému dané poloprosté komplexńı Lieovy algebry
je natolik omezuj́ıćı, že v každé takové algebře můžeme naj́ıt význačnou bázi, v ńıž maj́ı
Lieovy závorky velmi speciálńı tvar. Vyjádřeńı algebry v této bázi nazýváme Weylova-
Chevalley normálńı forma dané poloprosté Lieovy algebry.

Dále se ukazuje, že kořeny poloprosté komplexńı algebry definuj́ı svým lineárńım oba-
lem reálný podprostor ve vhodném Eukleidově prostoru, tj. lze analyzovat jejich strukturu
metodami elementárńı geometrie (úhly, délky apod.).

10.1 Weylova-Chevalley normálńı forma poloprosté

algebry

Lemma 10.1. Bud’ g komplexńı poloprostá Lieova algebra, g0 jej́ı Cartanova podalgebra,
∆ př́ıslušná množina kořen̊u. Pak plat́ı

• Pro každou dvojici α, β ∈ ∆ existuj́ı p, q ∈ Z, p ≤ 0 ≤ q, taková, že {β + kα}qk=p

je nepřerušená posloupnost kořen̊u, př́ıpadně obsahuj́ıćı 0. Žádné jiné kořeny tvaru
β + kα neexistuj́ı a plat́ı

aβα = β(Tα) = 2
β(Hα)

α(Hα)
= 2

K(Hβ, Hα)

K(Hα, Hα)
= −(p+ q) ∈ Z. (10.1)

• Necht’ α ∈ ∆. Potom dim gα = 1 a jediné násobky α, které jsou kořeny, jsou β = ±α.

• Bud’ α, β ∈ ∆ takové, že α+β 6= 0. Potom [gα, gβ] = gα+β. (Pokud α+β /∈ ∆∪{0},
je z definice gα+β = {0}.)

• Bud’ α, β ∈ ∆, aβα 6= 0, ε = sgnaβα. Potom β − εα, β − 2εα, . . . , β − aβαα jsou
kořeny.

D̊ukaz. Uvažujme α, β ∈ ∆ a odpov́ıdaj́ıćı kořenové vektory Xβ ∈ gβ, Xα ∈ gα, X−α ∈
g−α takové, že plat́ı [Xα, X−α] = Tα, [Tα, X±α] = ±2X±α. Označme

V = span
{

(adXα)j
(
adX−α

)k
Xβ | j, k ∈ Z0

+

}
⊂ gβα = +̇k∈Zgβ+kα.
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Protože plat́ı adTαXβ = β(Tα)Xβ, máme

adTα (adXα)j
(
adX−α

)k
Xβ = (β(Tα) + 2j − 2k) (adXα)j

(
adX−α

)k
Xβ.

Vid́ıme, že podprostor V je uzavřený v̊uči p̊usobeńı adTα a adX±α . Z d̊ukazu věty 9.25
vid́ıme, že se jedná o ireducibilńı reprezentaci sl(2,C) na V a že pro každé źıskané vlastńı
č́ıslo β(Tα) + 2j− 2k operátoru adTα na V máme jediný vlastńı vektor až na násobek. Dle
věty 9.25 plat́ı r = dimV − 1, σ (adTα|V ) = {r, r − 2, . . . ,−r}, tj. plat́ı

{β(Tα) + 2k}qk=p = {r, r − 2, . . . ,−r},
β(Tα) + 2q = r
β(Tα) + 2p = −r

}
⇒ β(Tα) = −(p+ q) ∈ Z. (10.2)

Dále označme Ṽ = span{X−α}u +̇k∈N0gkα, takže Ṽ je invariantńı vzhledem k adXα , adTα
a adX−α . Proto má smysl rovnost adTα|Ṽ =

[
adXα|Ṽ , adX−α|Ṽ

]
, z ńıž plyne

0 = tr|Ṽ
[
adXα , adX−α

]
= tr|Ṽ adTα = −α(Tα)︸ ︷︷ ︸

= 2

+
∑
k∈N

k α(Tα)︸ ︷︷ ︸
= 2

dim gkα.

Tud́ıž
∑

k∈N k dim gkα = 1, tj. gα = 1, gkα = 0, ∀k ≥ 2, k ∈ N. V d̊usledku kα /∈ ∆, ∀k ≥
2, k ∈ N. Použit́ım α

k
mı́sto α obdobně dostáváme, že α

k
/∈ ∆, ∀k ≥ 2, k ∈ N. Necht’

β = cα, c /∈ Z. Máme

β(Tα) = cα(Tα) = 2c = b ∈ Z

ze vztahu (10.2). Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že c > 0 (jinak α→ −α), pak

c =
b

2
, b ∈ N ⇒ {β + kα}qk=p =

{(
b

2
+ k

)
α

}q
k=p

∈ ∆.

Zároveň ale plat́ı b = −(p+ q), p ≤ 0 ≤ q, z čehož plyne − b
2

+ 1
2
≥ −b ≥ p, takže

α

2
=

(
b

2
+

(
− b

2
+

1

2

)
︸ ︷︷ ︸

≥p

)
α ∈ ∆

což je spor s t́ım, že α
2
/∈ ∆. T́ım je dokázáno druhé tvrzeńı. Zbylou část prvńıho dokážeme

sporem: necht’ existuje β̃ = β + nα, n < p nebo n > q. Zkonstruujeme nepřerušenou
posloupnost kořen̊u z β̃ ∈ ∆ a vyjádř́ıme ji ve tvaru {β+kα}q̃k=p̃. Dı́ky tomu, že dim gα = 1
pro libovolné α ∈ ∆, muśı být {p, . . . , q} ∩ {p̃, . . . , q̃} = ∅ a tedy p̃ > q nebo q̃ < p. Bez
újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že q̃ < p. Současně muśı platit aβα = −(p̃+ q̃),
takže

p̃+ q̃ < p̃+ p < 2p ≤ p+ q

což dává jasný spor αβα < αβα. T́ım je prvńı tvrzeńı zcela dokázáno. Třet́ı tvrzeńı plyne z
ireducibility reprezentace konstruované na V . Zbývá tedy už jen posledńı, čtvrté tvrzeńı.
Protože p ≤ 0 ≤ q, plat́ı p ≤ p + q = −aβα ≤ q, tj. β − aβαα ∈ ∆ dle bodu 1 a tedy i
β − εkα ∈ ∆ pro všechna k ≤ |aβα|.
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Definice 10.2. aβα = β(Tα) = 2
K(Hβ ,Hα)

K(Hα,Hα)
= −(p+ q) nazýváme Cartanova celá č́ısla.

Věta 10.3. (Weylova-Chevalley normálńı forma) Bud’ g komplexńı poloprostá Lie-
ova algebra, g0 jej́ı Cartanova podalgebra, ∆ př́ıslušný systém kořen̊u. Pak g jako vekto-
rový prostor je direktńım součtem g0 a jednorozměrných kořenových podprostor̊u gα =
span{Eα}. Plat́ı:

• [H,Eα] = α(H)Eα, ∀H ∈ g0,

• [Eα, E−α] ∈ g0, [Eα, E−α] 6= 0, ∀α ∈ ∆,

• [Eα, Eβ] = NαβEα+β pro α, β ∈ ∆, α + β 6= 0. Pokud nav́ıc α + β ∈ ∆, je Nαβ 6= 0.

D̊ukaz. Plyne z předchoźıho lemmatu.

Bez d̊ukazu uved’me, že výše zavedené Nαβ při vhodném výběru Eα splňuj́ı Nαβ ∈ Z,
Nαβ = −N(−α)(−β) = ±(−p+ 1), kde p ≤ 0 je nejmenš́ı č́ıslo splňuj́ıćı β + pα ∈ ∆.

10.2 Kořenové diagramy, Cartanova matice

Kořenové diagramy jsou vyjádřeńım kořen̊u komplexńı poloprosté Lieovy algebry jako
vektor̊u ve vhodném Eukleidově prostoru. Pomáhaj́ı nám pochopit strukturu kořenového
systému dané algebry a tvoř́ı základńı východisko pro klasifikaci všech poloprostých alge-
ber.

Definice 10.4. Zavád́ıme označeńı pro reálné vektorové prostory definované jako reálné
lineárńı obaly všech vektor̊u Hα a všech kořen̊u α

h = R–span{Hα}α∈∆, h∗ = R–span{α}α∈∆.

Nı́že ukážeme konstrukćı vhodného skalárńıho součinu, že h a h∗ jsou navzájem duálńı
vektorové prostory, jak zavedené značeńı naznačuje.

Věta 10.5. Bilineárńı symetrické zobrazeńı 〈·, ·〉 : h∗ × h∗ → R definované předpisem
〈α, β〉 = K(Hα, Hβ) je skalárńı součin na h∗.

D̊ukaz. Protože aβα = β(Tα) ∈ Z, aαα = α(Tα) = 2, plat́ı při vyjádřeńı v rozkladu (9.1)

K(Hα, Hβ) = tr
(
adHα ◦ adHβ

)
=
∑
α̃∈∆

α̃(Hα)α̃(Hβ) =

=

(
1

4

∑
α̃∈∆

aα̃αaα̃β︸ ︷︷ ︸
∈Z

)
K(Hα, Hα)K(Hβ, Hβ). (10.3)

Speciálně dosazeńım β = α zjǐst’ujeme, že

α(Hα) = K(Hα, Hα) =
(α(Hα))2

4

∑
α̃∈∆

a2
α̃α ⇒ α(Hα) =

4∑
α̃∈∆ a

2
α̃α

> 0.
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Vid́ıme, že K(Hα, Hα) ∈ R a tedy dle rovnice (10.3) i K(Hα, Hβ) ∈ R, tj. K|h je reálná

symetrická bilineárńı forma. Též vid́ıme, že Tα = 2
α(Hα)

Hα ∈ h. Pro H ∈ h, H =
∑

α hαTα,
hα ∈ R máme:

K(H,H) =
∑
α̃∈∆

α̃(H)α̃(H) =
∑
α̃∈∆

α̃(H)2 =
∑
α̃∈∆

∑
α∈∆

hα︸︷︷︸
∈R

α̃(Tα)︸ ︷︷ ︸
∈Z

2

≥ 0

Pokud K(H,H) = 0, pak muśı být α̃(H) = 0 pro všechny α̃ ∈ ∆. To dle věty 9.18
implikuje H = 0. Takže reálná forma 〈·, ·〉 je pozitivně definitńı a tedy definuje skalárńı
součin na h.

Poznámka 10.6. Máme-li H ∈ h, pak iH 6∈ h nebot’ K(iH, iH) = −K(H,H). Protože
hC = g0 (nebot’ komplexńı lineárńı obal ∆ je celé g∗0 a totéž plat́ı pro Hα a g0 nebot’ máme
izomorfismus definovaný pomoćı Killingovy formy), je dimR h = dimC g0.

Definice 10.7. Kořenový diagram je vyjádřeńı kořen̊u α ∈ ∆ jako vektor̊u v Euklidově
prostoru h∗ se skalárńım součinem 〈·, ·〉.

Definice 10.8. Zrcadleńı podle nadroviny kolmé ke kořenu α je lineárńı zobrazeńı
Sα : h∗ → h∗

Sα(λ) = λ− 2
〈α, λ〉
〈α, α〉

α = λ− λ(Tα)α.

Poznámka 10.9. Dvojitou aplikaćı Sα dostáváme

Sα (Sα(λ)) = Sα (λ− λ(Tα)α) = λ− λ(Tα)α− λ(Tα)(α− 2α) = λ,

takže ve shodě s t́ım, co od zrcadleńı očekáváme, máme S2
α = I.

Podle čtvrtého tvrzeńı lemmatu 10.1 je pro každou dvojici kořen̊u α, β ∈ ∆ výsledek
aplikace zrcadleńı opět kořen, Sα(β) ∈ ∆. Proto lze chápat Sα jako zobrazeńı Sα : ∆→ ∆
pro každý zvolený kořen α ∈ ∆.

Definice 10.10. Weylova grupaW kořenového systému ∆ je grupa lineárńıch operátor̊u
na h∗ generovaná všemi zobrazeńımi Sα, kde α ∈ ∆.

Poznámka 10.11. Protože i prvky Weylovy grupy muśı stejně jako jej́ı generátory zobrazo-
vat kořeny na kořeny, je Weylova grupa izomorfńı nějaké podgrupě grupy všech permutaćı
S∆ kořenového systému ∆. Z tohoto d̊uvodu je Weylova grupa je konečná.

Podobně, všechna zrcadleńı Sα zachovávaj́ı délky a úhly, tj. jsou ortogonálńımi zob-
razeńımi. Proto i Weylova grupa jimi generovaná je podgrupou ortogonálńı grupy O(h∗).

Vyberme libovolné H0 ∈ h takové, že α(H0) 6= 0 pro všechny kořeny α ∈ ∆. H0

považujeme dále za pevně zvolené.

Definice 10.12. Definujeme množiny kladných, resp. záporných, kořen̊u předpisem

∆± = {α ∈ ∆|α(H0) ≷ 0}.

Na ∆ definujeme částečné uspořádáńı α ≤ β ⇔ α(H0) ≤ β(H0).

Volba rozkladu na kladné a záporné kořeny evidentně záviśı na volbě vektoru H0.
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Poznámka 10.13. Protože ke každému kořenu α ∈ ∆+ existuje kořen opačný −α ∈ ∆,
pro který evidentně plat́ı −α ∈ ∆−, je stejný počet kladných a záporných kořen̊u. Dále
vid́ıme, že pro α, β ∈ ∆+ takové, že α + β ∈ ∆, je α + β ∈ ∆+. Tyto dvě vlastnosti
lze použ́ıt jako alternativńı definici rozděleńı na kladné a záporné kořeny mı́sto výběru
vektoru H0.

Definice 10.14. Při zvoleném rozděleńı ∆ = ∆+ ∪∆− definujeme prosté kořeny jako
ty kladné kořeny, které nelze zapsat jako součet dvou jiných kladných kořen̊u,

∆P = {α ∈ ∆+|∀β, γ ∈ ∆+, β + γ 6= α}.

Věta 10.15 (Vlastnosti kořenového diagramu). Bud’ g komplexńı poloprostá Lieova alge-
bra, g0 jej́ı Cartanova podalgebra, ∆ odpov́ıdaj́ıćı systém kořen̊u rozdělený pomoćı H0 ∈ h
na kladné a záporné. Pak plat́ı

• Každý α ∈ ∆+ lze zapsat jako lineárńı kombinaci prostých kořen̊u

α =
∑
β∈∆P

cββ,

kde cβ ∈ N0.

• Pro každou dvojici r̊uzných prostých kořen̊u α, β ∈ ∆P , α 6= β plat́ı 〈α, β〉 ≤ 0, tj.
úhel mezi prostými kořeny je tupý (či pravý).

• Prosté kořeny ∆P tvoř́ı bázi h∗ a g∗0.

D̊ukaz. Bud’ α ∈ ∆+ \∆P . Pak existuj́ı β, γ ∈ ∆+ takové, že β + γ = α. Tud́ıž z definice
uspořádáńı máme α > β, γ. Postup opakujeme pro β a γ, pokud nejsou prosté. Iterujeme,
dokud po konečně mnoha kroćıch nedostaneme součet prostých kořen̊u - uspořádáńı nám
zaručuje, že se nemůže postup zacyklit. Protože se mohou stejné prosté kořeny opakovat z
r̊uzných větv́ı výpočtu, dostáváme celoč́ıselné nezáporné koeficienty v lineárńı kombinaci
α =

∑
β∈∆P cββ.

Uvažujme α, β ∈ ∆P takové, že 〈α, β〉 > 0. Pak plat́ı α(Tβ), β(Tα) > 0 a tedy dle
lemmatu 10.1 jsou α − β, β − α ∈ ∆, přičemž jeden z nich je kladný, druhý záporný.
Bez újmy na obecnosti necht’ je α− β ∈ ∆+. T́ım nacháźıme spor s předpokladem, nebot’

α = (α− β) + β, tj. α /∈ ∆P .
Zbývá ukázat lineárńı nezávislost ∆P . Mějme reálnou lineárńı kombinaci prostých

kořen̊u rovnou nule a rozdělme jej́ı koeficienty na kladné a záporné,∑
αi∈∆P

xiαi =
∑
j∈J

pjαj −
∑
k∈K

nkαk = 0,

kde {αj}j∈J∩{αk}k∈K = ∅, {αj}j∈J∪{αk}k∈K ⊂ ∆P , pj > 0, nk > 0. Protože 〈αj, αk〉 ≤ 0
pro všechna j ∈ J , k ∈ K, muśı pro x̃ =

∑
j∈J pjαj =

∑
k∈K nkαk platit:

〈x̃, x̃〉 =
∑
j∈J
k∈K

pjnk 〈αj, αk〉︸ ︷︷ ︸
≤ 0

≤ 0

Tud́ıž x̃ je nulový vektor v h∗, x̃ = 0. Současně ale x̃(H0) =
∑

j∈J pjαj(H0) =
∑

k∈K nkαk(H0)
jsou součty kladných č́ısel. Jediná možnost nevedoućı ke sporu je, že sumy prob́ıhaj́ı přes
prázdné množiny, tj. J = K = ∅. Vid́ıme tedy, že {αi} ∈ ∆P jsou lineárně nezávislé v h∗,
tvoř́ı tedy jeho bázi. Protože (h∗)C = g∗0, tvoř́ı (αi)

l
i=1 ∈ ∆P též bázi g∗0.
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Při konstrukci kořenového diagramu je třeba zač́ıt prostými kořeny. Aplikaćı zrcadleńı
Sα, kde α ∈ ∆P , źıskáme daľśı kořeny (kladné i záporné). Zrcadleńım i vzhledem k
nově źıskaným kořen̊um a opakovanými iteracemi tohoto postupu konstruujeme kořeny
tak dlouho, až źıskáme množinu ∆̃ uzavřenou v̊uči všem zrcadleńım Sα, kde α ∈ ∆̃. Lze
obecně ukázat nebo v každém konkrétńım př́ıpadě ověřit, že t́ım źıskáváme celou množinu
kořen̊u, tj. ∆̃ = ∆. Z tohoto postupu mj. plyne, že délka libovolného kořenu je rovna délce
nějakého prostého kořenu.

Definice 10.16. Cartanova matice A je tvořena složkami aij = 2
〈αi,αj〉
〈αj ,αj〉 , αi, αj ∈ ∆P .

Lze se v literatuře setkat i s transponovanou konvenćı pro A.

Poznámka 10.17. Z vlastnost́ı kořen̊u př́ımo plynou následuj́ıćı vlastnosti Cartanovy ma-
tice A:

• aii = 2,

• aij ≤ 0 pro i 6= j,

• aijaji = 4
|〈αi,αj〉|2

〈αi,αi〉〈αj ,αj〉 = 4 cos2 ^(αi, αj)︸ ︷︷ ︸
< 1 d́ıky LN αi,αj

⇒ aijaji ∈ {0, 1, 2, 3}.

Tud́ıž cos^(αi, αj) ∈
{

0,−1
2
,− 1√

2
,−
√

3
2

}
, tj. ^(αi, αj) ∈

{
π
2
, 2π

3
, 3π

4
, 5π

6

}
.
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Kapitola 11

Dynkinovy diagramy a klasifikace
poloprostých komplexńıch Lieových
algeber

Struktura kořen̊u, tj. kořenový diagram, je základńım kamenem pro úplnou klasifikaci po-
loprostých komplexńıch Lieových algeber, kterou poprvé kompletně odvodil francouzský
matematik Élie Cartan (1869–1951) ve své disertačńı práci v roce 1894. Na úrovni ne zcela
dokázané domněnky ke stejné klasifikaci před ńım dospěl německý matematik Wilhelm
Killing (1847–1923) v letech 1888 až 1890.

V současnosti se z pedagogických d̊uvod̊u klasifikace obvykle odvozuje pomoćı studia
Dynkinových diagramů, které zavedl ruský matematik Eugene Dynkin (1924 – 2014) v
roce 1947 společně s definićı prostých kořen̊u. Tohoto př́ıstupu se budeme držet i my.

Definice 11.1. Dynkin̊uv diagram poloprosté komplexńı Lieovy algebry g, resp. jej́ıho
kořenového systému ∆, je graf sestrojený podle následuj́ıćıch pravidel:

• jeho vrcholy odpov́ıdaj́ı prostým kořen̊um ∆P = {αj}lj=1, kde l = dimC g0 = dimR h,

• vrcholy αj, αk jsou spojeny ajkakj hranami, tj. dva vrcholy spojuj́ı maximálně 3
hrany. Pokud je hran v́ıce, zakresĺıme šipku směrem k deľśımu kořenu (ve smyslu
normy na h∗ indukované 〈·, ·〉).

Konvence týkaj́ıćı se značeńı délky prostých kořen̊u se mohou v r̊uzných zápisech lǐsit.
Někdo použ́ıvá plné a duté značky pro vrcholy pro znázorněńı dvou možných délek kořen̊u
(z klasifikace vyplyne, že jich v́ıce potřeba neńı), někdo kresĺı šipku doprostřed hrany v
opačném směru a interpretuje ji jako znak nerovnosti (tj. větš́ı či menš́ı).

Uvažujme př́ıpad 1 < ajkakj ≤ 3. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že ajk =
−1, akj < −1 (jinak zaměńıme αj a αk). Pak plat́ı

1 >
ajk
akj

=
〈αj, αj〉
〈αk, αk〉

=
‖αj‖2

‖αk‖2 , tj. ‖αk‖2 = −akj ‖αj‖2 .

Máme tedy ‖αk‖ =
√

2 ‖αj‖ nebo ‖αk‖ =
√

3 ‖αj‖ dle hodnoty ajkakj.

Poznámka 11.2. Z Dynkinova diagramu je možné jednoznačně zrekonstruovat Cartanovu
matici.
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Věta 11.3. Mějme komplexńı poloprostou Lieovu algebru g s Cartanovou podalgebrou
g0 a kořenovým systémem ∆ = ∆+ ∪∆−. Pokud existuje rozklad kořenového systému na
dva disjunktńı kolmé podsystémy ∆ = ∆1 ∪ ∆2, ∆1 ∩ ∆2 = ∅, 〈α, β〉 = 0, pro všechna
α ∈ ∆1 a β ∈ ∆2, pak Lieova algebra g je direktńım součtem dvou ideál̊u

g = g1 ⊕ g2,

kde

g1 = g1,0 u +̇α∈∆1gα, g2 = g2,0 u +̇β∈∆2gβ, g0 = g1,0 ⊕ g2,0

g1,0 = span{Hα}α∈∆1 , g2,0 = span{Hβ}β∈∆2 , K(g1,0, g2,0) = 0.

Důsledek 11.4. Souvislé komponenty Dynkinova diagramu odpov́ıdaj́ı prostým ideál̊um,
nebot’ rozklad prostých kořen̊u na dva disjunktńı podsystémy již implikuje rozklad celého
kořenového systému (prosté kořeny tvoř́ı bázi a jsou-li α, β ∈ ∆P , 〈α, β〉 = 0, pak α + β
ani α− β neńı kořen).

D̊ukaz. V celém d̊ukazu znač́ı α ∈ ∆1, β ∈ ∆2 libovolná. Z vztahu

K(Hα, Hβ) = 〈α, β〉 = α(Tβ)
K(Hβ, Hβ)

2
= 0

plyne, že g0 = g1,0 ⊕ g2,0 a tedy z definice g1, g2 je g = g1 u g2. Též vid́ıme, že plat́ı
α(Tβ) = aαβ = β(Tα) = 0. Z toho vyplývá, že [Hα, Eβ] = β(Hα)Eβ = 0 = [Hβ, Eα]. Dále
[Eα, Eβ] = NαβEα+β, kdykoliv je α+ β ∈ ∆. Ale ∆ = ∆1 ∪∆2, tj. bez újmy na obecnosti
můžeme předpokládat, že α + β ∈ ∆1. Pak 〈α + β, β〉 = 〈β, β〉 6= 0, což je spor. Tj.
α+β /∈ ∆, což implikuje [Eα, Eβ] = 0. Vid́ıme tedy, že každá dvojice bazických vektor̊u z
g1 a g2 komutuje. Zbývá ověřit, že pro α, α̃ ∈ ∆1 je [Eα, Eα̃] ∈ g1. To dokážeme sporem:
necht’ [Eα, Eα̃] ∈ g2, tj. α + α̃ ∈ ∆2. Pak 〈α + α̃, α + α̃〉 = 〈α + α̃, α〉 + 〈α + α̃, α̃〉 = 0 z
kolmosti ∆1 a ∆2, což je spor. Vid́ıme tedy, že g1 a g2 jsou dva ideály v g, tj. g = g1⊕g2.

Nadále se budeme zabývat pouze souvislými Dynkinovými diagramy, tj. prostými al-
gebrami.

Lemma 11.5. Necht’ αj, αk ∈ ∆P , j 6= k, ‖αj‖ ≤ ‖αk‖. Potom počet hran spojuj́ıćıch
αj a αk v Dynkinově diagramu je roven #{n ∈ Z|αk + nαj ∈ ∆} − 1.

D̊ukaz. Počet hran mezi αj, αk je ajkakj = 4
〈αj ,αk〉2

〈αj ,αj〉〈αk,αk〉 ∈ {0, 1, 2, 3}. Pokud ajkakj = 0,

pak je 〈αj, αk〉 = 0, tj. αk + nαj /∈ ∆, pro všechna n 6= 0 (připomeňte si lemma 10.1 a
uvědomte si, že pro prosté kořeny αk − nαj, n ∈ N nikdy neńı kořen d́ıky větě 10.15, tj.

p = 0 v lemmatu 10.1). Pokud ajkakj ∈ {1, 2, 3} pak dle předpokladu je ajk = 2
〈αj ,αk〉
〈αk,αk〉 =

−1, akj = 2
〈αj ,αk〉
〈αj ,αj〉 ∈ {−1,−2,−3}. Dle lemmatu 10.1 je {αk + nαj}qn=p ⊂ ∆, kde p =

0,−(p + q) = −q = akj, množina všech kořen̊u tvaru αk + nαj. Takže máme ajkakj =
#{n ∈ Z|αk + nαj ∈ ∆} − 1.

Poznámka 11.6. Označme ej =
αj
‖αj‖ , kde αj ∈ ∆P , tj. (ej)

l
j=1 ≡ ∆P

(N) je normovaná báze

h∗. Necht’ njk = ajkakj je počet hran spojuj́ıćıch αj a αk. Pak plat́ı 〈ej, ek〉 = −1
2

√
njk.

Pro libovolný x =
∑

j xjej 6= 0 zjǐst’ujeme, že

‖x‖2 = 〈x, x〉 =
∑
j

x2
j + 2

∑
j<k

xjxk〈ej, ek〉 =
∑
j

x2
j −

∑
j<k

xjxk
√
njk > 0 . (11.1)
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Definice 11.7. Graf s l vrcholy nazýváme př́ıpustný, pokud konstanty njk j́ım určené
definuj́ı předpisem

〈x, x〉 =
l∑

j=1

x2
j −

∑
j<k

xjxk
√
njk.

pozitivně definitńı skalárńı součin na Rl se souřadnicemi x1, . . . , xl.

Evidentně, je-li graf př́ıpustný, muśı být př́ıpustný i jakýkoliv jeho podgraf (tj. graf
obsahuj́ıćı výběr vrchol̊u z p̊uvodńıho grafu a všechny hrany tyto vybrané vrcholy spo-
juj́ıćı).

Lemma 11.8. Př́ıpustné grafy

• neobsahuj́ı uzavřené smyčky,

• v každém jejich vrcholu se setkávaj́ı nejvýše tři hrany,

• nahrad́ıme-li dvojici vrchol̊u př́ıpustného grafu spojených jednou hranou jediným
vrcholem dostaneme opět př́ıpustný graf.

Důsledek 11.9. Grafy

·≡· −· , ··> ·−·<·· , ·= ·−·= · , ·= ·−·<··
nejsou př́ıpustné.

D̊ukaz. • Necht’ α1, . . . , αk odpov́ıdaj́ı minimálńı uzavřené smyčce, tj. neobsahuj́ıćı
žádnou podsmyčku. Polož́ıme x =

∑k
j=1 ej, tj. 〈ej, ej+1〉 6= 0, 〈ek, e1〉 6= 0, 〈ei, ej〉 =

0, kdykoliv i < j − 1. Ztotožńıme k + 1 ≡ 1. Pak

〈x, x〉 =
k∑
j=1

1−
k∑
j=1

√
nj,j+1 ≤ k − k = 0,

tj. nacháźıme nepř́ıpustný graf.

• Necht’ e0 ∈ ∆P
(N) odpov́ıdá vrcholu př́ıpustného grafu a je spojený hranami s vrcholy

odpov́ıdaj́ıćımi {ej}kj=1. Pak x = e0 −
∑k

j=1 〈e0, ej〉ej 6= 0, 〈ei, ej〉 = 0 kdykoliv
i, j ∈ {1, . . . , k}, i 6= j. Máme

〈x, x〉 = 1 +
k∑
j=1

〈e0, ej〉2 − 2
k∑
j=1

〈e0, ej〉〈e0, ej〉 = 1−
k∑
j=1

〈e0, ej〉2 > 0,

tj. 1 >
k∑
j=1

〈e0, ej〉2 =
k∑
j=1

〈α0, αj〉2

〈α0, α0〉〈αj, αj〉
=

k∑
j=1

1

4
a0jaj0︸ ︷︷ ︸

=n0j

.

Tud́ıž počet hran setkávaj́ıćıch se ve vrcholu α0 ≡ e0 je menš́ı než 4.
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• Necht’ α1, α2 jsou spojené hranou v př́ıpustném grafu. Pro libovolné x =
∑l

j=1 x
jej

plat́ı

〈x, x〉 =
(
x1
)2

+
(
x2
)2 − x1x2 + p1

(
x3, . . . , xl

)
x1 + p2

(
x3, . . . , xl

)
x2 + p3

(
x3, . . . , xl

)
,

kde p1, p2, p3 jsou jisté lineárńı a kvadratické polynomy v uvedených proměnných.
Nahrad’me vrcholy e1, e2 jediným sloučeným vrcholem e12. Pro y = x12e12+

∑l
j=3 x

jej
spoč́ıtáme jeho kvadrát normy dosazeńım x1 = x2 = x12 do 〈x, x〉 a vynecháńım
jednoho př́ıspěvku (x12)

2
za dvojnásobně započ́ıtaný vrchol a stejného př́ıspěvku za

zrušenou hranu

〈y, y〉 =
(
x12
)2

+
(
p1

(
x3, . . . , xl

)
+ p2

(
x3, . . . , xl

))
x12 + p3

(
x3, . . . , xl

)
.

Vid́ıme, že máme opět pozitivně definitńı skalárńı součin, nyńı odpov́ıdaj́ıćı sloučenému
grafu.

Lemma 11.10. Graf ·
1
−·

2
= ·

3
−·

4
−·

5
neńı př́ıpustný.

D̊ukaz. Uvažujme x =
∑5

j=1 x
jej,

Q(x) = 〈x, x〉 =
5∑
j=1

(
xj
)2 − x1x2 −

√
2x2x3 − x3x4 − x4x5

a najděme minimum Q(x). Extrém je určen rovnicemi ∂Q
∂xj

= 0, tj.

2x1 − x2 = 0, 2x2 − x1 −
√

2x3 = 0, 2x3 −
√

2x2 − x4 = 0,

2x4 − x3 − x5 = 0, 2x5 − x4 = 0.

Dosazeńım vid́ıme, že Q(x) nabývá extrému pro libovolný násobek x =
(√

2, 2
√

2, 3, 2, 1
)
,

kde Q(x) = 〈x, x〉 = 0. Takže 〈., .〉 neńı pozitivně definitńı, tj. uvedený diagram neńı
př́ıpustný.

Lemma 11.11. Uvažujme diagram tvaru

·
e1

− ·
e2

− · · · −·
ep−2

−·
ep−1

−

·
|
...
|
·
|
·
ψ

g1

gr−1

−·
fq−1

−·
fq−2

− · · · − ·
f2

− ·
f1

kde ‖ψ‖ = ‖ej‖ = ‖fj‖ = ‖gj‖ = 1 a p ≥ q ≥ r ≥ 2. Pak

• definujeme-li x =
∑p−1

j=1 jej, y =
∑q−1

j=1 jfj, z =
∑r−1

j=1 jgj, je

〈x, y〉 = 〈x, z〉 = 〈y, z〉 = 0, 〈x, x〉 =
p(p− 1)

2
, 〈y, y〉 =

q(q − 1)

2
, 〈z, z〉 =

r(r − 1)

2
.
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D̊ukaz.

〈x, x〉 =

p−1∑
j=1

j2 −
p−2∑
j=1

j(j + 1) = (p− 1)2 −
p−2∑
j=1

j = (p− 1)2 − (p− 1)(p− 2)

2
=

=
p(p− 1)

2
,

ostatńı části tvrzeńı dokazujeme obdobně.

• Bud’te θx, θy, θz úhly mezi x, y, z a ψ. Pak je cos2 θx + cos2 θy + cos2 θz < 1.

D̊ukaz. Uvědomme si že, x, y, z jsou navzájem kolmé a uvažme (neúplný) Fourier̊uv
rozklad vektoru ψ do x, y, z. Zjǐst’ujeme, že

ψ −
∑

u∈{x,y,z}

〈ψ, u〉
‖u‖

u 6= 0 ⇒ 1 >
∑

u∈{x,y,z}

|〈ψ, u〉|2

〈u, u〉
=

∑
u∈{x,y,z}

cos2 ^(ψ, u).

• Plat́ı 1
p

+ 1
q

+ 1
r
> 1.

D̊ukaz.

|〈ψ, x〉|2

〈x, x〉
=
|〈ψ, (p− 1)ep−1〉|2

〈x, x〉
=

(p− 1)2

p(p−1)
2

|〈ψ, ep−1〉|2︸ ︷︷ ︸
= 1

4

=
(p− 1)

2p

Z předchoźıho tvrzeńı máme

1 >
∑

u∈{x,y,z}

|〈ψ, u〉|2

〈u, u〉
=
p− 1

2p
+
q − 1

2q
+
r − 1

2r
=

3

2
− 1

2

(
1

p
+

1

q
+

1

r

)
,

tj. 1
p

+ 1
q

+ 1
r
> 1.

• Př́ıpustné možnosti pro parametry p, q, r tud́ıž jsou pouze následuj́ıćı

r = 2, q = 2, p ≥ 2,

r = 2, q = 3, p = 3, 4, 5.

Poznámka 11.12. Je dobré si uvědomit, že kořenové vektory pozitivńıch kořen̊u společně s
g0 tvoř́ı řešitelnou podalgebru v g, podprostor tvořený lineárńımi kombinacemi kořenových
vektor̊u pozitivńıch kořen̊u tvoř́ı nilpotentńı podalgebru v g.

Věta 11.13 (Cartanova o klasifikaci prostých algeber). Bud’ g komplexńı prostá Lieova
algebra, g0 jej́ı Cartanova podalgebra, ∆ systém kořen̊u, ∆P ⊂ ∆ prosté kořeny. Pak jej́ı
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Dynkin̊uv diagram má jednu z následuj́ıćıch podob:

klasické série
algeber



Al : ·
1
−·

2
− · · · − ·

l − 1
− ·

l
sl(l + 1,C), l ≥ 1,

Bl : ·
1
−·

2
− · · · − ·

l − 2
− ·
l − 1
⇐·

l
so(2l + 1,C), l ≥ 2,

Cl : ·
1
−·

2
− · · · − ·

l − 2
− ·
l − 1
⇒·

l
sp(2l,C), l ≥ 3,

Dl : ·
1
−·

2
− · · · − ·

l − 3
− ·
l − 2
<· l − 1· l so(2l,C), l ≥ 4,

výjimečné
algebry



E6 :
·−·−

·
|
·−·−·

E7 :
·−·−·−

·
|
·−·−·

E8 :
·−·−·−·−

·
|
·−·−·

F4 : ·−·⇒·−·
G2 : ·V ·

D̊ukaz. Výše jsme ukázali, že toto jsou všechny př́ıpustné diagramy, existence př́ıslušných
algeber byla dokázána jejich zkonstruováńım, jednoznačnost plyne z Weylovy-Chevalley
normálńı formy, pokud se detailně uváž́ı struktura konstant Nαβ (což jsme zde neprovedli).

Při identifikaci Dynkinova diagramu dané algebry ze známé struktury kořen̊u či z
Cartanovy matice lze pro určeńı směru šipky využ́ıt vztah

‖αi‖
‖αj‖

=

√
〈αi, αi〉
〈αj, αj〉

=

√
aij
aji

⇒ ‖αi‖ =

√
aij
aji
‖αj‖ . (11.2)

11.1 Cvičeńı

Cvičeńı 11.1. Nakreslete všechny možné kořenové diagramy v R2 a přǐrad’te jim od-
pov́ıdaj́ıćı algebry.

Řešeńı. sl(2,C)⊕ sl(2,C), sl(3,C), so(5,C), g2.

Cvičeńı 11.2. K Dynkinovým diagramům přǐrad’te odpov́ıdaj́ıćı Cartanovy matice.
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Řešeńı. Kořeny uspořádány dle diagramů, 0 vynechány:

AAl =



2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1
−1 2 −1

−1 2


, ABl =



2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1
−1 2 −2

−1 2


,

ACl =



2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1
−1 2 −1

−2 2


, ADl =



2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1 −1
−1 2 0
−1 0 2


.

Cvičeńı 11.3. Najděte Cartanovu podalgebru, kořeny, kořenový a Dynkin̊uv diagram
speciálńı lineárńı algebry

Al = sl(l + 1,C) =
{
A ∈ Cl+1,l+1 | trA = 0

}
.

Řešeńı. • Cartanova podalgebra g0 = {diag(d1, . . . , dl+1) |
∑

j dj = 0} ⊂ sl(l +
1), dim g0 = l, [g0, g0] = 0. Je abelovská, tj. nilpotentńı. Nı́že uvid́ıme (rovnice (12.1)),
že g0 je rovná svému normalizátoru.

• Kořeny: Mějme

Eij =


j

...

i . . . 1

, i 6= j.

Pak máme rozklad sl(l + 1) = g0 + span{Eij}i 6=j a pro D ∈ g0 ve tvaru D =
diag(d1, . . . , dl+1) máme [D,Eij] = (di − dj)Eij. Zaved’me funkcionály ϕj ∈ g∗0,
ϕj(D) = dj. Pak

[D,Eij] = (ϕi − ϕj)(D)Eij.

Tj. máme skutečně Cartanovu podalgebru a kořeny

∆ =
{

(ϕi − ϕj) | i 6= j, i, j ∈ l̂ + 1
}

Zvoĺıme H0 = diag(h1, . . . , hl+1), hi > hi+1, tj. (ϕi − ϕj)(H0) 6= 0. Máme tedy
vybrané kladné a prosté kořeny

∆+ = {ϕi − ϕj|i < j ≤ l + 1} ,
∆P =

{
ϕi − ϕi+1 ≡ αi

∣∣i ∈ l̂}.
Ověř́ıme, že pomoćı ∆P můžeme nakombinovat celé ∆:

ϕi − ϕj = (ϕi − ϕi+1) + (ϕi+1 − ϕi+2) + · · ·+ (ϕj−1 − ϕj).
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• Cartanova matice, Dynkin̊uv diagram:

aβα = −(p+ q)
α,β∈∆P

= −q, kde {β + kα}qk=p ∈ ∆+.

Pro αi = ϕi − ϕi+1, αj = ϕj − ϕj+1 máme

αi + kαj = ϕi − ϕi+1 + k(ϕj − ϕj+1)
!

= ϕa − ϕb, a < b.

Pokud i < j − 1 nebo j < i− 1 je k = 0, tj. aij = 0. Pro i = j − 1 nebo j = i− 1 je
k = 0, 1, tj. aij = −1, proto má Cartanova matice a Dynkin̊uv diagram tvar

A =


2 −1

−1
. . . . . .
. . . 2 −1
−1 2

 , ·
1
−·

2
− · · · − ·

l − 1
− ·

l

Cvičeńı 11.4. Najděte Cartanovu podalgebru, kořeny, kořenový a Dynkin̊uv diagram sym-
plektické algebry

Cl = sp(2l,C) =
{
A ∈ C2l,2l | JA+ ATJ = 0

}
, kde J =

(
0 −I
I 0

)
.

Řešeńı. • Cartanova podalgebra. Označme A = ( a bc d ) ∈ C2l,2l. Muśı platit

JA+ ATJ =

(
−c −d
a b

)
+

(
cT −aT
dT −bT

)
= 0 tj. d = −aT , b = bT , c = cT .

Označme diagonálńı podalgebru

g0 =
{(

Λ 0
0 −Λ

) ∣∣Λ = diag(λ1, . . . , λl) ∈ Cl,l
}

a ověřme, že se jedná o Cartanovu podalgebru. Evidentně je abelovská, zbývá
ukázat, že je rovná svému normalizátoru. Máme [Λ, Eij] = (λi − λj)Eij ∈ Cl,l, z
čehož plyne[(

Λ 0
0 −Λ

)
,

(
Eij 0
0 −Eji

)]
= (λi − λj)

(
Eij 0
0 −Eji

)
︸ ︷︷ ︸
≡Iij , i6=j

,

[(
Λ 0
0 −Λ

)
,

(
0 Eij + Eji
0 0

)]
=

(
0 Λ(Eij + Eji)
0 0

)
+

(
0 (Eij + Eji)Λ
0 0

)
=

= (λi + λj)

(
0 Eij + Eji
0 0

)
︸ ︷︷ ︸

≡Fij , i≤j

,

Gij = F T
ij :

[(
Λ 0
0 −Λ

)
, Gij

]
= −

[(
Λ 0
0 −Λ

)
, Fij

]T
= −(λi + λj)Gij.

Vid́ıme, že g0 je skutečně Cartanova podalgebra. Funkcionály ϕi, definované předpisem
ϕi
(

Λ 0
0 −Λ

)
= λi pro i ∈ l̂, tvoř́ı bázi g∗0.
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• Kořeny. Z relaćı výše, kde jsme našli kořenové vektory Iij, Fij, Gij, plyne tvar kořen̊u

∆ = {ϕi − ϕj | i 6= j} ∪ {ϕi + ϕj | i ≤ j} ∪ {−(ϕi + ϕj) | i ≤ j} .

Zvolme H0 : ϕi(H0) > ϕi+1(H0) > 0,∀i = 1, . . . , l. Pak

∆+ = {ϕi − ϕj | i < j} ∪ {ϕi + ϕj | i ≤ j} ,
∆− = {ϕi − ϕj | i > j} ∪ {−(ϕi + ϕj) | i ≤ j} ,

∆P =
{
ϕi − ϕi+1︸ ︷︷ ︸
≡αi

∣∣ i ∈ l̂ − 1
}
∪
{

2ϕl︸︷︷︸
≡αl

}
.

Ověř́ıme, že kladné kořeny umı́me vyjádřit pomoćı prostých

ϕi − ϕj = (ϕi − ϕi+1) + · · ·+ (ϕj−1 − ϕj) =

j−1∑
k=1

αk,

ϕi + ϕj = 2ϕl + (ϕi − ϕl) + (ϕj − ϕl) = αl +
l−1∑
k=i

αk +
l−1∑
k=j

αk.

• Cartanova matice. Jej́ı složky hledáme ze vztahu aij = −q = 1 − #{k ∈ N |
αi + kαj ∈ ∆+}

{αi + kαj}i,j<l = (ϕi − ϕi+1) + k(ϕj − ϕj+1) ⇒ |i− j| > 1 : k = 0,
|i− j| = 1 : k = 0, 1,

{αi + kαl}i<l = (ϕi − ϕi+1) + 2kϕl ⇒ i < l − 1 : k = 0,
i = l − 1 : k = 0, 1,

{αl + kαi}i<l = 2ϕl + k(ϕi − ϕi+1) ⇒ i < l − 1 : k = 0,
i = l − 1 : k = 0, 1, 2.

Tud́ıž al−1,l = −1 = 〈αl−1,αl〉
〈αl,αl〉 , al,l−1 = −2 = 〈αl,αl−1〉

〈αl−1,αl−1〉 , tj. ‖αl‖ =
√

2 ‖αl−1‖. Celkem

tedy máme

A =


2 −1

−1
. . . . . .
. . . 2 −1
−1 2 −1

−2 2

 , ·
1
−·

2
− · · · − ·

l − 2
− ·
l − 1
⇒·

l

Cvičeńı 11.5. Najděte Cartanovu podalgebru, kořeny, kořenový a Dynkin̊uv diagram
speciálńı ortogonálńı algebry v sudé dimenzi

Dl = so(2l,C) =
{
A ∈ C2l,2l | AT + A = 0

}
, kde l > 1.

Řešeńı. Ukážeme, že

g0 = {H = diag(λ1σ2, . . . , λlσ2)} , kde σ2 = ( 0 −i
i 0 )

je Cartanova podalgebra. Necht’ X ∈ C2,2, X =

(
x11 x12

x21 x22

)
. Požadujme

λiσ2X − λjXσ2 = iλi

(
−x21 −x22

x11 x12

)
− iλj

(
x12 −x11

x22 −x21

)
!

= c(λi, λj)

(
x11 x12

x21 x22

)
.
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Rovnici zaṕı̌seme ve tvaru

i


ic −λj −λi 0
λj ic 0 −λi
λi 0 ic −λj
0 λi λj ic



x11

x12

x21

x22

 = 0

a z požadavku řešitelnosti soustavy det = 0 dostáváme hodnoty možných konstant
c(λi, λj) ve tvaru c1,2,3,4 = ±(λi ± λj). Pro

• c1 = λi + λj najdeme (až na libovolný násobek) řešeńı X ve tvaru F̃ = ( 1 i
i −1 ) =

σ3 + iσ1,

• c2 = λi − λj, i < j dává G̃ = I + σ2,

• zbylé dvě matice źıskáváme sdružeńım hermitovským F̃ †, resp. komplexńım G̃∗.

Nyńı již můžeme př́ımo zkonstruovat kořenové vektory ve tvaru

Fij =



i

↓
j

↓
...

...

i→ . . . F̃

j → . . . −F̃ T

, i < j, [H,Fij] = (λi + λj)Fij,

F †ij :
[
H,F †ij

]
=
[
H†, F †ij

]
= − [H,Fij]

† = −(λi + λj)F
†
ij, pro H ∈ h,

Gij =



i

↓
j

↓
...

...

i→ . . . G̃

j → . . . −G̃T

, i < j, [H,Gij] = (λi − λj)Gij,

G†ij :
[
H,G†ij

]
=
[
H†, G†ij

]
= − [H,Gij]

† = −(λi − λj)G†ij, pro H ∈ h.

Zjǐst’ujeme, že g0 je rovna svému normalizátoru (a je abelovská), tj. je Cartanovou podal-
gebrou.

Zaved’me funkcionály ϕj ∈ g∗0 předpisem ϕj(H) = λj. Kořeny odpov́ıdaj́ıćı výše nale-
zeným kořenovým vektor̊um maj́ı tvar

∆ = {ϕi + ϕj | i < j} ∪ {ϕi − ϕj | i 6= j} ∪ {−(ϕi + ϕj) | i < j} .

Označme H0 = diag(λ1σ2, . . . , λlσ2), λ1 > λ2 > · · · > λl > 0. T́ım máme zavedeny kladné
a prosté kořeny

∆+ = {ϕi + ϕj | i < j} ∪ {ϕi − ϕj | i < j}

∆P =
{
ϕi − ϕi+1︸ ︷︷ ︸
≡αi

∣∣ i ∈ l̂ − 1
}
∪
{
ϕl−1 + ϕl︸ ︷︷ ︸
≡αl

}

76



Složky Cartanovy matice hledáme ze vztahu aij = −q = −#{k|αi + kαj ∈ ∆+}+ 1

αi + kαi+1 = (ϕi − ϕi+1) + k(ϕi+1 − ϕi+2), i ∈ l̂ − 1 ⇒ k = 0, 1,
αl−2 + kαl = (ϕl−2 − ϕl−1) + k(ϕl−1 + ϕl) ⇒ k = 0, 1,
αl−1 + kαl = (ϕl−1 − ϕl) + k(ϕl−1 + ϕl) ⇒ k = 0.

Tomu odpov́ıdá

A =


2 −1

−1
. . . . . .
. . . 2 −1 −1
−1 2 0
−1 0 2

 , ·
1
−·

2
− · · · − ·

l − 3
− ·
l − 2
<· l − 1· l

Změnou báze v C2l lze přej́ıt k formulaci, v ńıž bilineárńı kvadratická forma J neńı
diagonálńı, tj.

Dl = so(2l,C) =
{
A ∈ C2l,2l | ATJ + JA = 0

}
, kde J = ( 0 I

I 0 ) , l > 1.

Pak je Cartanova podalgebra tvořená všemi diagonálńımi maticemi v takto zapsané al-
gebře so(2l,C).

Cvičeńı 11.6. Najděte Cartanovu podalgebru, kořeny, kořenový a Dynkin̊uv diagram
speciálńı ortogonálńı algebry v liché dimenzi

Bl = so(2l + 1,C).

Řešeńı. Ukážeme, že Cartanova podalgebra má tvar

g0 =

{
H =

( λ1σ2
...

λlσ2
0

)}
.

Zaved’me funkcionály

ϕi(H) = ϕi

( λ1σ2
...

λlσ2
0

)
= λi.

Uvažujme matice tvaru

X =

 O ~v

−~vT 0

 ∈ C2l+1,2l+1, kde ~v ∈ C2l, a H ′ =

λ1σ2

. . .

λlσ2

 ∈ C2l,2l

(kde O ∈ C2l,2l je nulová matice). Takové matice vyhovuj́ı

[H,X] =

 O H ′~v

~0T 0

−
 O ~0

−(~v)TH ′ 0

 =

 O H ′~v

−(H ′~v)T 0

 .
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Za ~v vybereme vlastńı vektoryH ′, s vlastńımi č́ısly±λi. Při zohledněńı výsledk̊u cvičeńı 11.5
tak dostáváme kořenový systém ve tvaru

∆ = {ϕi + ϕj}i<j ∪ {ϕi − ϕj}i 6=j ∪ {−(ϕi + ϕj)}i<j ∪ {ϕi}
l
i=1 ∪ {−ϕi}

l
i=1

a vid́ıme, že g0 je rovna svému normalizátoru, tj. je Cartanova.
Zvoĺıme H0 : λi = ϕi(H0), λ1 > · · · > λl > 0. To implikuje tvar kladných a prostých

kořen̊u ve tvaru

∆+ = {ϕi + ϕj}i<j ∪ {ϕi − ϕj}i<j ∪ {ϕi} ,

∆P =
{
ϕi − ϕi+1︸ ︷︷ ︸
≡αi

∣∣ i ∈ l̂ − 1
}
∪
{
ϕl︸︷︷︸
≡αl

}
.

Složky Cartanovy matice hledáme ze vztahu aij = 1−#{k|αi + kαj ∈ ∆+}

αl−2 + kαl = (ϕl−2 − ϕl−1) + kϕl ⇒ k = 0,
αl−1 + kαl = (ϕl−1 − ϕl) + kϕl ⇒ k = 0, 1, 2,
αl + kαl−1 = ϕl + k(ϕl−1 − ϕl) ⇒ k = 0, 1,

což nám dává

A =


2 −1

−1
. . . . . .
. . . 2 −1
−1 2 −2

−1 2

 , ·
1
−·

2
− · · · − ·

l − 2
− ·
l − 1
⇐·

l
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Kapitola 12

Reálné formy komplexńıch
poloprostých Lieových algeber

V předchoźı kapitole jsme dokončili klasifikaci všech konečněrozměrných poloprostých
komplexńıch Lieových algeber (připomeňme, že poloprosté algebry jsou součtem prostých
ideál̊u, ty jsou klasifikovány větou 11.13). V této kapitole se budeme zabývat otázkou, jak
lze z této klasifikace odvodit klasifikaci reálných poloprostých algeber.

12.1 Konstrukce reálných forem

Z 2. Cartanova kritéria, tj. věty 8.5, v́ıme, že reálná algebra je poloprostá právě tehdy,
když jej́ı komplexifikace je poloprostá. (Je vhodné si zároveň uvědomit, že pro prosté
algebry totéž neplat́ı, komplexifikace prosté algebry může mı́t netriviálńı prosté ideály,
viz so(1, 3)C = so(3,C)⊕ so(3,C).) Uvažme poloprostou reálnou Lieovu algebru g, gC =
g ⊕R ig = C ⊗R g. Algebra g se dá popsat jako reálná podalgebra v gC charakterizovaná
zobrazeńım φ:

φ : gC → gC : φ(u+ iv) = u− iv, ∀u, v ∈ g,

g = {X ∈ gC | φ(X) = X}.

Takto definované zobrazeńı φ má evidentně následuj́ıćı vlastnosti

• φ ◦ φ = id, tj. je involutivńı,

• φ(λX) = λφ(X), φ(X + Y ) = φ(X) + φ(Y ), tj. je antilineárńı,

• φ
(
[u1 + iv1, u2 + iv2]

)
= φ

(
([u1, u2]− [v1, v2]) + i ([v1, u2] + [u1, v2])

)
=

= ([u1, u2]− [v1, v2])− i ([v1, u2] + [u1, v2]) = [u1 − iv1, u2 − iv2] =
=
[
φ(u1 + iv1), φ(u2 + iv2)

]
, tj. je automorfismus.

Naopak, mějme komplexńı algebru g a jej́ı involutivńı antilineárńı automorfismus φ.
Pak gφ = {X ∈ g | φ(X) = X} nám určuje reálnou podalgebru gφ v gC : (gφ)C = g.

D̊ukaz. Označme odpov́ıdaj́ıćı R–lineárńı zobrazeńı φR : gR → gR, dimR(gR) = 2 dimC(g)
definované ve zvolené bázi (ej, iej)

l
j=1 algebry gR předpisem φR(ei) = φ(ei) = ajiej +
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bji (iej), φR(iei) = −iφ(ei) = bjiej − a
j
i (iej), kde aji , b

j
i ∈ R. Involutivnost evidentně z̊ustává

zachována, φR ◦ φR = id, takže σ (φR) ⊂ {±1}. Proto

gR = ker (φR − I)︸ ︷︷ ︸
gφ

u ker (φR + I) . (12.1)

Vid́ıme, že pro každé X ∈ gφ, tj. φ(X) = X, je φ(iX) = −iX tj. iX ∈ ker (φR + I) . Proto
oba reálné podprostory v rozkladu (12.1) maj́ı stejnou dimenzi a násobeńı imaginárńı
jednotkou i v g zobrazuje jeden na druhý, dimR gφ = dimC g, g = gφuR igφ. Protože plat́ı
φ
(
[X, Y ]

)
= [φ(X), φ(Y )] = [X, Y ], je pro libovolná X, Y ∈ gφ též [X, Y ] ∈ gφ, tj. gφ je

reálná podalgebra g taková, že g = gφ uR igφ. Jinými slovy, gφ je reálná forma g.

Takže jsme dokázali větu

Věta 12.1. Reálné formy komplexńı Lieovy algebry g jsou popsány involutivńımi anti-
lineárńımi automorfismy φ : g→ g.

Př́ıklad 12.2. Uvažme sl(l + 1,C) a několik involutivńıch antilineárńıch automorfismů
φ : sl(l + 1,C)→ sl(l + 1,C). T́ımto zp̊usobem nacháźıme následuj́ıćı reálné formy

φ(X) = X, g = sl(l + 1,R),

φ(X) = −X†, g =
{
X ∈ sl(l + 1,C) | −X† = X

}
= su(l + 1),

φ(A) = −JA†J, g =
{
X ∈ sl(l + 1,C) | −JX†J = X

}
= su(p, q),

kde J = diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
q

), p+ q = l + 1.

Větou 12.1 jsme konstrukci reálných forem převedli na hledáńı zobrazeńı s požadovanými
vlastnostmi. Z̊ustává ovšem otázkou, jak lze involutivńı antilineárńı automorfismy hledat a
jak lze mezi nimi identifikovat ty, které vedou na izomorfńı reálné formy. Tomuto problému
se zde nebude podrobněji věnovat, ukážeme si pouze dvě reálné formy, které existuj́ı pro
každou komplexńı poloprostou algebru g.

Uvažujme komplexńı poloprostou Lieovu algebru g vyjádřenou ve Weylově-Chevalley
bázi, tj.

g = span{Hα}α∈∆P u +̇α∈∆span{Eα},
[H,Eα] = α(H)Eα,

H ∈ R–span{Hα}α∈∆P = h ⇒ ∀α ∈ ∆, α(H) ∈ R
[Eα, E−α] = K(Eα, E−α)︸ ︷︷ ︸

∈R

Hα,

[Eα, Eβ] = NαβEα+β, Nαβ ∈ Z, N(−α)(−β) = −Nαβ.

Označme

gsplit = R–span{Hα}α∈∆P u +̇α∈∆R–span{Eα}.

Vid́ıme, že gsplit je reálná forma algebry g, určená antilineárńım automorfismem defino-
vaným p̊usobeńım na bazické prvky φ(Hα) = Hα, φ(Eα) = Eα.

Vhodným nástrojem pro rozlǐseńı reálných algeber je signatura Killingovy formy, nebot’

jako jediná ze zřejmých, na bázi nezávisej́ıćıch charakteristik dané algebry nez̊ustává po
komplexifikaci stejná.

Signatura Killingovy formy K algebry gsplit plyne z následuj́ıćıch poznatk̊u
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• K(H,Eα) = 0 protože h ⊥ span{Eα},

• K|h je pozitivně definitńı,

• K(Eα, Eβ) = 0 kdykoliv α + β 6= 0.

• Bud’ α ∈ ∆, pak

(
K(Eα, Eα) K(Eα, E−α)
K(E−α, Eα) K(E−α, E−α)

)
=

(
0 λ
λ 0

)
, kde λ 6= 0. Proto je

sgn

(
K(Eα, Eα) K(Eα, E−α)
K(E−α, Eα) K(E−α, E−α)

)
= (1, 1, 0).

Z uvedených vztah̊u vyplývá, že ve zvolené bázi má při seřazeńı kořen̊u ve dvojićıch α,−α
Killingova forma blokově diagonálńı tvar a jej́ı signatura je sgn K|gsplit =

(
n+l

2
, n−l

2
, 0
)
.

Pro každou komplexńı poloprostou algebru g lze nalézt nejméně jednu daľśı reálnou
formu, značenou gkomp. Definujeme ji předpisem

gkomp := R–span{iHα}α∈∆P︸ ︷︷ ︸
ih

u+̇α∈∆+span

{
Eα − E−α√

2
,
i(Eα + E−α)√

2

}
,

kde bázi kořenových vektor̊u jsme zvolili tak, že plat́ı K(Eα, E−α) > 0 pro všechna α ∈
∆+. Odpov́ıdaj́ıćı zobrazeńı φ je určeno vztahy φ(Hα) = −Hα, φ(Eα) = −E−α. Z jeho
definice je evidentně φ2 = I. Dále zjǐst’ujeme, že

φ
(
[Hα, Hβ]

)
= [φ(Hα), φ(Hβ)] = 0,

φ
(
[Hα, Eβ]

)
= β(Hα)︸ ︷︷ ︸

∈R

φ(Eβ) = −β(Hα)E−β = [Hα, E−β] = [φ(Hα), φ(Eβ)],

φ
(
[Eα, Eβ]

)
= Nαβ φ(Eα+β) = −NαβE−α−β = N(−α)(−β)E−α−β =

= [−E−α,−E−β] = [φ(Eα), φ(Eβ)],

φ
(
[Eα, E−α]

)
= K(Eα, E−α)φ(Hα) = −K(Eα, E−α)Hα = −[Eα, E−α] =

= [−E−α,−Eα] = [φ(Eα), φ(E−α)],

φ

(
Eα − E−α√

2

)
=
Eα − E−α√

2
, φ

(
i(Eα + E−α)√

2

)
=
−i(−E−α − Eα)√

2
=

i(Eα + E−α)√
2

φ(iHα) = −i(−Hα) = iHα,

tj. φ je antilineárńı involutivńı automorfismus, jak je požadováno, a φgkomp
= I. Signaturu

Killingovy formy reálné algebry gkomp urč́ıme z toho, že K|ih je negativně definitńı a

K

(
Eα − E−α√

2
,
Eα − E−α√

2

)
= −K(Eα, E−α) < 0,

K

(
Eα − E−α√

2
,
i(Eα + E−α)√

2

)
= 0,

K

(
i(Eα + E−α)√

2
,
i(Eα + E−α)√

2

)
= −K(Eα, E−α) < 0.

Celkem tedy vid́ıme, že Kgkomp
je negativně definitńı, sgnKgkomp

= (0, n, 0).
Bez d̊ukazu si uved’me větu dávaj́ıćı do souvislosti topologicky kompaktńı Lieovy grupy

a negativńı definitnost Killingovy formy.
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Věta 12.3 (Weylova o kompaktńıch Lieových grupách). Bud’ g reálná poloprostá Lie-
ova algebra, G j́ı odpov́ıdaj́ıćı souvislá a jednoduše souvislá Lieova grupa. Grupa G je
kompaktńı právě tehdy, když Killingova forma algebry g je negativně definitńı.

To je d̊uvodem, proč reálné poloprosté Lieovy algebry s negativně definitńı Killingovou
formou nazýváme kompaktńı.

12.2 Invariantńı integrál na kompaktńıch Lieových

grupách

Kompaktńı Lieovy grupy maj́ı jednu podstatnou vlastnost: lze na nich zavést zp̊usob in-
tegrováńı, který je invariantńı v̊uči levému i pravému přenásobeńı integračńı proměnné
prvkem grupy. To nám mj. umožňuje ukázat kĺıčový poznatek, že konečněrozměrné re-
prezentace kompaktńı Lieovy grupy jsou úplně reducibilńı.

Mějme (Xj)
dim g
j=1 bázi g, a σk k ńı duálńı diferenciálńı 1-formy v Γ(T ∗G). Jinými slovy,

pro všechna g, h ∈ G máme

Lg∗
(
Xj|h

)
= Xj|gh , σj

(
Xk|g

)
= δjk, L∗g

(
σj
∣∣
gh

)
(Xk|h) = σj

∣∣
gh

(
Lg∗ (Xk|h)︸ ︷︷ ︸

Xk|gh

)
= δjk,

tj. L∗g

(
σj|gh

)
= σj|h .

Definice 12.4. Diferenciálńı forma ω ∈ Ω•(G) se nazývá levoinvariantńı právě tehdy,
když pro všechna g, h ∈ G plat́ı

L∗g

(
ω|gh

)
= ω|h .

Formy σk duálńı k bázi g jsou tedy levoinvariantńı 1-formy a tvoř́ı bázi prostoru všech
levoinvariantńıch 1–forem na G. Diferenciálńı n–forma ω = σ1 ∧ · · · ∧ σn, kde n = dim g,
je levoinvariantńı objemový element na G, nebot’ je definovaná na celém G a je všude
nenulová.

Poznámka 12.5. Levoinvariantńı 1-formy (σk) duálńı k bázi (Xj) v g se strukturńımi
konstantami cjk

l, tj. [Xj, Xk] =
∑

m cjk
lXl vyhovuj́ı d̊uležitému vztahu zvanému Maurer-

Cartanova rovnice

dσj = −1

2

∑
k,l

ckl
jσk ∧ σl, (12.2)

jenž plyne dosazeńım ze vztahu dω(X, Y ) = X(ω(Y )) − Y (ω(X)) − ω([X, Y ]) platného
pro libovolná ω ∈ Ω1(M), X, Y ∈ X (M).

Uzavřenost 2-formy dσj je pak ekvivalentńım vyjádřeńım Jacobiho identit

0 = d
(
dσj
)

= −1

2

∑
k,l

ckl
j
(
dσk ∧ σl − σk ∧ dσl

)
= −1

2

∑
k,l

ckl
j
(
dσk ∧ σl − dσl ∧ σk

)
=

= −
∑
k,l

ckl
j
(
dσk ∧ σl

)
=

1

2

∑
a,b,l

∑
k

ckl
jcab

kσa ∧ σb ∧ σl =

=
∑
a<b<l

∑
k

(
ckl

jcab
k + cka

jcbl
k + ckb

jcla
k
)
σa ∧ σb ∧ σl

nebot’
(
σa ∧ σb ∧ σl

)
a<b<l

tvoř́ı bázi prostoru 3–forem v libovolném zvoleném bodě g ∈ G.
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Věta 12.6. Necht’ G je kompaktńı. Pak levoinvariantńı objemový element ω = σ1∧· · ·∧σn
je současně pravoinvariantńı, R∗gω = ω. Ř́ıkáme, že ω je biinvariantńı objemový element
či biinvariantńı mı́ra.

D̊ukaz. Sporem: Necht’ R∗g−1ω 6= ω. Bez újmy na obecnosti (jinak zaměńıme g → g−1)

předpokládejme, že ω(X1, . . . , Xn) = 1 a R∗g−1ω(X1, . . . , Xn)
∣∣∣
h

= c, |c| > 1 pro zvolené

prvky grupy g, h ∈ G a bázi (Xj)
n
j=1 v g. V př́ıpadě, že c < −1, nahrad́ıme g prvkem g2,

abychom měli nové c > 1. Máme

[Lg∗, Rh∗] = 0 ⇒ L∗h
(
R∗g−1ω

)
= R∗g−1

(
L∗hω︸︷︷︸
ω

)
= R∗g−1ω,

tud́ıž forma R∗g−1ω je opět levoinvariantńı, tj. při vyhodnoceńı R∗g−1ω(X1, . . . , Xn)
∣∣∣
h

na

výběru bodu h nezálež́ı, výsledek je stejný pro všechna h ∈ G. Zvoĺıme h = e. Protože
Adg = Lg∗ ◦Rg−1∗ : TeG→ TeG ≡ g, máme

c = L∗gR
∗
g−1ω(X1, . . . , Xn)

∣∣
e

= ω (Lg∗Rg−1∗ (X1|e) , . . . , Lg∗Rg−1∗ (Xn|e)) =

= ω (Adg (X1|e) , . . . ,Adg (Xn|e)) = det Adg · ω (X1|e , . . . , Xn|e)︸ ︷︷ ︸
=1

= det Adg.

Vid́ıme, že pro všechny g ∈ G je R∗g−1ω (X1, . . . , Xn) = det Adg ≡ F (g), přičemž pro

zvolené g je F (g) > 1. Ale zobrazeńı F : G→ (R− {0}, ·) je homomorfismus grup, nebot’

F (g1g2) = det Adg1g2 = det Adg1Adg2 = det (Adg1) det (Adg2) = F (g1)F (g2).

Tud́ıž F (gn) = cn pro n ∈ N a v limitě n → +∞ máme F (gn) → +∞. Ale F je hladká
funkce na kompaktńı varietě G, tj. je omezená a nabývá svého maxima a minima, což je
hledaný spor.

Poznámka 12.7. Bud’ G kompaktńı, ω výše zavedený biinivariantńı objemový element.
Protože Lieova grupa je vždy orientovatelná, je integrál

∫
G

ω definován až na volbu orien-

tace a je konečný. Vhodným výběrem orientace lze doćılit 0 <
∫
G

ω <∞.

Důsledek 12.8. Pro kompaktńı Lieovu grupu G plat́ı

• Pro libovolnou funkci f ∈ C∞(G) je∫
G

f · ω =

∫
G

(f ◦ Lg) · ω =

∫
G

(f ◦Rg) · ω, (12.3)

protože ∫
G

(f ◦ Lg)ω =

∫
G

(
L∗gf

) (
L∗gω

)
=

∫
Lg(G)

fω =

∫
G

fω

dle věty o substituci v integrálu, tj.
∫
N

φ∗κ =
∫

φ(N)

κ. Analogicky pro Rg.
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• Pro ρ : G→ GL(V ), kde V má konečnou dimenzi, a jakýkoliv skalárńı součin 〈·, ·〉
na V , zavedeme jeho zpr̊uměrováńı přes grupu G,

〈u, v〉G :=

∫
G

〈ρ(g)u, ρ(g)v〉 · ω. (12.4)

Př́ımým dosazeńım je vidět, že se jedná opět o pozitivně definitńı symetrickou formu,
tj. skalárńı součin na V . Pro libovolné g̃ ∈ G a u, v ∈ V plat́ı

〈ρ(g̃)u, ρ(g̃)v〉G =

∫
G

〈ρ(g)ρ(g̃)u, ρ(g)ρ(g̃)v〉 · ω =

∫
G

〈ρ(gg̃)u, ρ(gg̃)v〉 · ω =

=

∫
G

R∗g̃ 〈ρ(g)u, ρ(g)v〉 · ω︸︷︷︸
=R∗

g̃
ω

=

∫
Rg̃(G)

〈ρ(g)u, ρ(g)v〉 · ω = 〈u, v〉G.

Vid́ıme, že vzhledem ke skalárńımu součinu 〈·, ·〉G je ρ unitárńı (ortogonálńı, dle
tělesa V) reprezentace kompaktńı grupy G na V .

Z toho vyplývá

Lemma 12.9. Konečněrozměrné reprezentace kompaktńı Lieovy grupy G jsou unitárńı
(ortogonálńı) v̊uči vhodně zvolenému skalárńımu součinu. Proto jsou též úplně reducibilńı.

Věta 12.10 (Weylova). Konečněrozměrné reprezentace komplexńı poloprosté Lieovy al-
gebry g jsou úplně reducibilńı.

D̊ukaz. Pro algebru g a jej́ı reprezentaci ρ : g → gl(V ) najdeme gkomp, (gkomp)C = g a
ρ|gkomp

: gkomp → gl(V ), máme tedy i reprezentaci př́ıslušné kompaktńı souvislé a jed-
noduše souvislé Lieovy grupy G, ta je úplně reducibilńı. Proto máme ireducibilńı invari-
antńı podprostory pro Gkomp, gkomp i g.

Tento př́ıstup k d̊ukazu úplné reducibility reprezentaćı poloprostých algeber oklikou
přes reprezentace kompaktńıch grup se v literatuře obvykle nazývá Weyl̊uv unitárńı trik.
Je to p̊uvodńı zp̊usob odvozeńı tohoto výsledku. Čistě algebraické d̊ukazy, nevyuž́ıvaj́ıćı
odpov́ıdaj́ıćı Lieovu grupu, byly nalezeny až o několik desetilet́ı později.

12.3 Cvičeńı

Cvičeńı 12.1. Uvažujte Lieovu grupu Af(1) a sestavte na ńı bazické levoinvariantńı 1–
formy σi, ověřte na nich Maurer–Cartanovy rovnice a sestavte levoinvariantńı objemový
element ω. Je v tomto př́ıpadě též pravoinvariantńı?

Řešeńı. Máme [X1, X2] = X2, X1 = x ∂
∂x

, X2 = x ∂
∂y

,

L(a,b)(x, y) = (ax, ay + b), R(a,b)(x, y) = (xa, xb+ y).

Tud́ıž duálńı levoinvariantńı 1–formy a objemový element maj́ı tvar

σ1 =
dx

x
, σ2 =

dy

x
, ω = σ1 ∧ σ2 =

dx ∧ dy

x2
.
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Maurer–Cartanovy rovnice jsou

dσ1 = d

(
dx

x

)
= 0 = −1

2

∑
k,l

ckl
1σk ∧ σl, (nebot’ ckl

1 = 0),

dσ2 = d

(
dy

x

)
= −dx ∧ dy

x2
= −σ1 ∧ σ2 = −1

2

∑
k,l

ckl
2σk ∧ σl.

Levoinvarianci a př́ıpadnou pravoinvarianci můžeme ověřit následovně:

L∗(a,b)σ
1 =

d(ax)

ax
=

dx

x
= σ1, R∗(a,b)σ

1 =
d(xa)

xa
=

dx

x
= σ1,

L∗(a,b)σ
2 =

d(ay + b)

ax
=

dy

x
= σ2, R∗(a,b)σ

2 =
d(xb+ y)

ax
=
bdx+ dy

ax
6= σ2,

L∗(a,b)ω = ω, R∗(a,b)ω =
dx ∧ dy

ax2
6= ω.
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Kapitola 13

Reprezentace poloprostých Lieových
algeber

V aplikaćıch se většinou setkáme s Lieovými grupami nikoliv jako s abstraktńımi matema-
tickými objekty, ale jako se strukturami p̊usob́ıćımi na nějakém prostoru prostřednictv́ım
své akce. Mezi nimi nejvýznačněǰśı mı́sto zauj́ımaj́ı lineárńı akce na vektorových prosto-
rech, tj. reprezentace. Proto je teorie reprezentaćı zcela zásadńı pro využit́ı Lieových grup
a algeber v aplikaćıch. V této kapitole si stručně nast́ıńıme základy teorie reprezentaćı po-
loprostých Lieových algeber (a tedy i jim odpov́ıdaj́ıćıch jednoduše souvislých Lieových
grup).

13.1 Váhy a váhové podprostory dané reprezentace

Uvažujme komplexńı poloprostou Lieovu algebru g s Cartanovou podalgebrou g0 a kořenovým
systémem ∆ spolu s jej́ı reprezentaćı ρ na komplexńım vektorovém prostoru V konečné
dimenze.

Bud’ α, β ∈ ∆. Pak odpov́ıdaj́ıćı Tα, Tβ ∈ g0 komutuj́ı, nebot’ [Tα, Tβ] = 0. Proto
ρ(g0) = {ρ(H) | H ∈ g0} je podprostor v L(V ) tvořený komutuj́ıćımi operátory. Rádi
bychom ukázali, že jsou diagonalizovatelné, protože v takovém př́ıpadě lze V vyjádřit jako
direktńı součet společných vlastńıch podprostor̊u.

Uvažujme α ∈ ∆. Pak span {Xα, X−α, Tα = [Xα, X−α]} je podalgebra izomorfńı sl(2,C)
a tedy ρ(Xα), ρ(X−α), ρ(Tα) definuje reprezentaci algebry sl(2,C) na V , ta je dle Weylovy
věty 12.10 úplně reducibilńı, tj. je direktńım součtem ireducibilńıch reprezentaćı sl(2,C),
v každé z nich dle věty 9.25 p̊usob́ı ρ(Tα) diagonálně. Proto je operátor ρ(Tα) na V di-
agonalizovatelný a celá ρ(g0) je množinou komutuj́ıćıch diagonalizovatelných operátor̊u.
Vektorový prostor V lze proto rozložit na společné vlastńı podprostory ρ(g0)

V =
⊕
λ∈g∗0

Vλ, Vλ =
⋂
H∈g0

ker (ρ(H)− λ(H)I) .

Definice 13.1. Bud’ g komplexńı poloprostá Lieova algebra s Cartanovou podalgebrou
g0 a kořenovým systémem ∆ a ρ jej́ı reprezentace na komplexńım vektorovém prostoru
V konečné dimenze.

• Váha reprezentace ρ je každý funkcionál λ ∈ g∗0 takový, že

Vλ =
⋂
H∈g0

ker (ρ(H)− λ(H)I) 6= {0}.
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• Př́ıslušný Vλ nazýváme váhový podprostor reprezentace ρ př́ıslušný váze λ.

• Váhový diagram reprezentace ρ jsou všechny jej́ı váhy vyjádřené jako vektory v
Euklidově prostoru h∗.

• Váhová mř́ıžka je množina J = {λ ∈ h∗ | λ(Tα) ∈ Z, ∀α ∈ ∆} ⊂ h∗.

Poznámka 13.2. Váhy lež́ı v reálném prostoru h∗, protože σ (ρ(Tα)) ⊂ Z ⊂ R dle věty 9.25.

Př́ıklad 13.3. Pro adjungovanou reprezentaci (ρ = ad) jsou nenulové váhy kořeny a V0 je
Cartanova podalgebra.

Poznámka 13.4. Váhová mř́ıžka J je mř́ıžkou ve smyslu

λ1, λ2 ∈ J , m1,m2 ∈ Z ⇒ m1λ1 +m2λ2 ∈ J .

Bázi (λj)
l
j=1 mř́ıžky J tvoř́ı λj ∈ J taková, že pro každé λ ∈ J existuj́ı m1, . . . ,ml ∈ Z

splňuj́ıćı λ =
∑l

j=1mjλj. Později uvid́ıme, že bázi (λj) váhové mř́ıžky J lze volit ve tvaru

λj(Tαk) = δjk, ∀αk ∈ ∆P .

Věta 13.5. Mějme ρ reprezentaci komplexńı poloprosté algebry g na vektorovém prostoru

V . Necht’ Λρ je množina všech jej́ıch vah, Λρ =
{
λ ∈ g∗0 | Vλ =

⋂
H∈g0 ker (ρ(H)− λ(H)I) 6= 0

}
.

Pak Λρ ⊂ J , V =
⊕
λ∈Λρ

Vλ a Λρ je invariantńı vzhledem k p̊usobeńı Weylovy grupy W

kořenového systému ∆, tj. pokud je α ∈ ∆, λ ∈ Λρ, pak Sα(λ) = λ − λ(Tα)α ∈ Λρ. Pro
libovolné λ ∈ Λρ, ε = sgnλ(Tα) dokonce plat́ı {λ, λ− εα, . . . , λ− λ(Tα)α = Sα(λ)} ⊂ Λρ

a dimVλ = dimVSα(λ).

D̊ukaz. Už v́ıme, že V =
⊕
λ∈Λρ

Vλ a σ (ρ(Tα)) ⊂ Z, protože ρ(Tα) patř́ı do vhodné reprezen-

tace algebry sl(2,C). Proto je Λρ ⊂ J . Pro α ∈ ∆ označme sl(2,C)α = span{Xα, X−α, Tα}.
Vezměme v ∈ Vλ, v 6= 0. Pak pro všechny H ∈ g0 máme ρ(H)v = λ(H)v a plat́ı

ρ(H) (ρ(X±α)v) = ρ
(

[H,X±α]︸ ︷︷ ︸
±α(H)X±α

)
v + ρ(X±α)(λ(H)v) = (λ(H)± α(H)) (ρ(X±α)v) .

(13.1)

Vid́ıme, že je-li ρ(X±α)v 6= 0, pak λ ± α ∈ Λρ a ρ(X±α)v ∈ Vλ±α. Máme-li λ ∈ Λρ a
α ∈ ∆, pak vždy najdeme ireducibilńı reprezentaci sl(2,C)α na nějakém Ṽ ⊂ V takovou,
že λ|(sl(2,C)α)0

je vahou této reprezentace, tj. existuje nenulový vektor v ∈ Ṽ ∩ Vλ takový,
že ρ(Tα)v = λ(Tα)v. Z věty 9.25 vid́ıme, že λ(Tα) ∈ {−r,−r + 2, . . . , r} = σ(ρ(Tα)|Ṽ ), tj.

{λ(Tα), λ(Tα)− εα(Tα)︸ ︷︷ ︸
2ε

, . . . , λ(Tα)− 2λ(Tα) = −λ(Tα)} ⊂ {−r, . . . , r}

a vektory ρ(X−εα)v,
(
ρ(X−εα)

)2
v, . . . ,

(
ρ(X−εα)

)|λ(Tα)|
v jsou d́ıky vlastnostem ireducibilńı

reprezentace sl(2,C)α nenulové vlastńı vektory operátoru ρ(Tα)|Ṽ . Proto jsou podprostory
Vλ−εα, . . . , Vλ−λ(Tα)α nenulové, tj. s využit́ım rovnice (13.1) vid́ıme, že λ − εα, . . . , λ −
λ(Tα)α jsou váhy. Z jednorozměrnosti váhových podprostor̊u ireducibilńı reprezentace
sl(2,C) vid́ıme, že pro lineárně nezávislé vektory z Vλ nacháźıme r̊uzné ireducibilńı repre-

zentace sl(2,C)α, každá zobrazuje vzájemně jednoznačně vektory v ↔
(
ρ(E−εα)

)|λ(Tα)|
v ∈

VSα(λ). Proto muśı být dimVλ ≤ dimVSα(λ) Využit́ım S2
α = I vid́ıme, že nerovnost lze

obrátit, muśı tedy platit rovnost dimVλ = dimVSα(λ).
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Definice 13.6. Pro λ ∈ Λρ dimenzi dimVλ ≡ nλ nazýváme násobnost váhy λ.

Definice 13.7. Váha λ ∈ Λρ je dominantńı právě tehdy, když pro všechny α ∈ ∆+ je
λ(Tα) ≥ 0 (tj. 〈λ, α〉 ≥ 0). Stejně definujeme dominantńı prvky váhové mř́ıžky J .

Definice 13.8. Váha λ ∈ Λρ je nejvyšš́ı právě tehdy, když pro všechny α ∈ ∆+ plat́ı,
že λ+ α neńı vahou reprezentace ρ.

Poznámka 13.9. Evidentně d́ıky konečné dimenzi V každá reprezentace g na V má alespoň
jednu nejvyšš́ı váhu.

Definice 13.10. Pro reprezentaci ρ : g → gl(V ) a jej́ı nejvyšš́ı váhu λ zvoĺıme vektor
v ∈ Vλ, v 6= 0 a definujeme

Rλ = span{ρ(X1) . . . ρ(Xk)v | k ∈ N ∪ {0}, Xj ∈ g},

tj. Rλ ⊂⊂ V a ρ(X)Rλ ⊂ Rλ pro všechna X ∈ g.

Věta 13.11. Rλ je invariantńı podprostor reprezentace ρ, ρ|Rλ : g → gl(Rλ) je ireduci-
bilńı, dimRλ ∩ Vλ = 1, tj. Rλ ∩ Vλ = span{v}.

D̊ukaz. V definici Rλ stač́ı uvažovat Xi = Eα, α ∈ ∆ a Xi = H, H ∈ g0, cokoliv
jiného źıskáváme lineárńı kombinaćı. Uvažujme α, . . . , ω ∈ ∆, pak opakovaným využit́ım
ρ
(
[H,Eα]

)
= α(H)ρ(Eα) zjǐst’ujeme, že

ρ(H)
(
ρ(Eα) . . . ρ(Eω)v

)
=
(
λ(H) + α(H) + · · ·+ ω(H)

)(
ρ(Eα) . . . ρ(Eω)v

)
. (13.2)

Proto ρ(Eα) . . . ρ(Eω)v ∈ Vλ+α+···+ω, a v definici Rλ stač́ı uvažovat Xi = Eα, α ∈ ∆.
Operátory ρ(H) na Rλ p̊usob́ı diagonálně v bázi vybrané z prvk̊u tvaru ρ(Eα) . . . ρ(Eω)v.

Vezměme w ∈ Rλ ∩ Vλ ve tvaru w =
∑

α1,...,αk∈∆
k∈N∪{0}

konst. ρ(Eα1) . . . ρ(Eαk)v. Protože v

každém členu je dle rovnice (13.2) váhový vektor, váhové podprostory maj́ı nulový pr̊unik
a chceme, aby výsledkem byl vektor s vahou λ, muśı po př́ıpadném vyrušeńı opakuj́ıćıch se
člen̊u v lineárńı kombinaci být pro každý člen α1 + · · ·+αk = 0. Proto některé z kořen̊u v
součtu muśı být kladné, některé záporné. Kladné prokomutujeme doprava pomoćı vztah̊u
[Eα, Eβ] = NαβEα+β, resp. [Eα, E−α] = konst. Hα. Nakonec jsou všechny kladné kořeny
napravo a z maximality λ pro α ∈ ∆+ plat́ı ρ(Eα)v = 0. Tud́ıž nyńı jsou v součtu jen
záporné kořeny, ale stále plat́ı α1 + · · · + αk = 0. Proto k = 0, w = konst. v, Rλ ∩ Vλ =
span{v}.

Ireducibilitu dokážeme sporem: mějme invariantńı podprostor W ⊂⊂ Rλ takový, že
W ∩ (Rλ ∩ Vλ) = {0}. Podprostor W muśı být rozložitelný do váhových podprostor̊u
reprezentace ρ na Rλ. Proto má nenulový pr̊unik s nějakými Vκ, κ 6= λ, κ ∈ Λρ|Rλ

.

Označme Wκ = W ∩ Vκ. Pak plat́ı W = +̇Wκ. Z úplné reducibility reprezentace ρ|Rλ
ale vyplývá, že z v ∈ Vλ se nelze dostat do Wκ p̊usobeńım ρ(X), tj. Wκ ∩ Rλ = 0,
W = {0}.

Důsledek 13.12. Ireducibilńı reprezentace ρ poloprosté komplexńı algebry na V s nejvyšš́ı
vahou λ je nutně totožná s př́ıslušným Rλ, tj. V = Rλ.

Věta 13.13. Bud’te ρ, ρ̃ ireducibilńı reprezentace dané komplexńı poloprosté Lieovy alge-
bry g na vektorových prostorech V, Ṽ se stejnou nejvyšš́ı vahou λ. Pak jsou reprezentace
ρ, ρ̃ ekvivalentńı, tj. existuje lineárńı bijekce T : V → Ṽ taková, že pro všechna X ∈ g
plat́ı

ρ̃(X) ◦ T = T ◦ ρ(X).
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D̊ukaz. Z předpokládané ireducibility plyne V = Rλ, Ṽ = R̃λ. Definujeme nekonečněrozměrný
prostor Vλ nazývaný Verma modul s nejvyšš́ı vahou λ a reprezentaci algebry g na něm
následuj́ıćım zp̊usobem. Bud’ ∆P = {αj}lj=1, E±j ≡ E±αj a v0 abstraktńı vektor. Vλ
źıskáme jako lineárńı obal všech v́ıcenásobných formálńıch aplikaćı E−j na vektor v0

Vλ := span {E−j1 . . . E−jkv0 | j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , l}, k ∈ N ∪ {0}} ,

Protože span
{
Eα, E−α | α ∈ ∆P

}
generuje pomoćı komutátor̊u celou algebru g, je libo-

volná reprezentace algebry g určená p̊usobeńım E±α, α ∈ ∆P .
Nejprve definujeme p̊usobeńı algebry g na v0:

Tα(v0) = λ(Tα)v0, ∀α ∈ ∆,

Ej(v0) = 0, E−j(v0) = E−jv0, ∀j ∈ {1, . . . , l}.

Obdobně definujeme

E−j (E−j1 . . . E−jkv0) = E−jE−j1 . . . E−jkv0.

Konzistentnost takto definované reprezentace vyžaduje

Tβ (E−j1 . . . E−jkv0) = (λ(Tβ)− αj1(Tβ)− . . .− α−jk(Tβ))E−j1 . . . E−jkv0,

Ej (E−j1 . . . E−jkv0) = δjj1 Tαj (E−j2 . . . E−jkv0)︸ ︷︷ ︸
(λ(Tαj)−αj2(Tαj)−...−α−jk(Tαj))E−j2 ...E−jkv0

+

+ δjj2E−j1
(
λ
(
Tαj
)
− αj3

(
Tαj
)
− . . .− α−jk

(
Tαj
))
E−j3 . . . E−jkv0+

+ · · ·+ δjjkλ
(
Tαj
)
E−j1 . . . E−jk−1

v0.

Lze ukázat, že t́ımto zp̊usobem definované p̊usobeńı span{Eα, E−α | α ∈ ∆P} na Vλ
definuje konzistentńım zp̊usobem reprezentaci g na Vλ.

Nyńı můžeme definovat lineárńı zobrazeńı π : Vλ → Rλ, π̃ : Vλ → R̃λ předpisem

π (E−j1 . . . E−jkv0) = ρ (E−j1) . . . ρ (E−jk) v,

π̃ (E−j1 . . . E−jkv0) = ρ̃ (E−j1) . . . ρ̃ (E−jk) ṽ.

Protože span
{
Eα, E−α | α ∈ ∆P

}
generuje pomoćı komutátor̊u celou algebru g, jsou zob-

razeńı π, π̃ surjektivńı. Z konstrukce Vλ pro libovolné X ∈ g plat́ı ρ(X) ◦ π = π ◦ X,
ρ̃(X) ◦ π̃ = π̃ ◦ X a π, π̃ zobrazuj́ı váhové podprostory reprezentace na Vλ na váhové
podprostory ρ, ρ̃.

V d̊usledku pro všechna X ∈ g plat́ı X(kerπ) ⊂ kerπ a podobně pro ker π̃, tj. kerπ
a ker π̃ jsou invariantńı podprostory Vλ. Jejich zobrazeńım projekcemi π, π̃ źıskáváme
podprostory

π̃(kerπ) = span {π̃(Z) | Z ∈ kerπ, tj. π(Z) = 0}

a podobně π(ker π̃). Vzhledem k tomu, že

ρ̃(X) (π̃(kerπ)) = π̃(X kerπ) ⊂ π̃(kerπ), ∀X ∈ g

jsou to invariantńı podprostory reprezentace ρ̃, resp. ρ. Obě reprezentace ρ, ρ̃ jsou ireduci-
bilńı a jednorozměrné váhové podprostory span{v} = π (span{v0}), span{ṽ} = π̃ (span{v0})
z definice nelež́ı v π(ker π̃), resp. π̃(kerπ), nebot’ v0 /∈ kerπ, resp. v0 /∈ ker π̃. Proto je
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π̃(kerπ) = {0} a π(ker π̃) = {0}. Definujeme T : Rλ → R̃λ následovně: T (w)=π̃(W ), kde
W ∈ Vλ je libovolný vektor splňuj́ıćı w = π(W ) ∈ Rλ. Ověřme konzistenci této definice:
bud’ W0 ∈ kerπ, W ′ = W +W0, pak w = π(W ′) a

π̃(W ′) = π̃(W +W0) = π̃(W ) + π̃(W0)︸ ︷︷ ︸
=0

= π̃(W ) = T (w).

Evidentně k T existuje inverzńı zobrazeńı záměnou π a π̃ v jeho definici, tj. T je bijekce.
Protože pro libovolné X ∈ g plat́ı

T
(
ρ(X)w

)
= T

(
ρ(X)π(W )

)
= T

(
π(XW )

)
= π̃(XW ) = ρ̃(X)π̃(W ) = ρ̃(X)T (w),

je T ◦ ρ(X) = ρ̃(X) ◦ T .

Důsledek 13.14. Ireducibilńı reprezentace ρ je plně určena svou nejvyšš́ı vahou λ.

Definice 13.15. Mějme komplexńı poloprostou Lieovu algebru g s Cartanovou podal-
gebrou g0 a systémem kořen̊u ∆ ⊃ ∆+ ⊃ ∆P = {αj}lj=1. Definujeme λj ∈ J ⊂ h∗ :
λj (Tαk) = δjk. Funkcionály λj nazýváme fundamentálńı váhy Lieovy algebry g, jim
př́ıslušej́ıćı reprezentace nazýváme fundamentálńı reprezentace.

Poznámka 13.16. To, že λj ∈ J a že existuj́ı př́ıslušné reprezentace je třeba ukázat.
Obecný d̊ukaz je poněkud náročněǰśı, proto tak učińıme pro jednotlivé klasické série al-
geber.

Poznámka 13.17. Fundamentálńı váhy lze určit z Cartanovy matice vztahem λj =Mjkαk,
kde Mjk = A−1 je inverze Cartanovy matice, nebot’ αj = ajkλk ze vztahu

αi (Tαk) = aik = aijδjk = aijλj (Tαk) .

Věta 13.18. Ke každé l–tici nezáporných celých č́ısel m1, . . . ,ml existuje právě jedna ire-
ducibilńı reprezentace poloprosté Lieovy algebry g, jej́ıž nejvyšš́ı váha je λ =

∑l
j=1mjλj.

D̊ukaz. To, že může být nejvýše jedna jsme již ukázali, existenci ukážeme konstrukćı pro
jednotlivé klasické série algeber, pro výjimečné algebry ponecháme bez d̊ukazu.

Cvičeńı 13.1. Popǐste strukturu adjungované a definuj́ıćı reprezentace prostých Lieových
algeber Al = sl(l + 1,C). Najděte fundamentálńı váhy.

Řešeńı. • Adjungovaná reprezentace: váhy jsou kořeny, viz cvičeńı 11.3 (a nulový
funkcionál odpov́ıdaj́ıćı Cartanově podalgebře), tj. αij = ϕi−ϕj. Z výběru uspořádáńı
pomoćı vektoru H0 plyne, že nejvyšš́ı váha je ϕ1 − ϕl+1 = α1 + · · · + αl, kde
αi = ϕi − ϕi+1 jsou prosté kořeny.

Vektory Tj = diag(tj,1, . . . , tj,l+1) jsou určeny vztahem αi(Tj) = aij, kde aij jsou
složky Cartanovy matice. K jejich explicitńımu nalezeńı využijeme, že αi(Tj) =
aij = tj,i − tj,i+1 6= 0 pouze pro i = j − 1, j, j + 1,

αj−1(Tj) = tj,j−1 − tj,j = −1,
αj(Tj) = tj,j − tj,j+1 = 2,

αj+1(Tj) = tj,j+1 − tj,j+2 = −1

 ⇒ Tj =



. . .

0
1 . . . . . . . . .
−1

0
. . .


← j
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• Fundamentálńı váhy jsou určené vztahem λi(Tj) = δij,

λ1

 1
−1

0
...

0

 = 1, λ1


...

0
1
−1

0
...

 = 0 ⇒ λ1 = ϕ1,

λ2

 1
−1

0
...

0

 = 0, λ2

 0
1
−1

0
...

 = 1, λ2


...

0
1
−1

0
...

 = 0

implikuje λ2 = ϕ1 +ϕ2. Obdobně zjǐst’ujeme, že λi = ϕ1 + · · ·+ϕi. Snadno lze ověřit,
že λi(Tj) = δij.

• Definuj́ıćı reprezentace: Mějme definuj́ıćı reprezentaci v standardńı bázi (ej)
l+1
j=1 ⊂

Cl+1, D ∈ g0, Dej =

(
d1

...
dl+1

)
· ej = djej. Jej́ı váhy tud́ıž jsou {ϕ1, . . . , ϕl+1},

kde ϕl+1 = −(ϕ1 + · · · + ϕl). Lze je vyjádřit ve tvaru {ϕ1, ϕ1 − α1, ϕ1 − α1 −
α2, . . . , ϕ1−α1− . . .−αl}. Nejvyšš́ı váha je proto ϕ1 = λ1, všechny násobnosti vah
jsou 1.

Cvičeńı 13.2. Popǐste strukturu definuj́ıćı reprezentace algebry Cl = sp(2l,C). Najděte
fundamentálńı váhy této algebry.

Řešeńı. • Definuj́ıćı reprezentace: D ∈ g0:

D =



d1

. . .

dl
−d1

. . .

−dl


, ϕi(D) = di.

Definuj́ıćı reprezentace má váhy {ϕ1, . . . , ϕl,−ϕ1, . . . ,−ϕl}, jej́ı dimenze je 2l, nejvyšš́ı
váha je v uspořádáńı dle cvičeńı 11.4 rovna ϕ1.

• Máme prosté kořeny αi = ϕi − ϕi+1, i ≤ l − 1, αl = 2ϕl. Tud́ıž vektory Tj určené
vztahem αi(Tj) = aij jsou

Tj =



. . .

0
1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1

0
. . .

0
−1 . . . . . . . . .

1
0

. . .



← j

← l + j

, kde j ≤ l − 1,
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a

αi(Tl) = 0, i < l − 1
αl−1(Tl) = −1
αl(Tl) = 2

 ⇒ Tl =



. . .

0
1 . . . . . . . . . . . .

0
. . .

0
−1


← l

.

Fundamentálńı váhy určené vztahem λi(Tj) = δij jsou

λi = ϕ1 + · · ·+ ϕi, i ∈ l̂.

Cvičeńı 13.3. Najděte fundamentálńı váhy algebry Dl = so(2l,C).

Řešeńı. Z výsledku cvičeńı 11.5 máme

H =

d1σ2

. . .

dlσ2

 ≡ H(d1, . . . , dl), ϕi(H) = di,

prosté kořeny jsou αi = ϕi − ϕi+1 pro i ≤ l − 1 a αl = ϕl−1 + ϕl, vektory

Ti = H(0, . . . , 0, 1
i
,−1
i+1
, 0, . . . , 0) pro i ≤ l − 1.

Vektor Tl je vztahy

αl−2(Tl) = −1 = dl−2 − dl−1, αl−1(Tl) = 0 = dl−1 − dl, αl(Tl) = 2 = dl−1 + dl

určen ve tvaru
Tl = H(0, . . . , 0, 1, 1).

Rovnice λi(Tj) = δij určuje fundamentálńı váhy

λ1 = ϕ1,

λi = ϕ1 + · · ·+ ϕi, i ≤ l − 2,

λl−1 =
1

2
(ϕ1 + · · ·+ ϕl−1 − ϕl),

λl =
1

2
(ϕ1 + · · ·+ ϕl).

Definuj́ıćı reprezentace na C2l má váhy {ϕ1, . . . , ϕl,−ϕ1, . . . ,−ϕl}, tj. jej́ı nejvyšš́ı váha
je λ1 = ϕ1.

Cvičeńı 13.4. Najděte fundamentálńı váhy algebry Bl = so(2l + 1,C).

Řešeńı. Z výsledk̊u cvičeńı 11.6 máme

H =


d1σ2

. . .

dlσ2

0

 , ϕi(H) = di,
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prosté kořeny αi = ϕi−ϕi+1, kde i ≤ l−1, a αl = ϕl. Podobně jako pro sl(l+1,C) máme
Ti = H(0, . . . , 0, 1

i
,−1
i+1
, 0, . . . , 0) pro i ≤ l − 1. Vektor Tl je určen rovnicemi

αl−1(Tl) = −2, αl(Tl) = 2,

jež implikuj́ı Tl = H(0, . . . , 0, 2). Fundamentálńı váhy určené λi(Tj) = δij jsou

λi = ϕ1 + · · ·+ ϕi, i ≤ l − 1,

λl =
1

2
(ϕ1 + · · ·+ ϕl).

13.2 Konstrukce ireducibilńı reprezentace se zada-

nou nejvyšš́ı vahou

Zabývejme se nyńı otázkou, jak k zadané nejvyšš́ı váze λ =
∑l

j=1 mjλj ∈ J naj́ıt
př́ıslušnou ireducibilńı reprezentaci s touto nejvyšš́ı vahou. K tomu je dobré si uvědomit,
jaké váhy má tenzorový součin dvou reprezentaćı.

Mějme reprezentace ρ : g → gl(V ), ρ̃ : g → gl
(
Ṽ
)

Lieovy algebry g na vektorových

prostorech V , Ṽ . Na tenzorovém součinu V ⊗ Ṽ definujeme reprezentaci ρ ⊗ ρ̃ : g →
gl
(
V ⊗ Ṽ

)
, zvanou tenzorový součin reprezentaćı ρ a ρ̃, předpisem

(ρ⊗ ρ̃) (X) = ρ(X)⊗ I|Ṽ + I|V ⊗ ρ̃(X), ∀X ∈ g.

Snadno ověř́ıme, že ρ⊗ ρ̃ je homomorfismus g do gl
(
V ⊗ Ṽ

)
[(ρ⊗ ρ̃) (X), (ρ⊗ ρ̃) (Y )] (v ⊗ ṽ) =

= (ρ⊗ ρ̃) (X)
(
ρ(Y )v ⊗ ṽ + v ⊗ ρ̃(Y )ṽ

)
− (ρ⊗ ρ̃) (Y )

(
ρ(X)v ⊗ ṽ + v ⊗ ρ̃(X)ṽ

)
=

= ρ(X)ρ(Y )v ⊗ ṽ + ρ(Y )v ⊗ ρ̃(X)ṽ + ρ(X)v ⊗ ρ̃(Y )ṽ + v ⊗ ρ̃(X)ρ̃(Y )ṽ−
−ρ(Y )ρ(X)v ⊗ ṽ − ρ(X)v ⊗ ρ̃(Y )ṽ − ρ(Y )v ⊗ ρ̃(X)ṽ − v ⊗ ρ̃(Y )ρ̃(X)ṽ =

=
(
ρ
(
[X, Y ]

)
v
)
⊗ ṽ + v ⊗

(
ρ̃
(
[X, Y ]

)
ṽ
)

= (ρ⊗ ρ̃)
(
[X, Y ]

)
v ⊗ ṽ.

Bud’ nadále g komplexńı poloprostá Lieova algebra a Λρ, Λρ̃ odpov́ıdaj́ıćı systémy vah

reprezentaćı ρ, ρ̃. Pro libovolná λ ∈ Λρ, v ∈ Vλ, µ ∈ Λρ̃, ṽ ∈ Ṽµ a H ∈ g0 máme

(ρ⊗ ρ̃)(H)v ⊗ ṽ = ρ(H)v︸ ︷︷ ︸
λ(H)v

⊗ṽ + v ⊗ ρ̃(H)ṽ︸ ︷︷ ︸
µ(H)ṽ

= (λ+ µ)(H)v ⊗ ṽ,

tud́ıž λ+µ je váhou reprezentace ρ⊗ ρ̃, Λρ⊗ρ̃ = {λ+µ | λ ∈ Λρ, µ ∈ Λρ̃} a máme rozklad

V ⊗ Ṽ do odpov́ıdaj́ıćıch váhových podprostor̊u Vλ+µ, λ ∈ Λρ, µ ∈ Λρ̃.
Speciálně pokud λmax, µmax jsou nejvyšš́ı váhy uvedených reprezentaćı, pak λmax+µmax

je nejvyšš́ı vahou reprezentace ρ⊗ ρ̃.

Př́ıklad 13.19. Bud’ Dj (2j + 1)–rozměrná reprezentace algebry so(3), kde j ∈ 1
2
N0. Pak

lze rozložit

Dj ⊗Dk = Dj+k ⊕ · · · ⊕D|j−k|.

Jedná se o Clebsch–Gordan̊uv rozklad známý z teorie momentu hybnosti v kvantové
mechanice.
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Reprezentace ρ⊗ρ̃ je v naprosté většině př́ıpad̊u reducibilńı. Jej́ı rozklad na ireducibilńı
reprezentace je obecně netriviálńı kombinatorická úloha. Určitě je v V ⊗ Ṽ obsažena
ireducibilńı reprezentace s nejvyšš́ı vahou λmax + µmax.

Pokud speciálně Ṽ = V , můžeme uvažovat lineárńı operátor

S12 : V ⊗ V → V ⊗ V : S12(u⊗ v) = v ⊗ u.

Vid́ıme, že S2
12 = I, tud́ıž σ(S12) = {±1}, a pro libovolné X ∈ g plat́ı

[S12, (ρ⊗ ρ)(X)](u⊗ v) = S12

(
ρ(X)u⊗ v + u⊗ ρ(X)v

)
− (ρ⊗ ρ)(X)(v ⊗ u) =

= v ⊗ ρ(X)u+ ρ(X)v ⊗ u− ρ(X)v ⊗ u− v ⊗ ρ(X)u = 0,

tj.

[S12, (ρ⊗ ρ)(X)] = 0.

Proto lze reprezentaci ρ⊗ ρ zúžit na vlastńı podprostory S12

V ⊗S V = span{u⊗ v + v ⊗ u | u, v ∈ V }, S12|V⊗SV = I|V⊗SV ,
V ∧ V = span{u⊗ v − v ⊗ u | u, v ∈ V }, S12|V ∧V = −I|V ∧V .

Takto definované reprezentace na V ⊗S V , resp. V ∧ V nazýváme symetrický, resp.
antisymetrický tenzorový součin reprezentace ρ se sebou samotnou a znač́ıme je
ρ⊗S ρ, resp. ρ ∧ ρ.

Symetrizace resp. antisymetrizace nám určuje, které váhové podprostory v V ⊗S V ,
resp. V ∧ V , z̊ustanou. Pokud λ je nejvyšš́ı váha a µ druhá nejvyšš́ı váha reprezentace ρ
na V , pak

• ρ⊗S ρ na V ⊗S V má nejvyšš́ı váhu 2λ,

• ρ ∧ ρ na V ∧ V má nejvyšš́ı váhu λ+ µ.

Př́ıklad 13.20. V př́ıpadě algebry so(3,C) a tř́ırozměrné reprezentace V = D1 máme váhy

D1 ⊗D1

váhy:
= D

5

2 ⊕D
3

1 ⊕D
1

0 = D1 ⊗S D1

6︸ ︷︷ ︸
D2⊕D0

⊕D1 ∧D1

3︸ ︷︷ ︸
D1

,

kde prvńı rovnost odpov́ıdá Clebsch–Gordanovu rozkladu, druhá rozkladu do symetrické
a antisymetrické části tenzorového součinu.

Zobecněńım tohoto postupu je rozklad vyšš́ıch tenzorových mocnin reprezentaćı, tj.
ρ⊗k = ρ⊗ρ⊗· · ·⊗ρ na V ⊗k = V ⊗V ⊗· · ·⊗V . Reprezentace ρ⊗k je definována předpisem

(ρ⊗ · · · ⊗ ρ)(X) = ρ(X)⊗ I⊗ · · · ⊗ I + I⊗ ρ(X)⊗ I⊗ · · · ⊗ I + · · ·+ I⊗ · · · ⊗ I⊗ ρ(X).

Definujeme operátor Sij : V ⊗k → V ⊗k zaměňuj́ıćı i–tou a j−tou složku tenzorového
součinu,

Sij(u1 ⊗ · · · ⊗ ui ⊗ · · · ⊗ uj ⊗ · · · ⊗ uk) = u1 ⊗ · · · ⊗ uj ⊗ · · · ⊗ ui ⊗ · · · ⊗ uk.

Podobně jako výše zjǐst’ujeme, že

[Sij, (ρ⊗ · · · ⊗ ρ)(X)] = 0,
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tj. operátory ρ⊗k(X) komutuj́ı s přirozenou reprezentaćı symetrické grupy Sk na V ⊗k

zaměňuj́ıćı pořad́ı složek v tenzorovém součinu. Protože grupa Sk, kde k > 2, neńı abe-
lovská, pro k > 2 již neexistuje rozklad V ⊗k do společných vlastńıch podprostor̊u Sij.
Složitěǰśı postup vycházej́ıćı z teorie reprezentaćı symetrické grupy (tzv. Youngovy ta-
bulky) je zapotřeb́ı, pokud se maj́ı identifikovat všechny možné invariantńı podprostory.
Nicméně, dva společné vlastńı podprostory vždy existuj́ı:

• V ⊗Sk = V ⊗S · · · ⊗S V , Sij|V ⊗Sk = I|V ⊗Sk ,

• V ∧k = V ∧ · · · ∧ V , Sij|V ∧k = −I|V ∧k .
Př́ıslušné reprezentace algebry g znač́ıme ρ⊗Sk, ρ∧k. Ze struktury váhových podprostor̊u
vid́ıme, že pokud ρ je ireducibilńı s vahami λ1, λ2, . . . , λn, přičemž λ1(H0) > λ2(H0) ≥
· · · ≥ λn(H0), pak:

• ρ⊗Sk má nejvyšš́ı váhu kλ1,

• ρ∧k má nejvyšš́ı váhu λ1 + · · ·+ λk po zohledněńı př́ıpadných násobnost́ı.

Na závěr si stručně shrňme celý postup vysvětlený v této kapitole. Mějme komplexńı
poloprostou Lieovu algebru g, jej́ı fundamentálńı váhy λ1, . . . , λl ∈ J a př́ıslušné funda-
mentálńı reprezentace ρj na Vj. Necht’ λ =

∑
jmjλj, kde mj ∈ N0. Př́ıslušnou ireducibilńı

reprezentaci s nejvyšš́ı vahou λ najdeme v (ρ1)⊗Sm1 ⊗ (ρ2)⊗Sm2 ⊗ · · · ⊗ (ρl)
⊗Sml . Jedno-

rozměrný váhový podprostor Vλ, př́ıslušej́ıćı nejvyšš́ı váze λ je roven tenzorovému součinu
podprostor̊u V

⊗mj
λj

= Vλj ⊗ . . .⊗ Vλj︸ ︷︷ ︸
mj−krát

. Z něj lze źıskat celou reprezentaci určeńım invari-

antńıho podprostoru Rλ.

Cvičeńı 13.5. Uvažujme algebru so(3,C) = sl(2,C) s Lieovými závorkami [L3, L±] = ±L±,
[L+, L−] = 2L3. Jej́ı fundamentálńı reprezentace ρ ≡ D1/2 na D1/2 = span{|↑〉, |↓〉} má
tvar

ρ(L3) =
1

2

(
1 0
0 −1

)
, ρ(L+) =

(
0 1
0 0

)
, ρ(L−) =

(
0 0
1 0

)
,

ρ(L3)|↑〉 =
1

2
|↑〉, ρ(L3)|↓〉 = −1

2
|↓〉, váhy: λ = ±1

2
,

Explicitně rozložte tenzorový součin ρ se sebou samou na ireducibilńı reprezentace.

Řešeńı.

(ρ⊗ ρ)(L3) =
1

2

(
1 0
0 −1

)
⊗
(

1 0
0 1

)
+

(
1 0
0 1

)
⊗ 1

2

(
1 0
0 −1

)
p̊usob́ı na bazické vektory následovně

(ρ⊗ ρ)(L3)|↑↑〉 = |↑↑〉, (ρ⊗ ρ)(L3)|↑↓〉 =
1

2
|↑↓〉 − 1

2
|↑↓〉 = 0,

(ρ⊗ ρ)(L3)|↓↓〉 = −|↓↓〉, (ρ⊗ ρ)(L3)|↓↑〉 = 0,

(ρ⊗ ρ)(L−)|↑↑〉 = |↓↑〉+ |↑↓〉, (ρ⊗ ρ)(L−)
(
|↓↑〉+ |↑↓〉

)
= 2|↓↓〉,

(ρ⊗ ρ)(L−)|↓↓〉 = 0, (ρ⊗ ρ)(L−)
(
|↓↑〉 − |↑↓〉

)
= |↓↓〉 − |↓↓〉 = 0,

a podobně pro (ρ⊗ ρ)(L+). Váhy jsou ±2λ, 0, násobnosti n±2λ = 1, n0 = 2.
Ireducibilńı podprostory jsou symetrizovaný a antisymetrizovaný tenzorový součin,

D1 = span{|↑↑〉, |↑↓〉+ |↓↑〉, |↓↓〉}, D0 = span{|↑↓〉 − |↓↑〉}.
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Cvičeńı 13.6. Nalezněte pomoćı tenzorových mocnin definuj́ıćı reprezentace všechny fun-
damentálńı reprezentace algebry sl(l + 1,C).

Řešeńı. Vı́me, že prvńı fundamentálńı reprezentace ρ1 je definuj́ıćı reprezentace, dim ρ1 =
l + 1, viz cvičeńı 13.1. Pro antisymetrizovaný tenzorový součin ρ1 ∧ ρ1 máme

(ρ1 ∧ ρ1)(D)(ei ∧ ej) = (ρ1(D)⊗ I + I⊗ ρ1(D))(ei ⊗ ej − ej ⊗ ei) =

= diei ⊗ ej − djej ⊗ ei + ei ⊗ djej − ej ⊗ diei = (di + dj)(ei ∧ ej),

tj. váhy jsou {ϕi + ϕj | i 6= j}, dim ρ ∧ ρ =
(
l+1
2

)
, nejvyšš́ı je ϕ1 + ϕ2.

Pro ρ∧j jsou váhy
{
ϕi1 + · · ·+ ϕij | i1 < · · · < ij

}
, dim ρ∧j =

(
l+1
j

)
, nejvyšš́ı váha je

λj = ϕ1 + · · ·+ ϕj.

Pro ρ∧l jsou váhy
{∑

i 6=1 ϕi, . . . ,
∑

i 6=l+1 ϕi

}
= {−ϕ1, . . . ,−ϕl+1}. Poznamenejme, že

pro l > 1 to je množina vah r̊uzná od vah definuj́ıćı reprezentace {ϕ1, . . . , ϕl+1}, tj. jedná
se o jinou, neekvivalentńı reprezentaci stejné dimenze l+1. Nejvyšš́ı váha této reprezentace
je λl+1. V př́ıpadě, že l = 1, je ρ∧l=1 ' ρ, tj. ρ∧l=1 je totožná s definuj́ıćı reprezentaćı.

T́ım jsme zkonstruovali všechny fundamentálńı reprezentace algebry sl(l + 1,C).

Cvičeńı 13.7. Určete, které z fundamentálńıch reprezentaćı algeber Bl, Cl a Dl lze zkon-
struovat tenzorovými mocninami z př́ıslušných definuj́ıćıch reprezentaćı.

Řešeńı. Všechny kromě

• Bl reprezentace s nejvyšš́ı vahou λl = 1
2
(ϕ1 + · · ·+ ϕl−1 + ϕl),

• Dl reprezentace s nejvyšš́ımi vahami

λl−1 =
1

2
(ϕ1 + · · ·+ ϕl−1 − ϕl), λl =

1

2
(ϕ1 + · · ·+ ϕl−1 + ϕl).

Zd̊uvodněte.

13.3 Spinorové reprezentace

Při studiu př́ıklad̊u jsme zjistili, že většinu fundamentálńıch reprezentaćı klasických séríı
prostých algeber lze źıskat z definuj́ıćı reprezentace antisymetrizovanými tenzorovými
součiny. Reprezentaćım, které umı́me źıskat tenzorovými součiny z definuj́ıćı maticové
reprezentace na př́ıslušném vektorovém prostoru, ř́ıkáme vektorové. V př́ıpadě séríı
Bl = so(2l+ 1,C), Dl = so(2l,C) ale existuj́ı i fundamentálńı váhy a jim odpov́ıdaj́ıćı re-
prezentace, které takto źıskat nelze. Př́ıslušné tzv. spinorové reprezentace konstruujeme
následuj́ıćım postupem, s využit́ım pojmu Cliffordovy algebry.

Definice 13.21. Uvažujme 2n–rozměrnou asociativńı algebru

C`(n) = span {I, γa1 . . . γak | 1 ≤ k ≤ n, a1 < a2 < · · · < ak}

s asociativńım násobeńım určeným antikomutačńım vztahem{
γa, γb

}
≡ γaγb + γbγa = 2δabI,

který nám umožňuje výsledek násobeńı vždy zapsat jako prvek C`(n) prokomutováńım
do patřičného pořad́ı generátor̊u γaj . Tuto algebru nazýváme Cliffordova algebra s n
generátory.
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V Cliffordově algebře C`(n) lze definovat vektory

Σab =
1

2
γaγb =

1

4

[
γa, γb

]
, a 6= b, Σab = −Σba,

které vyhovuj́ı komutačńım relaćım[
Σab,Σcd

]
=

1

4

(
γaγbγcγd − γcγdγaγb

)
=

=
1

4

(
2δbcγaγd − 2δacγbγd + 2δbdγcγa − 2δadγcγb

)
=

= δbcΣad − δacΣbd − δbdΣac + δadΣbc

Pro porovnáńı si uvědomme, že v algebře so(n) obvyklá báze
(
Sab = Eab − Eba

)
a<b

(kde

Eab je matice s jednotkou na pozici (a, b) a nulami všude jinde) má stejné komutačńı
relace: [

Sab, Scd
]

= δbcSad − δacSbd − δbdSac + δadSbc.

Proto libovolná reprezentace asociativńı Cliffordovy algebry C`(n) definuje též reprezen-
taci Lieovy algebry so(n). Uvažme dva př́ıpady podle parity dimenze n.

• n = 2l. Přejděme k nové bázi Cliffordovy algebry C`(2l)

σj =
γ2j−1 + iγ2j

2
, σ∗j =

γ2j−1 − iγ2j

2
(13.3)

s antikomutátory popsanými rovnicemi

{σj, σk} = 0 = {σ∗j , σ∗k}, {σj, σ∗k} = δjkI. (13.4)

Vid́ıme, že máme algebru l fermionových kreačńıch a anihilačńıch operátor̊u. Jejich
reprezentace se dá přirozeně zkonstruovat na 2l–rozměrném vektorovém prostoru

V = span
{
σ∗a1 . . . σ

∗
ak
|0〉 | 0 ≤ k ≤ l, 1 ≤ a1 < · · · < ak ≤ l

}
,

kde p̊usobeńı anihilačńıch operátor̊u plyne z σa|0〉 = 0 a rovnic (13.4). T́ım źıskáváme
též reprezentaci Lieovy algebry so(2l) na V . Protože prvky so(2l) jsou reprezen-
továny kvadratickými výrazy v σj, σ

∗
k, vektorový prostor V se z hlediska reprezen-

tace so(2l) rozpadá na dva invariantńı podprostory, se sudým, resp. lichým, počtem
σ∗ p̊usob́ıćıch na |0〉.
Př́ımým výpočtem zjǐst’ujeme, že bázi algebry so(2l) ve tvaru Fij ,F †ij,Gij,H(κ1, . . . , κl)
reprezentujeme operátory

Fij = σ∗i σ
∗
j , F †ij = σiσj, Gij = σ∗i σj, H(κ1, . . . , κl) =

l∑
j=1

κj

(
σ∗jσj −

1

2

)
.

Protože

H(κ1, . . . , κl)σ
∗
a1
. . . σ∗ak |0〉 =

l∑
j=1

κj

(
nj −

1

2

)
σ∗a1 . . . σ

∗
ak
|0〉.

97



jsou bazické vektory σ∗a1 . . . σ
∗
ak
|0〉 ∈ V současně váhovými vektory konstruované

reprezentace algebry so(2l), s vahou
∑l

j=1

(
nj − 1

2

)
ϕj. Vektor σ∗1 . . . σ

∗
l |0〉 ∈ V je

váhový vektor s nejvyšš́ı vahou, která je rovna 1
2
(ϕ1+. . .+ϕl). Tato váha je současně

nejvyšš́ı vahou ireducibilńı spinorové reprezentace na podprostoru

V1 = span
{
σ∗a1 . . . σ

∗
ak
|0〉 | 0 ≤ k ≤ l, 1 ≤ a1 < · · · < ak ≤ l

}
, 2 | l − k.

Pro podprostor

V2 = span
{
σ∗a1 . . . σ

∗
ak
|0〉 | 0 ≤ k ≤ l, 1 ≤ a1 < · · · < ak ≤ l

}
, 2 6 | l − k

s opačnou paritou vektor̊u máme váhy
∑l

j=1

(
nj − 1

2

)
ϕj, kde

k =
l∑

j=1

nj ∈ {l − 1, l − 3, . . . , 0 ∨ 1 (dle parity l)}.

Nejvyšš́ı váha této spinorové reprezentace je při našem uspořádáńı rovna 1
2
(ϕ1 +

· · · + ϕl−1 − ϕl). Odpov́ıdá váhovému vektoru σ∗1 . . . σ
∗
l−1|0〉. Poznamenejme, že

dimV1 = dimV2 = 2l−1.

• n = 2l + 1. Postupujeme obdobně, ale při změně báze (13.3) nám přebývá γ2l+1

vyhovuj́ıćı {
γ2l+1, σj

}
= 0 =

{
γ2l+1, σ∗j

}
. (13.5)

Vybudujeme stejně jako výše reprezentaci vektor̊u σj, σ
∗
j na 2l–rozměrném vekto-

rovém prostoru V . Působeńı generátoru γ2l+1 v souladu s antikomutátory (13.5)
definujeme předpisem

γ2l+1|0〉 = |0〉, γ2l+1
(
σ∗a1 . . . σ

∗
ak
|0〉
)

= (−1)k
(
σ∗a1 . . . σ

∗
ak
|0〉
)
.

Prvky představuj́ıćı bazické vektory algebry so(2l + 1,C) v Cliffordově algebře
C`(2l+1) nyńı obsahuj́ı γ2l+1, proto operátory reprezentuj́ıćı Lieovu algebru so(2l+
1,C) na V nejsou výlučně kvadratické v fermionových kreačńıch a anihilačńıch
operátorech σj, σ

∗
j . V d̊usledku vektorový prostor V neobsahuje invariantńı podpro-

story, tud́ıž spinorová reprezentace Lieovy algebry so(2l+1) na V je ireducibilńı
s nejvyšš́ı vahou 1

2
(ϕ1 + · · ·+ ϕl). Jej́ı dimenze je 2l.

98



Kapitola 14

Reprezentace algebry su(3) v
částicové fyzice

Jako př́ıklad využit́ı teorie reprezentaćı poloprostých Lieových algeber si nyńı nast́ıńıme
ve zjednodušené a historicky ne zcela přesné podobě cestu, po ńıž fyzikové dospěli ke kvar-
kovému modelu silně interaguj́ıćıch částic, tzv. hadron̊u. V této kapitole předpokládáme,
že čtenář má základńı znalosti kvantové mechaniky.

14.1 Symetrie a integrály pohybu

V klasické mechanice spojité symetrie, tj. invariance teorie v̊uči spojitým grupám trans-
formaćı, implikuj́ı existenci a konkrétńı tvar integrál̊u pohybu. Toto tvrzeńı je obsahem
tzv. věty Noetherové.

V kvantové mechanice se tato korespondence stává mnohem přirozeněǰśı: generátory 1-
parametrických grup symetríı Hamiltoniánu reprezentované (anti)samosdruženými operá-
tory na Hilbertově prostoru H př́ımo jsou integrály pohybu, tj. pozorovatelné komutuj́ıćı
s Hamiltoniánem (vynásobené imaginárńı jednotkou, viz poznámka 4.8). Množina anti-
samosdružených operátor̊u komutuj́ıćıch s Hamiltoniánem je uzavřená vzhledem ke ko-
mutátoru a reálným lineárńım kombinaćım, proto máme reálnou Lieovu algebru integrál̊u
pohybu.

Uvažujme nadále př́ıpad, kdy Lieova algebra integrál̊u pohybu je konečněrozměrná
kompaktńı Lieova algebra. Pak lze ukázat, že i pro nekonečněrozměrný Hilbert̊uv prostor
H je jej́ı antisamosdružená reprezentace na H direktńım součtem konečněrozměrných
ireducibilńıch reprezentaćı, tj. v H existuje báze tvořená váhovými vektory. Cartanova
podalgebra je tvořena komutuj́ıćımi operátory, ty současně komutuj́ı s Hamiltonánem.
Pokud Lieova algebra integrál̊u pohybu je dostatečně velká, pak Cartanova podalgebra
společně s Hamiltoniánem může definovat úplnou množinu pozorovatelných, tj. ireduci-
bilńı reprezentace jsou určené energíı a váhové vektory jsou vektory s přesně určenými
hodnotami úplné množiny pozorovatelných tvořené Cartanovou podalgebrou a Hamil-
toniánem.

14.2 Izospin

Je experimentálně zjǐstěným faktem, že proton a neutron se z hlediska silné jaderné inter-
akce chovaj́ı v podstatě stejně. Proto W. Heisenberg počátkem 30. let 20. stolet́ı zkusil zfor-
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mulovat teorii jaderných sil založenou na předpokladu, že p a n jsou 2 stavy jediné částice
zvané nukleon. Tj. předpokládal, že existuje nějaký vnitřńı stupeň volnosti nukleonu,
jemu odpov́ıdaj́ıćı Hilbert̊uv prostor můžeme chápat jako C2, se ztotožněńım |p〉 = ( 1

0 )
a |n〉 = ( 0

1 ). Teorii jaderné interakce pak budujeme jako invariantńı v̊uči jejich libo-
volnému mı́̌seńı zachovávaj́ıćımu normu, tj. grupě SU(2). Proto uvažujeme 2–rozměrnou
reprezentaci su(2) = so(3), což je dvojznačná reprezentace grupy SO(3), tj. reprezen-
tace poloč́ıselného spinu. Tento spin je ve vnitřńım Hilbertově prostoru nesouvisej́ıćım s
prostoročasovými vlastnostmi, momentem hybnosti apod. a rozlǐsuje mezi r̊uznými nukle-
ony. Proto ho nazýváme izotopický spin neboli isospin. Z teorie reprezentaćı momentu
hybnosti v́ıme, že na H máme dva komutuj́ıćı operátory I2, I3, které v bázi (|p〉, |n〉)
p̊usob́ı

I2|p〉 =
1

2

(
1

2
+ 1

)
|p〉, I3|p〉 =

1

2
|p〉,

I2|n〉 =
1

2

(
1

2
+ 1

)
|n〉, I3|n〉 = −1

2
|n〉.

Vid́ıme, že elektrický náboj nukleon̊u lze vyjádřit vztahem

Q = I3 +
1

2
.

Postupně byly objeveny daľśı silně interaguj́ıćı částice: antinukleony, piony aj. K popisu
této pozorované r̊uznorodosti bylo zavedeno baryonové č́ıslo B, tj. počet nukleon̊u, které se
dle výsledk̊u experiment̊u zachovává při všech interakćıch. Jednotlivé druhy částic byly
zařazeny do vhodně vybraných reprezentaćı isospinové algebry su(2) = so(3). Pion̊um
byla přǐrazena vektorová reprezentace so(3), tj. l = 1, m = −1, 0, 1, antinukleon̊um
reprezentace sdružená k nukleonové spinové reprezentaci. Hodnota baryonového č́ısla je
dána zvolenou reprezentaćı a pro elektrický náboj plat́ı

Q = I3 +
1

2
B.

Konkrétně máme pro

• nukleony B = 1, σ(I3) = {±1
2
}, Q ∈ {0, 1},

• piony B = 0, σ(I3) = {−1, 0, 1}, Q ∈ {−1, 0, 1},

• antinukleony: B = −1, σ(I3) =
{
±1

2

}
, Q ∈ {0,−1}

Situace se dále zkomplikovala objevem kaon̊u, které se rozpadaj́ı na tehdy již známé
částice, ale podstatně pomaleji, než fyzikové očekávali. To vedlo k poznáńı, že jsou dva
druhy jaderných interakćı, nyńı zvané silná a slabá, a že se kaony rozpadaj́ı pod vlivem
slabé interakce, nikoliv silné. Proto byla zavedena nová veličina zachovávaj́ıćı se při silných
jaderných interakćıch, nazvaná ze zřejmého d̊uvodu podivnost. Elektrický náboj pak byl
vyjádřen Gell-Mann-Nishijimovým vzorcem

Q = I3 +
1

2
Y, kde Y = S +B je tzv. hypernáboj. (14.1)

Tento vzorec vedl k pokus̊um naj́ıt popis silných jaderných interakćı, v němž by I3 a Y
byly komutuj́ıćı prvky jedné větš́ı algebry integrál̊u pohybu, nejlépe prosté kompaktńı.
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Po několika neúspěšných pokusech (ve smyslu dávaj́ıćıch předpovědi v rozporu s tehdy
prováděnými experimenty) v roce 1964 nezávisle na sobě dva fyzikové, M. Gell-Mann a G.
Zweig, přǐsli s ekvivalentńımi teoriemi využ́ıvaj́ıćımi algebru su(3) a myšlenku nukleon̊u
složených z hypotetických komponent, které byly později experimentálně prokázány a v
souladu s Gell-Mannovým popisem nazvány kvarky.

14.3 Reprezentace su(3)

Uvažujme bázi Lieovy algebry su(3)C = sl(3,C) ve tvaru tzv. Gell-Mannových matic

I3 =
1

2

1
−1

0

 , Y =
1

3

1
1
−2

 , (14.2)

I+ = E12 = Eα =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , U+ = E23 = Eβ =

0 0 0
0 0 1
0 0 0

 ,

V+ = [I+, U+] = E13 = Eα+β, I− = (I+)T , U− = (U+)T , V− = (V+)T

s komutačńımi relacemi

[I+, V+] = 0, [U+, V+] = 0, [I3, Y ] = 0

[I3, I±] = ±I±, [I3, U±] = ∓1

2
U±, [I3, V±] = ±1

2
V±,

[Y, I±] = 0, [Y, U±] = ±U±, [Y, V±] = ±V±, (14.3)

[I+, I−] = 2I3, [U+, U−] = −I3 +
3

2
Y, [V+, V−] = I3 +

3

2
Y.

Cartanova podalgebra je g0 = span{I3, Y }, se skalárńım součinem na h daným

K(I3, Y ) = 0 K(I3, I3) = c
1

2
K(Y, Y ) = c

2

3
, (14.4)

kde c je nějaká pro daľśı úvahy nepodstatná nenulová konstanta. Tj. bazické vektory I3

a Y jsou ortogonálńı, ale nejsou normalizované na stejnou délku. Proto v kořenových a
váhových diagramech vynáš́ıme hodnoty odpov́ıdaj́ıćıch funkcionál̊u na kolmé osy, ale v
r̊uzných měř́ıtkách, jejichž poměr

√
3

2
odpov́ıdá poměru norem vektor̊u I3 a Y vzhledem

ke Killingově formě v (14.4). Kořenové a váhové vektory znač́ıme hodnotami vlastńıch
č́ısel operátor̊u I3 a Y v odpov́ıdaj́ıćı reprezentaci

|λ, µ〉 : I3|λ, µ〉 = λ|λ, µ〉, Y |λ, µ〉 = µ|λ, µ〉.
Kořenový diagram s uvedeńım kořenových vektor̊u na mı́stě jim odpov́ıdaj́ıćıch kořen̊u

má následuj́ıćı tvar

U+ ≡ β = |− 1
2
, 1〉 V+ ≡ α+ β = | 1

2
, 1〉

I+ ≡ α = |1, 0〉

U− = | 1
2
,−1〉V− = |− 1

2
,−1〉

I− = |−1, 0〉

Y

I3
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odpov́ıdaj́ıćı komutačńım relaćım v (14.3) a jimi určeným vlastńım hodnotám operátor̊u
adI3 , adY . Adjungovanou reprezentaci algebry su(3) vzhledem k jej́ı dimenzi obvykle
znač́ıme 8.

Definuj́ıćı vektorová reprezentace su(3) na C3, obvykle značená 3, je současně funda-
mentálńı reprezentace algebry su(3)C = sl(3). V Gell-Mannově kvarkovém modelu se v ńı
transformuj́ı částice zvané kvarky

|u〉 = |1
2
,
1

3
〉, |d〉 = |−1

2
,
1

3
〉 |s〉 = |0,−2

3
〉

maj́ıćı baryonové č́ıslo B = 1
3
. Jej́ı váhový diagram je

Y

I3

− 2
3

1
2

|d〉 = |− 1
2
, 1
3
〉 |u〉 = | 1

2
, 1
3
〉

|s〉 = |0,− 2
3
〉

jak plyne z hodnot vlastńıch č́ısel odpov́ıdaj́ıćıch společným vlastńım vektor̊um matic I3

a Y v (14.2).
Druhá fundamentálńı (též zvaná antifundamentálńı) reprezentace 3̄ algebry su(3)C je

reprezentace sdružená k vektorové reprezentaci 3 ve smyslu

ρ : g→ gl(V ∗)
(
ρ(X)φ

)
(v) = −φ (ρ(X)v) , ∀X ∈ g, v ∈ V, φ ∈ V ∗.

(Opačné znaménko v definici je třeba proto, abychom źıskali opět reprezentaci algebry g.)
Váhový diagram 3̄ je dán opačnými hodnotami vlastńıch č́ısel, tj. je z diagramu pro 3
źıskán inverźı vzhledem k počátku souřadných os,

Y

I3

2
3

1
2

|d〉 = | 1
2
,− 1

3
〉|u〉 = |− 1

2
,− 1

3
〉

|s〉 = |0, 2
3
〉

V této reprezentaci se transformuj́ı částice zvané antikvarky, značené |ū〉, |d̄〉, |s̄〉, maj́ıćı
baryonové č́ıslo B = −1

3
.

V př́ırodě pozorované částice maj́ı celoč́ıselný elektrický náboj. Proto experimentálně
detekované částice hledáme v reprezentaćıch, jimž odpov́ıdá celoč́ıselný náboj dle Gell-
Mann-Nishijimova vzorce (14.1).

Vázané stavy kvark–antikvark jsou popsány reprezentaćı 3⊗3, jej́ıž rozklad na iredu-
cibilńı reprezentace je 8⊕ 1:
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K0 = |ds〉 = |− 1
2
, 1〉 K+ = |us〉 = | 1

2
, 1〉

π+ = |ud〉 = |1, 0〉

K0 |ds〉 = | 1
2
,−1〉K− = K+ |us〉 = |− 1

2
,−1〉

π− = |ud〉 = |−1, 0〉

Y

I3|uu〉 = |dd〉 = |ss〉

kde

π0 =
|uu〉 − |dd〉√

2
, η =

|uu〉+ |dd〉 − 2|ss〉√
6

, 1 = span

{
η′ =

|uu〉+ |dd〉+ |ss〉√
3

}
.

Tyto částice maj́ı baryonové č́ıslo B = 1
3
− 1

3
= 0. To, že 3⊗ 3 v sobě muśı obsahovat 8

plyne z nejvyšš́ı váhy tenzorového součinu 3⊗ 3, singletová reprezentace 1 tam pak muśı
být z rozměrových d̊uvod̊u.

Reprezentace vedoućı na vázané stavy trojice kvark̊u je 3 ⊗ 3 ⊗ 3, s hodnotou bary-
onového č́ısla B = 1

3
+ 1

3
+ 1

3
= 1. Jej́ı ireducibilńı složky zjist́ıme následovně: nejvyšš́ı

váha odpov́ıdá totálně symetrizovanému tenzorovému součinu 3⊗S 3⊗S 3, z počtu kom-
binaćı s opakováńım zjǐst’ujeme jej́ı dimenzi

(
5
3

)
= 10, jednorozměrné váhové podprostory

pak dokládaj́ı jej́ı ireducibilitu (nic nelze vynechat, aniž bychom narušili známé vlastnosti
váhových diagramů dle věty 13.5). Tj. máme reprezentaci 10. Dále v rozkladu muśı být
totálně antisymetrizovaný tenzorový součin 3∧3∧3 = 1. Ze skládáńı vah, viz obrázek 14.1,
pak vid́ıme, že doplňkový podprostor v 3⊗3⊗3 má stejné váhy jako adjungovaná repre-
zentace a že každý váhový podprostor má dvojnásobnou dimenzi oproti odpov́ıdaj́ıćımu
podprostoru v 8. Tud́ıž máme v rozkladu ještě dvě kopie adjungované reprezentace, tj.
3⊗ 3⊗ 3 = 10⊕ 8⊕ 8⊕ 1. Jedna z 8 obsahuje proton a neutron,

n p

Σ+

Ξ0Ξ−

Σ−

Σ0 = Λ

ostatńı obsahuj́ı exotičtěǰśı částice. Pro úspěch kvarkového modelu je podstatná zejména
reprezentace 10, viz obrázek 14.1. V době, kdy Gell-Mann a Zweig vytvořili tuto teo-
rii, byly známé všechny částice s odpov́ıdaj́ıćımi hodnotami náboj̊u, s výjimkou částice
označené v diagramu jako Ω−. Jej́ı předpověd’ na základě kvarkového modelu byla záhy
experimentálně potvrzena.

Dnes je tato teorie, zvaná su(3) teorie v̊uńı, již zastaralá, protože kvark̊u, resp. z nich
složených částic, je známo v́ıc. Současný, tzv. standardńı model elementárńıch částic,
je uspořádán jinak. Gell-Mann̊uv kvarkový model z̊ustává použitelným přibĺıžeńım při
experimentech s dostatečně ńızkou energíı, vylučuj́ıćı vznik daľśıch, j́ım nepopsaných,
kvark̊u.
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∆− = |− 3
2
, 1〉 ∆0 = |− 1

2
, 1〉 ∆+ = | 1

2
, 1〉 ∆++ = |uuu〉 = | 3

2
, 1〉

Σ∗+ = |1, 0〉

Ξ∗0 = | 1
2
,−1〉

Ω− = |0,−2〉

Ξ∗− = |− 1
2
,−1〉

Σ∗− = |−1, 0〉

Y

I3

Σ∗0 = |0, 0〉

Obrázek 14.1: Konstrukce vah reprezentace 3⊗ 3⊗ 3 a v ńı obsažené ireducibilńı repre-
zentace 3⊗S 3⊗S 3 = 10
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Lieova algebra, 8
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prostá, 33
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násobnost váhy, 88
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sdružená, 102
spinorová, 96
unitárńı, 28
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Předmluva

Vážeńı studenti a jińı čtenáři. Do rukou se vám dostaly poznámky z předmětu Geometrické
Metody Fyziky 2 v podobě vyučované poč́ınaje letńım semestrem akademického roku 2016/2017.
Nejedná se o oficiálńı skripta k předmětu. V textu se s pravděpodobnost́ı hranič́ıćı s jistotou
nalézá velké množstv́ı chyb a překlep̊u. Autor tohoto textu bude vděčný za každého pozorného
čtenáře, neváhejte se ozvat. Š́ı̌reńı tohoto textu provádějte s rozmyslem, jedná se pouze o učebńı
pomůcku, nikoliv o oficiálńı publikaci vyhovuj́ıćı běžným akademickým standard̊um.

Přednáška je z velké části inspirovaná př́ıstupem ve skvělé knize Mariána Fecka [1], kapi-
toly 13, 16, 19-21. V d̊ukazech se občas použ́ıvaj́ı podrobněǰśı vlastnosti hladkých zobrazeńı
(pod)variet. Velmi pěkná (včetně moderńıho značeńı) kniha na toto téma je [3]. V posledńı kapi-
tole jsme použili konstrukci asociativńıho fibrovaného prostoru, která se v téměř identické podobě
nacháźı v třet́ı kapitole knihy [4]. Alternativńım zdrojem pro nauku o hlavńıch fibrovaných pro-
storech je [5]. Standardńım textem (pro mı́rně pokročilé čtenáře) je i klasická kniha [2]. Do jej́ıho
čteńı se pouštějte jen s dostatkem volného času a odvahy.

Př́ıjemné čteńı vám přeje Heinrich der Vogler, vévoda saský a král východofranský.
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4.2 Horizontálńı distribuce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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5.3 Forma křivosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

5.4 Kovariantńı derivace forem typu ρ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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Kapitola 1

Lokálńı kalibračńı invariance

1.1 Maxwellovy rovnice

Standardńı diferenciálńı tvar Maxwellových rovnic je následuj́ıćı. Necht’ (E,B) jsou vektory in-
tenzity elektrického pole a magnetické indukce. Maxwellovy rovnice jsou:

rot E + ∂tB = 0, div B = 0, (homogenńı rovnice) (1.1)

div E = ρ, rot B− ∂tE = j. (nehomogenńı rovnice) (1.2)

Použ́ıváme soustavu kde c = 1, abychom si ušetřili práci. Primárńım ćılem této části je ukázat,
že (E,B) mohou být zakódovány do 2-formy F ∈ Ω2(E1,3) na varietě Minkowského prostoru
E1,3 ≡ (R4, g), kde g je Minkowského metrika. F se nazývá tenzor elektromagnetického
pole. Maxwellovy rovnice źıskaj́ı extrémně jednoduchý tvar:

dF = 0 (homogenńı rovnice) , δF = −j (nehomogenńı rovnice) , (1.3)

kde j ∈ Ω1(E1,3) je 1-forma proudu. V následuj́ıćım si vysvětĺıme význam všech př́ıtomných
ṕısmenek. d je obyčejná vněǰśı derivace d : Ω2(E1,3)→ Ω3(E1,3).

1.1.1 Hodgeova dualita

Necht’ (M, g, o) je libovolná orientovaná varieta vybavená metrikou.

Připomeňme si, že na orientované varietě má každá lokálńı soustava souřadnic (x1, . . . , xn)
orientaci o(x1, . . . , xn) = ±1, přičemž Jakobián přechodové funkce mezi shodně orientovanými
soustavami muśı být vždy kladný.

Na (M, g, o) je vždy význačná všude nenulová n-forma, tzv. metrická forma objemu ωg:

ωg = o(x1, . . . , xn)
√
|g| · dx1 ∧ . . . ∧ dxn, (1.4)

kde |g| = |det gij | a gij = g(∂i, ∂j). Orientovanost variety M zaruč́ı, že definice ωg nezálež́ı na
volbě souřadnic. Existuje obvyklý trik jak pracovat s ωg. Na okoĺı libovolného bodu m ∈ M lze
vždy pracovat v pravotočivém ortonormálńım poli repér̊u:
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Definice 1.1.1. Necht’ U je okoĺı bodu m ∈ M . Potom (e1, . . . , en) nazýváme polem repér̊u
(angl. local frame), pokud ei ∈ X(U) a (e1|p, . . . , en|p) tvoř́ı bázi TpM .

Řekneme, že (e1, . . . , en) je ortonormálńı pokud g(ei, ej) = ±δij , a pravotočivý, pokud
(e1|p, . . . , en|p) tvoř́ı pravotočivou bázi TpM . Tj. jsou-li (x1, . . . , xn) pravotočivé souřadnice na

okoĺı p, a máme ei|p = Aj
i · ∂j |p, je det A = +1.

Duálńım polem repér̊u (e1, . . . , en) nazýváme 1-formy ei ∈ Ω1(U) splňuj́ıćı ei(ej) = δij , tj.
v každém bodě tvoř́ı duálńı bázi k (e1|p, . . . , en|p).

Tvrzeńı 1.1.2. Necht’ (e1, . . . , en) je pravotočivé ortonormálńı pole repér̊u. Potom

ωg = e1 ∧ . . . ∧ en. (1.5)

Jinými slovy, komponentńı funkce (ωg)i1...in = εi1...in , kde εi1...in je př́ımočaré zobecněńı Levi-
Civitova symbolu (+1 na sudé permutace (1, . . . , n), −1 na liché a 0 v jiných př́ıpadech).

Př́ıklad 1.1.3. V E1,3 máme globálńı souřadnice. Vyhláśıme o(t, x, y, z) = +1, t́ım zavedeme
orientaci. Je-li g Minkowského metrika, máme

√
|g| = 1 a forma objemu má tvar

ωg = dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz. (1.6)

Definice 1.1.4. Necht’ (M, g, o) je orientovaná varieta s metrikou. Hodgeova dualita je lineárńı
zobrazeńı ∗g,o : Ωp(M)→ Ωn−p(M) definované jako

(∗g,oα)i1...in−p =
1

p!
αk1...kp(ωg)k1...kpi1...in−p , (1.7)

kde α = 1
p!αj1...jpe

j1 ∧ . . . ∧ ejp je p-forma napsaná v bázi libovolného pole repér̊u, a αk1...kk =

gk1j1 . . . gkpjp · αj1...jp jsou komponenty zdvižené metrikou.

V následuj́ıćım budeme psát ∗ ≡ ∗g,o.

Tvrzeńı 1.1.5 (Vlastnosti Hodgeovy duality).

1. ∗ : Ωp(M)→ Ωn−p(M) je lineárńı isomorfismus vektorových prostor̊u, přičemž

∗−1 = sgn(g) ∗ η̂n+1, (1.8)

kde sgn(g) = sgn(det gij) a η̂(α) = (−1)pα pro α ∈ Ωp(M)
”

měř́ı stupeň formy“.

2. Pracujeme-li v pravotočivém ortogonálńım poli repér̊u, máme

(∗α)i1...in−p =
1

p!
ηk1j1 . . . ηkpjp · αj1...jp · εk1...kpi1...in−p . (1.9)

3. Ve speciálńıch př́ıpadech p = 0 a p = n dostáváme

∗ (1) = ωg, ∗(ωg) = sgn(g). (1.10)

Cvičeńı 1.1.6. Dokažte předchoźı tvrzeńı.

Vid́ıme, že metrická orientovaná varieta poskytuje kanonický isomorfismus prostoru svých
diferenciálńıch forem. Obecně lze z dimenzionálńıch d̊uvod̊u,

(
n
p

)
=
(
n
n−p
)
, nalézt pouze lokálně.

Vněǰśı derivace je lineárńı operátor na vněǰśı algebře zvyšuj́ıćı stupeň formy. Hodgeova dualita
umožńı sestrojit operátor snǐzuj́ıćı stupeň formy.
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Definice 1.1.7. Necht’ (M, g, o) je orientovaná varieta s metrikou. Kodiferenciál δ : Ωp(M)→
Ωp−1(M) je lineárńı zobrazeńı definované jako

δ = ∗−1d ∗ η̂. (1.11)

Kodiferenciál splňuje δ2 = 0. Pomoćı kodiferenciálu můžeme definovat Laplace̊uv - de Rhamův
operátor ∆ = −(δd+ dδ).

1.1.2 Vektorová analýza v E3

Mı́sto obecných souřadnicových vyjádřeńı prozkoumáme Hodgeovu dualitu, kodiferenciál a La-
place̊uv-de Rhamův operátor pro eukleidovský prostor E3 = (R3, g) se standardńı metrikou a
orientaci o(x, y, z) = +1.

Metrika nám umožňuje jednoduše ztotožnit vektorová pole a 1-formy. Máme tedy zobrazeńı

] : Ω1(E3)→ X(E3) (zdviháńı index̊u) , [ : X(E3)→ Ω1(E3) (snižováńı index̊u) . (1.12)

V souřadnićıch (x1, x2, x3) máme ](αidx
i) = gijαj∂i a [(Xi∂i) = gijX

jdxi. Na druhou stranu
jsme právě objevili, že Hodgeova dualita nám umožńı ztotožnit (kanonicky) prostory Ω1(E3) a
Ω3−1(E3) = Ω2(E3). Podobně máme ztotožněńı C∞(E3) ≡ Ω0(E3) s prostorem Ω3(E3).

Pojd’me si spoč́ıtat Hodgeovu dualitu explicitně. Upozorněńı: (x1, x2, x3) nemuśı být kartézské
souřadnice! Můžou to být např́ıklad sférické (lokálńı) souřadnice (r, ϑ, ϕ). Potom tedy gij 6= δij .
Předpokládáme o(x1, x2, x3) = +1. Zavedeme si následuj́ıćı (standardńı) označeńı:

dV := ωg =
1

3!
ωijkdx

i ∧ dxj ∧ dxk, (element objemu) (1.13)

dSi :=
1

2
ωijkdx

j ∧ dxk. (element plochy) (1.14)

Vı́me, že explicitně ωijk =
√
|g|εijk. Už jsme ukázali, že ∗(1) = ωg ≡ dV . Následně

(∗(dxi))jk =
1

1!
(dxi)mωmjk = gmn(dxi)nωmjk = gmnδinωmjk = gimωmjk. (1.15)

Celá 2-forma ∗(dxi) má tedy souřadnicové vyjádřeńı

∗ (dxi) =
1

2
(∗(dxi))jkdxj ∧ dxk = gim(

1

2
ωmjkdx

j ∧ dxk) = gimdSm. (1.16)

Mimo jiné vid́ıme, že (dS1, dS2, dS3) tvoř́ı v každém bodě bázi Ω2(E3). To nás přivede na
následuj́ıćı značeńı:

1. Každou 1-formu můžeme psát jako A · dr ≡ Aidxi = Aigijdx
j .

2. Každou 2-formu můžeme psát jako B · dS ≡ BidSi.

3. Každou 3-formu můžeme psát jako h dV , kde h ∈ C∞(E3).

Důvod pro značeńı je následuj́ıćı. Ukážeme si, že A a B skutečně tvoř́ı vektorová pole na E3.
Důvodem je samozřejmě Hodgeova dualita:
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Tvrzeńı 1.1.8. S použit́ım výše zavedené notace má operátor Hodgeovy duality tvar

∗(f) = f dV, ∗(h dV ) = h, (1.17)

∗(A · dr) = A · dS, ∗(B · dS) = B · dr (1.18)

Necht’ A = Ai∂i a B = Bi∂i. Potom A · dr = [(A) a B · dS = ∗[(B).

D̊ukaz. Pro (M, g, o) = E3 plat́ı ∗−1 = sgn(g) ∗ η̂4 = ∗. Stač́ı tedy spoč́ıtat prvńı (levou)
polovičku rovnic. Prvńı plyne z ∗(1) = dV a druhá z již odvozeného:

∗ (A · dr) = ∗(Ajgjidxi) = Ajgji ∗ (dxi) = Ajgjig
imdSm = AjdSj = A · dS. (1.19)

Zbývaj́ıćı tvrzeńı již triviálně plynou. �

Tento formalismus nám nyńı umožňuje velmi snadno zavést (stále v obecných pravotočivých
souřadnićıch v R3) všechny známé vektorové operace na E3. Definujeme je pomoćı následuj́ıćıho
komutativńıho diagramu:

Ω0(E3) Ω1(E3) Ω2(E3) Ω3(E3)

C∞(E3) X(E3) X(E3) C∞(E3)

1

d

]

d d

]∗ ∗

grad rot div

(1.20)

Explicitně tedy dostáváme následuj́ıćı výrazy:

grad = ] d, rot = ] ∗ d [, div = ∗ d ∗ [ = −δ · [. (1.21)

V parametrizaci zavedené nahoře potom můžeme vněǰśı derivaci přepsat pomoćı vektorových
operaćı. Dostáváme následuj́ıćı tvrzeńı:

df = grad f · dr, d(A · dr) = (rot A) · dS, d(B · dS) = div B dV, d(h dV ) = 0. (1.22)

Cvičeńı 1.1.9. Ukažte, že v kartézských souřadnićıch dostáváme standardńı operace. Nalezněte
grad, rot a div ve sférických souřadnićıch.

Cvičeńı 1.1.10. Co plyne z identity d2 = 0?

Protože plat́ı δ = ∗d ∗ η̂, dá se pohotově odvodit i podobný diagram kde vystupuje kodife-
renciál. Dostaneme vyjádřeńı δ pomoćı vektorových operaćı:

δf = 0, δ(A · dr) = −div A, δ(B · dS) = (rot B) · dr, δ(h dV ) = −(gradh) · dS. (1.23)

1.1.3 Modifikace pro E1,3

Nyńı bychom chtěli odvodit obdobné výrazy pro Minkowského prostor E1,3 = (R4, g). Mı́sto libo-
volných souřadnic nyńı budeme pracovat ve standardńıch kartézských souřadnićıch (t, x, y, z) ≡
(x0, x1, x2, x3), přičemž o(t, x, y, z) = +1. Naš́ım ćılem je vyjádřit diferenciál a kodiferenciál
libovolné 2-formy. Užitečným nástrojem je následuj́ıćı jednoduché lemma:
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Lemma 1.1.11. Necht’ α ∈ Ωp(E1,3). Potom existuj́ı jednoznačné formy r̂ ∈ Ωp(E1,3) a ŝ ∈
Ωp−1(E1,3), tak že i∂t(r̂) = i∂t(ŝ) = 0 a

α = dt ∧ ŝ+ r̂. (1.24)

Jinými slovy, rozklady forem r̂ a ŝ do souřadnicové báze neobsahuj́ı 1-formu dt.

D̊ukaz. Necht’ α = 1
p!αi1...ipdx

i1 ∧ · · · ∧ dxip . Protože je produkt bazických 1-forem totálně anti-

symetrický, bud’ obsahuje dt právě jednou nebo v̊ubec. Máme tedy

α = dt ∧ { 1

(p− 1)!
α0j1...jp−1dx

j1 ∧ . . . ∧ dxjp−1}+
1

p!
αj1...jpdx

j1 ∧ · · · ∧ dxjp , (1.25)

kde všechny sč́ıtaćı indexy prob́ıhaj́ı jen množinu {1, 2, 3}. �

Všimněme si, že formálně tedy vypadaj́ı r̂ a ŝ jako formy na podprostoru E3. Jejich kompo-
nenty ale můžou záviset i na zbývaj́ıćı souřadnici t. Řekneme, že forma α je prostorová, pokud
ŝ = 0. Můžeme tedy použ́ıvat podobnou parametrizaci jako na E3:

0-formy: α = f (ŝ, r̂) = (0, f), (1.26)

1-formy: α = fdt+ a · dr (ŝ, r̂) = (f,a · dr), (1.27)

2-formy: α = dt ∧ (a · dr) + b · dS (ŝ, r̂) = (a · dr,b · dS), (1.28)

3-formy: α = dt ∧ (b · dS) + h dV (ŝ, r̂) = (b · dS, h dV ), (1.29)

4-formy: α = dt ∧ (h dV ) (ŝ, r̂) = (h dV, 0). (1.30)

Důrazné upozorněńı: f = f(t, r), a = a(t, r) atd. Vyzbrojeni t́ımto rozkladem, je jasné, kam
směřuje následuj́ıćı poč́ıtáńı. Jelikož umı́me vněǰśı derivaci na formy na E3, chtěli bychom nějak
chytře rozložit i vněǰśı derivaci na α = dt ∧ ŝ + r̂. Jelikož chceme i formulku pro kodiferenciál,
odvod́ıme i pravidlo pro Hodgeovu dualitu.

Použijeme následuj́ıćı značeńı: d̂ a ∗̂ jsou vněǰśı diferenciál a Hodgeova dualita p̊usob́ıćı
formách v E3 odpov́ıdaj́ıćı Eukleidovské metrice a orientaci o(x, y, z) = +1 tamtéž. Můžeme
jimi p̊usobit i na prostorové formy v E1,3, v kterých vystupuje t jen jako

”
parametr“. Zavedeme

symbol ∂t(α) ≡ L∂t(α). Pro prostorové formy jde opravdu jen o parciálńı derivaci komponent
podle času t.

Tvrzeńı 1.1.12. Necht’ α = dt ∧ ŝ+ r̂. Potom plat́ı následuj́ıćı pravidla:

dα = dt ∧ (∂tr̂ − d̂ŝ) + d̂r̂, (1.31)

∗α = dt ∧ ∗̂r̂ + ∗̂η̂ŝ, (1.32)

δα = dt ∧ δ̂ŝ+ (−∂tŝ− δ̂r̂) (1.33)

Cvičeńı 1.1.13. Dokažte tvrzeńı.

Nyńı už můžeme velice snadno zkombinovat všechna tvrzeńı a odhalit následuj́ıćı formulky
pro vněǰśı derivaci a kodiferenciál v E1,3. Dostáváme:

df = (∂tf)dt+ (grad f) · dr, (1.34)

d(fdt+ a · dr) = dt ∧ (∂ta− grad f) · dr + (rot a) · dS, (1.35)

d{dt ∧ (a · dr) + b · dS} = dt ∧ (∂tb− rot a) · dS + (div b) dV, (1.36)

d{dt ∧ (b · dS) + h dV )} = dt ∧ (∂th− div b) dV. (1.37)
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Výsledky pro kodiferenciál jsou podobné:

δ(fdt+ a · dr) = −∂tf + div a, (1.38)

δ(dt ∧ (a · dr) + b · dS) = −(div a)dt− (∂ta + rot b) · dr, (1.39)

δ(dt ∧ (b · dS) + h dV ) = dt ∧ (rot b) · dr + (−∂tb + gradh) · dS, (1.40)

δ(dt ∧ (h dV )) = dt ∧ (− gradh · dS)− (∂th) dV. (1.41)

Cvičeńı 1.1.14. Pomoćı vzorečk̊u pro diferenciál d a kodiferenciál δ odvod’te vzorečky pro
Laplace-de Rham̊uv operátor ∆ = −(dδ + δd). Zejména ukažte že na 0-formách dostáváme

∆(f) = ∂2
t (f)− div grad f, (1.42)

a tedy na funkćıch ∆ = �.

1.1.4 Maxwellovy rovnice pomoćı forem

Definujme 1-formu proudu jako j = ρ dt−j·dr. Z výrazu (1.28) vid́ım, že nejobecněǰśı 2-forma na
E1,3 je jednoznačně parametrizována dvojićı časově závislých vektorových poĺı na E3. Uvažujme
tedy obecnou 2-formu F ∈ Ω2(E1,3) kterou parametrizujeme jako

F = dt ∧ (E · dr)−B · dS. (1.43)

Protože F je kovariantńı antisymetrický tenzor 2. řádu, lze jej psát jako matici 4×4 odpov́ıdaj́ıćı
komponentńı matici Fµν . Lze snadno spoč́ıtat, že je to přesně známý EM tenzor.

Cvičeńı 1.1.15. Ukažte, že tomu tak opravdu je.

S výše vyrobenými nástroji lze snadno spoč́ıtat dF a δF . Dostáváme

dF = dt ∧ (−∂tB− rot E) · dS− (div B)dV, (1.44)

δF = −(div E)dt− (∂tE− rot B) · dr. (1.45)

Protože obě formy r̂ and ŝ jednoznačně určuj́ı formu v E1,3, jejich porovnáńım dostáváme ekvi-
valenci rovnic dF = 0 a δF = −j s oběma sadami Maxwellových rovnic.

Věta 1.1.16. Maxwellovy rovnice jsou ekvivalentńı soustavě rovnice dF = 0 a δF = −j.

Rovnice δF = −j bývá často zapisována jako d(∗F ) = −∗ j, kterou dostaneme zap̊usobeńım
bijekce ∗ na obě strany rovnice. Duálńı elektromagnetický tenzor ∗F ∈ Ω2(M) je (ve 4
dimenźıch) opět antisymetrický tenzor, jehož explicitńı podoba je

∗ F = ∗(dt ∧E−B · dS) = dt ∧ (−B · dr)−E · dS. (1.46)

Dostane se tedy z F záměnou (E,B) za (−B,E). 3-forma J = ∗j má tvar J = ρ dV − dt∧ j · dS.

Tento elegantńı popis umožńı velmi rychle a logicky odvodit základńı tvrzeńı v kovariantńı
teorii elektromagnetického pole. Např́ıklad, forma F je uzavřená v R4. Pokud nepředpokládáme
žádná daľśı topologická omezeńı na R4, automaticky existuje A ∈ Ω1(M), taková, že dA = F .
Opět si můžeme A parametrizovat prostorovou 0 a 1-formou jako

A = ϕ dt−A · dr. (1.47)
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Potom dA = dt ∧ (−∂tA− grad(ϕ)) · dr− (rot A) · dS. Porovnáńım s definićı F dostaneme

E = −∂tA− gradϕ, B = rot A. (1.48)

Uzavřenost 2-formy F a Poincarého lemma tedy společně implikuj́ı existenci elektromagnetického
4-potenciálu. Forma A neńı určená jednoznačně, můžu k ńı zjevně přič́ıst libovolnou uzavřenou
1-formu. Ta je však vždy (Poincarého lemma) alespoň lokálně exaktńı. Stač́ı tedy uvažovat A′ =
A+ dχ pro χ ∈ C∞(E1,3). Z výraz̊u pro d nahoře snadno spočtu, že

A′ = (ϕ+ ∂tχ) dt− (A− gradχ) · dr. (1.49)

Vid́ım tedy, že dostávám přesně standardńı kalibračńı transformace v elektřině a magnetismu.

1.2 Elektřina, magnetismus a akce

Daľśı užitečná aplikace Hodgeovy duality č́ıhá při snaze zapsat Maxwellovy rovnice pomoćı vari-
ace akčńıho funkcionálu. Výsledek (a výpočet) jsou s užit́ım správných geometrických nástroj̊u
otázkou chvilky.

Necht’ (M, g, o) je obecná orientovaná varieta s metrikou. Pro libovolné α, β ∈ Ωp(M) máme
α ∧ ∗β ∈ Ωn(M). Jako každá n-forma, je i tato násobkem formy objemu ωg. Můžeme tedy
definovat funkci (α, β)g ∈ C∞(M) vztahem

α ∧ ∗β =: (α, β)g · ωg. (1.50)

Na prvńı pohled neńı vidět, že je (α, β)g je symetrická v (α, β). S troškou kombinatoriky ale

(α, β)g =
1

p!
αi1...ipβ

i1...ip . (1.51)

Je-li (α, β)g = 0 pro všechny β ∈ Ωp(M), je nutně α = 0. Důležité je, že d a δ tvoř́ı
”
téměř“

samosdružené operátory:

Tvrzeńı 1.2.1. Pro libovolnou (M, g, o) a dvojici forem α ∈ Ωp(M) a β ∈ Ωp+1(M) plat́ı
identita

{(dα, β)g − (α, δβ)g} · ωg = d(α ∧ ∗β) (1.52)

S použit́ım Stokesovy věty pak dostáváme integrálńı identitu∫
M

(dα, β)g · ωg =

∫
M

(α, δβ)g · ωg +

∫
∂M

α ∧ ∗β. (1.53)

Předpokládá se, že integrály maj́ı smysl. Pokud je ∂M = 0 a nebo je libovolná z forem α nebo β
na hranici rovna nule, dostáváme∫

M

(dα, β)g · ωg =

∫
M

(α, δβ)g · ωg. (1.54)

D̊ukaz. Pust́ıme d na α ∧ ∗β a budeme použ́ıvat definice:

d(α ∧ ∗β)) = dα ∧ ∗β + (−1)pα ∧ d ∗ β = (dα, β)g · ωg − α ∧ (d ∗ η̂)(β)

= (dα, β)g · ωg − α ∧ ∗(∗−1d ∗ η̂)(β)

= {(dα, β)g − (α, δβ)g} · ωg.

Zbytek tvrzeńı je jednoduchou aplikaćı Stokesovy věty. �
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Pokud má integrováńı smysl, definuje se skalárńı součin (opravdický) jako integrál

〈α, β〉g =

∫
M

(α, β)g · ωg. (1.55)

Nyńı už snadno můžeme vyslovit a dokázat následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 1.2.2. Necht’ A ∈ Ω1(M) a j ∈ Ω1(M) jsou libovolné 1-formy. Potom funkcionál

S[A] = −1

2
〈dA, dA〉g − 〈A, j〉g (1.56)

je extremálńı pro F = dA splňuj́ıćı nehomogenńı Maxwellovy rovnice. Funkcionál je kalibračně
invariantńı pokud j splňuje rovnici kontinuity δj = 0.

D̊ukaz. Necht’ A′ = A + εα pro α ∈ Ω1(M) s vlastnost́ı α|∂M = 0 (podmı́nka pevných konc̊u).
Funkcionál je extremálńı pro A pokud S[A′] = S[A] + o(ε2). Dostaneme

S[A′] = −1

2
〈dA′, dA′〉g − 〈A′, j〉g = S[A]− ε{〈dA, dα〉g + 〈α, j〉g}+ o(ε2) (1.57)

Dostáváme tedy podmı́nku 〈dA, dα〉g + 〈α, j〉g = 0 pro všechny α nulové na hranici. S použit́ım
předchoźıho tvrzeńı tedy 〈α, δF + j〉g = 0. Z nedegenerovanosti plyne δF = −j.

Funkcionál je kalibračně invariantńı pokud 〈A + dχ, j〉g = 〈A, j〉g pro všechny χ ∈ C∞(M),
a tedy 〈dχ, j〉g = 0. Za rozumných předpoklad̊u (např́ıklad kalibračńı transformace nulové na
hranici ∂M) můžeme použ́ıt předchoźı tvrzeńı a dostáváme 〈dχ, j〉g = 〈χ, δj〉 = 0. �

1.3 Komplexńı skalárńı pole

Uvažujme nyńı (opět libovolnou) varietu (M, g, o) a uvažujme teorii komplexńıho skalárńıho pole.
Geometricky máme tedy φ ∈ Ω0(M) ⊗ C, což můžeme interpretovat jako hladkou komplexńı
funkci reálné proměnné x ∈M . φ(x) ∈ C.

Obecně, uvažujme α ∈ Ωp(M) ⊗ C. Můžeme psát α = α0 + iα1, kde αi ∈ Ωp(M) jsou
obyčejné p-formy na M . Definujeme skalárńı (komplexńı) skalárńı součin 〈〈·, ·〉〉 jako kombinaci
standardńıho skalárńıho součinu v C a součinu (·, ·)g na diferenciálńıch formách:

〈〈α, β〉〉 =

∫
M

(ᾱ, β)g · ωg, (1.58)

kde ᾱ = α0 − iα1 označuje komplexńı sdružeńı. Součin neńı symetrický, ale symetrický s kom-
plexńım sdružeńım, tj. 〈〈β, α〉〉 = 〈〈α, β〉〉. Pro dvě stejné formy je reálný a

〈〈α, α〉〉 = 〈α0, α0〉g + 〈α1, α1〉g ∈ R. (1.59)

Všechny operace z předchoźıch sekćı se (po složkách) daj́ı rozš́ı̌rit na Ωp(M)⊗ C. Necht’ m ≥ 0
je reálné nezáporné č́ıslo. Funkcionál komplexńıho skalárńıho pole má tvar

S0[φ] = 〈〈dφ, dφ〉〉 −m2〈〈φ, φ〉〉. (1.60)

V obvyklém značeńı na E1,3 máme dφ = ∂µφ · dxµ a funkcionál má obvyklý tvar

S0[φ] =

∫
M

{∂µφ̄ · ∂µφ−m2φ̄ · φ}dx4 (1.61)
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V tomto př́ıpadě muśı být člověk trošku opatrněǰśı, protože skalárńı součin dvou r̊uzných forem
neńı obecně reálné č́ıslo, mı́sto toho dostaneme podmı́nku

〈〈∆φ+m2φ, β〉〉+ 〈〈∆φ+m2φ, β〉〉 = 0. (1.62)

Volbou reálného nebo ryze imaginárńıho β dostaneme podmı́nky

<(∆φ+m2φ) = 0, =(∆φ+m2φ) = 0, (1.63)

a tedy jednu komplexńı rovnici ∆φ + m2φ = 0. Tento drobný problém s variaćı reálných funk-
cionál̊u poskládaných z komplexńıch č́ısel se často řeš́ı považováńım φ a φ̄ za nezávislé proměnné
a následnou (nezávislou) variaćı podle obou. V (1.42) jsme ukázali, že na funkce je v M = R1,3

p̊usob́ı ∆ jako D’Alembert̊uv operátor �. Výsledná rovnice je tedy komplexńı Klein-Gordonova
rovnice.

Funkcionál S0 i pohybové rovnice jsou evidentně invariantńı v̊uči transformaćım ve tvaru
φ′(x) = e−iαφ(x), kde α ∈ R je libovolná konstanta. Takové transformaci se ř́ıká globálńı
kalibračńı transformace. Uvažujme tř́ıdu transformaćı ve tvaru φ′ε(x) = e−iεα(x)φ(x), kde
α ∈ C∞(M) jsou funkce které jsou nulové na hranici, tedy α|∂M = 0. Vůči takové transformaci
S0 neńı invariantńı. Ř́ıká se j́ı lokálńı kalibračńı transformace.

Tuto neinvarianci můžeme s výhodou využ́ıt pro odhaleńı zachovávaj́ıćıch se veličin teorie
komplexńıho skalárńıho pole. Dosazeńım φ′ε dostáváme

S0[φ′ε] = 〈〈d(e−iεαφ), d(e−iεαφ)〉〉 −m2〈〈e−iεαφ, e−iεαφ〉〉
= 〈〈e−iεαdφ, e−iεαdφ〉〉 −m2〈〈e−iεαφ, e−iεαφ〉〉

+ 〈〈−iεe−iεαφdα, e−iεαdφ〉〉+ 〈〈e−iεαdφ,−iεe−iεαφdα〉〉+ o(ε2)

= S0[φ] + ε〈〈dα, i(φ̄dφ− φdφ̄)〉〉+ o(ε2).

(1.64)

Nyńı předpokládejme, že φ řeš́ı pohybové rovnice. Jelikož φ′0 = φ, muśı platit S0[φ′ε] = S0[φ] +
o(ε2). Odtud tedy dostáváme, že pro řešeńı pohybových rovnic muśı platit

〈〈dα, i(φ̄dφ− φdφ̄)〉〉 = 0 (1.65)

Protože α je nulové na hranici, jsou d a δ v tomto př́ıpadě sdružené. Necht’ j = i(φ̄dφ − φdφ̄).
Pak nutně δj = 0. Pro M = E1,3 neńı δj = 0 nic jiného než rovnice kontinuity. Označme J = ∗j.
Rovnice kontinuity je ekvivalentńı rovnici dJ = 0. J je 3-forma, můžeme ji proto integrovat přes
3-rozměrné podvariety {t} × E3. V notaci podsekce 1.1.3 máme

j = i{φ̄ ∂tφ− φ ∂tφ̄} dt+ i{φ̄ gradφ− φ grad φ̄} · dr. (1.66)

Potom pro J = ∗j dostaneme

J = i{φ̄ gradφ− φ grad φ̄} · dt ∧ dS + i{φ̄ ∂tφ− φ ∂tφ̄} · dV. (1.67)

Nyńı definujeme náboj Q jako integrál z J přes
”
plátky“ {t} × E3:

Q(t) =

∫
{t}×E3

J =

∫
E3

i{φ̄ ∂tφ− φ ∂tφ̄}(t) · dV =

∫
R3

i{φ̄ ∂tφ− φ ∂tφ̄}(t, x, y, z)d~r. (1.68)

Pomoćı Stokesovy věty se dá ukázat, že Q̇(t) = 0 a tedy jde o integrál pohybu.
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1.4 Minimálńı interakce

Přece jenom by se nám ĺıbilo mı́t Lagrangián pro komplexńı skalárńı pole, který je lokálně ka-
libračně invariantńı, tedy invariantńı v̊uči transformaćım φ′(x) = e−iα(x)φ(x), kde α(x) je libo-
volná funkce na M . Problém vznikl v členu s vněǰśı derivaćı, která se v̊uči kalibračńım transfor-
maćım chovala nehezky. Nápad je tedy nahradit operátor d operátorem D kovariantńı derivace
(jehož podoba ale bude záviset na volbě kalibrace) tak, že bude platit pravidlo

D′φ′(x) = e−iα(x)Dφ(x). (1.69)

Prvńı inteligentńı nápad je vźıt Dφ = dφ+A · φ, kde A ∈ Ω1(M)⊗ C, kde A′ muśı j́ıt vyjádřit
pomoćı A a funkce α. Protože problematické členy jsou ryze imaginárńı, též muśı být A. Ṕı̌seme
proto A′ = iA′ pro A′ ∈ Ω1(M). Potom

D′φ′ = e−iα(dφ+ i(A′ − dα) · φ)). (1.70)

Porovnáńım s pravou stranou tedy dostáváme transformačńı pravidlo A′ = A + dα. Ale to je
přesně kalibračńı transformace pro elektromagnetický potenciál A! Stač́ı tedy přidat interakci s
novým polem A a situace je zachráněná! Vyrobili jsme tedy akci

S′0[φ] = 〈〈Dφ,Dφ〉〉 −m2〈〈φ, φ〉〉. (1.71)

Jenže my umı́me přidat daľśı kalibračně invariantńı člen do akce. Zat́ım je A pouze
”
pozad́ı“, ale

neńı problém ho povýšit na dynamické pole a definovat:

S[φ,A] = −1

2
〈dA, dA〉g + 〈〈Dφ,Dφ〉〉 −m2〈〈φ, φ〉〉. (1.72)

Výsledné akci se ř́ıká minimálńı lokálně kalibračně invariantńı model, přičemž interakčńı
členy (obsahuj́ıćı φ i A současně) se nazývaj́ı minimálńı interakćı. Zdánlivě chyb́ı člen obsahuj́ıćı
proudy j. Ale my můžeme rozepsat člen obsahuj́ıćı D:

〈〈Dφ,Dφ〉〉 = 〈〈dφ, dφ〉〉 − 〈A, i(φ̄dφ− φdφ̄)〉g + 〈〈A · φ,A · φ〉〉 (1.73)

Je př́ımočaré spoč́ıtat pohybovou rovnici, a dostáváme

δF = −i(φ̄dφ− φdφ̄) + 2φ̄φA = −i(φ̄Dφ− φDφ). (1.74)

Vid́ıme, že na pravé straně na mı́stě proudu stoj́ı
”
vylepšený“ proud z předchoźı podsekce. V

prvé řadě je lokálně kalibračně invariantńı. Za povšimnut́ı stoj́ı, že A vystupuje (schované v D)
i na pravé straně

”
Maxwellových rovnic“.

Hlavńım ćılem tohoto předmětu je osvětlit geometrický význam všech objekt̊u vyskytuj́ıćıch
se v tomto jednoduchém, ale d̊uležitém př́ıkladu.
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Kapitola 2

Hlavńı fibrovaný prostor

2.1 Akce Lieových grup

Lieova grupa dle definice = abstraktńı hladká varieta spolu s hladkou operaćı násobeńı a inverze.
Jakákoliv jejich aplikace ve fyzice = máme prostor(očas) a nějakou tř́ıdu jeho transformaćı, které
se uzav́ıraj́ı do grupy. Toto zodpov́ıdá nějaké abstraktńı Lieově grupě p̊usob́ıćı akćı na varietě.

Definice 2.1.1. Necht’ G je Lieova grupa. M je hladká varieta. Řekneme, že zobrazeńı θ :
G × M → M je levá akce Lieovy grupy G na varietě M , pokud je hladké a zobrazeńı
θg : M →M definované jako θg(m) ≡ θ(g,m) splňuje:

1. θe = 1M , kde e ∈ G je jednotka grupy. Jednotka grupy p̊usob́ı triviálně.

2. θg ◦ θg′ = θgg′ , pro všechny g, g′ ∈ G. Akce respektuje grupovou strukturu.

Je-li jasné o které akci mluv́ıme, použ́ıvá se značeńı θg(m) = g ·m. Axiomy potom maj́ı tvar:

e ·m = m, g · (g′ ·m) = (gg′) ·m. (2.1)

Někdy je výhodné pracovat s pravou akćı grupy θ′ : M ×G → M , kde je skládáńı v druhém
axiomu naopak, tedy θ′g ◦ θ′g′ = θ′g′g. V tomto př́ıpadě se použ́ıvá označeńı θ′g(m) = m · g a druhý
axiom (pro pravou akci) lze psát jako (m · g) · g′ = m · (gg′).

Tvrzeńı 2.1.2. Pro každé g ∈ G, zobrazeńı θg : M →M tvoř́ı difeomorfismus M .

Cvičeńı 2.1.3. Dokažte předchoźı tvrzeńı.

Cvičeńı 2.1.4. Ukažte, že pro libovolnou levou akci θ, zobrazeńı θ′ : M × G → M definované
jako θ′(m, g) = θ(g−1,m) tvoř́ı pravou akci grupy a naopak. Množiny levých a pravých akćı grupy
G na varietě M jsou tedy izomorfńı.

Definice 2.1.5. Je-li M = V pro vektorový prostor V , a pro každé g ∈ G máme θg ∈ GL(V ),
tedy G p̊usob́ı pomoćı lineárńıch zobrazeńı, použ́ıvá se značeńı ρ(g) = θg, a zobrazeńı ρ : G →
GL(V ) se nazývá reprezentace Lieovy algebry G na vektorovém prostoru V .

Př́ıklad 2.1.6. Necht’ M = Rn. Necht’ G = GL(n,R). Pro (A, x) ∈ G×Rn definujeme θ(A, x) =
A.x. Je snadné ukázat, že θ je levou akćı grupy GL(n,R) na varietě Rn. Nav́ıc ρ(A) = θA je
reprezentace.
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Př́ıklad 2.1.7. Necht’ G je libovolná Lieova grupa a M = G. Potom levá translace kde
θg(h) = Lg(h) = gh tvoř́ı levou akci, přičemž pravá translace kde θ′g(h) = Rg(h) = hg tvoř́ı
pravou akci. Konečně, konjugace kde θg(h) = ghg−1 tvoř́ı levou akci G na G.

Př́ıklad 2.1.8. Necht’ G = GL(n,R). Necht’ V je konečně-rozměrný reálný vektorový prostor.
Označme si množinu všech báźı prostoru V jako E(V ).

Necht’ e = (e1, . . . , en) je element E(V ) a A ∈ GL(n,R). Definujeme novou bázi e ·A prostoru
V vztahem (e ·A)i = Ak

i ek, kde horńı index matice označuje řádky a dolńı sloupečky. Potom

(e · (A.B))i = (A.B)ki ek = Ak
jB

j
iek = Bj

i (A
k
j ek) = Bj

i (e ·A)j = ((e ·A) ·B)i (2.2)

Zřejmě e · 1 = e. Definovali jsme tedy pravou akci GL(n,R) na množině E(V ). Je tahle akce
hladká? Zat́ım jsme neřekli, jaká je hladká struktura na E(V ). Zvoĺım si fixńı bázi e0 prostoru V .
Každá báze e ∈ E(V ) lze tedy napsat jako e = e0 ·A(e). Zobrazeńı ϕ(e) := A(e) ∈ GL(n,R) ⊆
Rn,n definuje globálńı souřadnicovou mapu pro E(V ). Je snadné si nyńı rozmyslet, proč je pravá
akce hladká v takto zavedených souřadnićıch.

Definice 2.1.9. Necht’ θ : G×M → M je akce G na M . Necht’ m ∈ M je libovolný fixńı bod.
Orbitové zobrazeńı θ(m) : G→M př́ıslušné bodu m definujeme jako θ(m)(g) = θ(g,m).

Jeho obrazem θ(m)(G) je orbita bodu m označovaná jako G ·m ⊆M . Množinově

G ·m = {m′ ∈M | m′ = g ·m pro nějaké g ∈ G}, (2.3)

a orbitu bodu m si lze tedy představovat jako množinu všech bod̊u v M kam z bodu m reálně
dosáhneme akćı grupy G.

Tvrzeńı 2.1.10. Necht’ θ je akce grupy G na M . Definujeme následuj́ıćı relaci na varietě M :

m ≈ m′ ⇔ body m a m′ lež́ı oba v jedné orbitě nějakého bodu (2.4)

Potom relace ≈ je ekvivalence. Př́ıslušné tř́ıdy ekvivalence jsou orbity akce θ a celá varieta M
lze tedy napsat jako disjunktńı sjednoceńı orbit akce.

D̊ukaz. Muśıme ukázat, že ≈ je reflexivńı, symetrická a tranzitivńı. Zjevně m ≈ m, protože
m ∈ G ·m. Relace je symetrická z definice.

Abychom dokázali tranzitivitu, stač́ı si uvědomit, že pokud dvě orbity G · p a G · p′ maj́ı
nějaký společný bod, jsou stejné: G · p = G · p′. Vskutku, je li m ∈ (G · p) ∩ (G · p′), mám
m = g · p = g′ · p′. Odtud p′ = (g′−1g) · p. Je-li h · p′ ∈ G · p′, pak h · p′ = (hg′−1g) · p ∈ G · p, a
tedy G · p′ ⊆ G · p. Opačná inkluze se dokáže stejně.

Tranzitivita je nyńı triviálńı záležitost́ı. Je-li m ≈ m′ a m′ ≈ m′′, v́ım, že jsou orbity G · p a
G · p′, že m,m′ ∈ G · p a m′,m′′ ∈ G · p′. Potom ale maj́ı obě orbity společný bod m′, jsou stejné
a rozhodně tedy m ≈ m′.

Dokázali jsme tedy, že ≈ je relace ekvivalence. Zbytek jsou vlastnosti relace ekvivalence. �

Poznámka 2.1.11. Zat́ım jsme mluvili o orbitách jako o podmnožinách M . Dá se ukázat, že každá
orbita je vnořená podvarieta M . Nejsou to tedy obecně vložené podvariety s podprostorovou
topologíı z M .

Př́ıklad 2.1.12. Necht’ G = SO(2) a M = R2. Uvažujme standardńı akci grupy rotaćı na R2.
Potom orbita každého bodu x 6= 0 ∈ R2 je kružnice S1

‖x‖ ⊆ R
2, tj. SO(2) · x = S1

‖x‖, a pro x = 0

je orbitou počátek SO(2) · 0 = {0}. V tomto př́ıpadě jsou to vložené podvariety R2.
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Definice 2.1.13. Necht’ θ : G ×M → M je akce. Necht’ m ∈ M je libovolný fixńı bod. Potom
stabilizátor bodu m je podmnožina Gm ⊆ G definovaná jako

Gm = {g ∈ G | g ·m = m}, (2.5)

lze ji tedy chápat jako množina prvk̊u G co nepohnou bodem m. Gm se také nazývá grupou
izotropie bodu m.

Tvrzeńı 2.1.14. Gm ⊆ G tvoř́ı podgrupu. Tato podgrupa je uzavřená množina v G a tedy tvoř́ı
vloženou Lieovu podgrupu G.

D̊ukaz. Je-li g, g′ ∈ Gm, mám (gg′) ·m = g(g′ ·m) = g ·m = m. Podobně g−1 ·m = g−1 · (g ·m) =
(gg−1) ·m = e ·m = m. A tedy Gm ⊆ G je podgrupa. Je to uzavřená množina, protože můžu
psát Gm = (θ(m))−1({m}), kde θ(m) je (spojité) orbitové zobrazeńı př́ıslušné bodu m.

Zbytek je netriviálńı (velmi) d̊ukaz z teorie Lieových grup. �

Grupové akce můžou mı́t r̊uzné vlastnosti, které lze zformulovat př́ımo i pomoćı orbit a
stabilizátor̊u. Shrňme si několik takových vlastnost́ı:

Definice 2.1.15. Necht’ θ : G×M →M je akce Lieovy grupy G na M . Potom

1. Akce je tranzitivńı, pokud každé dva body m,m′ ∈ M lze spojit akćı nějakého prvku
grupy, tj. existuje g ∈ G, takové, že g ·m = m′.

Ekvivalentně, akce je tranzitivńı, pokud má právě jednu orbitu.

2. Akce je volná, pokud pro libovolný bod m ∈ M rovnost g ·m = g′ ·m implikuje g = g′.
Ekvivalentně, rovnost g ·m = m implikuje g = e.

Akce je volná právě tehdy když je pro každé m př́ıslušný stabilizátor Gm triviálńı pod-
grupou G, tj. Gm = {e}.

3. Akce je efektivńı, pokud pro každý bod g ∈ G takový, že g 6= e existuje m ∈ M , takové,
že g ·m 6= m. Tj. každý netriviálńı element G s nějakým bodem na M pohne.

Ekvivalentně, pr̊unik všech stabilizátor̊u je triviálńı podgrupa G.

Cvičeńı 2.1.16. Argumentujte, že každá volná akce je efektivńı. Nalezněte př́ıklad akce která je
efektivńı, ale neńı volná. Opačné tvrzeńı tedy neplat́ı.

Př́ıklad 2.1.17. Necht’ θ je akce z př́ıkladu 2.1.6. Tato akce má dvě orbity GL(n,R) · 0 = {0}
a GL(n,R) · x = Rn \ {0} pro x 6= 0. Neńı tedy tranzitivńı. Zároveň G0 = GL(n,R) a akce neńı
volná. Kdyby A.x = x pro všechny x ∈ Rn, znamenalo by to, že Rn je vlastńı podprostor A s
vlastńım č́ıslem 1, což ale znamená A = 1. Vid́ıme, že akce je efektivńı. Obecně pro x 6= 0, Gx
je množina matic pro něž je x vlastńım vektorem s vlastńım č́ıslem 1.

Př́ıklad 2.1.18. Uvažujme akce z př́ıkladu (2.1.7). Levá translace θg = Lg je tranzitivńı, protože
rovnice Lg(h) = h′ má řešeńı pro každou dvojici (h, h′). Pokud Lg(h) = h, máme gh = h a tedy
g = e. Levá translace je volná a tedy efektivńı.

Necht’ θg(h) = Ig(h) = ghg−1 je konjugace. Akce neńı tranzitivńı, protože orbitou jednotky
je jen jeden bod, tj. G · e = {e}. To také ukazuje, že akce neńı ani volná protože Ge = G. Tato
akce neńı ani efektivńı, protože centrum grupy je definované jako množina

Z(G) = {g ∈ G | gh = hg pro všechny h ∈ G}. (2.6)

Konjugace je tedy efektivńı právě tehdy když Z(G) = {e}. To rozhodně nesplňuje každá grupa.
Pro Abelovskou (komutativńı) je Z(G) = G, nebo např́ıklad Z(GL(n,R)) = {λ · 1 | λ ∈ R}.
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Př́ıklad 2.1.19 (Hopfova fibrace I). Uvažujme grupu G = SU(2). Připomeňme, že

SU(2) = {A ∈ C2,2 | A†A = 1 a det (A) = 1}. (2.7)

Snadno se ukáže, že SU(2)
.
= S3. Vskutku, parametrizujeme-li obecnou komplexńı matici,

A =

(
α λ
γ δ

)
(2.8)

podmı́nky na A ∈ U(2) okamžitě dávaj́ı A−1 = A†. Zároveň v́ıme, že |det A| = 1 a tedy
det A = eiκ pro nějaké κ ∈ R. Odtud(

ᾱ γ̄
λ̄ δ̄

)
= e−iκ

(
δ −λ
−γ α

)
. (2.9)

To nám urč́ı δ = eiκᾱ a γ = −eiκλ̄. Je praktické přej́ıt k parametrizaci α = eiκ/2α′ a λ = eiκ/2λ′.
Zapomeneme na apostrofy a můžeme psát

A = eiκ/2
(
α λ
−λ̄ ᾱ

)
. (2.10)

Ještě nesmı́me zapomenout na det A = eiκ. Ale to nám dává podmı́nku |α|2 + |γ|2 = 1. A tedy

U(2) = {eiκ/2
(
α λ
−λ̄ ᾱ

)
| |α|2 + |γ|2 = 1, κ ∈ R} .= S1 × S3. (2.11)

Pro SU(2) je κ = 0, takže vid́ıme, že SU(2)
.
= S3, nav́ıc dostáváme rozklad U(2)

.
= U(1)×SU(2).

Ve skutečnosti jsou všechny množinové bijekce i difeomorfismy a kartézský součin je př́ımý součin
Lieových grup. Taky je vidět, že SU(2) je jednoduše souvislá a U(2) neńı.

Uvažujme nyńı varietu M = H0(2,C) hermitovských matic 2 × 2 s nulovou stopou. Tato
množina tvoř́ı vektorový prostor ze kterého zděd́ı hladkou strukturu. Vskutku:

H0(2,C) = {
(

x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

)
| x = (x1, x2, x3) ∈ R3}. (2.12)

Lineárńı izomorfismus R3 → H2(2,C) lze psát jako Ψ(x) = x1σ1 + x2σ2 + x3σ3, kde σi jsou
standardńı Pauliho matice:

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (2.13)

Je snadné vidět, že det(Ψ(x)) = −‖x‖2, kde ‖x‖ je standardńı eukleidovská norma v R3. Nyńı
definujeme akci SU(2) na prostoru H0(2,C) následovně:

θA(H) = AHA† pro všechny H ∈ H0(2,C). (2.14)

Snadno se ověř́ı, že θA(H) je hermitovská a bezestopá. Můžeme tedy použ́ıt tuto akci abychom

definovali akci θ̂ : SU(2)× R3 → R3 vztahem θ̂A(x) = Ψ−1(θA(Ψ(x))). Plat́ı pravidlo

‖θ̂A(x)‖2 = −det(θA(Ψ(x))) = −det(AΨ(x)A†) = −det(Ψ(x)) = ‖x‖2. (2.15)

Vid́ıme tedy, že θ̂A definuje ortogonálńı lineárńı transformace, a tedy elementy grupy O(3).

Můžeme se na θ̂ d́ıvat jako na zobrazeńı θ̂ : SU(2)→ O(3). Ve skutečnosti má θ̂ hodnoty v grupě
vlastńıch ortogonálńıch transformaćı a tedy v SO(3). Jak se to ukáže?
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Plat́ı (bez d̊ukazu), že libovolná matice v SU(2) lze psát jako maticová exponenciála ve tvaru

A = exp(− i
2
αn · σ) = cos(

α

2
)1− i sin(

α

2
)(n · σ), (2.16)

kde n = (n1, n2, n3) je směrový vektor a α ∈ R. Necht’ (e1, e2, e3) je standardńı báze v R3. Máme
Ψ(ei) = σi. Je-li H = Hiσi obecná matice v H0(2,C), můžeme psát Hi = 1

2 Tr(σiH). Vskutku:

1

2
Tr(σiH

kσk) = Hk 1

2
Tr(σiσk) = Hk 1

4
Tr({σi, σk}) = Hk 1

4
Tr(2δik1) = Hkδik = Hi. (2.17)

Chceme-li tedy spoč́ıtat jak vypadá matice zobrazeńı θ̂A ve standardńı bázi, máme

θ̂A(eb) = Ψ−1(θA(σb)) =
1

2
Tr(σaAσbA

†)Ψ−1(σa) =
1

2
Tr(σaAσbA

†) · ea. (2.18)

Nyńı je potřeba dosadit matici A v celé své kráse (2.16). To se dá velmi snadno (byt’ za deľśı
čas) vypoč́ıtat s použit́ım formulek pro stopy součin̊u Pauliho matic.

Tr(σ1) = 0, Tr(σaσb) = 2δab,

Tr(σaσbσc) = 2iεabc, Tr(σaσbσcσd) = 2(δabδcd − δacδbd + δadδcb)
(2.19)

Výsledek je po deľśım poč́ıtáńım následuj́ıćı. Pokud Rab = 1
2 Tr(σaAσbA

†), máme

Rab = δab cos(α) + (1− cos(α))nanb − εabcnc sin(α) (2.20)

Toto jsou ovšem komponenty nejobecněǰśı matice rotace R(α,n) o úhel α ∈ R okolo osy zadané

směrovým vektorem n. Dostáváme tedy grupový homomorfismus θ̂ : SU(2) → SO(3), který je
surjektivńı. Z vyjádřeńı matice Rab = 1

2 Tr(σaAσbA
⊥) vid́ıme, že je to zobrazeńı hladké. Dokonce

plat́ı, že jde o takzvané hladké ponořeńı (angl. submersion).

Sekci zakonč́ıme následuj́ıćı užitečnou definićı:

Definice 2.1.20. Necht’ θ a θ′ jsou akce Lieovy grupy G na dvou hladkých varietách M a M ′.
Necht’ ϕ : M →M ′ je hladké zobrazeńı. Řekneme, že ϕ je G-ekvivariantńı, pokud

ϕ(θ(g,m)) = θ′(g, ϕ(m)). (2.21)

Pomoćı
”
tečkové“ notace zaṕı̌seme přehledněji jako ϕ(g ·m) = g · ϕ(m).

2.2 Fibrované prostory

Tato sekce slouž́ı pouze k rychlému připomenut́ı hlavńıch pojmů a notace. Stručně řečeno,
(hladké) fibrované prostory jsou hladké variety co lokálně v jistém smyslu vypadaj́ı jako kartézský
součin kousku tzv. bazické variety a tzv. vlákna. Báze a vlákno vystupuj́ı v definici nesymetricky.

Definice 2.2.1. Necht’ π : E →M je hladké surjektivńı zobrazeńı dvou hladkých variet E a M ,
nazývaných totálńı prostor E a bazická varieta M . Zobrazeńı π se nazývá projekce.

Necht’ {Uα}α∈I je otevřené pokryt́ı variety M a {φα}α∈I je kolekce hladkých difeomorfismů
φα : Uα × F → π−1(Uα), kde F je hladká varieta nazvaná typické vlákno, taková, že plat́ı

π ◦ φα = π1, kde π1 : Uα × F → Uα je projekce. (2.22)

Potom se φ ≡ {(Uα, φα)}α∈I nazývá lokálńı trivializace.

Řekneme, že trojice (E,M, π) se nazývá fibrovaný prostor, pokud existuje nějaká lokálńı
trivializace. Často ṕı̌seme jen π : E →M .
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Vláknem fibrace nad m ∈ M rozumı́me množinu Em ≡ π−1(m). Základńım poznatkem
je, že každé vlákno Em je vložená podvarieta E difeomorfńı typickému vláknu F . Každé m je
totiž v Uα pro nějaké α a φα(m, ·) : F → Em je hledaný difeomorfismus. Může se ale stát, že
bod m je obsažen ve v́ıce okoĺıch z pokryt́ı daného lokálńı trivializaćı. Potom přijdou na přetřes
takzvaná přechodová zobrazeńı definovaná pro m ∈ Uα ∩ Uβ jako

(gαβ(m))(f) = π2 ◦ φ−1
α (φβ(m, f)), (2.23)

kde π2 : Uα × F → F je projekce. Z konstrukce je zobrazeńı gαβ(m) pro každé m hladkým
zobrazeńım z F do F . Je to hladký difeomorfismus, protože gαβ(m)−1 = gβα(m). Přechodová
zobrazeńı tedy můžeme brát jako gαβ : Uα∩Uβ → Diff(F ). Řekneme, že gαβ : Uα∩Uβ → Diff(F )
jsou hladká, pokud pro fixńı f , zobrazeńı m 7→ (gαβ(m))(f) ∈ F je hladké zobrazeńı.

Pro každé m ∈ Uα ∩ Uβ muśı tedy gαβ splňovat podmı́nky

gαα(m) = 1F , gβα(m) = (gαβ(m))−1. (2.24)

Může se stát, že m ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ . Potom se snadno odvod́ı tzv. kocyklová podmı́nka:

gαβ(m) ◦ gβγ(m) = gαγ(m). (2.25)

Často nastane situace, kdy člověk začne s typickým vláknem F , bazickou varietou M a se surjek-
tivńı projekćı π : E → M z totálńıho prostoru, který apriori neńı hladká varieta. Potom je
užitečné následuj́ıćı tvrzeńı:

Tvrzeńı 2.2.2. Necht’ π : E → M je zobrazeńı z množiny E do hladké variety M . Necht’ F je
hladká varieta. Mějme zadána bijektivńı zobrazeńı φα : Uα×F → π−1(Uα) taková, že π◦φα = π1

a {Uα}α∈I je otevřené pokryt́ı M .

Pokud jsou všechna přechodová zobrazeńı gαβ : Uα ∩ Uβ → Diff(F ) hladká, existuje unikátńı
topologie a hladká struktura na E, že π : E → M je hladké a {(Uα, φα)}α∈I tvoř́ı lokálńı trivia-
lizaci pro fibrovaný prostor π : E →M s typickým vláknem F .

Toto tvrzeńı se aplikuje velmi často, např́ıklad u konstrukce tečného a kotečného vektorového
bundlu. Ve skutečnosti plat́ı ještě silněǰśı tvrzeńı. Dokonce nepotřebujeme ani zobrazeńı φα ani
prostor E. Následuj́ıćı věta ukáže, že jediným zaj́ımavým objektem jsou přechodová zobrazeńı.

Věta 2.2.3. Necht’ M a F jsou hladké variety. Necht’ {Uα}α∈I je otevřené pokryt́ı M a pro každý
neprázdný pr̊unik Uα ∩ Uβ existuje hladká funkce gαβ : Uα ∩ Uβ → Diff(F ) splňuj́ıćı podmı́nky
(2.24), taková, že pro všechny neprázdné pr̊uniky Uα ∩Uβ ∩Uγ plat́ı kocyklová podmı́nka (2.25).

Potom existuje fibrovaný prostor π : E → M s typickým vláknem F a lokálńı triviali-
zaćı {(Uα, φα)}α∈I takovou, že gαβ jsou jej́ı přechodová zobrazeńı. Takový fibrovaný prostor je
unikátńı až na izomorfismus.

Aplikace tohoto tvrzeńı už neńı tak častá při konstrukci užitečných fibrovaných prostor̊u,
často se však hod́ı v existenčńıch d̊ukazech. Často nastává situace, kdy F neńı obecná varieta,
ale varieta s dodatečnou strukturou. Velmi užitečným př́ıkladem je ten následuj́ıćı:

Definice 2.2.4. Necht’ π : E → M je fibrovaný prostor, kde F = V je vektorový pro-
stor. Řekneme, že E je vektorový fibrovaný prostor, nebo též vektorový bandl, pokud
přechodová zobrazeńı gαβ : Uα ∩ Uβ → Diff(V ) maj́ı hodnotu v konečně-rozměrné podgrupě
GL(V ) ⊆ Diff(V ), neboli pro každé m ∈ Uα ∩ Uβ je gαβ(m) lineárńı isomorfismus prostoru V .

Každé vlákno Em vektorového bandlu má unikátńı strukturu vektorového prostoru, takovou
že φα(m, ·) : V → Em je lineárńı isomorfismus.
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Často je lineárńı struktura na vláknech dopředu zadaná, viz. konstrukce TM . Potom stač́ı
ověřit, že je trivializačńı zobrazeńı φα(m, ·) lineárńı. Potom je automaticky lineárńı isomorfismus
a přechodové funkce jsou lineárńı isomorfismy.

Daľśım d̊uležitým konceptem jsou lokálńı řezy fibrovaného prostoru. Kromě jejich př́ımočaré
geometrické interpretace (např. lokálńı vektorová pole) často můžou posloužit ke konstrukce
lokálńı trivializace (viz. následuj́ıćı sekce).

Definice 2.2.5. Necht’ π : E →M je fibrovaný prostor. Řekneme, že hladké zobrazeńı σ : U → E
je lokálńı řez fibrace π pokud π ◦ σ = 1U . Prostor lokálńıch řez̊u na okoĺı U se označuje jako
ΓU (E). Pokud U = M , ř́ıkáme, že σ je globálńı řez a ṕı̌seme Γ(E) pro jejich množinu.

2.3 Principálńı fibrace

Centrálńım objektem této přednášky bude daľśı speciálńı př́ıpad fibrovaného prostoru. Uvažujme
nyńı př́ıpad, kdy F = G, kde G je Lieova grupa. Jak omezit přechodová zobrazeńı nyńı?

Stač́ı si uvědomit, že G samotná tvoř́ı podgrupu Diff(G). Vskutku, každému g ∈ G můžeme
přǐradit unikátńı levou translaci Lg ∈ Diff(G). Přǐrazeńı g 7→ Lg je grupový monomorfismus,
protože Lgg′ = Lg ◦ Lg′ , Le = 1G, a Lg = 1G implikuje g = e. Budeme se nyńı zabývat právě
fibrovanými prostory, jejichž přechodová zobrazeńı lež́ı v této podgrupě.

Definice 2.3.1. Necht’ π : P →M je fibrovaný prostor s typickým vláknem G, kde G je Lieova
grupa. Necht’ R : P × G → P je pravá akce Lieovy grupy G na P . Předpokládáme následuj́ıćı
vlastnosti všech zúčastněných:

1. Akce R je volná a p̊usob́ı podél vláken, tj. π ◦Rg = π pro všechny g ∈ G.

2. Zúžeńı akce R na každé vlákno je tranzitivńı, tj. pro každé p, p′ ∈ Pm existuje (unikátńı)
g ∈ G, takové že p′ = p · g.

3. Existuje lokálńı trivializace {Uα, φα}α∈I , jej́ıž zobrazeńı jsou ekvivariantńı, tj. pro každé
m ∈ Uα a g, h ∈ G plat́ı

φα(m, gh) = φα(m, g) · h. (2.26)

Takovou lokálńı trivializaci budeme nazývat principálńı.

Potom se fibrovaný prostor (P,M, π,R) nazývá hlavńı fibrovaný prostor nebo též principálńı
G-bandl, principálńı fibrovaný prostor atd. Anglicky nejčastěji principal G-bundle.

Poznámka 2.3.2. Všimněte si, že akce R nemůže být pro M 6= {m} tranzitivńı. Dokonce snadno
urč́ıme orbity, jsou jimi přesně vlákna fibrace Pm difeomorfńı grupě G. Zároveň, až na př́ıklad
triviálńıho principálńıho bundlu, Pm nemá dobře definovanou strukturu Lieovy grupy - obecně
nelze jednoznačně určit jednotku grupy.

Tvrzeńı 2.3.3. Necht’ (P,M, π,R) je hlavńı fibrovaný prostor. Potom přechodová zobrazeńı prin-
cipálńı trivializace maj́ı hodnoty v podgrupě G ⊆ Diff(G).

D̊ukaz. Necht’ m ∈ Uα ∩ Uβ . Pro prvek h ∈ G můžeme psát

(gαβ(m))(h) = (π2 ◦φ−1
α )(φβ(m,h)) = (π2 ◦φ−1

α )(φβ(m, e) ·h) = (π2 ◦φ−1
α (φβ(m, e))) ·h. (2.27)
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Označ́ıme-li ĝαβ(m) = π2 ◦ φ−1
α φβ(m, e)), můžeme psát

(gαβ(m))(h) = ĝαβ(m) · h ≡ Lĝαβ(m)(h). (2.28)

Vid́ıme tedy, že přechodová zobrazeńı skutečně p̊usob́ı jako levá translace grupou G, a tedy maj́ı
hodnoty ve výše zmı́něné podgrupě Diff (G) �

Poznámka 2.3.4. Podobně jako v př́ıpadě obecné fibrace plat́ı opačné tvrzeńı. Pokud máme
fibrovaný prostor P s typickým vláknem G, v němž přechodová zobrazeńı p̊usob́ı levou translaćı,
můžeme totálńı P vybavit unikátńı pravou akćı grupy G volnou a tranzitivńı podél vláken, která
z dané lokálńı trivializace udělá principálńı a tedy z P hlavńı fibrovaný prostor.

Př́ıklad 2.3.5. Necht’ P = M × G je triviálńı fibrovaný prostor, π : M × G → M projekce.
Definujeme Rg(m,h) = (m,h · g). Potom identické zobrazeńı φ : M ×G→M ×G je principálńı
lokálńı (zde globálńı) trivializace a π : M ×G→M je hlavńı fibrovaný prostor.

Hlavńı fibrovaný prostor má následuj́ıćı užitečnou vlastnost, kde pokryt́ı lokálńımi řezy vždy
definuje principálńı lokálńı trivializaci.

Tvrzeńı 2.3.6. Necht’ π : P →M je hlavńı fibrovaný prostor. Necht’ {Uα}α∈I je otevřené pokryt́ı
M a {σα}α∈I je kolekce hladkých lokálńıch řez̊u σα ∈ ΓUα(P ). Potom φ′α : Uα × G → π−1(Uα)
definovaná jako φ′α(m, g) = σα(m) · g definuj́ı principálńı lokálńı trivializaci P .

D̊ukaz. Protože π ◦ σα = 1Uα a π(p · g) = p, dostáváme π(φ′α(m, g)) = π(σα(m)) = m = π1(m).
Zobrazeńı jsou ekvivariantńı, zřejmě φ′α(m, gh) = σα(m) · (gh) = (σα(m) · g) · h = φ′α(m, g) · h.
Pro dokončeńı d̊ukazu muśıme ukázat, že φ′α : Uα ×G→ π−1(Uα) je difeomorfismus.

φ′α můžeme psát jako složeńı hladkých zobrazeńı φ′α = R ◦ (σα × 1G), kde R : P × G → P
je pravá akce na P . Máme tedy φ′α hladké. Necht’ p ∈ π−1(Uα). Protože bod σα(π(p)) lež́ı ve
stejném vlákně, existuje unikátńı gα(p) ∈ G, takový že

p = σα(π(p)) · gα(p). (2.29)

Definujeme inverzńı zobrazeńı jako φ′−1
α (p) = (π(p), gα(p)). Snadno se ověř́ı, že opravdu φ′α ◦

φ′−1
α = 1 and φ′−1

α ◦ φ′α = 1. Vı́me tedy, že φ′α je hladká bijekce. Abychom ukázali, že jde
o difeomorfismus, stač́ı ukázat, že φ′α je vnořeńı, tedy jeho tečné zobrazeńı je v každém vodě
injektivńı. Potřebné prostředky (fundamentálńı vektorová pole) budeme mı́t až v daľśı sekci. �

Důsledek 2.3.7. Hlavńı fibrovaný prostor je trivializovatelný, právě tehdy když existuje nějaký
globálńı hladký řez.

Př́ıklad 2.3.8. Necht’ M je libovolná varieta s pravou a volnou akćı R grupy G. Necht’ M/G je
množina všech orbit akce R nazývaná prostor orbit. Definujeme zobrazeńı π : M →M/G jako
π(m) = G · m, tj. každému bodu přǐrad́ı jeho orbitu. Jelikož každá orbita je orbitou nějakého
bodu, je π surjektivńı. Pro každé O ∈M/G je π−1(O) = O ⊆M viděna jako podmnožina M .

M/G vždycky topologický prostor, kde U ⊆ M/G je otevřená právě tehdy když π−1(U) je
otevřená v M . Je to nejhrubš́ı (nejméně otevřených množin) topologie v které je π spojité. Za
ideálńıch okolnost́ı existuje (ne vždy!) hladká struktura, taková že π : M →M/G je surjektivńı
hladké ponořeńı (surjective submersion).

Za takových podmı́nek vždy existuje pokryt́ı {Uα}α∈I variety M/G a kolekce hladkých řez̊u
{σα}α∈I , kde σα : Uα → M splňuje π ◦ σα = 1Uα . Modifikaćı d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı se
dá ukázat, že přesně stejným zp̊usobem se na π : M → M/G dá definovat struktura hlavńıho
fibrovaného prostoru.
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V daľśım př́ıkladu se podrobně pod́ıváme na fyzikálně extrémně d̊uležitý př́ıklad hlavńıho
fibrovaného prostoru. Je j́ım tzv. Hopfova fibrace π : S3 → S2, kde G = U(1)

.
= S1.

Př́ıklad 2.3.9 (Hopfova fibrace II). Uvažujme nyńı grupu SU(2) a jej́ı p̊usobeńı na dvou r̊uzných
prostorech. Z definice (je to podgrupa maticové grupy GL(2,C)) p̊usob́ı na vektorovém prostoru
C2, tj. pro χ ∈ C2 a A ∈ SU(2) p̊usob́ı jako A.χ ≡ LA(χ).

Ujasněme si nejprve, jak přesně vypadaj́ı orbity této akce. V C2 máme normu definovanou
jako ‖χ‖2 = χ†χ. Podobně jako při d̊ukazu SU(2)

.
= S3 vid́ıme, že pro r ≥ 0 můžeme psát

S3
r
.
= {χ ∈ C2 | χ†χ = r2} = {χ ∈ C2 | ‖χ‖ = r}. (2.30)

Tvrd́ıme, že orbity SU(2) jsou přesně tyto tř́ırozměrné sféry pro r ≥ 0. Všimněte si, že máme
C2/ SU(2) = [0,+∞), prostor jenž neńı nikdy hladkou varietou.

Protože akce SU(2) zachovává normu, tj. ‖Aχ‖ = ‖χ‖ pro všechny A ∈ SU(2), každá z orbit
muśı být obsažena v nějaké z S3

r. Necht’ χ ∈ S3
r je libovolné. Sestroj́ıme A, že χ = A.χ0, kde

χ0 = (r, 0)T je jeden z
”
pól̊u“ S3

r. Necht’ χ = (α, λ)T . Dosazeńım snadno zjist́ıme, že

A =
1

r

(
α −λ̄
λ ᾱ

)
. (2.31)

Protože ‖χ‖ = r, snadno se ukáže, že opravdu A ∈ SU(2). Viz také (2.11). Jelikož každé dva
body na S3

r spoj́ıme sekvenćı dvou akćı SU(2), muśı být celá S3
r v jedné orbitě.

Definujeme nyńı zobrazeńı π : C2 → R3 vztahem

π(χ)i = χ†σiχ. (2.32)

Nyńı ověř́ıme několik vlastnost́ı tohoto zobrazeńı.

Bod 1: π skoro zachovává normu: Pro libovolný χ ∈ C2 je χχ† hermitovská komplexńı
matice 2× 2. Lze ji unikátně zapsat pomoćı normy ‖χ‖ a zobrazeńı π jako

χχ† =
1

2
(‖χ‖2 · 1 + π(χ)i · σi) (2.33)

Snadno se ukáže, že (1, σ1, σ2, σ3) tvoř́ı bázi prostoru H(2,C) hermitovských matic. Vzpomeňte
H0(2,C) z př́ıkladu 2.1.19, což je podprostor H(2,C) tvořený lineárńım obalem báze (σ1, σ2, σ3).
Koeficienty v této bázi se źıskaj́ı pomoćı stop, tj.

H =
1

2
(Tr(H) · 1 + Tr(σi.H) · σi) (2.34)

Pro H = χχ† pomoćı záměn
”
pod stopou“ snadno dostáváme výsledek. Užit́ım této formulky

snadno zjist́ıme eukleidovskou normu obrazu π(χ) v závislosti na normě ‖χ‖. Máme

‖π(χ)‖2 = π(χ)iπ(χ)i = χ†σiχχ
†σiχ = Tr(χ†σiχχ

†σiχ) = Tr(χχ†σiχχ
†σi)

=
1

4
(‖χ‖4 Tr(σiσi) + π(χ)jπ(χ)k Tr(σjσiσkσi))

=
1

4
(‖χ‖42δii + 2π(χ)jπ(χ)k(δijδki − δjkδii + δjiδik))

=
1

4
(6‖χ‖4 − 2‖π(χ)‖2).

(2.35)
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Odtud ‖π(χ)‖2 = ‖χ‖4, a tedy π definuje zobrazeńı π : S3√
r
→ S2

r. Zobrazeńı je hladké protože

p̊uvodńı zobrazeńı je jen polynom v komponentách χ.

Bod 2: π je ekvivariantńı zobrazeńı: Připomeňme, že máme grupový homomorfismus
θ̂ : SU(2)→ SO(3) a tedy i akci θ̂A grupy SU(2). Tvrd́ıme, že

π(LA(χ)) = θ̂A(π(χ)). (2.36)

To ale ve skutečnosti př́ımo plyne z definice akce θ̂. Vskutku, máme

π(LA(χ))i = χ†(A†σiA)χ = Tr(σiAχχ
†A†) =

1

2
Tr(σiA(‖χ‖2 · 1 + π(χ)kσk)A†)

= π(χ)k ·
1

2
Tr(σiAσkA

†) = Rik · π(χ)k.

(2.37)

To je ale přesně vyjádřeńı (2.36). Vid́ıme, že π je ekvivariantńı.

Bod 3: π : S3 → S2 je surjektivńı zobrazeńı: Necht’ n ∈ S2 ⊆ R3 je vektor normovaný na
1. Necht’ ζ ∈ S3 ⊆ C2 je libovolný normovaný vektor, ζ†ζ = 1. Označme n′ = π(ζ) normovaný
obraz v C2. Protože S2 je orbita grupy rotaćı, určitě existuje B ∈ SO(3), že n = B.n′. Ale

protože nakryt́ı θ̂ : SU(2)→ SO(3) je surjektivńı, existuje A ∈ SU(2), takové že B = θ̂A. Potom

π(LA(ζ)) = θ̂A(π(ζ)) = B.n′ = n. (2.38)

A tedy π je surjektivńı. Ve skutečnosti jde o surjektivńı ponořeńı, protože každé ekvivariantńı
zobrazeńı má konstantńı hodnost podél celé orbity, v tomto př́ıpadě tedy podél celé S3. A hladké
surjektivńı zobrazeńı s konstantńı hodnost́ı je vždycky ponořeńı (to neńı triviálńı tvrzeńı).

Bod 4: Podél vláken π volně a tranzitivně p̊usob́ı grupa U(1). Připomeňme, že grupu
U(1) ⊆ GL(C, 1) = C vybavujeme hladkou strukturou podvariety C ≈ R2, přičemž

U(1) = {exp(iα) | α ∈ R} = S1. (2.39)

Tj. α je
”
polárńı“ souřadnice na S1. U(1) má pravou (a tedy i levou) akci na C2 definovanou

jako násobeńı odpov́ıdaj́ıćım komplexńım č́ıslem: χ · eiα = eiαχ. Zřejmě ‖χ · eiα‖ = ‖χ‖ a akci
tedy můžeme zúžit na S3 ⊆ C2. Označme Reiα(ζ) ≡ ζ · eiα. Chceme ukázat, že π ◦Reiα = π:

π(eiαζ)i = (eiαζ)†σi(e
iαζ) = e−iα(ζ†σiζ)eiα = π(ζ)i. (2.40)

Dál chceme ukázat, že akce p̊usob́ı volně. Necht’ eiαζ = ζ. Stač́ı rovnici vynásobit ζ† zleva a
dostáváme eiαζ†ζ = ζ†ζ. Odtud eiα = 1 ≡ eU(1).

Konečně, muśıme ukázat, že je akce tranzitivńı. Necht’ ζ ∈ S3, takové, že π(ζ) = n. Definujme
komplexńı matici Σ = n · σ. Podle předpokladu ζζ† = 1

2 (1 + n · σ). Odtud tedy

Σ(ζ) = (2ζζ† − 1)ζ = 2ζζ†ζ − ζ = ζ. (2.41)

Odtud vid́ıme, že každý bod vlákna π−1(n) je vlastńım vektorem operátoru Σ s vlastńım č́ıslem
1. Opačné tvrzeńı je také pravdivé. Necht’ Σ(ζ) = ζ. Máme π(ζ)i = ζ†σiζ. Vynásobeńım ni a
sečteńım přes i dostáváme π(ζ)i · ni = 1, tj. π(ζ) · n = 1. Ale π(ζ) i n jsou směrové vektory,
odkud plyne π(ζ) = n. Vlákna π maj́ı tedy jednoduchou interpretaci:

π−1(n) = {ζ ∈ C2 | ζ je normovaným vlastńım vektorem n · σ s vlastńım č́ıslem 1}. (2.42)
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Každý absolvent kvantové mechaniky v́ı, že n · σ má vlastńı č́ısla {−1, 1} a př́ıslušné vlastńı
prostory jsou jednorozměrné. Je-li tedy χ′ libovolný jiný normovaný vlastńı vektor, je χ′ = eiαχ
pro nějaké eiα ∈ U(1). To ukazuje tranzitivitu.

Bod 5: Dostáváme netriviálńı hlavńı fibraci se strukturńı grupou U(1): Ukázali jsme,
že π : S3 → S2 je hladká surjektivńı submerze. Definovali jsme hladkou volnou akci p̊usob́ıćı
tranzitivně podél vláken. Abychom ukázali, že jde o hlavńı fibraci, muśı se definovat lokálńı
trivializace. Protože π je submerze, vždycky existuje kolekce {σα}α∈I hladkých řez̊u π, jejichž
definičńı obory pokrývaj́ı S2. Úplně stejně jako v d̊ukazu tvrzeńı 2.3.6 se pomoćı nich definuje
principálńı lokálńı trivializace S3.

Výsledný hlavńı fibrovaný prostor se nazývá Hopfova fibrace. Výsledek neńı triviálńı fib-
rovaný prostor, protože S3 � S2 × S1 a topologický prostor S2 × S1 neńı jednoduše souvislý.

Daľśı př́ıklad hlavńıho fibrovaného prostoru je jedńım z těch úplně nejd̊uležitěǰśıch. Ukazuje,
že kolekce všech báźı všech tečných prostor̊u tvoř́ı fibrovaný prostor s přirozenou akćı grupy
GL(n,R). Je d̊uležité mu porozumět, protože naprostá věťsina formálńıch definic v teorii hlavńıch
fibrovaných prostor̊u pocháźı ze studia tohoto speciálńıho př́ıpadu!

Př́ıklad 2.3.10 (Hlavńı fibrace repér̊u (angl. Frame bundle)). Připomeňme př́ıklad 2.1.8. Pro
každý n-rozměrný vektorový prostor V jsme definovali varietu E(V ) všech báźı prostoru V .

Necht’ M je libovolná n-rozměrná hladká varieta. Definujeme totálńı prostor F (M) jako

F (M) =
⊔
m∈M

E(TmM), (2.43)

tj. F (M) je množina všech báźı všech tečných prostor̊u k varietě M . Necht’ e ∈ E(TmM). Potom
π : F (M)→M definujeme jako π(e) = m, tj. každé bázi přǐrad́ıme bod variety M , kde se dotýká
tečný prostor jehož je e báźı. Jelikož E(TmM) 6= ∅, je π surjektivńı.

Typickým vláknem π : F (M) → M bude Lieova grupa GL(n,R). Necht’ {Uα, ϕα}α∈I je
souřadnicový atlas variety M . Označme př́ıslušné souřadnicové funkce xiα : Uα → R. Pro každý
bod m ∈ Uα tedy dostáváme prvek ∂(α)|m ∈ E(TmM), kde

∂(α)|m = (
∂

∂xiα

∣∣∣∣
m

, . . . ,
∂

∂xnα

∣∣∣∣
m

). (2.44)

Nyńı definujeme lokálńı trivializaci φα : Uα × GL(n,R) → π−1(Uα). Připomeňme, že GL(n,R)
p̊usob́ı přirozeně zprava na E(V ) pro libovolný n-rozměrný prostor. Potom

φα(m,A) := ∂(α)|m ·A, (2.45)

pro každé m ∈ Uα a A ∈ GL(n,R). V duchu tvrzeńı 2.2.2 muśıme ukázat, že jsme právě definovali
bijekci, takovou že π ◦ φα = π1. Ale protože ∂(α)|m je báze v TmM , je i výsledek p̊usobeńı A (z
definice). A tedy π(φα(m,A)) = m. Zjevně je to bijekce, protože pro každé e ∈ E(TmM) existuje
právě jedno A ∈ GL(n,R), že e = ∂(α)|m ·A. Abychom mohli využ́ıt služeb tvrzeńı 2.2.2, muśıme
ukázat, že přechodová zobrazeńı jsou hladká.

Necht’ tedy m ∈ Uα ∩ Uβ . Ale potom ∂(β)|m = ∂(α)|m · J(m), kde J je Jacobiho matice
transformace přechodového zobrazeńı ϕα ◦ ϕ−1

β . Potom přechodové zobrazeńı trivializace je

[gαβ(m)](A) = π2φ
−1
α (φβ(m,A)) = π2φ

−1
α (∂(β)|m ·A)

= π2φ
−1
α (∂(α)|m · J(m) ·A)

= J(m) ·A.
(2.46)
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Vid́ıme tedy, že přechodová zobrazeńı p̊usob́ı levou translaćı prvkem J(m), který (jako každá
Jacobiho matice v atlasu) hladce záviśı na m. Z tvrzeńı 2.2.2 tedy plyne, že existuje unikátńı
hladká struktura na F (M), která z π : F (M)→M udělá fibrovaný prostor.

Muśıme ještě definovat vhodnou akci GL(n,R) na F (M). Existuje jediná logická možnost, a
tedy RA(e) = e ·A pro každé e ∈ F (M) a A ∈ GL(n,R). V každém vlákně tedy definuje pravou
akci z př́ıkladu 2.1.8, o které jsme již ukázali, že je tam volná a tranzitivńı.

Nakonec najednou ukážeme, že akce je hladká a lokálńı trivializace {(Uα, φα)}α∈I je ekviva-
riantńı a tedy tzv. principálńı. Pro každé A,B ∈ GL(n,R) a m ∈ Uα máme

RA(φα(m,B)) = φα(m,B) ·A = ((∂α|m) ·B) ·A = φα(m,B.A). (2.47)

To ukazuje ekvivarianci. Zároveň je pravá strana hladká v (m,B,A), a tedy R : π−1(Uα) ×
GL(n,R) → π−1(Uα) je hladké zobrazeńı pro každé α ∈ I. π : F (M) → M se nazývá hlavńı
fibrace repér̊u, nebo známěji v angličtině frame bundle.

Cvičeńı 2.3.11. Ujasněte si, že lokálńı řezy π : F (M) → M odpov́ıdaj́ı (lokálně definovaným)
poĺım repér̊u. Dle d̊usledku 2.3.7 je tedy F (M) trivializovatelný právě tehdy když existuje globálně
definované pole repér̊u. Takové varietě se ř́ıká paralelizovatelná. To nastane např́ıklad pokud
M = G je Lieova grupa.

2.4 Fundamentálńı vektorová pole, vertikálńı podprostor

Následuj́ıćı odstavce funguj́ı pro libovolnou hladkou varietu P s libovolnou pravou akćı R :
P × G → P Lieovy grupy G. Připomeňme, že Lieova algebra g = Lie(G) Lieovy grupy G je
vektorový prostor který ztotožňujeme s tečným prostorem v e ∈ G, tj. g = TeG.

g je izomorfńı podprostoru XL(G) nekonečně-rozměrné Lieovy algebry X(G) tvořenému levo-
invariantńımi vektorovými poli. Izomorfismus přǐrad́ı každému x ∈ g př́ıslušné levo-invariantńı
vektorové pole xL definované jako

xL|g = Lg∗(x) ≡ [Te(Lg)](x). (2.48)

Plat́ı xL|e = x. Jelikož xL je vektorové pole jako každé jiné, existuj́ı i jeho integrálńı křivky.
Jeho integrálńı křivka γ : R→ G startuj́ıćı v t = 0 z bodu e se označuje jako γ(t) ≡ exp(tx), tj.

exp(0 · x) = e,
d

dt
exp(tx) = xL|exp(tx). (2.49)

Zejména plat́ı, že x je tečné k exp(tx) v t = 0, tj. x = d
dt

∣∣
t=0

exp(tx).

Intuitivně je následuj́ıćı myšlenka velmi jednoduchá. Zvoĺım si libovolný bod m ∈ P a libo-
volný element x ∈ g. Ten je tečný ke křivce exp(tx). Pro každé t se pod́ıvám, jak prvek exp(tx)
zap̊usob́ı na bod m, tedy na bod m · exp(tx). To mi ale definuje novou křivku t 7→ m · exp(tx),
tentokrát

”
namalovanou“ ve varietě P . A já se pod́ıvám na jej́ı tečnu v bodě m, tj. pro t = 0.

T́ım definuji tečný vektor v TmP :

#x|m :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

m · exp(tx). (2.50)

Tento postup zopakuji pro každý bod m ∈ M a dostanu tedy vektorové pole #x. Je to hladké
vektorové pole, protože zobrazeńı φ#x : R×M →M definované jako φ#x(t,m) = m · exp(tx) je
hladké v m a splňuje všechny vlastnosti toku vektorového pole. Je jasné, že φ#x je tokem #x.
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Definice 2.4.1. Pro každé x ∈ g, #x se nazývá fundamentálńı vektorové pole prvku x.

Přǐrazeńı fundamentálńıho vektorového pole x 7→ #x můžeme interpretovat jako zobrazeńı
# : g → X(P ). Často se nazývá infinitesimálńı generátor akce R. Nyńı ukážeme, že toto
zobrazeńı má několik zásadńıch vlastnost́ı.

Tvrzeńı 2.4.2. Zobrazeńı # : g → X(P ) je lineárńı. Pro každé m definuje lineárńı zobrazeńı
#m : g→ TmP . Vlastnosti tohoto zobrazeńı odráž́ı lokálńı vlastnosti akce R:

(i) Je-li Gm = {e}, je #m monomorfismus.

(ii) Existuje-li otevřené okoĺı bodu m, kde je akce R tranzitivńı, je #m epimorfismus.

D̊ukaz. Připomeňme si orbitové zobrazeńı R(m) : G → P definované jako R(m)(g) = R(m, g) =
m · g. Potom můžeme psát

#m(x) = #x|m =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

m · exp(tx) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

R(m)(exp(tx)) = R
(m)
∗ (x) ≡ (TeR

(m))(x). (2.51)

Ale R
(m)
∗ : g ≡ TeG→ TmP je jako každý push-forward lineárńı zobrazeńı. Tedy #|m je lineárńı.

Nyńı ad (i): Za těchto předpoklad̊u je zobrazeńı R(m) injektivńı. Necht’ #m(x) = 0. S využit́ım
toho, že R(m)(gh) = R(m)(g) · h dostáváme

d

dt
R(m)(exp(tx)) =

d

ds

∣∣∣∣
s=0

R(m)(exp((s+ t)x)) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

R(m)(exp(sx) · exp(tx))

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

Rexp(tx)(m · exp(sx)) = Rexp(tx)∗(#m(x)) = 0.

(2.52)

Odtud vid́ım, že R(m)(exp(tx)) = R(m)(e) pro každé t ∈ R. Z injektivity exp(tx) = e pro všechny
t ∈ R. Odtud ale x = d

dt

∣∣
t=0

exp(tx) = 0. A tedy #m je injektivńı.

Ad (ii): Necht’ R je tranzitivńı na okoĺı V 3 m. Potom H = (R(m))−1(V ) je otevřená množina
splňuj́ıćı, že R(m)(H) = V , a tedy R(m) : H → V je tedy surjektivńı hladké zobrazeńı. Protože
R(m) je ekvivariantńı, jeho tečné zobrazeńı ThR

(m) má stejnou hodnost pro každé h ∈ H. Ze
surjektivity ale už (netriviálně) plyne, že ThR

(m) má maximálńı hodnost, tedy je surjektivńı pro
každé h ∈ H. To plat́ı zejména pro #m ≡ TeR(m). �

Důsledek 2.4.3. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor s pravou akćı R. Potom je pro
každé p ∈ P zobrazeńı #p : g→ TpP monomorfńı.

Orbity akce R jsou vložené podvariety vláken π−1(m). Potom pro každé p ∈ P a m = π(p),
#p : g → Tp(π

−1(m)) je lineárńı izomorfismus, tj. tečné prostory k vlákn̊um jsou kanonicky
izomorfńı g.

D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı je zřejmé, protože akce R je volná a zbytek plyne z (i). Protože vlákna
jsou vložené podvariety a orbity akce R, můžeme akci zúžit na ně. Tam je akce volná a nav́ıc i
tranzitivńı. Fundamentálńı vektorová pole jsou tedy tečná k vlákn̊um a jelikož je podél nich akce
tranzitivńı, z tvrzeńı (ii) vyplývá, že je #|p : g→ Tp(π

−1(m)) ⊆ TpP je surjektivńı. �

Jelikož jak g tak X(P ) maj́ı přirozenou strukturu Lieovy algebry, můžeme se ptát, jak moc
# respektuje tuto přidanou strukturu. Nejprve si ale muśıme připomenou následuj́ıćı pojem.
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Definice 2.4.4. Necht’ M a N jsou libovolné hladké variety, ϕ : M → N . Necht’ X ∈ X(M) a
Y ∈ X(N) jsou hladká vektorová pole. Řekneme, že X a Y jsou ϕ-vztažená1, pokud

ϕ∗(X|m) = Y |ϕ(m). (2.53)

Ṕı̌seme X ∼ϕ Y .

Analýzou odpov́ıdaj́ıćıch lokálńıch tok̊u lze snadno odvodit následuj́ıćı tvrzeńı:

Lemma 2.4.5. Necht’ ϕ : M → N jako v předchoźı definici. Necht’ X ∼ϕ Y a X ′ ∼ϕ Y ′. Potom

[X,X ′] ∼ϕ [Y, Y ′]. (2.54)

Explicitně řečeno, pro každé m ∈M plat́ı ϕ∗([X,X
′]|m) = [Y, Y ′]|ϕ(m).

S využit́ım tohoto pozorováńı je jednoduché dokázat následuj́ıćı d̊uležité tvrzeńı:

Tvrzeńı 2.4.6 (Infinitesimálńı generátor je homomorfismus). Necht’ R : P × G → P je pravá
akce Lieovy grupy G na varietě P . Potom zobrazeńı # : g → X(P ) je homomorfismus Lieových
algeber, tj. pro každé x, y ∈ g plat́ı rovnost

[#x,#y] = #[x, y]g. (2.55)

D̊ukaz. Důkaz je př́ımou aplikaćı lemmatu 2.4.5. Necht’m ∈ P je fixńı bod, a necht’R(m) : G→M
je orbitové zobrazeńı př́ıslušné akci R. Necht’ x ∈ g a xL ∈ X(G). Potom xL ∼R(m) #x:

R
(m)
∗ (xL|g) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

R(m)(g exp(tx)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

m · (g exp(tx)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(m · g) · exp(tx)

= #x|m·g = #x|R(m)(g).

(2.56)

Pro libovolné x, y ∈ g, m ∈ P a g ∈ G tedy dostáváme relaci

R
(m)
∗ ([xL, yL]|g) = [#x,#y]|m·g. (2.57)

Dosazeńım g = e poté uvid́ıme přesně rovnost (2.55). �

Z definice fundamentálńıch vektorových poĺı lze očekávat zaj́ımavé chováńı v̊uči translaćım
př́ıslušné akce. Připomeňme si definici adjungované reprezentace. Pro každé g ∈ G máme
př́ıslušnou konjugaci Ig : G→ G. Plat́ı Ig(e) = e. Jelikož g = TeG, př́ıslušné tečné zobrazeńı Ig∗
definuje lineárńı izomorfismus Lieovy algebry g. Definujeme Adg(x) := Ig∗(x). Plat́ı

Adg(x) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ig(exp(tx)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

g exp(tx)g−1. (2.58)

Zároveň ale plat́ı (jako pro každý element g) rovnice Adg(x) = d
dt

∣∣
t=0

exp(tAdg(x)). Z jedno-
značnosti maximálńıch integrálńıch křivek vektorových poĺı potom plyne následuj́ıćı lemma:

Lemma 2.4.7. Pro všechny g ∈ G, x ∈ g a t ∈ R plat́ı rovnost

exp(tAdg(x)) = g exp(tx)g−1. (2.59)

1Někdy též ϕ-př́ıbuzná.
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S využit́ım tohoto pozorováńı je již snadné dokázat následuj́ıćı (kĺıčové) tvrzeńı:

Tvrzeńı 2.4.8. Necht’ R : P × G → P je pravá akce Lieovy grup G na P a # : g → X(P ) je
př́ıslušný infinitesimálńı generátor. Potom pro každé g ∈ G a x ∈ g plat́ı

Rg∗(#x) = #(Adg−1(x)). (2.60)

D̊ukaz. Nejprve si zapǐsme (2.60) v každém bodě m ∈ P . Máme ukázat, že

Rg∗(#x|m) = #(Adg−1(x))|m·g. (2.61)

Začněme př́ımočarým výpočtem z levé strany.

Rg∗(#x|m) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Rg(m · exp(tx)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(m · exp(tx)) · g

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(m · g) · (g−1 exp(tx)g)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(m · g) · (Adg−1(x)) = #(Adg−1(x))|m·g.

(2.62)

A je to dokázáno, a je to hotovo. �

Cvičeńı 2.4.9. Nalezněte modifikaci tvrzeńı 2.4.6 a 2.4.8 pro levé akce Lieových grup.

Př́ıklad 2.4.10 (Fundamentálńı vektorová pole na hlavńı fibraci repér̊u). Necht’ P = F (M) a
G = GL(n,R). Zavedeme si nejprve lokálńı souřadnice na totálńım prostoru F (M).

Připomeňme, že lokálńı trivializaci jsme zavedli s pomoćı souřadnic (U, (x1, . . . , xn)), přičemž
trivializačńı zobrazeńı φ : U × GL(n,R) → π−1(U) jsme zavedli jako φ(m,A) = ∂|m · A, kde
∂|m = (∂1|m, . . . , ∂n|m) ∈ E(TmM) je báze souřadnicových tečných vektor̊u. Každý bod (bázi
nějakého tečného prostoru) e ∈ π−1(U) tedy můžeme jednoznačně popsat pomoćı bodu m a
matice A, že e = ∂|m ·A.

Standardńı báze {Eba}na,b=1 vektorového prostoru Rn,n matic n× n se zavede vztahem

(Eab )ij = δaj δ
i
b, (2.63)

tj. Eab je matice co má nuly všude kromě jedničky v pr̊useč́ıku b-tého řádku a a-tého sloupečku.
Potom matici A můžeme napsat jako A = Ab

aE
a
b . Vskutku, máme Ai

j = Ab
a(Eab )ij . Pro prvek

e = ∂|m ·A definujeme souřadnicové funkce xi : π−1(U)→ R a yab : π−1(U)→ R jako

xi(e) := xi(m), yab (e) := Aa
b . (2.64)

Souřadnicové funkce xi : π−1(U) → R a xi : U → R se standardně označuj́ı stejným symbolem,
přestože jde o funkce na jiných varietách. Často budeme psát y(e) ≡ yab (e)Ebe. Snadno se ověř́ı,
že (x1, . . . , xn, y1

1 , . . . , y
n
n) tvoř́ı lokálńı souřadnice na π−1(U).

Pojd’me si spoč́ıtat fundamentálńı vektorová pole pravé akce R : F (M)×GL(n,R)→ F (M).
Připomeňme, že g = gl(n,R)

.
= Rn,n. Každý element x ∈ g lze tedy zapsat jako x = xabE

b
a.

Jelikož # je lineárńı, stač́ı spoč́ıtat #Eab . Necht’ e ∈ F (M) je libovolný bod. Potom

#Eab |e = V i
∂

∂xi

∣∣∣∣
e

+W c
d

∂

∂ydc

∣∣∣∣
e

, (2.65)
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kde V i a W c
d se vypoč́ıtaj́ı (z definice) jako

V i =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

xi(e · exp(tEab )), W c
d =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ycd(e · exp(tEab )). (2.66)

Jelikož akce p̊usob́ı podél vláken, neměńı bod ve kterém se báze nacháźı. A tedy V i = 0. Pro
výpočet druhé komponenty, výraz v závorkách můžeme přepsat jako

e · exp(tEab ) = ∂|m · y(e) · exp(tEav ) = ∂|m · ({y(e) · exp(tEab )}kl Elk). (2.67)

Z definice souřadnicových funkćı tedy dostáváme výraz

ycd(e · exp(tEab )) = {y(e) · exp(tEab )}cd (2.68)

Derivaćı v t = 0 a s využit́ım toho, že exp(tEab ) je opravdická maticová exponenciála, dostáváme

W c
d =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

{y(e) · exp(tEab )}cd = {y(e) · Eab }cd = yck(e)(Eab )kd = δady
c
b(e). (2.69)

Nyńı jen zbývá dosadit tyto koeficienty a dostaneme

#Eab |e = (δady
c
b(e)) ·

∂

∂ycd

∣∣∣∣
e

= ycb(e) ·
∂

∂yac

∣∣∣∣
e

. (2.70)

Pro zpřehledněńı značńı budeme použ́ıvat označeńı ∂i = ∂
∂xi a ∂ab = ∂

∂yba
. Pečlivě si vš́ımejte

polohy index̊u v druhé definici. Potom lze psát #Eab (bez indikace konkrétńıho bodu) jako

#Eab = ycb · ∂ac , a tedy pro x ∈ gl(n,R) obecně jako #x = xba#Eab = xba y
c
b · ∂ac . (2.71)

Cvičeńı 2.4.11. Ověřte explicitńım výpočtem, že pro fundamentálńı pole #x z předchoźıho
př́ıkladu plat́ı tvrzeńı 2.4.6 a 2.4.8.

Pro obecnou akci Lieovy grupy poskytuj́ı fundamentálńı vektorová pole d̊uležité informace o
samotné akci. Pro topologicky dostatečně hezké Lieovy grupy G (souvislé a jednoduše souvislé)
dokonce kóduj́ı celou akci, z pouhé znalosti zobrazeńı # lze rekonstruovat celou akci R. Pro naše
účely, tj. pro studium hlavńıch fibrovaných prostor̊u však plńı daľśı užitečnou funkci. V každém
bodě totiž generuj́ı následuj́ıćı význačný podprostor tečného prostoru totálńıho prostoru P .

Definice 2.4.12. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor se strukturńı grupou G. Pro
každé p ∈ P definujeme vertikálńı tečný podprostor, jehož elementy nazýváme vertikálńı
vektory, jako jádro tečného zobrazeńı k projekci, tj.

Verp(P ) = {X ∈ TpP | π∗(X) = 0} ≡ ker(Tpπ). (2.72)

Jelikož π je vždy hladká submerze, máme dim(Verp(P )) = dimP − dimM .

Jelikož jednotlivá vlákna Pm ≡ π−1(m) jsou vložené podvariety P definované jako vzory
jednotlivých bod̊u báze M (tvz.

”
level sets“), dá se snadno nahlédnout, že pro každé p ∈ Pm

plat́ı Tp(Pm) = ker(Tpπ) = Verp(P ). Geometricky je tedy Verp(P ) tvořen tečnými vektory, které
jsou v daném bodě p tečné k vláknu fibrace. V kombinaci s d̊usledkem 2.4.3 dostáváme následuj́ıćı
d̊uležité tvrzeńı.
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Tvrzeńı 2.4.13. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor s akćı R. Necht’ # je infi-
nitesimálńı generátor R. Potom pro každé p ∈ P , zobrazeńı #p : g → Verp(P ) je lineárńı
izomorfismus.

Definice 2.4.14. Necht’ X ∈ X(P ) je hladké vektorové pole. Řekneme, že X je vertikálńı, je-li
X|p ∈ Verp(P ) pro všechny p ∈ P .

Upozorněńı: neńı pravda, že obecně X = #x pro nějaké x ∈ g. Existuj́ı ale unikátńı hladké
funkce Xµ ∈ C∞(P ), že X = Xµ ·#tµ, kde {tµ}dim g

µ=1 je libovolná báze g.

Vertikálńı podprostor má daľśı význačnou vlastnost. Tečné zobrazeńı k pravé akci zobra-
zuje vertikálńı vektory na vertikálńı, všechny vertikálńı podprostory podél jednoho vlákna jsou
kanonicky izomorfńı. Toto je tvrzeńım následuj́ıćıho lemmatu:

Lemma 2.4.15. Pro libovolné p ∈ P a g ∈ G plat́ı Rg∗(Verp(P )) = Verp·g(P ).

D̊ukaz. Tvrzeńı snadno plyne z vlastnosti π ◦Rg = π. Potom pro X ∈ Verp(P ) plat́ı

π∗(Rg∗(X)) = (π ◦Rg)∗(X) = π∗(X) = 0. (2.73)

Odtud plyne inkluze Rg∗(Verp(P )) ⊆ Verp·g(P ). Opačná inkluze se ukáže podobně snadno. Pro
Y ∈ Verp·g(P ) můžeme psát Y = Rg∗(Rg−1∗(Y )), kde Rg−1∗(Y )) ∈ Verp(P ) podle již dokázané
inkluze. �
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Kapitola 3

Forma konexe

3.1 Formy s hodnotami ve vektorovém prostoru

Při práci s hlavńımi fibrovanými prostory často naraźıme na diferenciálńı formy, jejichž hod-
noty na vektorová pole nejsou hladké funkce do reálných č́ısel, ale hladké funkce s hodnotami v
konečně-rozměrném vektorovém prostoru. Některé ze standardńıch operaćı na obyčejných dife-
renciálńıch formách lze snadno rozš́ı̌rit na tuto větš́ı tř́ıdu, některé ne.

Definice 3.1.1. Necht’ M je hladká varieta. Je-li V libovolný konečně-rozměrný vektorový pro-
stor, řekneme, že ω je diferenciálńı p-forma s hodnotami ve V , je-li

ω : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
p krát

→ C∞(M,V ) (3.1)

totálně antisymetrické zobrazeńı, které je C∞(M)-lineárńı v každém vstupu. C∞(M,V ) označuje
modul hladkých funkćı z M do V . Označme prostor takových forem jako Ωp(M,V ).

Poznámka 3.1.2. Pro V = R dostaneme prostor obyčejných diferenciálńıch forem na M .

Podobně jako v př́ıpadě obyčejných forem můžeme formu
”
vyč́ıslit“ v každém bodě m ∈M .

V tomto př́ıpadě dostáváme p-lineárńı totálně antisymetrické zobrazeńı: ω|m : (TmM)p → V .
Ve skutečnosti má prostor Ωp(M,V ) velmi jednoduchou strukturu. Necht’ {Eµ}dimV

µ=1 je libovolná
báze vektorového prostoru V . Potom můžeme psát

ω(X1, . . . , Xp) = ωµ(X1, . . . , Xp)Eµ. (3.2)

Snadno se ověř́ı, že ωµ ∈ Ωp(M,R) ≡ Ωp(M) jsou obyčejné tzv. komponentńı p-formy. Každou
formu ω ∈ Ωp(M,V ) tedy můžeme psát (pro danou bázi jednoznačně) jako ω = ωµEµ.

Tento zápis můžeme použ́ıvat k zobecněńı známých operaćı na diferenciálńıch formách:

Definice 3.1.3. Vněǰśı derivace, vnitřńı součin a Lieova derivace se definuj́ı jako:

dω = (dωµ)Eµ, iV ω = (iV ω
µ)Eµ, LV ω = (LV ωµ)Eµ (3.3)

Necht’ A ∈ End(V ) Potom můžeme definovat p̊usobeńı A na Ωp(M,V ) jako

A(ω) = ωµA(Eµ). (3.4)
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Cvičeńı 3.1.4. Ujasněte si, že výše zmı́něné definice nezáviśı na výběru báze {Eµ} a definuj́ı
tedy kanonické operace na prostoru forem s hodnotami ve V .

Pro obecný prostor V neexistuje jednoduchý zp̊usob, jak definovat analog vněǰśıho součinu.
Obecně totiž neumı́me z dvojice vektor̊u ve V vyrobit jeden, a to

”
bilineárńım zp̊usobem“.

Pochopitelně existuje situace, kdy to umı́me.

Definice 3.1.5. Necht’ je V je zároveň algebra, tj. existuje bilineárńı zobrazeńı · : V × V → V .
Potom na Ωp(M,V ) můžeme definovat vněǰśı součin předpisem

ω ∧̇ τ = ωµ ∧ τν(Eµ · Eν) (3.5)

Cvičeńı 3.1.6. Ověřte, že definice je nezávislá od výběru báze. Ujasněte si, že pro obecnou
algebru neńı ∧̇ ani asociativńı ani gradovaně antisymetrický.

Př́ıklad 3.1.7. Ukažme si dva typické př́ıklady kde lze ř́ıct něco v́ıc o součinu ∧̇ .

(i) Součin · je asociativńı. Potom i ∧̇ je asociativńı. Neńı-li pochyb o algebře použité ve V ,
vynecháváme tečku.

Neńı však gradovaně antisymetrický. To plat́ı pouze pro př́ıpad, kdy je · komutativńı součin.
To je d̊uvod proč vše funguje pro V = R, kde máme komutativńı asociativńı součin.

(ii) V = g je Lieova algebra se závorkou [·, ·]g. V tomto př́ıpadě se použ́ıvá značeńı

[ω ∧ τ ]g ≡ ωµ ∧ τν [Eµ, Eν ]g (3.6)

Součin [·∧·]g neńı asociativńı, ale můžeme ř́ıct něco o výsledku prohozeńı obou vstupuj́ıćıch
forem. Pro ω ∈ Ωp(M, g) a τ ∈ Ωq(M, g) dostáváme

[ω ∧ τ ]g = ωµ ∧ τν [Eµ, Eν ]g = (−1)pqτν ∧ ωµ[Eµ, Eν ]g = (−1)pq+1τν ∧ ωµ[Eν , Eµ]g

= (−1)pq+1[τ ∧ ω]g.
(3.7)

Vid́ıme, že plat́ı jistá forma gradované antisymetrie, která se ale lǐśı o celkové znaménko!
Na rozd́ıl od běžných forem např́ıklad pro ω ∈ Ω2k+1(M, g) obecně neplat́ı [ω ∧ ω]g = 0.

Cvičeńı 3.1.8. Nalezněte pravidlo pro p̊usobeńı vněǰśı derivace d na vněǰśı součin ω ∧̇ τ .

3.2 Formy afinńı konexe

Nyńı si ukážeme, že Christofellovy symboly druhého druhu pro afinńı konexe na varietě M lze
užitečně interpretovat jako komponenty komponentńıch forem jistých forem.

Definice 3.2.1. Necht’ M je hladká varieta. Afinńı konex́ı na M rozumı́me R-bilineárńı zob-
razeńı ∇ : X(M)× X(M)→ X(M) které pro všechny X,Y ∈ X(M) a f ∈ C∞(M) splňuje

∇fXY = f∇XY, ∇X(fY ) = f∇XY + (X.f)Y, (3.8)

kde ∇X ≡ ∇(X, ·) se nazývá operátor kovariantńı derivace ve směru X.
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Necht’ (e1, . . . , en) je libovolné pole repér̊u definované lokálně na okoĺı U ⊆M . Připomeňme si,
že e ∈ ΓU (F (M)) lze interpretovat jako lokálńı řez hlavńı fibrace repér̊u. Potom Christoffelovy
symboly druhého druhu vzhledem k repérovému poli (e1, . . . , en) jsou hladké funkce na U
definované vztahem

∇ea(eb) = Γcbaec (3.9)

Nejprve je třeba si uvědomit, že Γcba netvoř́ı komponenty tenzoru. Vskutku, necht’ e′ je jiné
repérové pole definované na U ′. Potom plat́ı e′ = e ·A pro A : U ∩ U ′ → GL(n,R). Po dosazeńı
a využit́ı axiomů (3.8) snadno dostaneme vztah

Γ′cba = (A−1)ckA
i
bA

j
aΓkij + (A−1)ckA

i
a(ei.A

k
b ). (3.10)

Vid́ıme, že Γcba jsou tenzorové v a a c. To nás vede k definici lokálńıch 1-forem konexe:

ω̂cb(X) := 〈ec,∇Xeb〉, (3.11)

pro všechny X ∈ X(M). Protože ∇X je C∞(M)-lineárńı v X, jsou ω̂cb ∈ Ω1(U). Z definice plat́ı

ω̂cb = Γcbae
a (3.12)

Upozorněńı: součást́ı definice ω̂cb je vždy i konkrétńı lokálńı repérové pole (e1, . . . , en). Pokud ω̂′cb
jsou lokálńı 1-formy konexe př́ıslušné repérovému poli (e′1, . . . , e

′
n), dostáváme vztah

ω̂′cb = (A−1)ck ω̂
k
i Ai

b + (A−1)ck(ei.A
k
b )ei

= (A−1)ck ω̂
k
i Ai

b + (A−1)ck dA
k
b .

(3.13)

platný na pr̊uniku U∩U ′. Vid́ıme, že relace připomı́naj́ı součiny matic. Proč z toho tedy skutečné
součiny matic neudělat? Necht’ {Eba}na,b=1 je standardńı báze Rn,n = gl(n,R). Definujeme (jednu)

lokálńı 1-formu konexe ω̂ ∈ Ω1(U, gl(n,R)) vztahem

ω̂ = ω̂cbE
c
b . (3.14)

Jinými slovy, ω̂cb tvoř́ı komponentńı 1-formy ω̂. Samotnou transformačńı funkci A : U ∩ U ′ →
GL(n,R) lze interpretovat jako 0-formu s hodnotami v GL(n,R), tj. A = Ac

bE
b
c , a tedy A ∈

Ω0(U ∩ U ′,GL(n,R)). Potom lze transformačńı vztah (3.13) přepsat jednoduše jako

ω̂′ = A−1ω̂A + A−1dA. (3.15)

Zat́ım vypadá přepis globálně definované kovariantńı derivace do lokálně definovaných objekt̊u
ω̂ jako čistý formalismus, byt’ umı́me přepsat transformačńı vlastnosti Christoffelových symbol̊u
pomoćı elegantńı rovnice. To se však změńı ze zavedeńı lokálńıch forem křivosti a torze:

Ω̂cd(X,Y ) = 〈ec, R(X,Y )ed〉, T̂ c(X,Y ) = 〈ec, T (X,Y )〉. (3.16)

Z kterých opět uděláme formy s hodnotami ve vektorových prostorech. Necht’ {Ea}na=1 je stan-
dardńı báze v Rn. Potom Ω̂ ∈ Ω2(U, gl(n,R)) a T̂ ∈ Ω2(U,Rn) definujeme vztahem:

Ω̂ = Ω̂cdE
d
c , T̂ = T̂ cEc. (3.17)

Jelikož R a T jsou z definice tenzory, snadno se odvod́ı transformačńı pravidla

Ω̂′ = A−1Ω̂A, T̂ ′ = A−1T̂ , (3.18)

kde na pravé straně matice A−1 p̊usob́ı na sloupečky v Rn, kde má hodnoty forma T̂ . Vztahy
mezi konex́ı ∇ a jej́ımi tenzory křivosti R a torze T se daj́ı velmi elegantně zapsat pomoćı
př́ıslušných lokálńıch forem.
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Tvrzeńı 3.2.2 (Cartanovy strukturńı rovnice). Necht’ (e1, . . . , en) je pole repér̊u na U , a necht’

ω̂ jsou odpov́ıdaj́ıćı lokálńı formy konexe na U . Potom plat́ı rovnice

Ω̂ab = dω̂ab + ω̂ac ∧ ω̂cb (3.19)

T̂ a = dea + ω̂ab ∧ eb, (3.20)

kde {ea}na=1 ⊆ Ω1(U) je odpov́ıdaj́ıćı duálńı repérové pole. M̊užeme definovat e# ∈ Ω1(U,Rn)
vztahem e# = eaEa a obě rovnice přepsat v řeči forem s hodnotami ve vektorovém prostoru:

Ω̂ = dω̂ + ω̂ ∧ ω̂, (3.21)

T̂ = de# + ω̂ ∧ e#. (3.22)

D̊ukaz. Dokážeme si jen druhou z rovnic, prvńı rovnici lze ukázat úplně analogicky s pomoćı
definice operátoru křivosti R. Abychom dokázali rovnici č́ıslo dvě, použijeme standardńı formulku
pro vněǰśı derivaci a vyjdeme z pravé strany:

dea(X,Y ) = X.ea(Y )− Y.ea(X)− ea([X,Y ])

= 〈∇Xea, Y 〉 − 〈∇Y ea, X〉
+ ea(∇XY −∇YX − [X,Y ]),

(3.23)

kde jsme použili definici kovariantńı derivace 1-formy: 〈∇Xα, Y 〉 = X.〈α, Y 〉 −α(∇XY ). Nyńı si
stač́ı uvědomit, že kovariantńı derivace ea lze vyjádřit pomoćı lokálńıch forem konexe jako

∇Xea = −ω̂ab (X)eb. (3.24)

To lze snadno uvidět třeba z vyjádřeńı kovariantńı derivace 1-formy pomoćı Christoffelových
symbol̊u. Po dosazeńı tedy dostáváme

dea(X,Y ) = −ω̂ab (X)eb(Y ) + ω̂ab (Y )eb(X) + T̂ a(X,Y ). (3.25)

Toto je ale přesně kýžená Cartanova strukturńı rovnice. �

Proč jsou tyto rovnice užitečné? Okamžitě vid́ım, že muśı existovat nějaké d̊usledky těchto
rovnic, protože d2 = 0. Jejich odvozeńı je triviálńı, přesto maj́ı zásadńı d̊usledky pro obecnou
teorii relativity.

Důsledek 3.2.3 (Bianchiho identity). Pro libovolnou konexi ∇ plat́ı Bianchiho identity:

dΩ̂ + ω̂ ∧ Ω̂− Ω̂ ∧ ω̂ = 0 (3.26)

Ω̂ ∧ e# − ω̂ ∧ T̂ = dT̂ . (3.27)

D̊ukaz. Ukážeme si jen prvńı z rovnic, druhá je analogická. Z prvńı z Cartanových strukturńıch
rovnic dostáváme zap̊usobeńım d a využit́ım d2 = 0 rovnici

dΩ̂ = d(ω̂ ∧ ω̂) = dω̂ ∧ ω̂ − ω̂ ∧ dω̂ = (Ω̂− ω̂ ∧ ω̂) ∧ ω̂ − ω̂ ∧ (Ω̂− ω̂ ∧ ω̂)

= Ω̂ ∧ ω̂ − ω̂ ∧ Ω̂.
(3.28)

To je ale přesně prvńı z rovnic nahoře. �

Na prvńı pohled nepřipomı́naj́ı nic známého, ale název napov́ıdá, že odpov́ıdaj́ı známým
identitám pro Riemannovy tenzory křivost́ı. Prvńı z nich plat́ı pro libovolnou konexi:

Rab[cd;e] = 0. (3.29)

Druhá se zjednoduš́ı pro konexe s nulovou torźı a dává Ra[bcd] = 0.
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3.3 Forma konexe na hlavńım fibrovaném prostoru

V této sekci si definujeme fundamentálńı objekt teorie hlavńıch fibrovaných prostor̊u, tzv. formu
konexe. Jelikož jej́ı definice může na prvńı pohled vypadat nepr̊uhledně, budeme si jej́ı vlastnosti
v prvńı řadě demonstrovat na př́ıkladu P = F (M).

Necht’ (f1, . . . , fn) ∈ ΓU (F (M)) je pole repér̊u na okoĺı U . Necht’ π : F (M)→M je hlavńı fib-
race repér̊u. Na π−1(U) ⊆ F (M) můžeme zavést funkce yab : π−1(U)→ R podobně jsme zaváděli
lokálńı souřadnice (označené stejně), tj. každý bod e ∈ π−1(U) odpov́ıdaj́ıćı bázi (e1, . . . , en) v
tečném prostoru TmM pro m = π(e) lze nakombinovat jako

ea = yba(e) · (fb)|m. (3.30)

Snadno se ověř́ı, že yab : π−1(U) → R jsou hladké funkce, můžeme je použ́ıvat jako lokálńı
souřadnice na F (M) společně se souřadnicemi na okoĺı v U v bázové varietě (x1, . . . , xn).

Necht’ ∇ je afinńı konexe na M a ω̂ ∈ Ω1(U, gl(n,R)) je lokálńı forma konexe př́ıslušná poli
repér̊u (f1, . . . , fn). Definujeme si nyńı lokálńı 1-formu ω nahoře, tj. na π−1(U) ⊆ F (M) jako

ωab |e = (y−1)ac (e) · π∗(ω̂cd)|e · ydb (e) + (y−1)ac (e) · dycb |e, (3.31)

kde yab jsou funkce definované pomoćı (3.30). Kĺıčové je nyńı následuj́ıćı pozorováńı.

Tvrzeńı 3.3.1. Necht’ (f ′1, . . . , f
′
n) je libovolné jiné pole repér̊u na okoĺı U ′, a necht’ ω̂′ je

př́ıslušná lokálńı forma konexe. Je-li ω′ ∈ π−1(U ′) definovaná jako (3.31). Potom na π−1(U∩U ′)
plat́ı

ω′ = ω. (3.32)

Zejména nezáviśı na konkrétńım výběru pole repér̊u při konstrukci ω. Jelikož definičńımi obory
lokálńıch řez̊u m̊užeme pokrýt M , dostáváme ω ∈ Ω1(F (M), gl(n,R)), tzv. globálńı formu
afinńı konexe .

D̊ukaz. Na U ∩ U ′ dostáváme A : U ∩ U ′ → GL(n,R), že f ′|m = f |m · A(m) pro všechny
m ∈ U ∩ U ′. Potom dostáváme vztah

e = f |m · y(e) = f ′|m · y′(e) = f |m ·A(m) · y′(e). (3.33)

Odtud tedy y(e) = A(π(e)) · y′(e) pro všechny e ∈ π−1(U ∩ U ′). Nyńı už můžeme dosadit:

ω|e ≡ y−1(e) · π∗(ω̂|π(e)) · y(e) + y−1(e) · dy|e
= y′−1(e) · π∗((A−1ω̂A)|π(e)) · y′(e)

+ y′−1(e) ·A−1(π(e)) · d(A(π(e)) · y′(e))
= y′−1(e) · π∗({A−1ω̂A + A−1dA}|π(e)) · y′(e)

+ y′−1(e) · dy′|e
= y′−1(e) · π∗(ω̂′|π(e)) · y′(e) + y′−1(e) · dy′|e ≡ ω′|e.

(3.34)

Toto dokazuje naše tvrzeńı. Je jasné, že můžeme M pokrýt definičńımi obory lokálńıch řez̊u -
uvažujme třeba souřadnicová repérová pole. �

Neńı překvapivé, že globálńımu objektu (afinńı konexe ∇) nakonec odpov́ıdá globálńı objekt
(mı́sto M na F (M)). Můžeme se ptát, jestli jsme neztratili výrobou globálńıho objektu ω nějaké
informace obsažené v ω̂, tj. zdali umı́me vyrobit nazpět konexi ∇ z ω. Částečnou odpověd’ dává
následuj́ıćı lemma:
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Lemma 3.3.2. Je-li f = (f1, . . . , fn) libovolné lokálńı pole repér̊u na okoĺı U ⊆ M , m̊užeme f
interpretovat jako hladký lokálńı řez σ ∈ ΓU (F (M)), tj. σ : U → F (E) s vlastnost́ı π ◦ σ = 1U .
Zde σ(m) = (f1|m, . . . , fn|m) ∈ Fm(M). Necht’ ω ∈ Ω1(F (M), gl(n,R)) je globálńı forma afinńı
konexe ∇. Potom ω̂ definované vztahem

ω̂ = σ∗(ω) (3.35)

definuje právě lokálńı formu konexe ω̂ př́ıslušnou repérovému poli (f1, . . . , fn).

D̊ukaz. Jelikož definice ω byla nezávislá od výběru repérového pole, můžeme si vybrat právě to
naše odpov́ıdaj́ıćı σ, tj. ω|e = y−1(e) · π∗(ω̂) · y(e) + y−1(e) · dy|e, kde ω̂ je lokálńı forma konexe
odpov́ıdaj́ıćı (f1, . . . , fn) a y : π−1(U) → GL(n,R) jsou definované (3.30). K výpočtu budeme
potřebovat znát zejména hodnotu y(σ(m)) pro m ∈ U . Ale y(σ(m)) řeš́ı rovnici

f |m ≡ σ(m) = f |m · y(σ(m)). (3.36)

Odtud y(σ(m)) = 1. Zejména tedy σ∗(dy|σ(m)) = d(y ◦ σ)|m = 0. Potom dostáváme

σ∗(ω|σ(m)) = y−1(σ(m)) · σ∗(π∗(ω̂|m)) · y(σ(m)) = ω̂|m. (3.37)

Což bylo dokázati pro každý bod m ∈ U . �

Vid́ıme tedy, že z formy ω velice snadno dostaneme lokálńı formy konexe v libovolném poli
repér̊u, máme na to př́ımou formulku. Lokálńı formy konexe ≡ Christoffelovy symboly v daném
poli repér̊u. Ne každá forma ω ∈ Ω1(F (M), gl(n,R)) ovšem odpov́ıdá formě afinńı konexe ∇ na
M . Nyńı si ukážeme dvě jej́ı charakteristické vlastnosti, které o tom rozhoduj́ı.

Tvrzeńı 3.3.3 (Charakteristické vlastnosti formy konexe). Necht’ ω ∈ Ω1(F (M), gl(n,R)) je
(globálńı) forma afinńı konexe sestrojená pomoćı (3.31). Potom plat́ı následuj́ıćı:

(i) Necht’ #x ∈ X(F (M)) je fundamentálńı vektorové pole př́ıslušné x ∈ gl(n,R) Potom

ω(#x) = x, neboli ωab (#x) = xab , (3.38)

kde x = xabE
b
a je rozklad do standardńı báze.

(ii) Necht’ A ∈ GL(n,R), a symbol RA(e) = e ·A necht’ označuje pravou akci. Potom

R∗A(ω) = A−1ωA ≡ AdA−1(ω). (3.39)

D̊ukaz. Ad (i): Ukázali jsme, že generátor #x má pro F (M) explicitńı tvar

#x|e = xab#Eba = #x|e = xaby
c
a(e) · ∂bc |e. (3.40)

Nav́ıc už v́ıme, že generátory generuj́ı vertikálńı podprostor Vere(F (M)), tj. π∗(#x|e) = 0. Odtud
dostáváme vyjádřeńı

ωab (#x) = yac 〈π∗(ω̂cd),#x〉ydb + (y−1)ac 〈dycb , xkl ymk ∂lm〉
= 0 + (y−1)acx

k
l y
m
k δ

c
mδ

l
b = (y−1)acy

c
kx

k
b = xab .

(3.41)

Což je přesně komponentńı vyjádřeńı tvrzeńı (i).
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Ad (ii): Tady si stač́ı uvědomit, že funkce y : U → GL(n,R) použité v definici ω jsou
ekvivariantńı, tj. y(RA(e)) = y(e) · A pro každé A ∈ GL(n,R) a e ∈ π−1(U). Pozor - zde A
nejsou funkce, ale fixńı invertibilńı matice! Potom

R∗A(ω|e·A) = y(e ·A)−1 ·R∗A(π∗(ω̂|π(e·A))) · y(e ·A) + y(e ·A)−1 ·R∗A(dy|e·A)

= A−1 · {y(e)−1π∗(ω̂|π(e)) · y(e) ·A + y(e)−1 · d(y ◦RA)|e},
(3.42)

kde jsme použili π ◦RA = π. Lze si snadno rozmyslet, že d(y ◦RA)|e = dy|e ·A. Po dosazeńı

R∗A(ω|e·A) = A−1 · {y(e)−1 · π∗(ω̂|π(e)) · y(e) + y−1 · dy|e} ·A
= A−1ω|eA = AdA−1(ω|e).

(3.43)

A máme to dokázané! Hurá. �

Nyńı si bez d̊ukazu vyslov́ıme tvrzeńı, které dokážeme později v mnohem obecněǰśı podobě.

Tvrzeńı 3.3.4. Necht’ ω ∈ Ω1(F (M), gl(n,R)) je libovolná 1-forma splňuj́ıćı (3.38) a (3.39).

Potom ω definuje unikátńı afinńı konexi na M , kde př́ıslušné lokálńı formy konexe (a tedy
Christoffelovy symboly v bázi libovolných poĺıch repér̊u) źıskáváme formuĺı (3.35).

Nyńı se můžeme bez obav vrátit k obecnému hlavńımu fibrovanému prostoru π : P → M se
strukturńı grupou G a jej́ı př́ıslušnou Lieovou algebrou g = Lie(G). Vid́ıme, že vlastnosti (3.38,
3.39) maj́ı stále perfektńı smysl. To nás přivád́ı k následuj́ıćı definici (a terminologii):

Definice 3.3.5. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný G-prostor a g = Lie(G). Potom 1-formu
A ∈ Ω1(P, g) nazýváme formou konexe na hlavńım fibrovaném prostoru, pokud splňuje
následuj́ıćı podmı́nky:

(i) A(#x) = x pro každé x ∈ g, kde # : g→ X(P ) je infinitesimálńı generátor akce G na P .

(ii) Je to tzv. Ad-ekvivariantńı forma, tj. pro každé g ∈ G muśı platit

R∗g(A) = Adg−1(A). (3.44)

Že nejde o prázdný pojem lze snadno ukázat pomoćı geometrické interpretace v následuj́ıćı
kapitole. Zat́ım se spokoj́ıme s t́ım, že lze ukázat, že na každém hlavńım fibrovaném prostoru
existuje alespoň jedna forma konexe. Pro budoućı účely si ukažme jeden snadný d̊usledek definice.

Lemma 3.3.6. Necht’ {tµ}dim g
µ=1 je libovolná báze g. Necht’ A ∈ Ω1(P, g) je forma konexe. Necht’

Aµ ∈ Ω1(P ) jsou komponentńı 1-formy A, tj. A = Aµtµ. Potom (A1
p, . . . , A

dim g
p ) tvoř́ı lineárně

nezávislý soubor forem v T ∗pP pro každé p ∈ P .

D̊ukaz. Necht’ {λµ}dim g
µ=1 jsou konstanty, že λµA

µ
p = 0. Z definice konexe dostáváme vztah

Aµ(#x) = tµ(x). Máme tedy

0 = (λµA
µ
p )(#p(tν)) = λµt

µ(tν) = λν . (3.45)

To dokazuje lineárńı nezávislost souboru. �

Záhy uvid́ıme, že tento technický detail je kĺıčový pro geometrickou interpretace formy konexe.
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Kapitola 4

Horizontálńı distribuce a zdvih

4.1 Hladké distribuce a jejich integrabilita

Necht’ M je hladká varieta. V každém bodě m ∈M můžeme vybrat nějaký k-rozměrný podpro-
stor Dm ⊆ TmM . Potom D se nazývá k-rozměrná distribuce v M . Pochopitelně nás zaj́ımaj́ı
takové distribuce, kde závislost Dm na bodu m je v nějakém smyslu hladká.

Definice 4.1.1. Necht’ D je k-rozměrná distribuce v M . Řekneme, že D je hladká, pokud pro
každý bod m ∈ M existuje okoĺı U 3 m a k-tice vektorových poĺı (V1, . . . , Vk) definovaných na
okoĺı U , takových, že Dn = R{V1|n, . . . , Vk|n} pro všechny n ∈ U . Ř́ıkáme, že (V1, . . . , Vk) lokálně
generuje D.

Př́ıklad 4.1.2. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor. Potom Dp = Verp(P ) je k-
rozměrná distribuce v P , kde k = dim g. Stač́ı si zvolit bázi {tµ}kµ=1. Potom (V1, . . . , Vk) =
(#t1, . . . ,#tk) lokálně generuje D. Ver(P ) se nazývá vertikálńı distribuce v P .

Jedńım z nejčastěǰśıch zp̊usob̊u zadáńı podprostoru vektorového prostoru je jako množina
řešeńı soustavy homogenńıch lineárńıch rovnic. Nejinak je tomu v př́ıpadě hladkých distribućı.

Tvrzeńı 4.1.3. Necht’ (α1, . . . , αq) je soubor q 1-forem na varietě M lineárně nezávislých v
m ∈M , tj. αi ∈ Ω1(M) a rovnice λiαi|m = 0 implikuje λ1 = · · · = λq = 0. Definujeme

Dm =

q⋂
i=1

ker(αi|m) ⊆ TmM. (4.1)

Potom D je hladká (n− q)-rozměrná distribuce na M .

D̊ukaz. Protože (α1|m, . . . , αq|m) jsou lineárně nezávislé v každém bodě, lokálně lze na nějakém
okoĺı U naj́ıt lokálńı korepérové pole (e1, . . . , en), že ei|m = αi|m pro 1 ≤ i ≤ q a všechny m ∈ U .
Necht’ (e1, . . . , en) je př́ıslušné duálńı pole repér̊u. Potom zřejmě Dm = R{eq+1|m, . . . , en|m}
pro všechny m ∈ U . Vid́ıme, že soubor (eq+1, . . . , en) lokálně generuje D a tedy D je hladká
distribuce. �

Poznámka 4.1.4. Často tvoř́ı (α1, . . . , αq) komponentńı 1-formy pro α ∈ Ω1(M,V ), kde V je
q-rozměrný prostor s báźı {Eµ}qµ=1 a α = αµE

µ. Potom můžeme psát Dm = ker(α|m), tj.

Dm = {X ∈ TmM | α|m(X) = 0}. (4.2)
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Připomeňme si, že je-li N ⊆ M libovolná vnořená k-rozměrná podvarieta M , identifiku-
jeme pro každé n ∈ N tečný prostor TnN s k-rozměrným podprostorem tečného prostoru TnM .
Můžeme se ptát, jestli pro zadanou k-rozměrnou hladkou distribuci D náhodou nevznikne pod-
prostor Dm ⊆ TmM právě t́ımto zp̊usobem.

Definice 4.1.5. Necht’ D je hladká k-rozměrná distribuce. Řekneme, že vnořená podvarieta
N ⊆ M je integrálńı podvarieta distribuce D, pokud pro všechny n ∈ N plat́ı TnN = Dn.
Řekneme, že distribuce D je integrabilńı, pokud každý bod m ∈M je obsažen v nějaké integrálńı
podvarietě D.

Př́ıklad 4.1.6. Uvažujme vertikálńı distribuci Ver(P ). Vlákna Pm = π−1(m) tvoř́ı integrálńı
podvariety, protože jsme ukázali, že pro p ∈ Pm plat́ı Verp(P ) = Tp(Pm). Jelikož každý bod
p ∈ P je v nějakém vlákně, vertikálńı distribuce je integrabilńı.

Ověřovat integrabilitu z definice by bylo velmi nepohodlné. Naštěst́ı se ukazuje, že existuje
snadné ověřeńı př́ımým výpočtem.

Definice 4.1.7. Necht’D je hladká k-rozměrná distribuce. Řekneme, že vektorové poleX ∈ X(U)
pro U ⊆M je lokálńı řez distribuce D, pokud pro všechny m ∈ U plat́ı X|m ∈ Dm. Řekneme,
žeD je involutivńı distribuce, pokud pro každé dva jej́ı lokálńı řezyX,Y ∈ X(U) je i komutátor
[X,Y ] lokálńı řez D. Tj. [X,Y ]|m ∈ Dm pro každé m ∈ U .

Ověřit involutivitu distribuce bývá většinou snadné d́ıky následuj́ıćımu tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.1.8. Necht’ D je k-rozměrná hladká distribuce. Potom D je involutivńı právě tehdy
když pro každý bod existuje soubor (V1, . . . , Vk) lokálně generuj́ıćı D na okoĺı U tohoto bodu,
splňuj́ıćı podmı́nku [Vi, Vj ]|m ∈ Dm pro každý bod m ∈ U a dvojici index̊u i, j ∈ {1, . . . , k}.

Cvičeńı 4.1.9. Rozmyslete si d̊ukaz předchoźıho tvrzeńı. Návod: Leibnizovo pravidlo.

Jakákoliv integrabilńı distribuce je př́ıkladem involutivńı distribuce.

Tvrzeńı 4.1.10. Každá hladká integrabilńı k-rozměrná distribuce je involutivńı.

D̊ukaz. Necht’ X,Y ∈ X(U) jsou libovolné dva lokálńı řezy integrabilńı distribuce D. Necht’

m ∈ U je libovolný bod. Potom existuje integrálńı podvarieta N ⊆ M , že m ∈ N a Dn = TnN .
Zejména tedy X|n, Y |n ∈ TnN pro všechny n ∈ N ∩U . Necht’ i : N →M je př́ıslušné vnořeńı. S
troškou diferenciálńı geometrie se dá ukázat, že existuj́ı hladká vektorová pole X ′, Y ′ ∈ X(N ∩
i−1(U)), taková, že X ′ ∼i X a Y ′ ∼i Y jsou i-vztažená. Potom dle Lemma 2.4.5 plat́ı relace
[X ′, Y ′] ∼i [X,Y ], neboli [X,Y ]|i(n) = i∗([X

′, Y ′]|n). V p̊uvodńı
”
podmnožinové“ notaci ale

identifikujeme n s jeho obrazem i(n) ∈ M a tečný podprostor TnN s jeho obrazem i∗(TnN) ⊆
Ti(n)M . Předchoźı rovnost tedy ř́ıká [X,Y ]|n ∈ TnN = Dn pro všechny n ∈ N ∩ U . Speciálně
pro n = m a D je tedy involutivńı. �

Můžeme se tedy ptát, jestli náhodou existuj́ı hladké distribuce, které jsou involutivńı, ale
nikoliv integrabilńı. Odpověd́ı je jednoznačné ne! Důkaz je zcela nad rámec této přednášky :)

Věta 4.1.11 (Frobenius). Každá hladká involutivńı k-rozměrná distribuce je integrabilńı.

Je zaj́ımavé, že d̊ukaz dává konstruktivńı návod na konstrukci integrálńıch podvariet.
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Př́ıklad 4.1.12. Lze snadno ukázat, že Ver(P ) je involutivńı distribuce. Ukázali jsme, že za jej́ı
lokálńı generátory můžeme vźıt soubor (#t1, . . .#tk). Protože plat́ı

[#tµ,#tν ] = #{[tµ, tν ]g} = cκµν#tκ, (4.3)

je podle tvrzeńı 4.1.8 distribuce Ver(P ) involutivńı.

Předpokládejme, že máme D zadanou pomoćı q-tice lineárně nezávislých forem (α1, . . . , αq)
jako v tvrzeńı 4.1.3. Konstruovat lokálńı generátory a ověřovat involutivitu je př́ılǐs komplikované.
Bylo by tedy mnohem snazš́ı ověřovat př́ımo vlastnosti forem αi ∈ Ω1(M). A ono to jde.

Tvrzeńı 4.1.13. Necht’ D je zadaná jako v tvrzeńı 4.1.3.

Potom D je involutivńı právě tehdy když dαi(X,Y ) = 0 pro každé 1 ≤ i ≤ q a pro každou
dvojici lokálńıch řez̊u X,Y ∈ X(U) distribuce D.

D̊ukaz. Necht’ X,Y ∈ X(U) jsou libovolná vektorová pole. Potom

dαi(X,Y ) = X.αi(Y )− Y.αi(X)− αi([X,Y ]). (4.4)

Pro dva lokálńı řezy dostáváme αi(X) = αi(Y ) = 0 a tedy rovnost dαi(X,Y ) = −αi([X,Y ]) na
okoĺı U . Z definice snadno vid́ıme, že involutivita D je ekvivalentńı nulovosti pravé, a tedy i levé
strany. A máme dokázáno. �

4.2 Horizontálńı distribuce

Na konci předchoźı kapitoly jsme v zdánlivě ned̊uležitém lemmatu 3.3.6 ukázali, že pro formu
konexe A ∈ Ω1(P, g) dostáváme q-tici lineárně nezávislých forem (A1, . . . , Aq), kde q = dim g a
Aµ ∈ Ω1(P ) jsou komponentńı formy A v bázi {tµ}qµ=1 algebry g, tj. A = Aµtµ. Vzhledem k
tvrzeńı 4.1.3 nás tedy napadne následuj́ıćı definice:

Definice 4.2.1. Necht’ p ∈ P je libovolný bod hlavńıho fibrovaného prostoru π : P →M . Potom

Horp(P ) = {X ∈ TpP | A|p(X) = 0} ⊆ TpP (4.5)

nazýváme horizontálńı tečný podprostor v bodě p.

Tvrzeńı 4.2.2 (Charakteristické vlastnosti horizontálńı distribuce). Necht’ Horp(P ) je hori-
zontálńı tečný podprostor př́ıslušný dané formě konexe A ∈ Ω1(P, g). Potom

(i) Přiřazeńı Dp = Horp(P ) definuje hladkou (n − dim g)-rozměrnou distribuci v P , kterou
budeme nazývat horizontálńı distribućı př́ıslušnou konexi A.

(ii) Horizontálńı podprostor je komplementárńı k vertikálńımu podprostoru, tj.

TpP = Verp(P )⊕Horp(P ) (4.6)

pro každý bod p ∈ P . Odtud je zřejmý p̊uvod názvoslov́ı. Dı́ky tomuto rozkladu máme rovněž
jednoznačně určené projektory ver : TpP → Verp(P ) a hor : TpP → Horp(P ).

(iii) Horizontálńı podprostor se chová přirozeně vzhledem k pravé akci grupy G, přesněji

Rg∗(Horp(P )) = Horp·g(P ) (4.7)

pro každé p ∈ P a g ∈ G. Řekneme, že horizontálńı distribuce je G-invariantńı.
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D̊ukaz. Ad (i): Pro libovolnou bázi {tµ}qµ=1 můžeme definici Horp(P ) přepsat jako Horp(P ) =
∩qµ=1 ker(Aµ). Zbytek plyne z tvrzeńı 4.1.3.

Ad (ii): Už v́ıme, že Verp(P ) je q-rozměrný podprostor isomorfńı algebře g, zat́ımco Horp(P )
je (n− q)-rozměrný podprostor. Stač́ı tedy ukázat, že Verp(P )∩Horp(P ) = {0}. Necht’ X ∈ TpP
je z tohoto pr̊uniku. Ukázali jsme, že každý vertikálńı vektor lze v bodě p psát jako X = #p(x)
pro unikátńı x ∈ g. Ale protože X je i horizontálńı, dostáváme 0 = A|p(X) = A|p(#x) = x.

Ad (iii): Necht’ X ∈ Horp(P ). Pro každé g ∈ G dostáváme

A|p·g(Rg∗(X)) = (R∗g(A|p·g))(X) = (Adg−1(A|p)(X) = Adg−1(A|p(X)) = 0. (4.8)

Odtud plyne inkluze Rg∗(Horp(P )) ⊆ Horp·g(P ). Protože oba maj́ı prostory maj́ı stejnou dimenzi
a Rg∗ je lineárńı izomorfismus, jsme hotov́ı. �

Vid́ıme, že pro d̊ukaz charakteristických vlastnost́ı horizontálńı distribuce jsme využili právě
obě charakteristické vlastnosti A z definice 3.3.5. To nás přivád́ı na myšlenku, že ve skutečnosti
každá distribuce splňuj́ıćı (4.6, 4.7) by mohla pocházet z nějaké formy konexe A. Následuj́ı tvrzeńı
ukazuje, že oba pohledy jsou plně ekvivalentńı.

Tvrzeńı 4.2.3 (Konexe jsou horizontálńı distribuce). Necht’ D je hladká k-rozměrná distribuce
v P splňuj́ıćı podmı́nky

TpP = Verp(P )⊕Dp, Rg∗(Dp) = Dp·g. (4.9)

Potom existuje právě jedna forma konexe A ∈ Ω1(P, g), že Dp = Horp(P ).

D̊ukaz. Definujeme lineárńı zobrazeńı A|p : TpP → g. a ukážeme, že definuje hladkou 1-formu se
správnými vlastnostmi. Jelikož Verp(P ) = {#x|p | x ∈ g} a Dp má být horizontálńı podprostor,
máme jedinou možnost jak A|p definovat, tj.

A|p(#x|p) = x, A|p(Dp) = 0. (4.10)

To definuje A|p : TpP → g jednoznačně. Protože je D hladká distribuce, máme pro každý bod
p ∈ P a jeho okoĺı U ⊆ P a př́ıslušné lokálńı generátory (V1, . . . , Vk), kde k = n − dim g. Je-li

{tµ}dim g
µ=1 libovolná báze, mám lokálńı generátory vertikálńı distribuce (#t1, . . . ,#tq). Dohro-

mady (#t1, . . . ,#tq, V1, . . . , Vk) tvoř́ı pole repér̊u na U . Je-li A = Aµtµ, dostáváme

Aµ(#tν) = δµν , Aµ(Vi) = 0, (4.11)

což dokazuje, že Aµ jsou hladké 1-formy na U . Jelikož každý bod je v takovém U , jsou Aµ ∈ Ω1(P )
hladké 1-formy na celém P . Zbývá ukázat, že A splňuje (3.44). Pro X = #x|p dostáváme

(R∗gA)|p(#x|p) = A|p·g(Rg∗(#x|p)) = A|p·g(#Adg−1(x)|p·g)
= Adg−1(x) = Adg−1(A|p(#x|p)) = {Adg−1A|p}(#x|p).

(4.12)

Vyč́ıslená na vertikálńı vektory tedy rovnost (3.44) plat́ı. Je-li X ∈ Dp, máme dle předpokladu
Rg∗(X) ∈ Dp·g. A tedy (R∗gA)|p(X) = A|p·g(Rg∗(X)) = 0 = Adg−1(A|p(X)). Rovnost tedy plat́ı
i vyč́ıslená na vektory z Dp. Jelikož TpP = Verp(P )⊕Dp, jsme hotovi. �

Poznámka 4.2.4. Odted’ tedy budeme volbou konexe rozumět libovolný z obou ekvivalentńıch
pohled̊u. Konexe se často definuje pomoćı volby horizontálńıho podprostoru. Je to totiž obecněǰśı
definice, která má smysl v mnohem širš́ı tř́ıdě fibrovaných prostor̊u, které se ř́ıká Ehresmannova
konexe.
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Př́ıklad 4.2.5. Interpretace pomoćı horizontálńıch distribućı nám snadno umožńı naj́ıt jeden
velmi obecný př́ıklad konexe. Necht’ π : P → M je libovolná hlavńı fibrace. Necht’ h je Rieman-
novská metrika na P , která splňuje R∗g(h) = h pro všechny g ∈ G. Potom

Horp(P ) = Verp(P )⊥h (4.13)

je konexe na P . Jelikož takové h vždycky existuje, existuje vždycky i konexe na P .

4.3 Horizontálńı zdvih, paralelńı přenos

Spoč́ıtáme-li dimenze, zjist́ıme, že dimenze horizontálńı distribuce je stejná jako dimenze M .
To znač́ı, že by mohl existovat kanonický izomorfismus Horp(P ) a tečného prostoru TmM v
odpov́ıdaj́ıćım bodě m = π(p). A je tomu tak.

Tvrzeńı 4.3.1. Necht’ π : P →M je hlavńı fibrovaný prostor s konex́ı A ∈ Ω1(P, g). Potom pro
každý tečný vektor X ∈ TmM a daný bod p ∈ Pm ve vlákně nad m existuje právě jeden hori-
zontálńı tečný vektor Xh

p ∈ Horp(P ) takový, že π∗(X
h
p ) = X. Potom Xh

p se nazývá horizontálńı
zdvih vektoru X do bodu p ∈ P .

Zobrazeńı X 7→ Xh
p je lineárńı izomorfismus prostor̊u TmM a Horp(P ).

D̊ukaz. Necht’ X ∈ TmM je libovolný vektor. Vezmu si libovolné souřadnice (x1, . . . , xn) na okoĺı
U bodu m. Potom můžu psát X = Xi∂i|m.

Zavedeme si nyńı vhodné souřadnice na P . Můžeme předpokládat (př́ıpadným zmenšeńım
okoĺı U), že mám trivializačńı zobrazeńı φ : U × G → π−1(U). Necht’ p = φ(m, g0) pro g0 ∈ G.
Potom v G mám souřadnice (y1, . . . , yk) na nějakém okoĺı V 3 g0. Potom si na okoĺı U = φ(U×V )
bodu p ve varietě P můžu zavést lokálńı souřadnice (x1, . . . , xn, y1, . . . , yk):

xi(p) := xi(π(p)), yµ(p) := yµ(π2φ
−1(p)), (4.14)

kde nalevo jsou souřadnicové funkce na P , zat́ımco vpravo ty na M , respektive na G. Jsou to
zjevně hladké souřadnice, které nyńı můžeme použ́ıt k nalezeńı Xh

p . Budeme psát ∂i a ∂µ pro
př́ıslušná souřadnicová vektorová pole na U . Nejprve si ujasněme následuj́ıćı pravidla:

π∗(∂i|p) = ∂i|m, π∗(∂µ|p) = 0m. (4.15)

Z definice π∗ dostávám

π∗(∂i|p) =
∂(xj ◦ π)

∂xi

∣∣∣∣
p

∂j |π(p) =
∂xj

∂xi

∣∣∣∣
p

∂j |π(p) = ∂i|π(p) = ∂i|m, (4.16)

π∗(∂µ|p) =
∂(xj ◦ π)

∂yµ

∣∣∣∣
p

∂j |π(p) =
∂xj

∂yµ

∣∣∣∣
p

∂j |π(p) = 0π(p) = 0m. (4.17)

To mimo jiné dokazuje, že {∂µ|p}dim g
µ=1 tvoř́ı bázi Verp(P ). To ale znamená, že pro každý tečný

vektor ve tvaru Y µ∂µ|p existuje jednoznačný element y ∈ g, že Y µ∂µ|p = #y|p. Proto můžu psát
hledaný vektor Xh

p ve tvaru

Xh
p = W i∂i|p + Y µ∂µ|p = W i∂i|p + #y|p. (4.18)
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Nejprve vyzkoumáme podmı́nku π∗(X
h
p ) = X. Z rovnic (4.15) dostávám π∗(X

h
p ) = W i∂i|m a tedy

nutně W i = Xi. Abychom určili y ∈ g, použijeme podmı́nku horizontality, tedy A|p(Xh
p ) = 0:

0 = A|p(Xh
p ) = XiA|p(∂i|p) +A|p(#y|p) = XiA|p(∂i|p) + y. (4.19)

Máme A = Aµtµ pro zvolenou bázi {tµ}dim g
µ=1 algebry g. Potom dostávám y = −XiAµi (p)tµ, kde

Aµi (p) = Aµ|p(∂i|p) = {Aµ(∂i)(p)}. Po dosazeńı zpět tedy nacháźıme rovnici

Xh
p = Xi∂i|p −XiAµi (p) #tµ|p = Xi(∂i|p −Aµi (p)#tµ|p). (4.20)

T́ımto jsme ukázali, že horizontálńı zdvih existuje a je jednoznačný (požadavky jeho vlastnosti
nám určily všechny komponenty). Zjevně taky záviśı lineárně na X a definuje tedy lineárńı zob-
razeńı. Jelikož má levou inverzi, π∗(X

h
p ) = X, je to monomorfismus. Z dimenzionálńıch d̊uvod̊u

je to izomorfismus. V každém bodě p ∈ U jsme dostali bázi Horp(P ) ve tvaru

∂hi |p := ∂i|p −Aµi (p)#tµ|p. (4.21)

A d̊ukaz je hotový. �

Jelikož horizontálńı podprostory v r̊uzných bodech jednoho vlákna π jsou propojeny akćı
grupy jako v (4.7), lze očekávat nějakou speciálńı vlastnost od horizontálńıho zdvihu vektoru.

Lemma 4.3.2. Pro libovolné body p ∈ P a g ∈ G a libovolný X ∈ TmM , kde m = π(p) plat́ı

Xh
p·g = Rg∗(X

h
p ). (4.22)

D̊ukaz. Vektor Rg∗(X
h
p ) je podle (4.7) horizontálńı a d́ıky vlastnosti π◦Rg = π se promı́tá zpátky

na X, tj. π∗(Rg∗(X
h
p )) = π∗(X

h
p ) = X. Splňuje tedy obě zákonné povinnosti horizontálńıho

zdvihu X do bodu p · g a z jeho jednoznačnosti tedy plyne dokazovaná rovnost. �

Jelikož umı́me jednoznačně zdvihat vektor z každého bodu M , dostaneme přirozeně nápad
zdvihat celá vektorová pole na M . Následuj́ıćı věta je jednoduchým d̊usledkem tvrzeńı 4.3.1.

Tvrzeńı 4.3.3. Necht’ X ∈ X(M) je hladké vektorové pole. Potom existuje právě jedno hladké
vektorové pole Xh ∈ X(P ) které je horizontálńı a π-vztažené s X, tj. π∗(X

h|p) = X|π(p). Vekto-

rové pole Xh nazýváme horizontálńım zdvihem vektorového pole X.

D̊ukaz. Jednoznačnost a existence je jasná, protože muśıme definovat Xh|p = (X|π(p))
h
p . Zbývá

ověřit jeho hladkost, ale nahoře jsme ukázali, že na π−1(U) ⊆ P lze psát Xh jako

Xh = (Xi ◦ π) · {∂i −Aµi #tµ}, (4.23)

kde X = Xi∂i na U . To je zjevně hladké vektorové pole. �

Důsledek 4.3.4. Horizontálńı zdvih je G-invariantńı vektorové pole a plat́ı [Xh, Y h] ∼π [X,Y ].

Jednou z hlavńıch aplikaćı horizontálńıho zdvihu je možnost definovat jednoznačný zdvih
křivek v bázové varietě do bázového prostoru. Ukážeme si, že v př́ıpadě hlavńı fibrace repér̊u
odhaĺıme jednu z nejd̊uležitěǰśıch aplikaćı afinńıch konex́ı.
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Věta 4.3.5 (Paralelńı přenos). Necht’ γ : I →M je hladká křivka a γ(0) = m. Necht’ p ∈ Pm je
libovolný bod.

Potom existuje právě jedna hladká křivka γh : I → P , taková že π ◦ γh = γ, γh(0) = p, a
pro každé t ∈ I plat́ı γ̇h ∈ Horγh(t)(P ). γh se nazývá horizontálńı zdvih křivky γ a samotný
proces konstrukce horizontálńıho zdvihu se nazývá paralelńı přenos podél křivky γ.

D̊ukaz. Zderivováńım vztahu π ◦ γh = γ podle t dostáváme π∗(γ̇
h) = γ̇. Je tedy jasné, že γ̇h

muśı být horizontálńım zdvihem γ̇ do bodu γh(t), tj. dostáváme

γ̇h = (γ̇)hγh(t). (4.24)

Po dosazeńı do (4.20) tedy řeš́ıme rovnici

γ̇h(t) =
d

dt
xi(γ(t)){∂i|γh(t) −A

µ
i (γh(t))#tµ|γh(t)}. (4.25)

Po složeńı se souřadnicovými funkcemi se jedná o soustavu autonomńıch (napravo nevystupuje
derivace γh(t)) obyčejných diferenciálńıch rovnic pro neznámé zobrazeńı γh(t). Máme zadanou
počátečńı podmı́nku γh(0) = p. Řešeńı tedy vždy existuje, je hladké a jednoznačné. �

Cvičeńı 4.3.6. Rozmyslete si, že paralelńı přenos nezáviśı na reparametrizaci křivky γ ve smyslu:
Řekneme, že γ′ je reparametrizaćı γ, pokud γ′ = γ ◦ σ pro σ : I → I takové, že σ′(t) 6= 0 pro
všechny t ∈ I. Ukažte, že potom γ′h = γh◦σ. Zejména tedy m̊užeme hovořit o paralelńım přenosu

”
trajektoríı“, tj. nezáviśı na konkrétńı parametrizaci.

Př́ıklad 4.3.7. Ukážeme si paralelńı přenos v př́ıpadě P = F (M). Nejde ani tak o př́ıklad, jako
p̊uvod názvoslov́ı. Necht’ (x1, . . . , xn, y1

1 , . . . , y
n
n) jsou souřadnice ne π−1(U), kde pro e ∈ π−1(m)

definujeme e = ∂|m · y(e). Označme si xi(t) ≡ xi(γ(t)) a yab (t) = yab (γh(t)).

Uvědomme si, že výsledná křivka γh definuje v každém bodě křivky γ(t) bázi (e1(t), . . . , en(t)):

γh(t) = (e1(t), . . . , en(t)) ∈ E(Tγ(t)M), (4.26)

kde ea(t) = yba(t) · ∂b|γ(t). Necht’ A = ω je forma konexe př́ıslušná afinńı konexi ∇. Pro dosazeńı
do (4.25) tedy potřebujeme znát funkce Aµi , což v značeńı na F (M) odpov́ıdá ωab (∂i). Př́ımým
dosazeńım do (3.31) dostáváme rovnici

ωab (∂i) = (y−1)ak{(ω̂kl , ∂i) ◦ π}ylb = (y−1)ak{Γkli ◦ π}ylb. (4.27)

Výraz na pravé straně (4.25) lze tedy přepsat jako

−Aµi #tµ = − ωab (∂i)#E
b
a = −ωab (∂i)y

c
a∂

b
c = −(y−1)ak{Γkli ◦ π}ylbyca∂bc

= − {Γali ◦ π}ylb · ∂ba
(4.28)

Nyńı si stač́ı uvědomit, že levou stranu (4.25) lze přepsat jako

γ̇h(t) =
d

dt
xi(γh(t)) · ∂i|γh(t) +

d

dt
yab (γh(t)) · ∂ba|γh(t)

= ẋi(t) · ∂i|γh(t) + ẏab (t) · ∂ba|γh(t),
(4.29)

kde jsme využili toho, že xi(γh(t)) = xi(γ(t)) ≡ xi(t). Po dosazeńı do pravé strany dostáváme

ẋi(t) · {∂i|γh(t) − Γali(t)y
l
b(t) · ∂ba|γh(t)}, (4.30)
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kde ṕı̌seme Γali(t) ≡ Γali(γ(t)). Porovnáńım koeficient̊u u bazických tečných vektor̊u dostaneme
soustavu n2 diferenciálńıch rovnic

ẏab (t) + ẋi(t)Γali(t)y
l
b(t) = 0. (4.31)

Nezapomı́nejme na počátečńı podmı́nku yab (0) := eab . Co jsme právě zjistili? Začneme s křivkou γ
a v bodě m = γ(0) si zvoĺıme počátečńı podmı́nku, bázi (e1, . . . , en) ∈ E(TmM), kde eb = eab ∂i|m.
Výsledná křivka γh(t) odpov́ıdá

”
rozneseńı“ (e1(t), . . . , en(t)) této báze podél křivky γ(t), kde

eb(t) = yab (t)∂a|γ(t) splňuj́ı rovnici (4.31), což je ale rovnice paralelńıho přenosu pro každý
z vektor̊u, tj. paralelně roznáš́ıme (e1, . . . , en) podél γ(t). Uzav́ıráme s t́ım, že pro P = F (M)
paralelńı přenos je paralelńı přenos.

4.4 Veličiny typu ρ a jejich paralelńı přenos

Zat́ım jsme zjistili, že pro hlavńı fibraci repér̊u je horizontálńı zdvih křivek z bazické variety
ekvivalentńı paralelńımu roznášeńı celé báze (tetrády, vielbeinu) podél dané křivky. Zaj́ımá nás,
jakým zp̊usobem zformulovat paralelńı přenos konkrétńıch tenzor̊u, např́ıklad forem nebo vek-
tor̊u. K tomu slouž́ı následuj́ıćı velmi obecná definice:

Definice 4.4.1. Necht’ π : P →M je hlavńı fibrovaný prostor. Necht’ (V, ρ) je konečně-rozměrná
reprezentace Lieovy grupy G na prostoru V . Řekneme, že α ∈ Ωp(P, V ) je p-forma typu ρ když

R∗g(α) = ρ(g−1)α (4.32)

Jejich prostor označujeme jako Ωpρ(P, V ). Speciálně 0-formy typu ρ nazýváme veličiny typu ρ.

Poznámka 4.4.2. Ωpρ(P, V ) ⊆ Ωp(P, V ) je vektorový podprostor. Netvoř́ı však C∞(P )-podmodul.
Tvoř́ı ale C∞(M)-modul, kde násobeńı f ∈ C∞(M) je definované jako

f · α := (f ◦ π)α. (4.33)

Muśı se ověřit, že f · α ∈ Ωpρ(P, V ). Pro každé p ∈ P a g ∈ G dostáváme

R∗g((f · α)|p·g) = R∗g(f(π(p · g)))α|p·g) = f(π(p))ρ(g−1)α|p = ρ(g−1)((f · α)|p). (4.34)

Př́ıklad 4.4.3. Forma konexe A ∈ Ω1(P, g) je 1-forma typu ρ, kde (V, ρ) = (g, Ad). Ř́ıkáme, že
A je 1-forma typu Ad.

Definice 4.4.4. Necht’ Φ ∈ Ω0(P, V ) je veličina typu ρ, kde (V, ρ) je libovolná konečně-rozměrná
reprezentace G na V . Necht’ γ : I →M je libovolná hladká křivka. Řekneme, že Φ je autopara-
lelńı veličina podél γ, pokud Φ ◦ γh : I → V je konstantńı, tj.

0 =
d

dt
(Φ ◦ γh(t)) = γ̇h(t) · Φ. (4.35)

Zat́ım neńı jasné, proč by právě tahle definice měla být tou správnou cestou. Vı́ce se vyjasńı
v následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad 4.4.5. Necht’ P = F (M) a uvažujme kanonickou reprezentaci GL(n,R) na Rn, tj.
ρ(A)x = A.x, pro všechny x ∈ Rn a A ∈ GL(n,R). Ukážeme, že existuje kanonický izomorfismus
následuj́ıćıch C∞(M)-modul̊u:

Ω0
ρ(F (M),Rn) ∼= X(M), (4.36)
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tj. veličiny typu ρ jsou v tomto př́ıpadě vlastně hladká vektorová pole na bázové varietě M .

Necht’ Φ ∈ Ω0
ρ(F (M),Rn). Pro každé e ∈ F (M) je tedy Φ(e) ∈ Rn, a pro každé A ∈ GL(n,R)

plat́ı Φ(e ·A) = A−1.Φ(e). Nejprve intuice. Každé e ∈ F (M) je báze v tečném prostoru Tπ(e)M .
Potom XΦ bude vektorové pole takové, že komponenty tečného vektoru XΦ|π(e) v bázi e =
(e1, . . . , en) budou tvořeny právě n-tićı reálných č́ısel Φ(e) ∈ Rn. Chováńı vzhledem k pravé akci
GL(n,R) zajist́ı, že definice dobře funguje při volbě jiné báze e′.

Necht’ ∂ = (∂1, . . . , ∂n) je souřadnicové pole repér̊u př́ıslušné lokálńım souřadnićım (x1, . . . , xn)
na okoĺı U ⊆M . Mám tedy ∂|m ∈ E(TmM) = Fm(M) pro všechny m ∈ U . Definujeme vektorové
pole XU

Φ na U vztahem
XU

Φ |m = Φ(∂|m)i · ∂i|m. (4.37)

protože přǐrazeńı m 7→ ∂|m je hladké zobrazeńı (je to hladký lokálńı řez F (M)) a Φ je hladké
zobrazeńı do Rn, jsou Φ(∂|m)i hladké funkce na U . A tedy XU

Φ ∈ X(U).

Necht’ (y1, . . . , yn) jsou lokálńı souřadnice na U ′, a necht’ ∂′ je př́ıslušné souřadnicové pole
repér̊u na U ′. Pro m ∈ U ∩ U ′ plat́ı transformačńı vztah ∂′|m = ∂|m · J(m), kde J : U ∩ U ′ →
GL(n,R) je Jacobiho matice souřadnicového přechodu. Potom ale pro m ∈ U ∩ U ′ dostávám

XU ′

Φ |m = Φ(∂′|m)i · ∂′i|m = Φ(∂|m · J(m))i · {Jki (m)∂k|m}
= {J−1(m).Φ(∂|m)}i · {Jki (m)∂k|m}
= (J−1(m))iq Φ(∂|m)q Jki (m) ∂k|m
= Φ(∂|m)q · ∂q|m = XU

Φ |m.

(4.38)

T́ım jsme ukázali, že vztahem XΦ|U = XU
Φ definujeme hladké vektorové pole XΦ na M . Snadno

se ukáže, že přǐrazeńı Φ 7→ XΦ je C∞(M)-lineárńı zobrazeńı vzhledem k násobeńı z poznámky
4.4.2, a tedy morfismus C∞(M)-modul̊u Ω0

ρ(F (M),Rn) a X(M).

Zbývá sestrojit inverzńı zobrazeńı. Necht’ X ∈ X(M). Pro libovolný bod e ∈ F (M) máme
e = (e1, . . . , en) ∈ E(Tπ(e)M). Máme X|π(e) = λi · ei. Definujeme ΦX(e) = (λ1, . . . , λn)T ∈
Rn. Z obvyklých transformačńıch vlastnost́ı vektorových poĺı snadno plyne, že ΦX(e · A) =
A−1.ΦX(e). Je třeba ověřit hladkost ΦX : F (M)→ Rn. Stač́ı ověřit hladkost po složeńı s každým
trivializačńım zobrazeńım F (M), které jsme ale volili ve tvaru φ(m,A) = ∂|m ·A. Potom

ΦX(φ(m,A)) = A−1.ΦX(∂|m) = A−1.(X1(m), . . . , Xn(m))T , (4.39)

kde X|m = Xi(m) · ∂i|m. Pravá strana zjevně hladce záviśı na m i A. Je zjevné, že zobrazeńı
X 7→ ΦX je oboustranná inverze k zobrazeńı Φ 7→ XΦ.

Tvrzeńı 4.4.6. Předpokládejte značeńı z předchoźıho př́ıkladu. Potom Φ ∈ Ω0
ρ(F (M),Rn) je

autoparalelńı podél křivky γ(t) podle definice 4.4.4 právě tehdy když př́ıslušné vektorové pole XΦ

je autoparalelńı podél γ(t) v obvyklém slova smyslu.

D̊ukaz. Podle př́ıkladu 4.3.7 definuje horizontálńı zdvih γh křivky γ paralelně roznesenou bázi
γh(t) = (e1(t), . . . , en(t)) ∈ E(Tγ(t)M) v každém bodě křivky γ. Potom pro každé t ∈ I odpov́ıdá

Φ(γh(t)) přesně komponentám vektorového pole XΦ v bázi (e1(t), . . . , en(t)). Ale vektorové pole
je autoparalelńı podél křivky právě tehdy když má v libovolně paralelně roznesené bázi (tetrádě,
vielbeinu) konstantńı komponenty, tj. Φ ◦ γh je konstantńı funkce t. �

Cvičeńı 4.4.7. Ukažte, jak lze zp̊usobem podobným př́ıkladu 4.4.5 popisovat 1-formy na M .
Zkuste si rozmyslet, jak uchopit libovolná tenzorová pole na M .
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Kapitola 5

Vněǰśı kovariantńı derivace, forma
křivosti

5.1 Horizontálńı část forem

Necht’ π : P →M je hlavńı fibrovaný prostor vybavený formou konexe A ∈ Ω1(P, g). Dostáváme
tedy rozklad TpP = Verp(P ) ⊕ Horp(P ) pro každý bod p ∈ P . Máme tedy dobře definovaný
projektor horp : TpP → Horp(P ). Vzhledem k tomu, že Hor(P ) je hladká distribuce, dá se
ukázat, že vše funguje na úrovni vektorových poĺı, tj. pro každé X ∈ X(P ) a p ∈ P definujeme

(horX)|p := horp(X|p), (5.1)

a výsledek horX ∈ X(P ) je hladké horizontálńı vektorové pole na P . Dostáváme tedy C∞(P )-
lineárńı projektor hor : X(P ) → X(P ) a horX nazýváme horizontálńı část́ı vektorového
pole X. Dokažme si nyńı drobné technické lemma

Lemma 5.1.1. Pro horizontálńı část vektorového pole plat́ı vztah

Rg∗((horX)|p) = (horRg∗(X))|p·g, (5.2)

pro všechny p ∈ P a g ∈ G.

D̊ukaz. Z vlastnosti (4.7) okamžitě plyne, že horp·g ◦Rg∗ = Rg∗ ◦ horp. Zbytek je definice. �

Definice 5.1.2. Necht’ α ∈ Ωp(M,V ) je p-forma s hodnotami ve V pro libovolný konečně-
rozměrný reálný vektorový prostor V . Horizontálńı část horα formy α definujeme vztahem

{horα}(X1, . . . , Xp) := α(horX1, . . . ,horXp). (5.3)

Řekneme, že α je horizontálńı p-forma, pokud horα = α.

Tvrzeńı 5.1.3. Plat́ı následuj́ıćı vlastnosti operátory hor:

(i) hor : Ωp(P, V )→ Ωphor(P, V ) je projektor, kde Ωphor(P, V ) je prostor horizontálńıch p-forem.
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(ii) hor je ekvivariantńı vzhledem k pravé akci grupy G na Ωp(P, V ), tj.

R∗g(horα) = hor(R∗gα), (5.4)

pro všechny α ∈ Ωp(P, V ) a g ∈ G.

(iii) Operátor hor zachovává p-formy typu ρ, tj. hor(Ωpρ(P, V )) ⊆ Ωpρ(P, V ).

(iv) Vzhledem k vněǰśımu součinu (má-li pro konkrétńı V smysl) se hor chová přirozeně, tj.

hor(α ∧̇ β) = hor(α) ∧̇ hor(β), (5.5)

pro všechny α, β ∈ Ωp(M,V ), kde ∧̇ je definovaný s pomoćı nějakého (daného) bilineárńıho
násobeńı na V .

(v) Forma α je horizontálńı, právě tehdy když iW (α) = 0 pro všechna vertikálńı vektorové pole
W ∈ X(P ). Ekvivalentně i#x(α) = 0 pro všechny x ∈ g.

D̊ukaz. (i) je zřejmé, (ii) plyne z lemmatu 5.1.1, a př́ımá aplikace tohoto tvrzeńı na formu typu
ρ dává (iii). Vlastnost (iv) je okamžitým d̊usledkem definice tenzorového součinu a jeho antisy-
metrizace, tj. vněǰśıho součinu. Ad (v): Že jde o podmı́nku nutnou je zřejmé. Předpokládejme,
že α splňuje iW (α) = 0 pro všechna vertikálńı vektorová pole. Potom pro libovolné X ∈ X(P ):

iX(hor(α)) = hor(ihorXα) = hor(iXα). (5.6)

Protože iW (iXα) = iX(iWα) = 0 pro všechna vertikálńı vektorová pole W , můžeme opakováńım
stejného argumentu dokázat, že plat́ı tvrzeńı

{hor(α)}(X1, . . . , Xp) ≡ iXp · · · iX1 hor(α) = hor(iXp . . . iX1α) = α(X1, . . . , Xp), (5.7)

kde jsme využili, že na z definice hor(β) = β pro všechny β ∈ Ω0(P, V ). Odtud hor(α) = α
a dokázali jsme, že α je horizontálńı p-forma. Že je zmı́něná podmı́nka ekvivalentńı jednodušš́ı
podmı́nce i#x(α) = 0 plyne z C∞(P )-linearity p̊uvodńı podmı́nky a vlastnosti, že každé vertikálńı
vektorové pole W lze psát jako W = fα ·#tα, kde fα ∈ C∞(P ) jsou unikátńı hladké funkce. �

5.2 Vněǰśı kovariantńı derivace

V předchoźı sekci jsme záměrně pomlčeli o chováńı vněǰśıho diferenciálu d vzhledem k horizontálńı
projekci forem. Důvod je zřejmý - vněǰśı derivace horizontálńı formy neńı obecně horizontálńı.
Pokud chceme tuto vlastnost, muśıme zač́ıt použ́ıvat jiný diferenciálńı operátor:

Definice 5.2.1. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor vybavený konex́ı A ∈ Ω1(P, g).
Operátor D vněǰśı kovariantńı derivace definujeme jako

D = hor ◦ d. (5.8)

Tvrzeńı 5.2.2 (Vlastnosti vněǰśı kovariantńı derivace). Plat́ı následuj́ıćı:

(i) D : Ωp(P, V )→ Ωp+1
hor (P, V ) je R-lineárńı operátor.

(ii) D je ekvivariantńı vzhledem k pravé akci grupy G na Ωp(P, V ), tj.

R∗g ◦D = D ◦R∗g (5.9)
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(iii) D zachovává formy typu ρ, tj. D(Ωpρ(P, V )) ⊆ Ωp+1
ρ (P, V ).

(iv) Na vněǰśım součinu (má-li pro konkrétńı V smysl) se D chová jako

D(α ∧̇ β) = D(α) ∧̇ hor(β) + η̂(horα) ∧̇ D(β). (5.10)

pro všechny α, β ∈ Ω•(P, V ), kde ∧̇ je vněǰśı součin definovaný pomoćı libovolné (dané)
dodatečné algebraické struktury na V .

D̊ukaz. Všechna tvrzeńı jsou př́ımočarou aplikaćı tvrzeńı 5.1.3 společně s obvyklou vlastnost́ı
vněǰśı derivace d ve tvaru: R∗g ◦ d = d ◦R∗g. �

Ukazuje se, že vněǰśı kovariantńı derivace může být výhodná pro popis autoparalelńıch veličin
dle definice 4.4.4. Výsledek shrnuje následuj́ıćı tvrzeńı:

Tvrzeńı 5.2.3. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor s konex́ı A ∈ Ω1(P, g). Necht’

Φ ∈ Ω0
ρ(P, V ) je veličina typu ρ, kde (V, ρ) je reprezentace G na V .

Necht’ U ⊆M je otevřená množina v M a DΦ = 0 na U = π−1(U). Potom Φ je autoparalelńı
veličina podél libovolné křivky γ : I → U .

D̊ukaz. Necht’ γ : I → U je libovolná křivka. Potom

d

dt
(Φ ◦ γh)(t) = γ̇h(t).Φ = 〈(dΦ)|γh(t), γ̇

h(t)〉 = 〈(dΦ)|γh(t),hor(γ̇h(t))〉

= 〈(DΦ)|γh(t), γ̇
h(t)〉 = 0.

(5.11)

To dokazuje, že Φ je autoparalelńı podél γ(t). �

5.3 Forma křivosti

Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor a A ∈ Ω1(P, g) je konexe na P . Ukázali jsme, že
vertikálńı distribuce Ver(P ) tvoř́ı standardńı př́ıklad integrabilńı distribuce. Je tedy přirozené
prozkoumat rovněž integrabilitu horizontálńı distribuce odpov́ıdaj́ıćı konexi A. Podle tvrzeńı
4.1.13 muśıme prozkoumat dA(X,Y ) na dva lokálńı řezy horizontálńı distribuce. Definujeme

Ω(X,Y ) := dA(horX,horY ) ≡ DA(X,Y ). (5.12)

Potom Ω = DA ∈ Ω2(P, g) se nazývá forma křivosti konexe A. Dostáváme následuj́ıćı:

Tvrzeńı 5.3.1 (Integrabilita horizontálńı distribuce). Horizontálńı distribuce Hor(P ) je inte-
grabilńı, právě tehdy když má nulovou formu křivosti, tj. Ω = 0. Také ř́ıkáme, že konexe A je
plochá.

Tvrzeńı 5.3.2 (Vlastnosti formy křivosti). Necht’ Ω = DA je forma křivosti konexe A. Potom

(i) Ω je 2-forma s hodnotami v g typu Ad, tj. ∀g ∈ G plat́ı

R∗gΩ = Adg−1Ω. (5.13)

(ii) Ω je horizontálńı forma, tj. hor Ω = Ω.
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Výpočet Ω vypadá na prvńı pohled nepř́ıjemně - pro danou formu konexe muśıme nejprve
vypoč́ıtat horizontálńı projektor hor : X(P )→ X(P ). Naštěst́ı se ukazuje, že existuje jednoduchá
explicitńı formulka pro výpočet Ω. Nejprve si vyslov́ıme dvě technická lemmata.

Lemma 5.3.3. Necht’ α ∈ Ωpρ(P, V ) je p-forma typu ρ, kde (V, ρ) je konečně-rozměrná repre-
zentace Lieovy grupy G na prostoru V . Necht’ ρ′ : g→ End(V ) je přidružená reprezentace Lieovy
algebry g, tj. ρ′(x)(v) = d

dt

∣∣
t=0

ρ(exp(tx))(v) pro všechny x ∈ g a v ∈ V . Potom plat́ı

L#xα = −ρ′(x)α, (5.14)

pro všechny x ∈ g.

D̊ukaz. Stač́ı si uvědomit, že tok vektorového pole #x má tvar φt(p) = Rexp(tx)(p). Potom

(L#xα)|p =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ∗t (α|φt(p)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

R∗exp(tx)(α|p·exp(tx))

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ(exp(−tx))α|p = −ρ′(x)α|p,
(5.15)

kde x ∈ g a p ∈ P byly libovolné. A máme dokázáno. �

Př́ıklad 5.3.4. Pro formu konexe máme A ∈ Ω1
Ad(P, g). Přidružená reprezentace k Ad je ad, tj.

[x, y]g ≡ adx(y) = d
dt

∣∣
t=0

Adexp(tx)(y). Forma konexe tedy splňuje rovnici L#xA = −[x,A]g.

Lemma 5.3.5. Necht’ α, β ∈ Ω1(P, g) Potom pro každá dvě vektorová pole X,Y ∈ X(P ) plat́ı

[α ∧ β]g(X,Y ) = [α(X), β(Y )]g + [β(X), α(Y )]g. (5.16)

Speciálně [α ∧ α]g(X,Y ) = 2[α(X), α(Y )]g.

D̊ukaz. Necht’ {tµ}dim g
µ=1 je libovolná báze g a α = αµtµ, β = βνtν . Potom máme

[α ∧ β]g(X,Y ) = (αµ ∧ βν)(X,Y )[tµ, tν ]g = {αµ(X)βν(Y )− βν(X)αµ(Y )}[tµ, tν ]g

= [α(X), β(Y )]g + [β(X), α(Y )]g.
(5.17)

Tvrzeńı pro dvě stejné 1-formy je zřejmé. �

Nyńı již můžeme vyslovit tvrzeńı zásadńı pro výpočet Ω.

Tvrzeńı 5.3.6 (Výpočet formy křivosti). Necht’ A ∈ Ω1(P, g) a Ω = DA je př́ıslušná forma
křivosti. Potom plat́ı formulka

Ω = dA+
1

2
[A ∧A]g. (5.18)

Této rovnici se někdy též ř́ıká Cartanova strukturńı rovnice. Př́ımočarým d̊usledkem tohoto
tvrzeńı je Bianchiho identita ve tvaru

DΩ = DDA = 0. (5.19)

D̊ukaz. Jde o rovnost dvou 2-forem s hodnotami v g. Rovnost stač́ı ověřit na dvojici vektorových
poĺı (X,Y ), kde máme postupně
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(i) (X,Y ) jsou obě horizontálńı. Levá strana dává Ω(X,Y ) = dA(horX,horY ) = dA(X,Y ).
Pravá strana je dA(X,Y ) + [A(X), A(Y )]g = dA(X,Y ), protože A(X) = A(Y ) = 0.

(ii) (X,Y ) jsou obě vertikálńı. Protože jde o rovnost C∞(P )-bilineárńıch objekt̊u, stač́ı ji ověřit
pouze pro X = #x a Y = #y, kde x, y ∈ g. Jelikož hor(Ω) = Ω, je podle tvrzeńı 5.1.3, bod
(v), levá strana nulová. Pravá strana dává

(dA+
1

2
[A ∧A]g)(#x,#y) = dA(#x,#y) + [A(#x), A(#y)]g

= #x.A(#y)−#y.A(#x)−A([#x,#y]g) + [x, y]g

= #x.y −#y.x− [x, y]g + [x, y]g = 0.

(5.20)

A tedy i pravá strana je nulová.

(iii) (X,Y ), kde X = #x a Y je horizontálńı. Levá strana je nulová ze stejného d̊uvodu jako v
bodu (ii). Pravá strana dává

(dA+
1

2
[A ∧A]g)(#x, Y ) = dA(#x, Y ) + [A(#x), A(Y )]g

= #x.A(Y )− Y.A(#x)−A([#x, Y ])

= (L#xA)(Y )− Y.x = −[x,A(Y )]g = 0,

(5.21)

kde jsme použili výsledek př́ıkladu 5.3.4. A tedy i pravá strana je nulová.

Zbývá ukázat Bianchiho identitu. Př́ımo z definice dostáváme

DΩ = D(dA+
1

2
[A ∧A]g) =

1

2
D[A ∧A]g =

1

2
[DA ∧ hor(A)]− [hor(A) ∧DA]g = 0, (5.22)

kde jsme použili bod (iv) tvrzeńı 5.2.2 a vlastnost hor(A) = 0. �

Poznámka 5.3.7. Pozor! Obecně neplat́ı tvrzeńı, že D2 = 0.

Př́ıklad 5.3.8 (Maurerova-Cartanova 1-forma). Necht’ G je libovolná Lieova algebra. Ukážeme
si nyńı př́ıklad užitečné 1-formy s hodnotami v g = Lie(G). Levá Maurerova-Cartanova
1-forma θL ∈ Ω1(G, g) je definovaná vztahem

θL(xL) := x, (5.23)

pro všechny x ∈ g. Zjevně t́ım definujeme hladkou 1-formu na G. Maurer-Cartanova forma má
následuj́ıćı vlastnosti:

(i) θL splňuje Maurer-Cartanovu rovnici

dθL +
1

2
[θL ∧ θL]g = 0. (5.24)

(ii) θL je levo-invariantńı a Ad-ekvivariantńı v̊uči pravé translaci, tj.

L∗g(θL) = θL, R∗g(θL) = Adg−1θL (5.25)
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Abychom dokázali (i), vezměme x, y ∈ g. Potom:

dθL(xL, yL) = xL.θL(yL)− yL.θL(xL)− θL([xL, yL])

=− [x, y]g = −[θL(xL), θL(yL)]g.
(5.26)

Ad (ii): Levo-invariance je zřejmá, protože forma je levo-invariantńı, je-li jej́ı vyč́ısleńı na levo-
invariantńı vektorová pole konstantńı. Vůči pravé akci dostáváme

(R∗gθL)|h(xL|h) = θL|hg(Rg∗(xL|h)) = θL|hg(Rg∗Lh∗x) = θL|hg(Lh∗Rg∗x)

= θL|hg(Lhg∗(Lg−1∗Rg∗x)) = θL|hg({Adg−1(x)}Lgh)

= Adg−1(x) = (Adg−1θL|h)(xL|h).

(5.27)

Poznámka: Pochopitelně existuje i pravá Maurer-Cartanova forma θR, která je pravo-invariantńı a
Ad-ekvivariantńı v̊uči levé translaci a splňuje Maurer-Cartanovu rovnici s opačným znaménkem.

Př́ıklad 5.3.9 (Triviálńı hlavńı fibrace). Spoč́ıtáme si nyńı nejobecněǰśı formu konexe a
křivosti na triviálńım hlavńım fibrovaném prostoru P = M × G. Nejdř́ıv je třeba si ujasnit, že
pro každé p = (m, g) máme T(m,g)P = TmM ⊕ TgG. Tečné vektory v (m, g) tedy budeme psát
jako uspořádané dvojice vzhledem k tomuto rozkladu.

Jak vypadaj́ı v tomto př́ıpadě fundamentálńı vektorová pole? Necht’ x ∈ g. Potom:

#x|(m,g) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(m, g · exp(tx)) = (0m,
d

dt

∣∣∣∣
t=0

g · exp(tx)) = (0m, x
L|g), (5.28)

kde xL ∈ X(G) je levo-invariantńı vektorové pole na G př́ıslušné elementu x ∈ g.

Necht’ (X, yL|g) ∈ TmM ⊕TgG je nejobecněǰśı tečný vektor z T(m,g)P , tj. X ∈ TmM a y ∈ g.
Působeńı pravé akce Rh∗ na (X, yL|g) je následuj́ıćı:

Rh∗(X, y
L|g) = (X,Rh∗(y

L|g)) = (X, {Adh−1(y)}L|gh) (5.29)

Hledáme ted’ nejobecněǰśı formu konexe A ∈ Ω1(M × G, g). Jelikož T ∗(m,g)P = T ∗mM ⊕ T ∗gG,

můžeme psát A|(m,g) ve tvaru A|(m,g) = (A′|(m,g), A
′′|(m,g)), kde A′|(m,g) : TmM → g a A′′|(m,g) :

TgG→ g jsou lineárńı zobrazeńı. Pozor, vid́ıme, že A′ může záviset na g a A′′ na m.

Z prvńı vlastnosti formy konexe A(#x) = x a výše vypoč́ıtaného tvaru #x dostáváme

x = A|(m,g)(#x|(m,g)) = A′|(m,g)(0m) +A′′|(m,g)(x
L|g) = A′′|(m,g)(x

L|g). (5.30)

To nám ale ř́ıká, že A′′|(m,g) = θL|g a tedy zrovna A′′ na bodu m nezáviśı. Chceme prozkoumat
druhou vlastnost formy konexe, tj. R∗h(A|(m,gh)) = Adh−1A|(m,g). Potom

(R∗h(A|(m,gh))(X, y
L|g) = A|(m,gh)(X, {Adh−1(y)}L|gh) = A′|(m,gh)(X) +Adh−1(y). (5.31)

Pravá strana dává požadované rovnice dává

{Adh−1A|(m,g)}(X, yL|g) = Adh−1A′|(m,g)(X) +Adh−1(y). (5.32)

Dostáváme tedy rovnost A′|(m,gh) = Adh−1A′|(m,g). Označme A′|m := A′|(m,e). To nám definuje
hladkou 1-formu A′ ∈ Ω1(M, g). Potom zjevně A′|(m,g) = Adg−1A′|m. Výsledná formulka pro
formu konexe je tedy:

A|(m,g) = Adg−1π∗1(A′)|(m,g) + π∗2(θL)|(m,g). (5.33)
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Prostor všech možných konex́ı na P = M × G je tedy prostor forem Ω1(M, g). Jak vypadá
horizontálńı zdvih odpov́ıdaj́ıćı konexi A? Pro X ∈ X(M) můžeme psát

Xh|(m,g) = (X ′|(m,g), X
′′|(m,g)), X ′|(m,g) ∈ TmM, X ′′|(m,g) ∈ TgG. (5.34)

Jelikož X ′′|(m,g) ∈ TgG, můžeme jej psát jako y(m, g)L|g, kde y(m, g) ∈ g. Podmı́nka projekce

π∗(X
h|(m,g)) = X|m dává X ′|(m,g) = X|m. Podmı́nka A|(m,g)(X

h|(m,g)) = 0 dává

Adg−1A′|m(X|m) + y(m, g) = 0. (5.35)

A tedy y(m, g) = −Adg−1〈A′, X〉(m). Zjǐst’ujeme, že horizontálńı zdvih má tvar

Xh|(m,g) = (X|m,−{Adg−1〈A′, X〉(m)}L|g) = (X|m,−{〈A′, X〉(m)}R|g). (5.36)

Nyńı bychom chtěli vypoč́ıtat formu křivosti Ω. Zde je velmi snadné vypoč́ıtat výsledek z definice.
Potřebujeme totiž znát komutátor dvou horizontálńıch zdvih̊u. Př́ımým výpočtem

[Xh, Y h]|(m,g) =
(
[X,Y ]|m,−({X.A′(Y )− Y.A′(X) + [A′(X), A′(Y )]g}(m))R|g

)
. (5.37)

Potom Ω(Xh, Y h) = dA(Xh, Y h) = −〈A, [Xh, Y h]〉 má tvar

{Ω(Xh, Y h)}(m, g) = Adg−1{X.A′(Y )− Y.A′(X)−A′([X,Y ]) + [A′(X), A′(Y )]g}(m)

= Adg−1{(dA′ + 1

2
[A′ ∧A′]g)(X,Y )}(m).

(5.38)

Vid́ım, že konexe A odpov́ıdaj́ıćı formě A′ ∈ Ω1(M, g) je plochá, pokud dA′ + 1
2 [A′ ∧ A′]g = 0.

To snadno splńıme položeńım A′ = 0, kde potom A = π∗2(θL) se nazývá kanonická plochá
konexe na P = M ×G.

Lemma 5.3.10 (Maurer-Cartan na GL(n,R)). Necht’ ϕ : M → GL(n,R) je libovolné hladké
zobrazeńı a θL je levá Maurer-Cartanova forma GL(n,R). Potom ϕ∗(θL) = ϕ−1dϕ, kde ϕ lze
interpretovat jako element ϕ ∈ Ω0(M,GL(n,R)) a tedy dϕ ∈ Ω1(M,GL(n,R)).

Z tohoto d̊uvodu se běžně použ́ıvá označeńı θL ≡ g−1dg. Je zjevné, že ve stejném tvaru plat́ı
pro libovolné maticové grupy (tedy podgrupy GL(n,R)).

D̊ukaz. Necht’ X ∈ TmM . Potom ϕ∗(θL)|m(X) = θL|ϕ(m)(ϕ∗(X)) = Lϕ(m)−1∗ϕ∗(X). Ale Lie-
ova grupa GL(n,R) ⊆ gl(n,R) je otevřená podmnožina vektorového prostoru a tedy ϕ∗(X) ∈
Tϕ(m) GL(n,R) ∼= gl(n,R) je matice n× n, a Lϕ(m)−1∗ je obyčejné násobeńı matićı zleva.

Nav́ıc se z definic snadno ukáže, že při ztotožněńı C∞(M,GL(n,R)) ≡ Ω0(M,GL(n,R))
dostáváme (explicitńım výpočtem) ϕ∗(X) = dϕ|m(X) pro všechny X ∈ TmM . Tedy

ϕ∗(θL)|m(X) = ϕ(m)−1 · dϕ|m(X), (5.39)

což dokazuje tvrzeńı lemmatu. �

Př́ıklad 5.3.11 (Forma křivosti na F (M)). Výsledk̊u z předchoźıho př́ıkladu můžeme využ́ıt k
analýze př́ıpadu hlavńı fibrace repér̊u. Pro libovolné lokálńı pole repér̊u f = (f1, . . . , fn) na U .
Na π−1(U) jsme si zavedli funkce y : π−1(U)→ GL(n,R) vztahem e = f |π(e) · y(e) a psali jsme

ω = y(e)−1 · π∗(ω̂) · y(e) + y−1(e) · dy|e, (5.40)

53



kde ω̂ ∈ Ω1(M,U) je lokálńı forma konexe na U př́ıslušná poli repér̊u f . Na celou konstrukci ω
můžeme pohĺıžet následovně. Sestroj́ıme zobrazeńı ψ : π−1(U)→ U ×GL(n,R) vztahem

ψ(e) = (π(e), y(e)). (5.41)

Jedná se o hladký ekvivariantńı difeomorfismus π−1(U) a triviálńı hlavńı fibrace U ×GL(n,R).
To je snadný d̊usledek toho, že ψ = φ−1 pro ekvivariantńı trivializačńı zobrazeńı φ : U ×
GL(n,R)→ π−1(U) odpov́ıdaj́ıćı hladkému řezu σ(m) = f |m ve shodě s tvrzeńım 2.3.6. Protože
ω̂ ∈ Ω1(U, gl(n,R)), můžeme na ve shodě s předchoźım př́ıkladem sestrojit na triviálńı fibraci
U ×GL(n,R) formu konexe A podle vztahu (5.33), tj.

A|(m,A) = AdA−1π∗1(ω̂)|(m,A) + π∗2(θL)|(m,A), (5.42)

pro všechny (m,A) ∈ U × GL(n,R). Snadno se ukáže, že ω sestrojená nahoře je potom prostě
pullback A zobrazeńım ψ, tj. ω = ψ∗(A). To plyne z vlastnost́ı π1 ◦ψ = π, π2 ◦ψ = y a zejména z
lemmatu 5.3.10. Protože ψ je ekvivariantńı difeomorfismus, snadno se nahlédne, že horizontálńı
zdvihy vzhledem k obou konex́ım jsou ψ-vztažené, tj. ψ∗(X

h|e) = Xh
A|ψ(e), kde Xh je zdvih

vzhledem ke konexi ω a Xh
A vzhledem k A. Z definice formy konexe je zřejmé, že plat́ı vztah

Ω = ψ∗(ΩA). Dostáváme tedy rovnici

{Ω(Xh, Y h)}(e) = ΩA(Xh
A, Y

h
A ) = Ady(e)−1{(dω̂ +

1

2
[ω̂ ∧ ω̂]g)(X,Y )}(m). (5.43)

Nyńı si stač́ı vzpomenout na tvrzeńı 3.2.2 a Cartanovy strukturńı rovnice, odkud dostáváme
vztah dω̂ + 1

2 [ω̂ ∧ ω̂]g = Ω̂, kde Ω̂ je lokálńı forma křivosti (vyrobená z Riemannova tenzoru).
Máme tedy rovnici, která nám ř́ıká (s použit́ım definice Ad v maticové grupě):

{Ω(Xh, Y h)}(e) = y(e)−1 · Ω̂(X,Y )(m) · y(e) = {
(
y−1 · π∗(Ω̂) · y

)
(Xh, Y h)}(e). (5.44)

Hodnoty formy konexe stač́ı ověřit na horizontálńı zdvihy vektorových poĺı a plat́ı tedy rovnost:

Ω = y−1 · π∗(Ω̂) · y (5.45)

Vı́me, že levá strana je z definice dobře definovaná a tedy nezávislá od výběru repérového pole
f , které použ́ıváme na pravé straně. Stejně jako pro formu konexe můžeme p̊uvodńı formy
lokálńı formy konexe (a tedy Riemann̊uv tenzor) źıskat pomoćı pullbacku řezem odpov́ıdaj́ıćım
repérovému poli f : Ω̂ = σ∗(Ω), kde σ(m) = f |m pro všechny m ∈ U . Zjǐst’ujeme tedy, že pro
F (M) je forma křivosti vskutku formou křivosti!

5.4 Kovariantńı derivace forem typu ρ

V předchoźı sekci jsme ukázali, že kovariantńı derivaci 1-formy A lze psát snadno pomoćı rovnice
(5.18), kde explicitně nevystupuje horizontálńı distribuce odpov́ıdaj́ıćı konexi A. Můžeme tedy
doufat v podobné zjednodušeńı pro větš́ı tř́ıdu diferenciálńıch forem na P . Ukazuje se, že dobrým
kandidátem jsou staré dobré p-formy typu ρ z podsekce 4.4. Ukazuje se však, že muśıme přidat
jeden předpoklad (jehož ověřeńı už znalost horizontálńı distribuce vyžaduje).

Tvrzeńı 5.4.1. Necht’ α ∈ Ωpρ(P, V ) je horizontálńı p-forma typu ρ, kde (V, ρ) je daná konečně-
rozměrná reprezentace Lieovy grupy G na prostoru V . Potom

Dα = dα+ ρ′(A) ∧̇ α, (5.46)

speciálně pro všechny veličiny Φ typu ρ plat́ı DΦ = dφ+ρ′(A)Φ. Zde ρ′ je přidružená reprezentace

Lieovy algebry g na V a ρ′(A) ∧̇ α = Aµ ∧ αi · ρ′(tµ)Ei, kde {tµ}dim g
µ=1 a {Ei}dimV

i=1 jsou libovolné
báze g, respektive V . Pro p = 0 neṕı̌seme zbytečně symbol ∧̇ .
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D̊ukaz. Důkaz je podobný ověřeńı (5.18). Dosazujeme vektorová pole (X1, . . . , Xp+1). Jsou-li
všechna horizontálńı, máme ρ′(A) ∧̇ α = 0, protože v každém sč́ıtanci ve vněǰśım součinu poleze
horizontálńı vektorové pole do A a dá nulu. Potom Dα(X1, . . . , Xp+1) = dα(X1, . . . , Xp+1) z
definice D.

Jsou-li mezi vektorovými poli alespoň dvě vertikálńı, daj́ı obě strany nulu. Levá strana z
definice, napravo máme dα a ρ′(A) ∧̇ α. V obou z nich muśı (po dosazeńı do obvyklých formulek
pro d a vněǰśı součin) alespoň jedno z vertikálńıch vektorových poĺı vlézt do α. Protože je α
horizontálńı, dává podle tvrzeńı 5.1.3 bod (v) nulu.

Zbývá tedy dokázat tvrzeńı pro právě jedno vertikálńı vektorové pole. Můžeme předpokládat,
že X1 = #x. Levá strana je opět rovna nule a vpravo dostáváme

(dα)(#x,X2, . . . , Xp+1) = (i#xdα)(X2, . . . , Xp+1) = (L#xα− di#xα)(X2 . . . , Xp+1)

= (L#xα)(X2, . . . , Xp+1),
(5.47)

kde jsme využili horizontality i#xα = 0. Pro druhý člen na pravé straně máme

(ρ′(A) ∧ α)(#x,X2, . . . , Xp+1) = ρ′(A(#x))α(X2, . . . , Xp+1) = ρ′(x)α(X2, . . . , Xp+1), (5.48)

kde do totálńı antisymetrizace ve vněǰśım součinu přispěje pouze jeden člen opět z d̊uvodu hori-
zontality α. Pravá strana je tedy nulová pokud L#xα+ ρ′(x)α = 0. Ale to je dle lemmatu 5.3.3
d̊usledek toho, že α je typu ρ.

Každá veličina typu ρ je 0-forma typu ρ a tedy automaticky horizontálńı. Právě dokázané lze
tedy na 0-formy aplikovat vždy. �

Důsledek 5.4.2 (Vyjádřeńı Bianchiho identity). Forma křivosti Ω konexe A splňuje rovnici

dΩ + [A ∧ Ω]g = 0. (5.49)

D̊ukaz. Forma křivosti je horizontálńı 2-forma typu Ad. Zde ρ′ = ad a tedy máme ρ′(A) ∧̇ Ω =
[A ∧ Ω]g. Potom zbývá aplikovat předchoźı tvrzeńı a použ́ıt Bianchiho identitu (5.19). �

Př́ıklad 5.4.3 (Vněǰśı kovariantńı derivace vektorových poĺı). Ukázali jsme si, že vektorová pole
lze interpretovat jako veličinu typu ρ, kde V = Rn a ρ(A)x = A.x. Ukažme si, jak explicitně
vypadá vněǰśı kovariantńı derivace ΦX , kde X ∈ X(M) je odpov́ıdaj́ıćı vektorové pole.

Budeme pracovat lokálně na π−1(U), kde (U, (x1, . . . , xn)) jsou lokálńı souřadnice na M .
Necht’ X = Xi∂i. Ukázali jsme, že potom ΦX(∂|m) = (X1(m), . . . , Xn(m))T . Ukážeme si, že
plat́ı následuj́ıćı rovnost:

〈D(ΦY ), Xh〉 = Φ∇XY , (5.50)

kde ∇ je afinńı konexe kterou máme na F (M) kódovanou pomoćı formy konexe ω. Minule jsme
ukázali, že horizontálńı zdvih X = Xi∂i má lokálně explicitńı tvar

Xh|e = Xi(π(e)){∂i|e − Γali(π(e))ylb(e)∂
b
a|e}, (5.51)

kde e = ∂|π(e) · y(e). Veličina ΦY je definována pomoćı komponent Y = Y i∂i vztahem

ΦY (∂|m) = (Y 1(m), . . . , Y n(m))T . (5.52)

Pro obecný bod e ∈ π−1(U) tedy dostáváme vyjádřeńı

ΦY (e) = ΦY (∂|π(e) · y(e)) = ρ(y(e)−1)ΦY (∂|π(e)) = y(e)−1.(Y 1(π(e)), . . . , Y n(π(e)))T

= (y−1)ij(e) · Y j(π(e)) Ei.
(5.53)
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Odtud dostáváme následuj́ıćı vztah pro pro vněǰśı kovariantńı derivaci:

〈D(ΦY )i, Xh〉(e) = {Xh.ΦiY }(e) = {Xh.(y−1)ij}(e) · Y j(π(e)) + (y−1)ij(e) · {Xh.(Y j ◦ π)}(e).
(5.54)

Druhý člen je snadný, protože pro každé f ∈ C∞(M) máme Xh.(f ◦ π) = (X.f) ◦ π, což plyne z
vlastnosti Xh ∼π X. V prvńım se využije obvyklá rovnice:

Xh.(y−1)ij = −(y−1)ik (Xh.ykl ) (y−1)lj . (5.55)

Toto plat́ı pro libovolnou funkci s hodnotami v matićıch a libovolné vektorové pole. Potom se
využije, že Xh.ykl = 〈dykl , Xh〉 jsou přesně komponenty Xh př́ıslušné ∂kl a tedy

(Xh.ykl )(e) = −Xq(π(e)) Γkmq(π(e)) yml (e). (5.56)

Dosazeńım zpět dostáváme vyjádřeńı

{Xh.(y−1)ij}(e) = Xq(π(e)) (y−1)ik(e) Γkjq(π(e)). (5.57)

Konečně můžeme dosadit do výrazu pro kovariantńı derivaci a obdrž́ıme

〈D(ΦY )i, Xh〉(e) = Xq(π(e)){(y−1)ij(e)(Y
j
,q)(π(e)) + (y−1)ik(e)Γkjq(π(e))Y j(π(e))}. (5.58)

Hledáme V ∈ X(M) splňuj́ıćı rovnici 〈D(ΦY ), Xh〉(e) = ΦV (e). Komponenty V i(m) dostaneme
vyč́ısleńım pravé strany na e = ∂|m a následným odečtem i-tého prvku výsledného vektoru v
Rn. Dosazeńım do levé strany potom

V i(m) = 〈D(ΦY )i, Xh〉(∂|m) = Xq(m){δijY j,q(m) + δikΓkjq(m)Y j(m)}
={Xq(Y i,q + ΓijqY

j)}(m) ≡ (∇XY )i(m).
(5.59)

Dokázali jsme tedy rovnost (5.50). Isomorfismus X(M) ∼= Ω0
ρ(F (M),Rn) nám tedy umožňuje

př́ımým výpočtem pomoćı D vyjádřit kovariantńı derivaci ∇X s kterou jsme začali v prvńı řadě.

Jelikož pro horizontálńı formu typu ρ je jej́ı kovariantńı derivace zřejmě opět horizontálńı
forma typu ρ, můžeme se ptát co se stane, když znovu aplikujeme D a použijeme stejný vzorec.

Tvrzeńı 5.4.4 (Ricciho identita). Pro libovolnou horizontálńı p-formu α typu ρ, kde (V, ρ) je
konečně-rozměrná reprezentace G na V , plat́ı identita

D2α = ρ′(Ω) ∧̇ α. (5.60)

kde Ω ∈ Ω2(P, g) je forma křivosti. Speciálně pro všechny Φ ∈ Ω0
ρ(P, V ) plat́ı D2Φ = ρ′(Ω)Φ.

D̊ukaz. Dvojitou aplikaćı (5.46) dostáváme výraz

D2α = D(dα+ ρ′(A) ∧̇ α) = d(dα+ ρ′(A) ∧̇ α) + ρ′(A) ∧ dα+ ρ′(A) ∧̇ α)

= ρ′(dA) ∧̇ α+ ρ′(A) ∧̇ (ρ′(A) ∧̇ α).
(5.61)

Př́ımo z definice se dá s užit́ım definice reprezentace Lieovy algebry ukázat, že

ρ′(A) ∧̇ (ρ′(A) ∧̇ α) =
1

2
ρ′([A ∧A]g) ∧̇ α. (5.62)

Po dosazeńı zpět tedy dostáváme D2α = ρ′(dA+ 1
2 [A ∧A]g) ∧̇ α = ρ′(Ω) ∧̇ α. �
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Př́ıklad 5.4.5 (Ricciho identita pro F (M)). Uvažujme opět P = F (M) s konex́ı ω odpov́ıdaj́ıćı
∇ a (V, ρ) = (Rn, ρ), kde ρ(A)x = A.x, tak že Ω0

ρ(F (M),Rn) ∼= X(M). Použit́ım (5.50) a
předchoźıho tvrzeńı dostáváme pro X,Y, Z ∈ X(M) rovnost

Φ∇X(∇Y Z)−∇Y (∇XZ)−∇[X,Y ]Z = Ω(Xh, Y h).ΦZ (5.63)

Komponenty odpov́ıdaj́ıćıch vektorových poĺı v bodě m dostaneme vyč́ısleńım obou funkćı v
bodě e = ∂|m a odečtem i-té komponenty. S využit́ım (5.44) potom dostáváme

{∇iX(∇Y Z)−∇iY (∇XZ)−∇i[X,Y ]Z}(m) = {Ω̂ij(X,Y )}(m)Zj(m) = 〈dxi, R(X,Y )Z〉. (5.64)

Dostáváme tedy přesně to, čemu se ř́ıká Ricciho identita (pro nás definice Riemannova tenzoru).

5.5 Integrabilita paralelńıho přenosu, holonomie

Na paralelńı přenos, t.j. horizontálńı zdvih křivek se můžeme d́ıvat následovně. Zvoĺıme si libo-
volné vlákno Pm pro m ∈ M a bod p ∈ P . Chceme definovat přenos bodu p do jiného vlákna
Pm′ pro m′ ∈ M . Zvoĺım si (po částech hladkou) křivku γ : I → M s vlastnost́ı γ(0) = m a
γ(1) = m′.

Podle věty 4.3.5 existuje unikátńı křivka γh : I → M s vlastnost́ı γh(0) = p a π ◦ γh = γ. Z
konstrukce je γh(1) ∈ Pm′ a my tedy můžeme definovat paralelńı přenos jako τγm,m′(p) = γh(1).
Pro danou křivku γ takhle můžu zobrazit každý bod p ∈ Pm dostávám tedy (hladké) zobrazeńı
obou vláken τγm,m′ : Pm → Pm′ . Snadno se ukáže, že je to dokonce difeomorfismus, protože
horizontálńımi zdvihy křivky γ′(t) := γ(1− t) s použit́ım jednoznačnosti můžu definovat inverzńı

zobrazeńı, t.j. τγ
′

m′,m = (τγm,m′)
−1.

Nyńı se můžeme oprávněně ptát, jestli definice τγm,m′ záviśı od výběru křivky γ spojuj́ıćı

body m a m′. Odpověd’ poskytneme v této sekci. Nejprve si muśıme trošičku vylepšit vlastnosti
integrabilńıch distribućı.

Definice 5.5.1. Necht’ M je hladká varieta. Potom F se nazývá k-rozměrná foliace M , pokud
F je soubor vzájemně disjunktńıch neprázdných souvislých vnořených k-rozměrných podvariet
M , takových, že M =

⋃
F∈F F .

Každý bod m ∈ M nav́ıc muśı mı́t souřadnicové okoĺı (U,ϕ) = (U, (x1, . . . , xn)) takové, že
ϕ(U) ⊆ Rn je n-rozměrná krychle a pro každé F ∈ F je F ∩ U bud’ prázdná množina, nebo
spočetné sjednoceńı k-rozměrných

”
plátk̊u“ ve tvaru S = {q ∈ U | xk+1(q) = c1(q), . . . xn =

cn(q)}. Podvarietám F ∈ F se ř́ıká listy foliace.

Frobeniova věta nám dávala integrabilitu distribuce, t.j. každý bod lež́ı v nějaké integrálńı
podvarietě. Následuj́ıćı věta nám dává mnohem silněǰśı tvrzeńı.

Věta 5.5.2 (Globálńı Frobeniova věta). Necht’ D je integrabilńı k-rozměrná distribuce. Potom

FD = {N ⊆M | N je maximálńı souvislá integrálńı podvarieta distribuce D}. (5.65)

je k-rozměrná foliace variety M .

Maximalita znamená, že N ∈ FD neńı obsažená v žádné daľśı souvislé integrálńı podvarietě.
Vzhledem k vlastnostem FD je každý bod m ∈ M obsažený právě v jedné souvislé maximálńı
integrálńı podvarietě, kterou můžeme označovat jako Nm. Plat́ı tedy např́ıklad pravidlo, že pokud
m′ ∈ Nm, máme Nm = Nm′ . Horizontálńı distribuce má ještě jednu význačnou vlastnost. Je totiž
G-invariantńı. V následuj́ıćım se nám bude hodit následuj́ıćı pomocné lemma:
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Lemma 5.5.3. Necht’ D je libovolná k-rozměrná integrabilńı hladká distribuce v P , která je
G-invariantńı ve smyslu Rg∗(Dp) = Dp·g pro všechny p ∈ P a g ∈ G.

Potom př́ıslušná foliace FD splňuje vlastnost Np·g = Rg(Np), tj. listy foliace př́ıslušné p a
p · g jsou vzájemně difeomorfńı a vztaženy akćı grupy G.

Nyńı si muśıme ujasnit, že otázka nezávislosti paralelńıho přenosu z daného vlákna Pm do
nějakého daľśıho vlákna P ′m na křivce γ se dá ekvivalentně přeformulovat jako nezávislost para-
lelńıho přenosu z Pm do Pm pomoćı uzavřené smyčky γ : I →M , tj. γ(0) = γ(1) = m.

Lemma 5.5.4. Paralelńı přenos τγm,m′ pro daný bod m ∈M a libovolný bod m′ ∈M nezáviśı na
volbě křivky γ : I →M s γ(0) = m a γ(1) = m′, právě tehdy když pro každou uzavřenou smyčku
γ′ : I →M , takovou že γ′(0) = γ′(1) = m máme τγ

′

m,m = 1Pm .

D̊ukaz. Jeden směr je triviálńı. Předpokládejme, že paralelńı přenos do libovolného bodu m′

nezáviśı na volbě γ, a necht’ γ′ je smyčka s počátkem v M . Ale konstantńı křivka γc(t) = m
pro všechny t ∈ I má pro každé p horizontálńı zdvih v podobě konstantńı křivky v p. Podle
předpokladu tedy

τγ
′

m,m(p) = τγcm,m(p) = p. (5.66)

Opačně, necht’ γ1 a γ2 jsou dvě křivky spojuj́ıćı m a m′, necht’ p ∈ Pm a p1 = γh1 (1), p2 = γh2 (1).
Muśıme ukázat, že p1 = p2. Křivka γ′ = γ−1

2 ? γ1 definovaná vztahem

γ′(t) =

{
γ1(2t) t ∈ [0, 1

2 ]
γ2(2(1− t)) t ∈ [ 1

2 , 1]
(5.67)

je uzavřená smyčka v počátkem v m. Protože p2 a p1 jsou ve stejném vlákně, máme p2 = p1 · g
pro unikátńı g ∈ G. Muśıme nyńı sestrojit horizontálńı zdvih γ′ startuj́ıćı z p. Protože γh2 konč́ı
v jiném bodě než γh1 , nemůžeme složit γh1 s (γh2 )−1. Můžeme ale uvažovat křivku γ̂h2 (t) = γh2 (t) ·
g, která už splňuje γ̂h2 (1) = γh1 (1). Nav́ıc je horizontálńı, protože Horp·g(P ) = Rg∗(Horp(P )).
Snadno se nahlédne, že γ′h := (γ̂h2 )−1 ? γh1 je horizontálńı zdvih γ′ startuj́ıćı z bodu p. Potom

τγ
′

m,m(p) = γ′h(1) = γ̂h2 (0) = γh2 (0) · g = p · g. (5.68)

Podle předpokladu je ale γγ
′

m,m = 1Pm , odkud plyne p = p · g. Jelikož je akce volná, dostáváme
g = e a konečně p2 = p1. �

Nyńı si muśıme pořádně rozmyslet, jak funguje horizontálńı zdvih křivek ve vztahu k inte-
grabilńı horizontálńı distribuci. Necht’ m ∈ M je fixńı bod. Předpokládejme, že A ∈ Ω1(P, g)
definuje integrabilńı distribuci, tj. Ω = 0. Ukážeme si, že pro body dostatečně bĺızko m ∈ M je
paralelńı přenos integrabilńı, tj. nezáviśı na volbě křivky, která daný bod m′ spojuje s M .

Tvrzeńı 5.5.5. Necht’ m ∈ M . Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor. Potom existuje
okoĺı U bodu m, že pro libovolné dvě křivky γ, γ′ : I → U splňuj́ıćı γ(0) = γ′(0) = q a γ(1) =

γ′(1) = q′ plat́ı τγq,q′ = τγ
′

q,q′ .

D̊ukaz. Zvoĺıme si p ∈ π−1(m) libovolný. Jelikož Hor je integrabilńı distribuce, existuje ma-
ximálńı souvislá integrálńı podvarieta Np př́ıslušná bodu p. Necht’ π′ ≡ π|Np : Np → M je
restrikce π na podvarietu Np. Z horizontality Tq(Np) ≡ Horq(P ) plyne, že π′ je lokálńı difeo-
morfismus. Existuje tedy okoĺı V ⊆ Np bodu p a U ⊆ M bodu m = π(p), že π′|V : V → U je
difeomorfismus. Je-li γ : I → U , definujeme γh(t) = (π′|V )−1(γ(t)). Máme tedy γh : I → V ⊆ Np.
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Po složeńı s vnořeńım Np ↪→ P dostáváme hladkou křivku která je v každém bodě horizontálńı
a projektuje se zpět na γ. Necht’ γh(0) = r. Je-li γ′ libovolná jiná křivka se stejnými koncovými
body, máme γ′h(0) = (π′|V )−1(γ′(0)) = (π′|V )−1(γ(0)) = γh(0) = r, a stejně se ukáže, že maj́ı

stejný koncový bod. To dokazuje τγq,q′(r) = τγ
′

q,q′(r). Ale zbytek plyne z G-ekvivariance paralelńıho
přenosu. Je-li r′ ∈ Pq, potom existuje unikátńı g ∈ G, že r′ = r · g. Plat́ı

τγq,q′(r
′) = τγq,q′(r) · g = τγ

′

q,q′(r) · g = τγ
′

q,q′(r
′). (5.69)

A máme dokázáno! �

Vid́ıme, že pro křivky v dostatečně malém okoĺı bodu m zaruč́ı integrabilita Hor nezávislost
paralelńıho přenosu na křivkách v tomto okoĺı. Můžeme se tedy oprávněně ptát, jak je to pro
obecnou křivku spojuj́ıćı libovolné dva body q a q′. Obecná odpověd’ je záporná, jak si ukážeme
na př́ıkladu. Pro správné tvrzeńı si muśıme definovat následuj́ıćı pojem.

Definice 5.5.6. Necht’ M je hladká varieta a necht’ γ, γ′ : I →M jsou dvě hladké křivky, takové
že γ(0) = γ′(0) a γ(1) = γ′(1), tj. jejich začátky a konce jsou stejné.

Řekneme, že γ a γ′ jsou homotopické, existuje-li hladké zobrazeńı h : I × I → I, takové že

(i) h(t, 0) = γ(t), h(t, 1) = γ′(t). Jinými slovy h|I×{0} = γ a h|I×{1} = γ′.

(ii) h(0, s) = γ(0) = γ′(0) a h(1, s) = γ(1) = γ′(1). Jinak řečeno, dostáváme tř́ıdu hladkých
křivek hs(t) := h(t, s), které všechny zač́ınaj́ı a konč́ı ve stejném bodě a h0 = γ a h1 = γ′.

Budeme psát γ ∼h γ′. Speciálně pokud γ je smyčka (tedy γ(0) = γ(1)), řekneme, že γ je
homotopická nule, pokud γ ∼h 0, kde 0(t) ≡ γ(0) ≡ γ(1) je konstantńı křivka.

Poznámka 5.5.7. Všimněte si, že předpokládáme hladkost homotopie h. Většinou se homotopie
definuj́ı pouze jako spojitá zobrazeńı. Zejména jsou zaj́ımavé prostory, kde je každá (spojitá)
smyčka (spojitě) homotopická nule, kterým se ř́ıká jednoduše souvislé. Kupodivu se dá ukázat,
že tato vlastnost je plně ekvivalentńı tvrzeńı, že každá hladká smyčka je hladce homotopická nule.

Nyńı již můžeme vyslovit následuj́ıćı tvrzeńı, které dává správnou odpověd’ na předchoźı
otázku.

Tvrzeńı 5.5.8. Necht’ m ∈ M je libovolný bod, a π : P → M necht’ je hlavńı fibrovaný prostor
vybavený plochou konex́ı A ∈ Ω1(P, g). Necht’ γ a γ′ jsou libovolné hladké křivky takové, že

γ(0) = γ′(0) = m a γ(1) = γ(1′) = m′. Nav́ıc předpokládejme, že γ ∼h γ′. Potom τγm,m′ = τγ
′

m,m′ .

D̊ukaz. Důkaz tvrzeńı si pouze načrtneme. Vezmeme homotopii h : I × I → M dvou zadaných
křivek γ a γ′. Necht’ hs = h(·, s) a h′t = h(t, ·) jsou dvě př́ıslušné tř́ıdy hladkých křivek.

S využit́ım kompaktnosti ’mýdlové bubliny’ h(I × I) ⊆M a tvrzeńı 5.5.5 vyrob́ıme rozděleńı
[0, 1] ⊆ I a v podobě 0 = t1 < · · · < tq = 1 a 0 = s1 < · · · < sr = 1, tak, že paralelńı přenos
po dvou (po částech hladkých) křivkách hsi |[tj ,tj+1] a h′tj+1

|[si,si+1] (tj. po dolńı a pravé hraně
obdélńıku h([tj , tj+1]× [si, si+1])) je stejný jako po dvou křivkách h′tj |[si,si+1] a hsi+1

|[tj ,tj+1] (tj.
po levé a horńı straně téhož obdélńıku). S použit́ım tohoto umı́me ukázat, že paralelńı přenos
podél křivky γ = h0 = hs1 je stejný jako podél hs2 , který je stejný jako podél hs3 atd.. �
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Př́ıklad 5.5.9 (Neintegrabilita pro integrabilńı distribuci). Ukážeme si, že opravdu muśıme
uvažovat pouze vzájemně homotopńı křivky. Vezmeme si M v podobě pláště kužele bez špičky
(jako podmnožiny R3) a π : F (M) → M . Konexi A bude odpov́ıdat standardńı Levi-Civitova
konexe ∇ odpov́ıdaj́ıćı indukované metrice na M ⊆ R3. Necht’ a je výška kužele a R jeho poloměr.
Lokálńı souřadnice na M jsou (z, ϕ), kde z ∈ (0, a) udává jak vysoko nad rovinou (x, y) se
nacháźıme a ϕ je standardńı polárńı souřadnice. Vložeńı M do R3 má v souřadnićıch tvar

x =
R

a
(a− z) cos(ϕ), y =

R

a
(a− z) sin(ϕ), z = z. (5.70)

Indukovaná metrika na M dopadne následovně. Nejprve si vezmeme standardńı metriku v E3

zapsanou v cylindrických souřadnićıch (r, ϕ, z):

gE3 = dr ⊗ dr + dz ⊗ dz + r2dϕ⊗ dϕ. (5.71)

Přechod (pullback) do kužele M pak spoč́ıvá v substituci r(z) = R
a (a− z). Potom dr = −Ra dz a

dostáváme
g = (R/a)2{(1 + (a/R)2)dz ⊗ dz + (z − a)2dϕ⊗ dϕ}. (5.72)

Nyńı je celkem př́ımočaré spoč́ıtat Christoffelovy symboly Levi-Civitovy konexe podle obvyklých
formulek. Dostaneme následuj́ıćı:

Γϕzϕ = (z − a)−1, Γzϕϕ = − 1

1 + (a/R)2
(z − a). (5.73)

Jinými slovy, netriviálńı jsou pouze následuj́ıćı kovariantńı derivace:

∇∂z (∂ϕ) = ∇∂ϕ(∂z) = (z − a)−1∂ϕ, ∇∂ϕ(∂ϕ) = − 1

1 + (a/R)2
(z − a)∂z. (5.74)

Z d̊uvodu antisymetrie operátoru křivosti stač́ı vypoč́ıtat kombinaci R(∂ϕ, ∂z). Máme

R(∂ϕ, ∂z)∂ϕ = ∇∂ϕ((z − a)−1∂ϕ) +∇∂z (
1

1 + (a/R)2
(z − a)∂z)

= − 1

1 + (a/R)2
∂z +

1

1 + (a/R)2
∂z = 0.

(5.75)

Hodnota operátoru R(∂ϕ, ∂z) na ∂z vyjde nula podobným výpočtem a dostáváme R = 0.

Horizontálńı distribuce v tomto př́ıpadě je integrabilńı. Nyńı si vezmeme následuj́ıćı uzavřenou
a hladkou smyčku γ : [0, 1]→M .

z(t) = z(γ(t)) = z0, ϕ(t) = ϕ(γ(t)) = 2πt. (5.76)

Jedná se tedy o křivku co jednou obtoč́ı kužel ve výšce z0. Chceme paralelně přenášet tečný vektor
(V z, V ϕ) ∈ T(z0,0)M podél křivky γ(t). Necht’ V z(t) V ϕ(t) označuj́ı komponenty paralelně roz-
neseného tečného vektoru podél křivky γ. Nyńı ukážeme, že (V z(1), V ϕ(1)) 6= (V z(0), V ϕ(0)) ≡
(V z, V ϕ). Rovnice paralelńıho přenosu dává

V̇ z(t) + ϕ̇(t)Γzϕϕ(t)V ϕ(t) = 0, V̇ ϕ(t) + ż(t)Γϕzϕ(t)V ϕ(t) + ϕ̇(t)Γϕϕz(t)V
z(t) = 0. (5.77)

Po dosazeńı do obou rovnic dostáváme

V̇ z(t) +
2π(a− z0)

1 + (a/R)2
V ϕ(t) = 0, V̇ ϕ(t)− 2π

(a− z0)
V z(t) = 0. (5.78)
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To je ale vede standardńım postupem na dvě rovnice druhého řádu:

V̈ z(t) +
4π2R2

R2 + a2
V z(t) = 0, V̈ ϕ(t) +

4π2R2

R2 + a2
V ϕ(t) = 0. (5.79)

To je ale standardńı harmonický pohyb, tj. dostáváme rotaci vektoru V = (V z, V ϕ) v rovině
(z, ϕ). Explicitně, s troškou poč́ıtáńı:

V z(t) = V z cos(2πωt) + ω(a− z0)V ϕ sin(2πωt), (5.80)

V ϕ(t) = V ϕ cos(2πωt) + (ω(a− z0))−1V z sin(2πωt), (5.81)

kde ω = R/
√
R2 + a2 je kosinus úhlu mezi podstavou a pláštěm kužele M . Všimněte si, že

paralelńı přenos je integrabilńı právě tehdy když ω ∈ Z, což ale nemůže nastat pro kužel, kde
vždycky 0 < ω < 1.

Cvičeńı 5.5.10. Zkuste si celou diskuzi pro válec a ukažte, že v tomto př́ıpadě žádný problém
nenastane. Tento výsledek se dá dostat i vtipným trikem. Válec je totǐz kužel, kde a→∞. Potom
ω = 0 a paralelně přenášený vektor je konstantńı.

Problém neintegrability paralelńıho přenosu lze formalizovat následuj́ıćım zp̊usobem. Definu-
jeme relaci ekvivalence na P následovně. Řekneme, že p ∼ q, pokud existuje po částech hladká
křivka γ : [0, 1]→M , taková, že γ(0) = π(p), γ(1) = π(q), a q = τγπ(p),π(q)(p). Definujeme

Holp(A) = {g ∈ G | p · g ∼ p} ⊆ G. (5.82)

Množina Holp(A) se nazývá grupou holonomie konexe A v bodě p ∈ P .

Lemma 5.5.11. Holp(A) je Lieova podgrupa G. Jej́ı komponenta souvislosti obsahuj́ıćı jednotku
e ∈ G se nazývá redukovaná grupa holonomie Hol0p(A) a sestává se z prvk̊u Holp(A) kde
povoĺıme ekvivalenci jen pomoćı křivek homotopických nule (kontraktibilńıch).

D̊ukaz. Ukážeme si jen, že Holp(A) tvoř́ı grupu. Zjevně p ∼ p, protože jde o relaci ekvivalence (což
plyne z toho, že horizontálńı zdvih konstantńı smyčky zajist́ı triviálńı paralelńı přenos p na p).
Odtud e ∈ Holp(A). Inverzi nám zajist́ı paralelńı přenos po smyčce γ′(t) = γ(1− t) a uzavřenost
na grupový součin vyrob́ı složeńı navázáńı dvou smyček γ1 a γ2 (s následnou reparametrizaćı). �

Cvičeńı 5.5.12. Rozmyslete si, že pro p′ = p · h plat́ı Holp′(A) = Ih−1(Holp(A)).

Z tvrzeńı 5.5.8 plyne, že pro integrabilńı konexi A dostáváme Hol0p(A) = 0 pro všechny p ∈ P .
Rovněž jsme si ukázali, že tvrzeńı neplat́ı pro celou grupu Holp(A). Existuje zp̊usob, jak grupu
holonomie (jej́ı algebru) př́ımo vypoč́ıtat z formy křivosti. Výslednou větu uvád́ıme bez d̊ukazu:

Věta 5.5.13 (Ambrose-Singer). Necht’ π : P →M je hlavńı fibrovaný prostor, kde M je souvislá.
Necht’ p ∈ P je libovolný bod. Necht’ Γ(p) = {q ∈ P | q ∼ p}. Potom

Lie(Holp(A)) = ∪q∈Γ(p) Im(Ω|q) ⊆ g. (5.83)

Odtud dostáváme d̊uležitý d̊usledek:

Důsledek 5.5.14. Je-li Hol0p(A) = 0 pro každý bod p ∈ P , máme Ω = 0.
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D̊ukaz. Pokud je redukovaná grupa holonomie nulová, máme 0 = Lie(Hol0p(A)) = Lie(Holp(A))
pro každé p ∈ P . Pro libovolné p tedy podle Ambrose-Singerovy věty plat́ı Im(Ω|q) = 0 pro
všechny q ∈ Γ(p). Speciálně Im(Ω|p) = 0. Odtud Ω = 0. �

Konečně, ukazuje se, že pro souvislou varietu M můžeme jednoduše vztáhnout grupy holo-
nomie v r̊uzných vláknech.

Lemma 5.5.15. Necht’ M je souvislá varieta. Pak pro libovolné dva body p a p′ existuje (neka-
nonický) isomorfismus Holp(A) ∼= Holp′(A).

D̊ukaz. Pro p′ a p v jednom vlákně jsou grupy holonomie adjungované prvkem unikátńım prvkem
grupy g. Snadno je vidět, že pro q ∼ p plat́ı Holq(A) ∼= Holp(A). Ale pro souvislou varietu M
vždy existuje hladká křivka γ spojuj́ıćı libovolné dva body m,m′ ∈M . Jej́ı horizontálńı zdvih do
bodu p ∈ Pm potom zajist́ı p ∼ q ≡ γh(1) ∈ Pm′ . To nám spoj́ı izomorfismem grupy holonomie
ve dvou r̊uzných vláknech Pm a Pm′ . �

Př́ıklad 5.5.16. Jako daľśı př́ıklad si ukážeme neintegrabilńı horizontálńı distribuci s neinte-
grabilńım paralelńım přenosem a spoč́ıtáme si grupu holonomie explicitně.

Budeme uvažovat téměř hloupoučkou triviálńı hlavńı fibraci π : R3 → R2, kde π(x, y, z) =
(x, y), G = (R,+) a akci Ra(x, y, z) = (x, y, z + a). Fundamentálńı vektorové pole př́ıslušné
α ∈ g = R je #α = α · ∂z. Formou konexe A je tedy obyčejná 1-forma na R3. Definujeme

A = dz + xdy − ydx. (5.84)

Máme A(#α) = α a R∗a(A) = A ≡ Ada−1(A). A je tedy formou konexe. Horizontálńı podprostor
v bodě (x, y, z) má tvar Hor(x,y,z) R3 = R{(∂y−x∂z), (∂x+y∂z)}. Horizontálńı distribuce je tedy
(globálně) generovaná dvojićı vektorových poĺı e1 = ∂y − x∂z a e2 = ∂x + y∂z. Máme

[e1, e2] = 2∂z. (5.85)

To ukazuje, že Hor(R3) neńı v tomto př́ıpadě integrabilńı. Forma křivosti Ω je jednoduše:

Ω = dA = 2 · dx ∧ dy 6= 0. (5.86)

Necht’ (x0, y0, z0) ∈ R3 je libovolný bod.

Protože je M = R2 souvislá a jednoduše souvislá, stač́ı vypoč́ıtat grupu holonomie v jednom
bodě P = R3, řekněme (0, 0, 0).

(i) Nejprve si ujasńıme, že (0, 0, z0) ∼ (x0, y0, z0) pro libovolný bod (x0, y0) ∈ R2. Spoj́ım
bod (0, 0) a (x0, y0) úsečkou γ(t) = (x0t, y0t). Horizontálńı zdvih γh(t) startuj́ıćı z bodu
(0, 0, z0) tedy muśı mı́t tvar γh(t) = (x0t, y0t, z(t)) pro z(0) = z0. Podmı́nka horizontality dá
ale ż(t) = 0, a tedy z(t) = z(0) = z0. Tedy γh(t) = (x0t, y0t, z0). Máme γh(1) = (x0, y0, z0),
což dokazuje naše tvrzeńı.

(ii) Uvažujme nyńı bod (a, 0) pro a > 0 a smyčku γ(t) = (a cos(t), a sin(t)). Zaj́ımá nás jej́ı hori-
zontálńı zdvih γh do bodu (a, 0, 0). Dostaneme γh(t) = (a cos(t), a sin(t), z(t)) kde z(0) = 0.
Podmı́nka horizontality dává rovnici ż(t) = −a2. Odtud γh(t) = (a cos(t), a sin(t),−a2t).
Máme γh(1) = (a, 0,−a2). To nám dává (a, 0, 0) ∼ (a, 0,−a2).

(iii) S použit́ım (i) a (ii) dostáváme (0, 0, 0) ∼ (a, 0, 0) ∼ (a, 0,−a2) ∼ (0, 0,−a2). Odtud
dostáváme −a2 ∈ Hol(0,0,0)(A). Protože je to podgrupa, muśıme mı́t

{0,−a2, a2} ∈ Hol(0,0,0)(A). (5.87)

Konečně, a je libovolné a tedy Hol(0,0,0)(A) = R = G.
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Kapitola 6

Kalibračńı teorie

6.1 Lokálńı formy, kalibračńı transformace

Necht’ π : P →M je hlavńı fibrovaný prostor s konex́ı A ∈ Ω1(P, g). Necht’ σ : U → P je lokálńı
řez hlavńı fibrace. Výběru takového řezu ř́ıkáme volba kalibrace na U . Pomoćı řezu můžeme
udělat pullback forem konexe a křivosti. Definujeme:

A = σ∗(A), F = σ∗(Ω). (6.1)

Potom A ∈ Ω1(U, g) a F ∈ Ω2(U, g) se nazývaj́ı lokálńı formy konexe a křivosti.

Př́ıklad 6.1.1. Připomeňme si, že pro π : F (M)→M odpov́ıdá volba kalibrace volbě repérového
pole (e1, . . . , en) na okoĺı U , kde σ(m) = (e1|m, . . . , en|m). Ukazovali jsme, že σ∗(A) = ω̂ a
σ∗(Ω) = Ω̂, kde ω̂ a Ω̂ jsou odpov́ıdaj́ıćı lokálńı formy konexe a křivosti vzhledem k repérovému
poli (e1, . . . , en).

Nejd̊uležitěǰśı otázkou je pochopitelně transformace A při změně řezu σ. Necht’ σ′ : U ′ → P
je jiný lokálńı řez, takový, že U ∩ U ′ 6= ∅. Potom pro každý m ∈ U ∩ U ′, σ(m) a σ′(m) jsou ve
stejném vlákně. Existuje tedy funkce g : U ∩ U ′ → G, taková že pro všechny m ∈ U ∩ U ′ plat́ı

σ′(m) = σ(m) · g(m) (6.2)

Zobrazeńı g se nazývá (lokálńı) kalibračńı transformace. Nejprve si muśıme ujasnit, že g
definuje hladké zobrazeńı. Ale to plyne okamžitě z d̊ukazu Tvrzeńı 2.3.6 protože g odpov́ıdá
právě přechodovému zobrazeńı mezi zobrazeńımi lokálńı trivializace odpov́ıdaj́ıćı řez̊um σ a σ′.

Abychom spoč́ıtali jak souviśı A′ = σ′∗(A) a A = σ∗(A), budeme zřejmě muset ověřit, jak
souviśı σ′∗ a σ∗. Nejprve si ukážeme následuj́ıćı technické lemma.

Lemma 6.1.2. Necht’ M,N,N ′, S jsou hladké variety. Uvažujme hladká zobrazeńı g : M → N
a h : M → N ′. Potom máme hladké zobrazeńı f : N ×N ′ → S. Dohromady je tedy možné složit
zobrazeńı k : M → S jako k(m) = f(g(m), h(m)), tj. k = f ◦ (g, h). Necht’ X ∈ TmM . Potom

k∗(X) = {f(·, h(m))∗ ◦ g∗}(X) + {f(g(m), ·)∗ ◦ h∗}(X). (6.3)
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D̊ukaz. Necht’ X = d
dt

∣∣
t=0

γ(t). Potom máme spoč́ıtat

k∗(X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

k(γ(t)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(g(γ(t)), h(γ(t)). (6.4)

Ted’ se jenom použije derivováńı složené funkce a to jak vypadá derivace funkce z kartézského
součinu a výsledek snadno vyplyne. �

Ted’ jednoduše použijeme toto lemma pro následuj́ıćı volby. Máme M = U ∩ U ′, N = P ,
N ′ = G a S = P . Vezmeme g = σ, h = g a konečně f = R (pravá akce G na P ). Potom

k(m) = f(g(m), h(m)) = R(σ(m),g(m)) = σ(m) · g(m) = σ′(m). (6.5)

Abychom vypoč́ıtali k∗, muśıme tedy zjistit, jak vypadá R(·, g)∗ a R(p, ·)∗ pro libovolné g ∈ G
a p ∈ P . Zjevně R(·, g)∗ = Rg∗ v našem obvyklém značeńı. Pro druhý př́ıpad R(p, ·) = θ(p) je
orbitové zobrazeńı a tedy R(p, ·)∗(xL|g) = #x|p·g. Působeńı na libovolný tečný vektor Y ∈ TgG
potom dává R(p, ·)∗(Y ) = #{θL|g(Y )}|p·g. Po dosazeńı tedy

σ′∗(X) = Rg(m)∗(σ∗(X)) + #{θL|g(m)(g∗(X))}|σ′(m) (6.6)

S použit́ım tohoto výrazu je již snadné spoč́ıtat vztah mezi A′ a A. Dostáváme

A′|m(X) = A|σ′(m)(σ
′
∗(X)) = (σ∗R∗g(m)(A|σ′(m)))(X) + θL|g(m)(g∗(X))

= Adg(m)−1((σ∗(A|σ(m)))(X)) + g∗(θL)|m(X)

= {Adg(m)−1(A|m) + g∗(θL)|m}(X).

(6.7)

Dostáváme tedy tvrzeńı shrnuj́ıćı předcházej́ıćı výpočet:

Tvrzeńı 6.1.3. Necht’ σ : U → P a σ′ : U → P ′ jsou dva lokálńı řezy, g : U ∩ U ′ → G je
př́ıslušná kalibračńı transformace. Potom pro A′ = σ′∗(A) a A = σ∗(A) plat́ı na U ∩ U ′ vztah

A′ = Adg−1(A) + g∗(θL). (6.8)

Poznámka 6.1.4. Pro maticové grupy G je Ad konjugace matic a plat́ı Lemma 5.3.10. Potom
můžeme psát kalibračńı transformaci (6.8) ve tvaru

A′ = g−1A g + g−1dg. (6.9)

Nyńı můžeme snadno dokázat tvrzeńı 3.3.4. Tam jsme tvrdili, že libovolná forma konexe
ω ∈ Ω1(F (M), gl(n,R)) vztahem ω̂ = σ∗(ω) definuje lokálńı formy konexe př́ıslušné nějaké afinńı
konexi ∇.

Důsledek 6.1.5 (Důkaz tvrzeńı 3.3.4).

D̊ukaz. V př́ıpadě G = GL(n,R) je tedy g(m) = A(m) a podle předchoźı poznámky tedy
ω̂′ = A−1ω̂ A+A−1dA. Ale to je přesně vztah (3.15) který jsme odvodili pro lokálńı formy konexe
na základě transformačńıch vztah̊u pro Christoffelovy symboly při změně lokálńıho repérového
pole. Můžeme tedy komponenty ω̂ v daném repérovém poli (odpov́ıdaj́ıćım řezu σ) vyhlásit za
Christoffelovy symboly a dostaneme dobře definovanou afinńı konexi ∇ na M . �

Nyńı je velmi snadné odvodit podobné transformačńı vztahy i pro jiné druhy veličin na
hlavńım fibrovaném prostoru. Ukážeme si jeden takový př́ıpad:
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Tvrzeńı 6.1.6. Necht’ α ∈ Ωpρ(P, V ) je horizontálńı p-forma typu ρ. Necht’ a = σ∗(α) a a′ =
σ′∗(α) jsou př́ıslušné lokálńı formy. Potom na U ∩ U ′ plat́ı vztah

a′ = ρ(g−1)a (6.10)

Speciálně pro lokálńı formy konexe tedy F ′ = Adg−1(F).

D̊ukaz. Opět jde o př́ımočaré dosazeńı výrazu (6.6). Protože α je dle předpokladu horizontálńı,
můžeme zcela ignorovat vertikálńı část (následuj́ıćı za #). A tedy

a′ = σ∗(R∗gα) = σ∗(ρ(g−1)α) = ρ(g−1)σ∗(α) = ρ(g−1)a. (6.11)

To dokazuje tvrzeńı. Jelikož F = σ∗(Ω) a F ′ = σ′∗(Ω), kde Ω je horizontálńı 2-forma typu Ad,
dostáváme ihned vztah mezi F ′ a F . �

Konečně taky dokončit jeden nedokončený d̊ukaz. Sliby se maj́ı plnit:

Př́ıklad 6.1.7 (Dokončeńı d̊ukazu tvrzeńı 2.3.6). Máme zobrazeńı φ′α : Uα × G → π−1(Uα) o
kterém jsme nedokázali, že je vnořeńı, tj. φ′α∗ : T(m,g)(Uα × G) → Tφα(m,g)(π

−1(Uα)) má být
prosté. Připomeňme, že T(m,g)(Uα ×G) = TmUα ⊕ TgG. Obecný element TgG si nav́ıc můžeme
napsat jako xL|g = Lg∗(x) pro element x ∈ g Lieovy algebry. Necht’ tedy φ′α∗(X,x

L|g) = 0 pro
X ∈ TmM a x ∈ g. Necht’ X = γ̇(0) pro nějakou křivku γ : I → Uα. Potom tedy máme

0 = φ′α∗(X,x
L|g) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ′α(γ(t), g · exp(tx)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

σα(γ(t)) · g · exp(tx). (6.12)

Podobným výpočtem jako v d̊ukazu lemmatu 6.1.2 ted’ můžeme psát

0 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

σα(γ(t)) · g · exp(tx) = Rg∗(σα∗(X)) + #x|σα(m)·g (6.13)

Aplikaćı π∗ na obě strany tedy dostáváme 0 = (π◦Rg ◦σα)∗(X) = X, kde jsme využili vertikalitu
generátor̊u: π∗(#x) = 0. Tedy X = 0. Původńı rovnice nám dá #|φα(m,g)(x) = 0, a tedy x = 0g
z injektivity zobrzeńı #|p implikované volnost́ı akce. A tedy (X,xL|g) = (0m, 0g), což dokazuje
injektivitu zobrazeńı φ′α∗.

Na závěr této sekce si odvod́ıme analog (6.8) pro tzv. infinitesimálńı kalibračńı transformace.
Přesný význam této definice si ujasńıme. Nejprve je třeba vysvětlit následuj́ıćı problém. Vı́me, že
zobrazeńı exp : g→ G je lokálńı difeomorfismus. Př́ıslušné tečné zobrazeńı exp∗ : T0(g)→ Te(G)
v bodě 0 je obyčejná identita na g (použije se T0(g) = g a Te(G) = g). Můžeme se ale ptát, jak
vypadá př́ıslušné tečné zobrazeńı v libovolném bodě y ∈ g. To neńı zas tak snadné ukázat.

Lemma 6.1.8. Tečné zobrazeńı exp∗ : Ty(g)→ Texp(y)G má tvar (zde opět Ty(g) ≡ g):

exp∗(z) = Lexp(y)∗{φ(−ady)[z]}, (6.14)

kde φ : R→ R je analytická funkce kterou lze psát jako

φ(x) =
ex − 1

x
=

∞∑
n=0

xn

(n+ 1)!
= 1 +

1

2!
x+

1

3!
x2 + · · · (6.15)

Speciálně dostáváme θL|exp(y)(exp∗(z)) = φ(−ady)[z].
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Nyńı budeme předpokládat, že kalibračńı transformace g má tvar g(m) = exp(tx(m)), kde
x : U ∩ U ′ → g. Ekvivalentně x ∈ Ω0(U ∩ U ′, g). Jediné co je potřeba pořádně vypoč́ıtat je jak
vyjádřit g∗(θL). Mám g = exp ◦x′, kde x′(m) = tx(m). Odtud tedy pro X ∈ TmM

{g∗(θL)}|m(X) = θL|g(m)(g∗(X)) = θL|exp(x′(m))(exp∗(x
′
∗(X))) = φ(−adx′)[x

′
∗(X)]. (6.16)

Již jsme jednou argumentovali, že pro zobrazeńı do vektorového prostoru je x′∗(X) = (dx′)|m(X),
kde dx′ ∈ Ω1(U ∩ U ′, g). Výsledná kalibračńı transformace je tedy

A′ = Adexp(−tx)(A) + φ(−tadx)[t · dx] (6.17)

Pod pojmem infinitesimálńı kalibračńı transformace rozumı́me rozvoj pravé strany do
nejvýš prvńıho řádu v parametru t. Dostáváme tedy

A′ = A+ t{−adx(A) + dx}+ o(t2) = A+ t{[A,x]g + dx}+ o(t2). (6.18)

Ve fyzice se často v̊ubec neṕı̌se parametr t a o zobrazeńı x se mı́sto toho ř́ıká, že je malé. Pro
lokálńı formy křivosti plat́ı transformačńı vztah

F ′ = F + t[F ,x]g + o(t2) (6.19)

Opět se dá ukázat, že pro souvislé a jednoduše souvislé Lieovy grupy již infinitesimálńı transfor-
mace zcela určuj́ı správné chováńı na

”
konečných transformaćıch“.

Na objektech (formách) žij́ıćıch na totálńım prostoru P jsme zavedli operaci vněǰśı kovariantńı
derivace D : Ωp(P, V ) → Ωp+1(P, V ). Je-li σ : U → P řez (volba kalibrace), můžeme tedy
definovat (lokálńı) vněǰśı kovariantńı derivaci D : Ωp(U, V )→ Ωp+1(U, V ) na všech lokálńıch
objektech (pocházej́ıćıch z pullbacku řezem) vztahem

D(σ∗(cokoliv)) := σ∗(D(cokoliv)). (6.20)

Zejména na formách typu ρ a lokálńı formě konexe dostáváme očekávaný výsledek.

Tvrzeńı 6.1.9. Necht’ A ∈ Ω1(P, g) je forma konexe a Ω = DA odpov́ıdaj́ıćı 2-forma křivosti.
Necht’ σ : U → P je lokálńı řez, přičemž A = σ∗(A) a F = σ∗(Ω) jsou lokálńı formy konexe a
křivosti. Potom plat́ı vztah

F = DA = dA+
1

2
[A ∧A]g. (6.21)

Dále, necht’ α ∈ Ωpρ(P, V ) je horizontálńı p-forma typu ρ a necht’ a = σ∗(α) je odpov́ıdaj́ıćı lokálńı
objekt. Potom plat́ı vztah

Da = da+ ρ′(A) ∧̇ a. (6.22)

D̊ukaz. Důkaz je př́ımou aplikaci Cartanovy strukturńı rovnice (5.18) a formulky (5.46). Pak se
jen využije definic a obvyklých vlastnost́ı diferenciálńıch forem. Např́ıklad

F = DA = D(σ∗(A)) = σ∗(DA) = σ∗(dA+
1

2
[A ∧A]g)

= d(σ∗(A)) +
1

2
[σ∗(A) ∧ σ∗(A)]g = dA+

1

2
[A ∧A]g.

(6.23)

To dokazuje prvńı z rovnici. Pro horizontálńı formy typu ρ je d̊ukaz podobný. �
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Nyńı muśıme odpovědět na d̊uležitou otázku. Do této doby jsme mluvili o lokálńıch objektech
pocházej́ıćıch z globálńıch na totálńım prostoru P . To je však přesný opak situace se kterou se
setkáme ve fyzikálńıch aplikaćıch. Tam definujeme veličiny žij́ıćı v

”
prostoročase“ M v nějaké

(zvolené) kalibraci a pracujeme pouze s t́ım, jak se při změně kalibrace změńı (tomu ř́ıkáme
kalibračńı transformace). V komplikovaněǰśım prostoročase (např́ıklad M neńı kontraktibilńı)
muśıme nav́ıc všechny objekty definovat pouze lokálně. Obecná odpověd’ spojuj́ıćı oba světy je
daná následuj́ıćım tvrzeńım.

Tvrzeńı 6.1.10. Necht’ {σα}α∈I je kolekce hladkých řez̊u hlavńı fibrace π : P → M , taková že
jejich definičńı obory tvoř́ı otevřené pokryt́ı báze M . Máme tedy hladká zobrazeńı σα : Uα → P ,
π ◦ σα = 1Uα a m̊užeme psát M = ∪α∈IUα.

Pro každý neprázdný pr̊unik Uα ∩ Uβ 6= ∅ definujeme zobrazeńı gαβ : Uα ∩ Uβ → G vztahem

σβ(m) = σα(m) · gαβ(m) (6.24)

Jinými slovy, gαβ je změna kalibrace σα 7→ σβ na Uα ∩ Uβ. Necht’ {Aα}α∈I je kolekce lokálně
definovaných 1-forem s hodnotami v g, Aα ∈ Ω1(Uα, g) taková, že na Uα ∩ Uβ plat́ı

Aβ = Adg−1
αβ

(Aα) + g∗αβ(θL), (6.25)

pro každý neprázdný pr̊unik Uα ∩ Uβ 6= ∅.
Potom existuje unikátńı forma konexe A ∈ Ω1(P, g), taková že Aα = σ∗α(A).

D̊ukaz. Celý d̊ukaz je jen zobecněńım diskuze v sekci 3.3. Kĺıčovým je fakt, že na P můžeme
použ́ıvat lokálńı trivializaci odpov́ıdaj́ıćı kolekci řez̊u {σα}α∈I definovanou jako φα(m, g) =
σα(m) · g. Viz tvrzeńı 2.3.6. Potom na každé otevřené množině π−1(Uα) ⊆ P dostávám hladké
zobrazeńı gα : π−1(Uα)→ G definované vztahem p = φα(π(p), gα(p)).

Definujeme formu Aα ∈ Ω1(π−1(Uα), g) vztahem

Aα = Adg−1
α

(π∗(Aα)) + g∗α(θL). (6.26)

Nyńı muśıme ukázat, že na π−1(Uα ∩Uβ) plat́ı Aα = Aβ a tedy dostáváme globálně definovanou
formu A vztahem A|π−1(Uα) := Aα. Pro p ∈ π−1(Uα ∩ Uβ) dostáváme:

p = φβ(π(p), gβ(p)) = σβ(π(p)) · gβ(p) = σα(π(p)) · gαβ(π(p)) · gβ(p)

= φα(π(p),gαβ(π(p)) · gβ(p)).
(6.27)

Porovnáńım s definuj́ıćım vztahem tedy gα(p) = gαβ(π(p)) · gβ(p). Dál je třeba si rozmyslet, že
pro libovolnou funkci g : N → G plat́ı vztah Adg(g∗(θL) = g∗(θR). Potom můžeme vypoč́ıtat,
jak se změńı prvńı člen. Označme g′αβ = gαβ ◦ π. Potom

Adg−1
β

(π∗(Aβ)) = Adg−1
α

(Adg′αβ
π∗{Adg−1

αβ
(Aα) + g∗αβ(θL)})

= Adg−1
α
{π∗(Aα) +Adg′αβ

(g′∗αβ(θL))}

= Adg−1
α
{π∗(Aα) + g′∗αβ(θR)}.

(6.28)

Aplikaćı lemmatu 6.1.2 pro g = g′αβ , h = gβ , f = µ (grupový součin v G) dostáváme

gα∗(X) = Rgβ(p)∗(g
′
αβ∗(X)) + Lg′αβ(p)∗(gβ∗(X)), (6.29)
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pro všechny X ∈ TpP , kde p ∈ Uα ∩ Uβ . Odtud můžeme vypoč́ıtat transformačńı vlastnosti:

〈g∗β(θL)|p, X〉 = 〈θL|gβ(p), gβ∗(X)〉 = 〈θL|gβ(p), Lg′−1
αβ ∗
{gα∗(X)−Rgβ(p)∗(g

′
αβ∗(X))}〉

= 〈θL|gα(p), gα∗(X)−Rgβ(p)∗(g
′
αβ∗(X))〉

= 〈g∗α(θL)|p, X〉 − 〈Rgβ(p)∗(θL|gα(p)),g
′
αβ∗(X))〉

= 〈g∗α(θL)|p, X〉 − 〈Adg−1
β (p)(θL|g′αβ(p)),g

′
αβ∗(X)〉

= 〈g∗α(θL)|p −Adg−1
α (p)(Adg′αβ(p)g

′∗
αβ(θL)), X〉

= 〈g∗α(θL)|p −Adg−1
α (p)(g

′∗
αβ(θR), X〉.

(6.30)

Vid́ıme, že druhý člen přesně odečte člen s θR pocházej́ıćı z prvńıho členu a Aβ = Aα. Zbývá
ověřit, že A splňuje axiomy formy konexe. Nejprve máme

Aα(#x) = Adg−1
α

(〈π∗(Aα),#x〉) + (g∗α(θL))(#x) = (g∗α(θL)(#x) = θL(gα∗(#x)). (6.31)

Ale gα∗(#x|p) = d
dt

∣∣
t=0

gα(p · exp(tx)) = d
dt

∣∣
t=0

gα(p) · exp(tx) = xL|gα(p). Odtud tedy

Aα(#x) = θL(xL) = x. (6.32)

Při výpočtu jsme použili vlastnost gα ◦Rh = Rh ◦ gα, kde na levé straně Rh je pravá akce na P
a na pravé straně pravé násobeńı na G. S použit́ım tohoto vztahu máme

R∗h(Aα) = AdR∗h(gα)−1(π∗(Aα)) +R∗h(g∗α(θL)) = Adh−1{Adg−1
α

(π∗(Aα)) + g∗α(θL)}. (6.33)

To dokazuje, že A definuje formu konexe na P . Ted’ muśıme ukázat, že σ∗α(A) = Aα. Z definice
gα(σα(m)) = e. Máme tedy

σ∗α(A) = σ∗{Adg−1
α
π∗(Aα) + g∗α(θL)} = Ade−1(π ◦ σα)∗(Aα) + e∗(θL) = Aα. (6.34)

Použili jsme, že pullback konstantńım zobrazeńım e : Uα → G je nulový.

Konečně, muśıme ukázat jednoznačnost konstrukce. Necht’ σ∗α(A) = σ∗α(A′). Necht’ p ∈
π−1(Uα) je libovolný pevně zvolený bod. Necht’ p = σα(m) · g pro jednoznačný element g ∈ G a
m = π(p). Tvrd́ıme, že máme rozklad TpP = Rg∗(σα∗(TmM))⊕Verp(P ). Máme

dim(Rg∗(σα∗(TmM)) = dim(σα∗(TmM)) = dim(TmM) = dim(M). (6.35)

Oba podprostory tedy maj́ı požadovanou dimenzi. Zároveň muśı mı́t prázdný pr̊unik, protože
π∗(Rg∗(σα∗(X))) = Rg∗(σα∗(X)) = X, a vertikalita tedy okamžitě implikuje X = 0. Pro každou
konexi A|Verp(P ) = A′|Verp(P ), takže muśıme ověřit rovnost jen na komplementárńım podprostoru:

A′|p(Rg∗(σα∗(X))) = Adg−1(A′|σα(m)(σα∗(X)) = Adg−1(Aα|m(X))

= · · · = A|p(Rg∗(σα∗(X))).
(6.36)

To dokazuje jednoznačnost a d̊ukaz máme hotový. �

Poznámka 6.1.11. Úplně analogicky se dokáže tvrzeńı, kde máme kolekci {aα}α∈I a aα ∈
Ωp(Uα, V ) na každém pr̊uniku splňuj́ı relaci aβ = ρ(g−1

αβ)aα. Potom existuje právě jedna ho-
rizontálńı p-forma α ∈ Ωpρ(P, V ) typu ρ, taková že aα = σ∗α(α).
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Poznámka 6.1.12. Máme-li na okoĺı U ⊆ M fixovanou kalibraci σ : U → P a máme k dispozici
lokálńı formu konexe A ∈ Ω1(U, g), můžeme operátor kovariantńı derivace jednoduše definovat
jako Da = da + ρ′(A) ∧̇ a pro všechny a ∈ Ωp(U, V ). Dostáváme operátor D : Ωp(U, V ) →
Ωp+1(U, V ). Je to ovšem pouze lokálńı operace. Máme-li kolekci {aα}α∈I správně se transfor-
muj́ıćıch p-forem (viz. předchoźı poznámka) a kolekci {Aα}α∈I jako v předpokladu tvrzeńı 6.1.10,
dostáváme nicméně kolekci {Daα}α∈I se správnými vlastnostmi a vše funguje podle předpokladu,
tj. je-li aα = σ∗α(α) pro α ∈ Ωpρ(P, V ), je Daα = σ∗α(Dα).

Př́ıklad 6.1.13 (Maxwellovo pole). Uvažujme triviálńı hlavńı fibrovaný prostor P = E1,3×U(1),
tj. M = E1,3 je Minkowského prostor vybavený metrikou η = Diag(1,−1,−1,−1).

Necht’ ω ∈ Ω1(E1,3, u(1)) je forma konexe na P (označ́ıme ji ω mı́sto A z politických d̊uvod̊u).
Necht’ σ : E1,3 → P je globálńı řez σ(m) = (m, e), a necht’ A = σ∗(ω) je přislušná lokálńı forma
konexe na E1,3. Nyńı je třeba si uvědomit, že u(1) = {antihermitovské matice 1× 1} .

= R{i},
kde i ∈ C je komplexńı jednotka. u(1) je tedy jednorozměrný vektorový prostor kde můžeme
zvolit báźı t1 = i. Potom A se rozkládá jako A = A · ti ≡ iA, kde A ∈ Ω1(E1,3).

Kalibračńı transformace je hladké zobrazeńı g : U → G = U(1). Pro jednoduchost U =
E1,3. Protože U(1) = S1 ⊆ C je jednotková kružnice, můžeme psát1 g(m) = exp(iχ(m)) pro
χ : E1,3 → R a každé m ∈ E1,3. Dostáváme tedy kalibračńı transformaci A 7→ A′ ve tvaru

A′ = Adg−1A+ g−1dg = A+ i · dχ (6.37)

Rozpisem A tedy přesně A′ = A+dχ, což neńı nic jiného než kalibračńı transformace Maxwellova
4-potenciálu tak jak jsme ji psali v podsekci 1.1.4.

Nyńı uvažujme 2-formu křivosti a jej́ı lokálńı podobu F = σ∗(Ω). Opět F = iF pro F ∈
Ω2(E1,3). Máme F = DA = dA + 1

2 [A ∧ A]g = dA. Odtud F = dA a vid́ıme, že F = iF
popisuje přesně EM tenzor. Kalibračńı transformace je v tomto př́ıpadě F ′ = Adg−1F = F , a
tedy F ′ = F . Kalibračńı invarianci F lze tedy vńımat jako d̊usledek

”
abelovskosti“ grupy U(1).

Konečně, uvažujme následuj́ıćı reprezentaci U(1). Vezmu prostor V = C (se strukturou 2-dim
reálného vektorového prostoru) a definuju ρ(g)[λ] = g ·λ, pro všechny g ∈ U(1) = S1 ⊆ C a λ ∈ C.
Nyńı uvažuju veličinu typu ρ, tj. Φ ∈ Ω0

ρ(P,C). Necht’ φ = σ∗(Φ) je odpov́ıdaj́ıćı lokálńı veličina.
Jelikož φ ∈ Ω0(E1,3,C), můžeme ji rozložit do báze {1, i} prostoru C pomoćı komponentńıch
forem φ0, φ1 ∈ Ω0(E1,3) = C∞(E1,3) a psát φ = φ0 · 1 + φ1 · i ≡ φ0 + iφ1. Vid́ıme, že φ neńı nic
jiného, než komplexńı skalárńı pole! Podle tvrzeńı 6.1.6 nav́ıc dostáváme

φ′ = ρ(g−1)φ = exp(−iχ)φ. (6.38)

To je ale přesně lokálńı kalibračńı transformace diskutovaná v sekci 1.3. Konečně, pod́ıvejme se
na vněǰśı kovariantńı derivaci D. Z tvrzeńı 6.1.9 máme

Dφ = dφ+ ρ′(A) ∧̇ a = dφ+A · φ = dφ+ iA · φ. (6.39)

To je ale do ṕısmene přesně kovariantńı derivace D definovaná
”
ručně“ v části 1.4.

6.2 Kalibračně invariantńı účinek

Nyńı bychom se chtěli nalézt univerzálńı návod jak z lokálńıch veličin F ,A a př́ıpadně
”
hmo-

tových poĺı“ odpov́ıdaj́ıch lokálńım verźım veličin typu ρ vyrobit funkcionál akce invariantńı v̊uči

1Tohle je ve skutečnosti celkem pikantńı tvrzeńı, které neńı tak snadné ukázat. Dokonce neplat́ı pokud U neńı
jednoduše souvislé! V takovém př́ıpadě nelze takto zapsat úplně každé zobrazeńı g.
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lokálńım kalibračńım invarianćım. Připomeňme, že pro obyčejné p-formy na varietě (M, g, o) s
metrikou a orientaćı jsme definovali (pseudo)skalárńı součin 〈·, ·〉g:

〈α, β〉g =

∫
M

(α, β)g · ωg =

∫
M

α ∧ ∗β (6.40)

Necht’ α, β ∈ Ωpρ(P, V ) jsou horizontálńı p-formy typu ρ, a necht’ a, b ∈ Ωp(U, V ) jsou jejich
lokálńı verze a = σ∗(α), b = σ∗(β) odpov́ıdaj́ıćı volbě kalibrace σ : U → P . Chtěli bychom
definovat podobný skalárńı součin jako pro formy kde V = R.

Řešeńı je nasnadě. Necht’ 〈·, ·〉V je symetrická bilineárńı nedegenerovaná forma na vektorovém
prostoru V (tj. pseudoskalárńı součin). Necht’ {Ei}dimV

i=1 je libovolná báze prostoru V . Definujeme

((a, b))V = (ai, bj)g · 〈Ei, Ej〉V . (6.41)

Snadno se ověř́ı, že tato definice nezáviśı na výběru báze. Z definice je ((a, b)) ∈ C∞(U).

Nyńı předpokládejme, že σ′ : U ′ → P je jiný lokálńı řez, a a′ = σ′∗(α) and b′ = σ′∗(β) jsou
odpov́ıdaj́ıćı lokálńı formy. Můžeme tedy naj́ıt hladkou funkci ((a′, b′)) ∈ C∞(U ′). Pochopitelně
chceme aby na pr̊uniku byly obě funkce totožné, tj. ((a, b))|U∩U ′ = ((a′, b′))|U∩U ′ . Rozd́ıl obou
řez̊u nám definuje kalibračńı transformaci g : U ∩ U ′ → G a na U ∩ U ’ plat́ı

a′ = ρ(g−1)a, b′ = ρ(g−1)b. (6.42)

Potom pro m ∈ U ∩ U ′ dostáváme kalibračńı transformaci

((a′, b′))V (m) = (ai, bj)g(m) · 〈ρ(g−1(m))Ei, ρ(g−1(m))Ej〉V . (6.43)

Definice 6.2.1. Necht’ (V, ρ) je reprezentace Lieovy grup G. Necht’ 〈·, ·〉V je (pseudo)skalárńı
součin na V . Řekneme, že 〈·, ·〉V je ρ-invariantńı, pokud

〈ρ(g)v, ρ(g)w〉V = 〈v, w〉V , (6.44)

pro všechny v, w ∈ V a g ∈ G. Pro souvislou grupu G je tato vlastnost ekvivalentńı ρ′-invarianci:

〈ρ′(x)v, w〉V + 〈v, ρ′(x)w〉V = 0, (6.45)

pro všechny v, w ∈ V and x ∈ g, kde ρ′(x) = d
dt

∣∣
t=0

ρ(exp(tx)) je odvozená reprezentace Lieovy
algebry g na prostoru V .

Vid́ıme, že ρ-invariance je přesně vlastnost, která nás zachráńı a zajist́ı invarianci v̊uči ka-
libračńım transformaćım. Předpokládejme tedy, že 〈·, ·〉V je ρ-invariantńı. Potom

((a′, b′))V (m) = (ai, bj)g(m) · 〈Ei, Ej〉V = ((a, b))V (m). (6.46)

Dostáváme tedy kalibračně invariantńı2 objekt ((a, b))V .

Jak jsme to již několikrát dělali při definici globálńıch objekt̊u, můžeme si nyńı naj́ıt libo-
volnou kolekci řez̊u {σµ}µ∈I , že jejich definičńı obory pokryj́ı celou varietu M , pro každý řez
definovat lokálńı objekty aµ = σ∗µ(α) a bµ = σ∗µ(β) a hladké funkce ((aµ, bµ)) ∈ C∞(Uµ), které
ovšem na libovolných pr̊unićıch splývaj́ı, tj. pro všechny m ∈ Uµ ∩ Uµ′ máme ((aµ, bµ))V (m) =

2Tady je samozřejmě trošku problém se značeńım, protože z logických d̊uvod̊u objekt zapisujeme pomoćı
symbol̊u (tady a a b) odpov́ıdaj́ıćı konkrétńı kalibraci. Kalibračńı invarianćı se tedy mysĺı, že když si vybereme
jinou kalibraci a objekt zaṕı̌seme pomoćı odpov́ıdaj́ıćıch symbol̊u (tady a′ a b′), nic se nezměńı.
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((aµ′ , bµ′))V (m). Dostáváme tedy globálně definovanou funkci, kterou můžeme integrovat přes
celou varietu M . Většinou ji označujeme prostě ((a, b)) pomoćı jej́ıho (libovolného) lokálńıho re-
prezentanta. Tuto funkci (zajistili jsme, že je globálně definovaná) již můžeme integrovat přes
celé M :

〈〈a, b〉〉V =

∫
M

((a, b))V · ωg =

∫
M

〈a ∧ ∗b〉V (6.47)

Pro každou dvojici horizontálńıch formu typu ρ tedy umı́me vyrobit reálné č́ıslo. Ukažme si nyńı
dva př́ıklady této konstrukce, které budeme v následuj́ıćım potřebovat:

Př́ıklad 6.2.2. Předpokládejme, že (V, ρ) = (g, Ad). Pro každou kalibračńı teorii máme k dis-
pozici formu křivosti Ω = DA ∈ Ω2(P, g), která je horizontálńı 2-forma typu Ad. Potřebujeme
tedy nějakou Ad-invariantńı symetrickou nedegenerovanou bilineárńı formu 〈·, ·〉g na g. Je-li g
poloprostá, máme k dispozici Cartan-Killingovu formu 〈·, ·〉g definovanou vztahem

〈x, y〉g := Tr(adxady). (6.48)

Necht’ F = σ∗(Ω) je lokálńı forma křivosti odpov́ıdaj́ıćı nějakému lokálńımu řezu. Lokálńı formě
konexe A se v řeči teorie pole ř́ıká kalibračńı pole a funkcionál

Skin[A] = −1

2
〈〈F ,F〉〉g (6.49)

se nazývá kinetický člen kalibračńı teorie popisované polem A.

Př́ıklad 6.2.3. Uvažujme (V, ρ) = (C, ρ), kde C považujeme za dvourozměrný reálný vektorový
prostor s baźı {1, i} a ρ(g)λ = g · λ. Pokud zaṕı̌seme g = eiχ pro χ ∈ R, má zobrazeńı ρ(eiχ) v
bázi {1, i} matici ve tvaru

ρ(eiχ) =

(
cosχ − sinχ
sinχ cosχ

)
, (6.50)

což jen potvrzuje známý fakt, že násobeńı komplexńım č́ıslem exp(iχ) lež́ıćım na jednotkové
kružnici odpov́ıdá rotaci v Gaussově rovině o úhel χ. Dı́váme-li se na C jako na reálný vektorový
prostor, je přirozenou volbou Euklidovský skalárńı součin

〈α0 + iα1, β0 + iβ1〉V = α0β0 + α1β1, (6.51)

který je přirozeně invariantńı v̊uči rotaćım a tedy 〈·, ·〉V je ρ-invariantńı.

K věci můžeme přistupovat i jinak, tj. d́ıvat se na C jako na jednorozměrný komplexńı vek-
torový prostor a použ́ıt standardńı (komplexńı) skalárńı součin na C, tj.

〈λ, λ′〉C = λ̄ · λ′. (6.52)

Tento skalárńı součin (je seskvilineárńı, ne bilineárńı) je ρ-invariantńı v̊uči ρ jako komplexńı re-
prezentaci U(1) na C. Je-li α ∈ Ωpρ(P,C) horizontálńı p-forma typu ρ a a = σ∗(α), můžeme použ́ıt
〈·, ·〉V nebo 〈·, ·〉C k definici (stejného) reálného č́ısla 〈〈a, a〉〉. Speciálně tedy můžeme definovat
účinek pro komplexńı skalárńı pole

S0[φ] = 〈〈Dφ,Dφ〉〉V −m2〈〈φ, φ〉〉V . (6.53)

Je d̊uležité si uvědomit, že v D je pořád schované Maxwellovo kalibračńı pole A = −iA. Jelikož
u(1) neńı poloprostá Lieova algebra, nemůžeme použ́ıt pro přidáńı kinetického členu Cartan-
Killingovu formu jako v předchoźım př́ıkladě (je dokonce nulová). Jelikož u(1) = R{i} ∼= R,
můžeme použ́ıt standardńı skalárńı součin na R, t.j. 〈iα, iα′〉g = αα′. Potom

Skin[A] = −1

2
〈〈F ,F〉〉g = −1

2
〈F, F 〉g · 〈i · 1, i · 1〉g = −1

2
〈dA, dA〉g. (6.54)

Kombinaćı Skin a S0 dostáváme přesně minimálńı interakci S, kterou jsme nalezli v (1.72).
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Tyto př́ıklady v zásadě shrnuj́ı základńı filozofii kalibračńıch teoríı. Máme Lieovu grupu G
a hlavńı fibraci π : P → M . Varieta M plńı úlohu fyzikálńıho prostoročasu. Kalibračńı pole
A ∈ Ω1(U, g) je lokálně definovaná veličina pevně spjatá s fixaćı kalibrace σ : U → P a
předepsaným chováńım při změně kalibrace. Geometricky odpov́ıdá volbě konexe A ∈ Ω1(P, g).

Potom pro každou reprezentaci (V, ρ) Lieovy grupy G můžeme definovat hmotová pole
a ∈ Ωp(U, V ), která jsou lokálńı verźı horizontálńı p-formy α typu ρ, α ∈ Ωpρ(P, V ). Na V
potřebujeme ρ-invariantńı pseudoskalárńı součin.

Dohromady můžeme vytvořit kalibračně invariantńı účinek (akci) pro pole A a hmotové pole
α (těch můžeme do akce přidat libovolný počet) definovaný jako

S[A, a] = −1

2
〈〈DA,DA〉〉g + 〈〈Da,Da〉〉V −m2〈〈a, a〉〉V , (6.55)

přičemž interakce poĺı A a a je vždy schovaná výhradně v Da = da+ ρ′(A) ∧̇ a.

Př́ıklad 6.2.4 (Yang-Millsova teorie, 1954). Uvažujme izospinový dublet Ψ ∈ C∞(E1,3,C2),
tj. Ψ = (φ1, φ2)T , kde φ1, φ2 ∈ C∞(E1,3,C) jsou komplexńı skalárńı pole. Př́ıslušný funkcionál
pro Ψ se obvykle ṕı̌se ve tvaru

S0[Ψ] =

∫
d4x{(∂µΨ†)(∂µΨ)−m2Ψ†Ψ} =

∫
d4x

2∑
i=1

{∂µφ̄i · ∂µφi −m2φ̄i · φi} (6.56)

Funkcionál je zjevně invariantńı v̊uči transformaci Ψ′ = S−1Ψ, kde S ∈ SU(2) je konstantńı
matice. Problémem je opět lokálńı kalibračńı transformace, kde S = S(x).

Naštěst́ı už přesně v́ıme, jak postupovat. Uvažujme kanonickou reprezentaci SU(2) na V = C2,
tj. ρ(S)[χ] = S.χ pro všechny χ ∈ C2. Potom lokálńı kalibračńı transformace Ψ odpov́ıdá přesně
kalibračńı transformaci Ψ = σ∗(Ψ) pro Ψ ∈ C∞ρ (P,C2) je veličina typu ρ a P = E1,3 × SU(2).
Standardńı skalárńı součin 〈·, ·〉C2 je ρ-invariantńı z definice grupy SU(2) a můžeme ho tedy
použ́ıt pro definici (komplexńıho seskvilineárńıho) skalárńıho součinu 〈〈·, ·〉〉V . Potom

S0[Ψ] = 〈〈dΨ, dΨ〉〉V −m2〈〈Ψ,Ψ〉〉V , (6.57)

a v́ıme, že je třeba nahradit d operátorem vněǰśı kovariantńı derivace D = d + ρ′(A), kde A ∈
Ω1(E1,3, su(2)) se kalibračně transformuje vztahem

A′ = S−1AS + S−1dS. (6.58)

Připomeňme, že algebra su(2) má bázi standardně zvolenou jako {τa}3a=1, kde τa = − i
2σa.

Fyzikové ovšem nemaj́ı rádi anti-hermitovské matice, takže pracuj́ı s hermitovskou báźı (která
ale neńı báze su(2)!) {Ta}3a=1, kde Ta = 1

2σa. Komutačńı relace v obou báźıch jsou

[τa, τb] = εabcτc, [Ta, Tb] = iεabcTc. (6.59)

Lokálńı forma konexe A se potom parametrizuje jako A = Aaτa = −iAaTa, kde Aa ∈ Ω1(E1,3)
jsou komponentńı 1-formy, a ṕı̌seme A = AaTa. Kovariantńı derivace D p̊usob́ıćı na dublet Ψ
tedy źıská tvar DΨ = dΨ − iA · Ψ. Analogicky, je-li F = σ∗(Ω) odpov́ıdaj́ıćı forma křivosti,
ṕı̌seme F = −iF aTa, kde Aa ∈ Ω2(E1,3). S použit́ım komutačńıch relaćı výše tedy

F a = dAa +
1

2
εabcA

b ∧Ac. (6.60)
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Zapsáno v obvyklých komponentách vzhledem k standardńı souřadnicové bázi v E1,3 dostáváme
modifikovaný výraz

F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + εabcA

b
µA

c
ν . (6.61)

Konečně, kalibračńı transformaci lze psát jako (zde Aµ = AaµTa)

A′µ = S−1AµS + iS−1∂µS. (6.62)

Konečně, muśıme analyzovat kinetický člen Skin[A] = − 1
2 〈〈F ,F〉〉g z př́ıkladu 6.2.2. Dá se snadno

ukázat, že Cartan-Killingova formu lze pro g = su(2) a všechny A,B ∈ su(2) psát jako 〈A,B〉g =
4 Tr(AB). Po dosazeńı tedy dostáváme:

− 1

2
〈〈F ,F〉〉g = −1

4

∫
M

d4x{F aµν(F b)µν}〈τa, τb〉g = −
∫
M

d4x{F aµν(F b)µν}Tr(τaτb). (6.63)

Ale Tr(τaτb) = − 1
4 Tr(σaσb) = − 1

2δab. Celkově tedy dostáváme

− 1

2
〈〈F ,F〉〉g =

3∑
a=1

1

2

∫
M

d4x{F aµν(F a)µν}. (6.64)

Všimněte si, že normalizace kinetického členu se může lǐsit kńıžka od kńıžky. Důvodem je ne-
jednoznačnost volby pseudosklárńıho součinu, kde si můžeme obecně vźıt libovolný násobek
Cartan-Killingovy metriky.

6.3 Pohybové rovnice kalibračńı teorie

Uvažujme hlavńı fibrovaný prostor π : P → M se strukturńı grupou G. Uvažujme kalibračńı
teorii poleA spolu s hmotovým polem a, definovanou akćı (6.55). Jak vypadaj́ı pohybové rovnice?
Připomeňme si, že kodiferenciál je zobrazeńı definované pomoćı Hodgeovy duality: δ = ∗−1d ∗ η̂,
kde η̂ je operátor definovaný na p-formách jako η̂(α) = (−1)pα.

Definice 6.3.1. Necht’ D : Ωp(U, V )→ Ωp+1(U, V ) je operátor kovariantńı derivace. Pro všechny
a ∈ Ωp(U, V ) definovaný jako Da = da + ρ′(A) ∧̇ a. Necht’ g je metrika na M . Kovariantńı
kodiferenciál D† definujeme vztahem

D† = ∗−1D ∗ η̂, (6.65)

kde ∗ p̊usob́ı pouze na komponentńı p-formy jako obyčejná Hodgeova dualita na M .

Dostáváme tedy zobrazeńı D† : Ωp+1(U, V )→ Ωp(U, V ). Stejně jako pro D neplat́ı, že (D†)2 =
0, přesněji (D†)2(a) = − ∗−1 (ρ′(F) ∧̇ ∗ a). Důležité je, že v platnosti z̊ustává sdružeńı s
operátorem D, což si dokážeme v následuj́ıćım tvrzeńı.

Tvrzeńı 6.3.2. Necht’ a ∈ Ωp(U, V ), b ∈ Ωp+1(U, V ). Potom plat́ı pravidlo

d〈a ∧ ∗b〉V = {((Da, b))V − ((a,D†b))V } · ωg. (6.66)

Je-li a = σ∗(α) a b = σ∗(β) pro kalibraci σ : U → P a horizontálńı formy α ∈ Ωpρ(P, V ), resp.
β ∈ Ωp+1

ρ (P, V ), jsou obě strany kalibračně invariantńı n-formy (definuj́ı tedy globálńı n-formu
a má smysl je integrovat přes celou varietu M). Dostáváme tedy rovnici∫

M

d〈a ∧ ∗b〉V = 〈〈Da, b〉〉V − 〈〈a,D†b〉〉V . (6.67)
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Konečně, pokud je integrál z 〈a ∧ ∗b〉V přes ∂M z jakéhokoliv d̊uvodu nula, dostáváme

〈〈Da, b〉〉V = 〈〈a,D†b〉〉V . (6.68)

D̊ukaz. Důkaz je modifikaćı podobného tvrzeńı pro obyčejný kodiferenciál. Př́ımým výpočtem

d〈a ∧ ∗b〉V = 〈da ∧ ∗b〉V + (−1)p〈a ∧ d(∗b)〉V
= 〈Da ∧ ∗b〉V + (−1)p〈a ∧ D(∗b)〉V
− 〈(ρ′(A) ∧̇ a) ∧ ∗b〉V − (−1)p〈a ∧ (ρ′(A) ∧̇ ∗ b)〉V

= 〈Da ∧ ∗b〉V − 〈a ∧ ∗(∗−1D ∗ η̂(b))〉V
−Aα ∧ ai ∧ (∗β)j · {〈ρ′(tα)Ei, Ej〉V + 〈Ei, ρ′(tα)Ej〉V }

= {((Da, b))V − ((a,D†b))V } · ωg.

(6.69)

V posledńım kroku jsme použili ρ′-invarianci formy 〈·, ·〉V . Kalibračńı invariance je zřejmá, stejně
jako zbývaj́ıćı tvrzeńı (Stokesova věta). �

Předpokládejme, že a = φ, tj. a = σ∗(Φ) pro Φ ∈ Ω0
ρ(P, V ) veličinu typu ρ. S využit́ım

předchoźıho tvrzeńı můžeme odvodit pohybové rovnice akce S[A, φ]. Nejprve nalezneme po-
hybové rovnice pro kalibračńı pole A. Necht’ A ∈ Ω1(P, g) je konexe a necht’ θ ∈ Ω1

Ad(P, g) je

horizontálńı 1-forma typu Ad. Potom Â = A+εθ je opět konexe na P . Pro jednoduchost ∂M = ∅.
Př́ıslušná forma křivosti dává

Ω̂ = dÂ+
1

2
[Â ∧ Â]g = Ω + ε{dθ + [A ∧ θ]g}+ o(ε2) = Ω + εDθ + o(ε2). (6.70)

Lokálně dostáváme vztah F̂ = F + εDϑ+o(ε2), kde ϑ = σ∗(θ). Variace kinetického členu je tedy
velmi jednoduchá z pomoćı předcházej́ıćıho tvrzeńı:

Skin[Â] = −1

2
〈〈F̂ , F̂〉〉g = −1

2
〈〈F ,F〉〉g − ε〈〈F ,Dϑ〉〉g = Skin[A]− ε〈〈D†F , ϑ〉〉g + o(ε2). (6.71)

Nicméně nesmı́me zapomenout, že kinetický člen hmotového pole 〈〈Dφ,Dφ〉〉 rovněž obsahuje
konexi. Je-li φ = σ∗(Φ), máme D̂Φ = DΦ + ρ′(θ)Φ. Lokálně tedy D̂φ = Dφ+ ρ′(ϑ)φ. Odtud

〈〈D̂φ, D̂φ〉〉V = 〈〈Dφ,Dφ〉〉V + 2ε〈〈Dφ, ρ′(ϑ)φ〉〉V + o(ε2). (6.72)

Ve variaci kinetického členu dostáváme člen ve tvaru 〈〈·, ϑ〉〉g. Naš́ım ćılem je tedy přepsat
〈〈Dφ, ρ′(ϑ)φ〉〉V = − 1

2 〈〈J , ϑ〉〉g, kde J bude plnit roli
”
čtyřproudu“. Zavedeme si označeńı ρ′µjk =

〈ρ′(tµ)Ej , Ek〉V a sµν = 〈tµ, tν〉g. Potom dosazeńım do definic dostáváme

((Dφ, ρ′(ϑ)φ))V · ωg = 〈ρ′(ϑ)φ ∧ ∗Dφ〉V = ϑµφj ∧ (∗Dφ)k〈ρ′(tµ)Ej , Ek〉V
= ϑµ ∧ ∗{ρ′µjkφjDφk}
= ϑµ ∧ ∗{sνλρ′λjkφjDφk} · 〈tµ, tν〉g.

(6.73)

Zavedeme si nyńı lokálńı 1-formu proudu J ∈ Ω1(U, g) vztahem

J = −2{sνλρ′λjkφjDφk}tν = −2〈ρ′(tνg)φ,Dφ〉V · tν , (6.74)

kde tνg = sνµtµ. Potom tedy 〈〈Dφ, ρ′(ϑ)φ〉〉V = − 1
2 〈〈J , ϑ〉〉g. Celkovou variaci akce S vzhledem k

A můžeme tedy psát jako

S[Â, φ] = S[A, φ]− ε{〈〈D†F + J , ϑ〉〉g}+ o(ε2). (6.75)
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Jelikož do prvńıho řádu v ε se muśı obě akce rovnat, dostáváme pohybovou rovnici ve tvaru

D†F = −J . (6.76)

Variace akce pro hmotové pole je již velmi jednoduchá. Předpokládáme Φ̂ = Φ + εΨ, lokálně
φ̂ = φ+ εψ. Po dosazeńı do akce

S[A, φ̂] = S[A, φ] + 2ε〈〈D†Dφ+m2φ, ψ〉〉V + o(ε2) (6.77)

Z nedegenerovanosti 〈〈·, ·〉〉V potom plyne pohybová rovnice pro φ ve tvaru

D†Dφ+m2φ = 0. (6.78)

Tvrzeńı 6.3.3. Kalibračńı pole A a hmotové pole φ splňuj́ı pohybové rovnice (extremalizuj́ı
funkcionál S) právě tehdy když

DF = 0, D†F = −J , D†Dφ+m2φ = 0. (6.79)

Prvńı z rovnic nepocháźı z variace akce. Čtyřproud je dán rovnićı (6.74).

Tvrzeńı 6.3.4 (Noetherovský proud j). Definujeme j = J + ∗−1[A ∧ ∗F ]g. Potom j splňuje
rovnici kontinuity ve tvaru d ∗ j = 0, neboli ekvivalentně δj = 0.

D̊ukaz. Pohybová rovnice (6.76) dává (ekvivalentně) ∗J = −D∗F = −d(∗F)− [A∧∗F ]g. Odtud
−d(∗F) = ∗(J + ∗−1[A ∧ ∗F ]g), a tedy 0 = d ∗ (J + ∗−1[A ∧ ∗F ]g) = d ∗ j. �
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Kapitola 7

Přidružený vektorový fibrovaný
prostor

7.1 Redukce ekvivariantńıch vektorových bandl̊u

Na začátek si ujasńıme jednu generálńı proceduru, která za jistých okolnost́ı umožňuje vektorový
bandl nad totálńım prostorem hlavńı fibrace π : P → M vybavený vhodnou grupovou akćı

”
redukovat“ na vektorový bandl nad M , jehož totálńı prostor je prostor orbit E/G. Nejprve si

ovšem muśıme vyjasnit několik základńıch pojmů z teorie vektorových bandl̊u.

Definice 7.1.1. Necht’ q : E → M a q′ : E′ → M ′ jsou dva vektorové bandly. Potom dvojice
(F , ϕ) se nazývá morfismus vektorových bandl̊u, pokud F : E → E′ a ϕ : M → M ′ jsou
hladká zobrazeńı taková, že následuj́ıćı diagram je komutativńı:

E E′

M M ′

q

F

q′

ϕ

. (7.1)

Jinými slovy, F(Em) ⊆ E′ϕ(m), tj. F zobrazuje vlákno nad m do vlákna nad ϕ(m). Kromě

toho muśı být F po vláknech lineárńı, tj. pro každé m ∈ M je Fm ≡ F|Em lineárńı zobra-
zeńı př́ıslušných vektorových prostor̊u, tj. Fm ∈ Hom(Em, E

′
ϕ(m)). Jsou-li F a ϕ difeomorfismy,

nazývá se (F , ϕ) izomorfismus vektorových bandl̊u.

Morfismy vektorových bandl̊u jsou standardńı nástroj jak porovnávat vektorové fibrované
prostory. Izomorfńı vektorové bandly jsou tedy po všech stránkách

”
de facto stejné“.

Lemma 7.1.2. Necht’ (F , ϕ) je morfismus vektorových bandl̊u E a E′, kde ϕ : M → M ′ je
difeomofismus. Potom je to izomorfismus právě tehdy když je pro každé m ∈M zobrazeńı Fm ∈
Hom(Em, E

′
ϕ(m)) lineárńı izomorfismus.

Nyńı máme definice potřebné k popisu vektorových bandl̊u vhodných k redukci.

Definice 7.1.3. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor s akci R : P × G → P grupy
G. Necht’ q : E → P je vektorový bandl nad totálńım prostorem P s typickým vláknem V .
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Předpokládejme, že na totálńım prostoru E p̊usob́ı G pravou akćı < : E ×G→ E. Řekneme, že
E je ekvivariantńı vektorový bandl, pokud jsou splněny následuj́ıćı dvě vlastnosti:

1. Pro každé g ∈ G tvoř́ı dvojice (<g, Rg) automorfismus vektorového bandlu E.

2. Pro E existuje π-saturovaná ekvivariantńı lokálńı trivializace {(Uα, ψα)}α∈I . To zna-
mená, že pro každé α ∈ I je Uα = π−1(Uα) pro otevřenou množinu Uα ⊆ M , a každé
trivializačńı zobrazeńı ψα : Uα × V → q−1(Uα) je ekvivariantńı:

ψα(Rg(p), v) = <g(ψα(p, v)), (7.2)

pro každé (p, v) ∈ Uα × V a g ∈ G. V obĺıbené tečkové notaci ψα(p · g, v) = ψα(p, v) · g.

Necht’ E/G je prostor orbit př́ıslušný pravé akci <, a označme \ : E → E/G př́ıslušné faktor-
zobrazeńı, tj. pro každé e ∈ E je \(e) ∈ E/G orbita obsahuj́ıćı bod e. Ř́ıkali jsme si, že ne vždycky
je E/G poctivou varietou (takovou, že \ je hladká submerze). Ukážeme si, že pro ekvivariantńı
vektorový bandl E se dá ř́ıct mnohem v́ıc.

Tvrzeńı 7.1.4. Necht’ q : E → P je ekvivariantńı vektorový bandl. Potom na E/G existuje
unikátńı struktura vektorového bandlu (tj. včetně hladké struktury) q\ : E/G → M , taková, že
(\, π) se stane po vláknech bijektivńım morfismem vektorových bandl̊u E a E/G. Zejména

E E/G

P M

\

q q\

π

(7.3)

tvoř́ı komutativńı diagram a \ : E → E/G je hladká surjektivńı submerze. Vektorové bandly E a
E/G maj́ı společné typické vlákno.

D̊ukaz. Budeme postupovat v duchu tvrzeńı 2.2.2, tj. sestroj́ıme lokálńı trivializaci prostoru E/G,
a ukážeme, že přechodová zobrazeńı jsou hladká. T́ım zajist́ıme na E/G topologii a hladkou
strukturu. Pak zbývá ukázat tvrzeńı o (\, π) a jednoznačnost konstrukce.

Nejprve si definujeme projekci q\ : E/G → M . Můžeme si ji definovat př́ımo pomoćı ko-
mutativity diagramu (7.3), tj. definujeme q\(\(e)) = π(q(e)). Muśıme ukázat, že tento předpis
definuje zobrazeńı q\, tj. muśı dávat stejné hodnoty v př́ıpadě, že \(e) = \(e′). To ale znamená,
že existuje g ∈ G takové, že e′ = <g(e). Ale (<g, Rg) je morfismus vektorových bandl̊u, a tedy
q ◦ <g = Rg ◦ q. Nav́ıc R p̊usob́ı podél vláken, a tedy π ◦Rg = π. Odtud tedy

q\(\(e′)) = π(q(e′)) = π(q(<g(e))) = π(Rg(q(e))) = π(q(e)) = q\(\(e)). (7.4)

A tedy q\ je dobře definované a nav́ıc automaticky zajist́ı komutativitu (7.3).

Jdeme vyrobit lokálńı trivializaci. Necht’ {(Uα, ψα)}α∈I je π-saturovaná ekvivariantńı trivi-
alizace z předpokladu. Můžeme předpokládat, že Uα = π−1(Uα), kde Uα jsou okoĺı, kde máme
lokálńı trivializaci {(Uα, φα)}α∈I pro hlavńı fibraci P . Chceme definovat bijektivńı zobrazeńı
µα : Uα×V → (q\)−1(Uα) a ověřit, že př́ıslušná přechodová zobrazeńı jsou hladká. Necht’ m ∈ Uα
and p ∈ π−1(m) je libovolný bod vlákna P nad m. Pro každé (m, v) ∈ Uα × V definujeme

µα(m, v) = \(ψα(p, v)). (7.5)
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Muśıme zjistit, zda pravá strana nezáviśı na výběru p ∈ Pm. Necht’ p′ = p · g. Potom

\(ψα(p · g, v)) = \(ψα(p, v) · g) = \(ψα(p, v)), (7.6)

kde jsme využili ekvivarianci trivializačńıho zobrazeńı ψα (danou předpokladem). Jak vypadá
zobrazeńı inverzńı k µα? Máme definovat µ−1

α : (q\)−1(Uα)→ Uα × V . Pro libovolné e ∈ Uα:

µ−1
α (\(e)) = ((π ◦ π1)(ψ−1

α (e)), π2(ψ−1
α (e))), (7.7)

kde π1 a π2 jsou projekce z kartézského součinu Uα×V na prvńı a druhou komponentu. Opět je
potřeba ověřit, že pravá strana se nezměńı pokud \(e) = \(e′), tj. e′ = <g(e) pro nějaké g ∈ G.
Z ekvivariance zobrazeńı ψα ovšem plyne, že

π1 ◦ ψ−1
α (e · g) = π1(ψ−1

α (e)) · g, π2 ◦ ψ−1
α (e · g) = π2 ◦ ψ−1

α (e). (7.8)

Odtud plyne i nezávislost µ−1
α na volbě reprezentanta tř́ıdy (orbity) \(e). Je to však inverze?

µ−1
α (µα(m, v)) = µ−1

α (\(ψα(p, v))) = ((π ◦ π1)(p, v), π2(p, v)) = (m, v). (7.9)

Opačné pořad́ı je obdobně jednoduché. Konečně, necht’ ĝαβ : Uα ∩Uβ → GL(V ) jsou přechodová

zobrazeńı odpov́ıdaj́ıćı lokálńı trivializaci {(Uα, ψα)}α∈I . Definujeme g\αβ : Uα ∩ Uβ → GL(V )

obvyklým vztahem [g\αβ(m)](v) = (π2 ◦ µ−1
α )(µβ(m, v)). Pro p ∈ Uα ∩ Uβ máme z definice

přechodových zobrazeńı vztah ψβ(p, v) = ψα(p, [ĝαβ(p)](v)). Po dosazeńı tedy

[g\αβ(m)](v) = (π2 ◦ µ−1
α )(\(ψβ(p, v))) = (π2 ◦ µ−1

α )(\ψα(p, [ĝαβ(p)](v))) = [ĝαβ(p)](v). (7.10)

Z toho ale plyne, že ĝαβ a g\αβ jsou zobrazeńı vztažená relaćı ĝαβ = g\αβ ◦ π. Jelikož π je hladká

sumberze a ĝαβ je hladké zobrazeńı, muśı být i g\αβ hladké zobrazeńı.

Abychom ukázali, že (\, π) je morfismus vektorových bandl̊u, muśı být \ hladké, diagram (7.3)
muśı komutovat (to už jsme zajistili), a \p : Ep → (E/G)π(p) muśı být lineárńı. Připomeňme si,
že lineárńı struktura v jednotlivých vláknech se zavád́ı pomoćı lokálńı trivializace, tj. řekneme,
že µα(m, v) + λ · µα(m,w) := µα(m, v + λw). Pro hladkost a linearity \ tedy stač́ı ukázat, že
každé složeńı µ−1

α ◦ \ ◦ ψα : Uα × V → Uα × V je hladké a po vláknech lineárńı. Ale

(µ−1
α ◦ \ ◦ ψα)(p, v) = (π(p), v), (7.11)

kde jsou zmı́něné vlastnosti zřejmé. Nav́ıc je zřejmě \ po vláknech bijektivńı (lokálně je to identita
na V ). Dokázali jsme tedy všechno až na jednoznačnost.

Předpokládejme, že p\ : (E/G)′ → M splňuje předpoklady tvrzeńı, kde apostrof označuje
pouze rozd́ılnost přidaných struktur (hladký atlas, fibrace), a necht’ \′ : E → (E/G)′ je od-
pov́ıdaj́ıćı zobrazeńı (množinově opět stejné). Můžeme definovat (množinově identitu) zobrazeńı
Ψ : E/G → (E/G)′ vztahem Ψ(\(e)) = \′(e), které je automaticky hladké, protože \ je surjek-
tivńı submerze a \′ je hladké. Stejně nalezneme inverzi Ψ−1 a Ψ je tedy difeomorfismus. Plat́ı

p\(Ψ(\(e)) = p\(\′(e)) = π(q(e)) = q\(\(e)). (7.12)

Využili jsme, že \′ je morfismus vektorových bandl̊u. Odtud plyne komutativita diagramu:

E/G (E/G)′

M M

Ψ

q\ p\

1M

(7.13)

Obdobně se ukáže, že Ψm : (E/G)m → (E/G)′m je lineárńı isomorfismus, což dokazuje, že
(Ψ, 1M ) je izomorfismus vektorových bandl̊u E/G a (E/G)′. To je d̊ukaz jednoznačnosti. �
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Před uvedeńım př́ıklad̊u redukce vektorových fibrovaných prostor̊u si ještě za čerstva ujasńıme,
jak vypadaj́ı hladké řezy nového fibrovaného prostoru E/G. Ukazuje se, že se daj́ı kanonicky
ztotožnit s podmnožinou řez̊u p̊uvodńıho vektorového bandlu E.

Definice 7.1.5. Necht’ q : E → P je ekvivariantńı vektorový bandl nad P . Necht’ ψ ∈ Γ(E) je
hladký řez E. Řekneme, že ψ je G-invariantńı řez, pokud pro všechny g ∈ G a p ∈ P plat́ı

ψ(p · g) = <g(ψ(p)). (7.14)

Množinu G-invariantńıch řez̊u označujeme jako ΓG(E).

ΓG(E) je zjevně vektorový podprostor Γ(E). Nejde však o C∞(P )-podmodul, protože pro
obecnou funkci f a ψ ∈ ΓG(EP ) neńı fψ G-invariantńı řez bandlu E. Lze však snadno nahlédnout,
že ΓG(E) tvoř́ı C∞(M)-modul, kde

”
násobeńı“ • hladkou funkćı h ∈ C∞(M) je definované jako

(h •ψ)(p) = (h ◦π)(p) ·ψ(p), tj. ve zkratce h •ψ ≡ (h ◦π)ψ. Množina hladkých řez̊u vektorového
bandlu E/G též tvoř́ı C∞(M)-modul, dá se tedy očekávat, že ΓG(E) a Γ(E/G) spolu mohou
nějak souviset.

Tvrzeńı 7.1.6. C∞(M)-moduly ΓG(E) a Γ(E/G) jsou kanonicky izomorfńı.

D̊ukaz. Definujeme zobrazeńı Φ : ΓG(E)→ Γ(E/G) a ukážeme, že jde o bijekci C∞(M)-modul̊u,
tj. o lineárńı bijektivńı zobrazeńı, které splňuje vlastnost Φ(h • ψ) = h ·Φ(ψ). Definujeme

{Φ(ψ)}(m) := \(ψ(p)), (7.15)

pro každé m ∈ M a libovolné p ∈ π−1(m). Muśıme ověřit, že Φ je dobře definovaný hladký řez
E/G. Je-li p′ = p · g jiný bod vlákna nad m, máme \(ψ(p′)) = \(<gψ(p)) = \(ψ(p)). Nav́ıc

E E/G

P M

\

ψ

π

Φ(ψ) (7.16)

komutuje, což dokazuje, že Φ(ψ) je hladké zobrazeńı (π je hladká submerze). Konečně, máme

(q\ ◦Φ(ψ))(m) = q\(\(ψ(p)) = π((q ◦ ψ)(p)) = π(p) = m. (7.17)

A tedy q\ ◦ Φ(ψ) = 1M a jde o řez fibrace E/G. Zobrazeńı Φ je zjevně lineárńı. Konečně, pro
každou funkci h ∈ C∞(M) dostáváme

{Φ(h • ψ)}(m) = \((h ◦ π)(p)ψ(p)) = h(m) · \(ψ(p)) = h(m) · {Φ(ψ)}(m). (7.18)

S konstrukćı inverze Φ−1 je to trošičku složitěǰśı, protože muśıme využ́ıt lokálńı trivializaci
popsanou v předchoźım d̊ukazu. Necht’ φ ∈ Γ(E/G). Na okoĺı Uα můžeme definovat kompozici

φα = µ−1
α ◦ φ, t.j. φα : Uα → Uα × V . Z definice hladkého řezu φα(m) = (m, φ̂α(m)) pro

hladké zobrazeńı φ̂α : Uα → V . Pro libovolný bod p ∈ Uα = π−1(Uα) definujeme (lokálńı

řez) (Φ−1(φ))α : Uα → E vztahem (Φ−1(φ))α(p) = ψα(p, φ̂α(π(p))). Protože q ◦ φα = 1Uα a
funkce napravo jsou zjevně hladké, dostáváme hladký lokálńı řez na Uα. Pokud ukážeme, že pro
p ∈ Uα ∩ Uβ plat́ı (Φ−1(φ))α(p) = (Φ−1(φ))β)(p), dostaneme hladký globálńı řez Φ−1(φ).

Porovnáńım dvou r̊uzných trivializačńıch zobrazeńı na E/G dostáváme pro m ∈ Uα ∩ Uβ

µα(m, φ̂α(m)) = φ(m) = µβ(m, φ̂β(m)) = µα(m, [g\αβ(m)](φ̂β(m))), (7.19)
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a tedy φ̂α(m) = [g\αβ(m)](φ̂β(m)). Nyńı můžeme porovnat lokálńı řezy E, necht’ p ∈ Uα ∩ Uβ :

(Φ−1(φ))α(p) = ψα(p, φ̂α(π(p))) = ψα{p, [g\αβ(π(p))](φ̂β(π(p))}

= ψα{p, [ĝαβ(p)](φ̂β(π(p))} = ψβ(p, φ̂β(π(p))) = (Φ−1(φ))β(p).
(7.20)

Máme dokázáno, že Φ−1(φ) definuje globálńı řez. Zbývá ověřit, že je vskutku inverzńı k Φ. Pro
m ∈ Uα máme

{Φ(Φ−1(φ))}(m) = \(Φ−1(φ)(p)) = (\ ◦ ψα)(p, φ̂α(π(p))) (7.21)

Ale z definice lokálńı trivializace \ ◦ ψα(p, v) = µα(π(p), v), a dostáváme tedy

{Φ(Φ−1(φ))}(m) = µα(m, φ̂α(m)) = φ(m). (7.22)

Opačné poskládáńı Φ−1 ◦Φ = 1 se ověř́ı obdobně. A máme dokázáno. �

Nyńı si ukážeme dva klasické př́ıklady této konstrukce.

Př́ıklad 7.1.7 (Redukce tečného bandlu). Uvažujme vektorový bandl τP : TP → P , tj. obyčejný
tečný fibrovaný prostor. Pravou akci < : TP × G → TP můžeme definovat následovně. Necht’

X ∈ TP , tj. X ∈ TpP pro bod p = τP (X). Definujeme <g(X) = Rg∗(X). Rg∗ ∈ Hom(TpP, Tp·gP )
a <g je tedy po vláknech lineárńı zobrazeńı takové, že diagram

TP TP

P P

<g

τP τP

Rg

(7.23)

komutuje. (<g, Rg) je tedy automorfismus vektorového bandlu TP . Muśıme ukázat, že na TP
existuje ekvivariantńı lokálńı trivializace. Necht’ {(Uα, φα)α∈I} je principálńı lokálńı trivializace
P , tj. φα : Uα ×G → Uα = π−1(Uα). Pro každé p ∈ Uα máme tedy p = φα(m, g) pro m ∈ Uα a
g ∈ G. Zobrazeńı φα je difeomorfismus, a tedy φα∗ : TmUα⊕TgG→ TpP je lineárńı izomorfismus.

Předpokládejme, že na Uα ⊆M máme lokálńı souřadnice (x1, . . . , xn), a necht’ (~V , x) ∈ Rn⊕g.
Definujeme trivializačńı zobrazeńı ψα : Uα × (Rn ⊕ g)→ τ−1

P (Uα) jako

ψα(φα(m, g), (~V , x)) = φα∗(V
i ∂

∂xi
|m, xR|g), (7.24)

pro všechny (m, g) ∈ Uα × G. Snadno se ověř́ı, že jde vskutku o hladkou lokálńı trivializaci
(v podstatě je to standardńı lokálńı trivializace tečného bandlu, kde se nejprve použije lokálńı
izomorfismus TUα ∼= TUα × TG). Nav́ıc je to ekvivariantńı lokálńı trivializace:

<h{ψα(φα(m, g), (~V , x))} = (Rh ◦ φα)∗(V
i∂i|m, xR|g) = (φα ◦ (1×Rh))∗(V

i∂i|m, xR|g)
= φα∗(V

i∂i|m, Rh∗(xR|g)) = φα∗(V
i∂i|m, xR|gh)

= ψα(φα(m, gh), (~V , x)) = ψα(Rh(φα(m, g)), (~V , x)).

(7.25)

Můžeme tedy vypustit výše zmı́něnou mašinerii a sestrojit vektorový bandl τ \P : TP/G → M .
Podle výše zmı́něného tvrzeńı nav́ıc Γ(TP/G) ∼= ΓG(TP ) ≡ XG(P ), kde X ∈ XG(P ), pokud
Rg∗(X|p) = X|p·g, tzn. Γ(TP/G) odpov́ıdá G-invariantńım vektorovým poĺım na P . TP/G se
někdy nazývá Atiyah̊uv vektorový bandl a hraje d̊uležitou roli při v́ıce

”
algebraickém“ popisu

konex́ı na principálńım fibrovaném prostoru.
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7.2 Asociovaná fibrace

Druhý př́ıklad je natolik d̊uležitý, že si vysloužil vlastńı sekci. Uvažujme libovolnou konečně-
rozměrnou reprezentaci (V, ρ). Vezmeme si triviálńı vektorový bandl E = P × V nad P , tj.
q = π1. Pravou akci < : E ×G→ E si zavedeme vztahem

<g(p, v) = (p · g, ρ(g−1)[v]), (7.26)

pro všechny (p, v) ∈ P ×V . Snadno je vidět, že akce p̊usob́ı lineárně po vláknech a (<g, Rg) tvoř́ı
automorfismus vektorových bandl̊u. Kanonická (globálńı) trivializace ovšem neńıG-ekvivariantńı.
Muśıme si definovat jinou.

Necht’ {(Uα, φα)}α∈I je lokálńı trivializace hlavńı fibrace P . Necht’ Uα = π−1(Uα), a defi-
nujeme naši obĺıbenou hladkou funkci gα : Uα → G vztahem p = φα(π(p), gα(p)). Definujeme
trivializačńı zobrazeńı ψα : Uα × V → π−1

1 (Uα) jako

ψα(p, v) = (p, ρ(g−1
α (p))[v]). (7.27)

Je snadné si rozmyslet, že jde o hladké zobrazeńı. Inverzńı zobrazeńı ψ−1
α má tvar ψ−1

α (p, v) =
(p, ρ(gα(p))[v]). Zbývá ukázat, že je tato lokálńı trivializace ekvivariantńı.

<h(ψα(p, v)) = (p · h, ρ(h−1){ρ(g−1
α (p))[v]}) = (p · h, ρ((gα(p) · h)−1)[v])

= (p · h, ρ(gα(p · h)−1)[v]) = ψα(p · h, v).
(7.28)

Použili jsme obvyklou ekvivarianci funkce gα. Jaká jsou přechodová zobrazeńı trivializace ψα?
Připomeňme, že zobrazeńı gα a gβ jsou pro p ∈ Uα ∩Uβ vztaženy jako gα(p) = gPαβ(π(p)) · gβ(p),

kde gPαβ jsou přechodová zobrazeńı {(Uα, φα)}α∈I . Potom

[gαβ(p)](v) = π2 ◦ ψ−1
α (ψβ(p, v)) = π2 ◦ ψ−1

α (p, ρ(g−1
β (p))[v])

= π2 ◦ ψ−1
α (p, ρ(g−1

α (p))[ρ(gPαβ(π(p))[v]])

= ρ(gPαβ(π(p)))[v].

(7.29)

Jinými slovy, přechodovými zobrazeńımi jsou kompozice ĝαβ = ρ ◦ gPαβ ◦ π. To mi ihned dává

přechodová zobrazeńı (P × V )/G ve tvaru g\αβ = ρ ◦ gPαβ .

Definice 7.2.1. Vektorový bandl na faktorprostoru (P × V )/G se nazývá vektorový bandl
přidružený hlavńı fibraci π : P → M a reprezentaci (V, ρ). Obvyklé značeńı je P ×ρ V .
Někdy též asociovaný vektorový bandl.

Nyńı můžeme použ́ıt tvrzeńı 7.1.6 k identifikaci modulu řez̊u Γ(P ×ρ V ) .

Tvrzeńı 7.2.2. Pro každou přidruženou reprezentaci máme kanonický izomorfismus

Γ(P ×ρ V ) ∼= Ω0
ρ(P, V ) (7.30)

Jinými slovy, řezy P ×ρ V lze identifikovat s veličinami typu ρ.

D̊ukaz. Ve světle tvrzeńı 7.1.6 stač́ı ukázat, že ΓG(P × V ) jsou právě veličiny typu ρ. Každý řez
σ ∈ Γ(P × V ) muśı být hladké zobrazeńı σ : P → P × V , splňuj́ıćı π1 ◦ σ = 1P . Tedy

σ(p) = (p,Φ(p)), (7.31)
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kde Φ : P → V je hladká funkce. Máme tedy kanonický izomorfismus Γ(P × V ) ∼= C∞(P, V ).
Řez σ je G-invariantńı, pokud <g(σ(p)) = σ(p · g). Potom máme

<g(σ(p)) = (p · g, ρ(g−1)[Φ(p)])
!
= σ(p · g) = (p · g,Φ(p · g)). (7.32)

Dostáváme podmı́nku Φ(p · g) = ρ(g−1)[Φ(p)], tedy nic jiného než Φ ∈ Ω0
ρ(P, V ). Dostáváme

tedy kýžený izomorfismus Γ(P ×ρ V ) ∼= Ω0
ρ(P, V ). �

Př́ıklad 7.2.3. Pro (V, ρ) = (g, Ad) se gP ≡ P ×Ad g nazývá adjungovaný vektorový bandl.
Jeho řezy jsou Ad-ekvivariantńı funkce na P .

Př́ıklad 7.2.4. Necht’ π : F (M) → M je repérová hlavńı fibrace variety M . Zvoĺıme si repre-
zentaci (Rn, ρ), kde ρ je kanonická reprezentace GL(n,R) na Rn.

Připomeňme, že lokálńı trivializace {(Uα, φα)}α∈I fibrace F (M) je definovaná na okoĺıch Uα
z hladkého atlasu M jako φα(m,A) = ∂|m ·A, kde ∂|m = (∂1|m, . . . , ∂n|m) je souřadnicová báze
v bodě m odpov́ıdaj́ıćı daným lokálńım souřadnićım (x1, . . . , xn) na Uα. Potom zobrazeńı gα
přǐrazuje bodu e ∈ F (M) matici gα(e) = A(e), takovou že e = ∂|π(e) ·A(e). Akce na triviálńım

bandlu E = F (M) × Rn má tvar <A(e, ~V ) = (e · A,A−1.~V ). Na Uα = π−1(Uα) má lokálńı

trivializace µα : Uα × Rn → (π\1)−1(Uα) tvar µα(m, ~V ) = \(ψα(e, ~V )) = \(e,A−1(e).~V ), kde
e ∈ Fm(M) je libovolná báze TmM .

Nyńı připomeňme lokálńı trivializaci tečného bandlu TM . Definujeme ji jako {(Uα, τα)}α∈I ,
kde τα : Uα × Rn → τ−1

M (Uα) má tvar τα(m, ~V ) = V i∂i|m. Je-li m ∈ Uα ∩ Uβ a na Uβ máme
lokálńı souřadnice (y1, . . . , yn), přechodové zobrazeńı má tvar

[gαβ(m)](~V ) = J(m)−1.~V , (7.33)

kde Jji (m) = ∂yj

∂xi |m je Jacobiho matice transformace souřadnic.

Definujeme si nyńı izomorfismus vektorových bandl̊u (F , 1M ) z TM do F (M)×ρRn. Nejprve

lokálně jako zobrazeńı Fα : τ−1
M (Uα)→ (π\1)−1(Uα) pomoćı př́ıslušných lokálńıch trivializaćı:

Fα(τα(m, ~V )) = µα(m, ~V ), (7.34)

To definuje zjevně hladké a po vláknech lineárńı a bijektivńı zobrazeńı na 1M (lokálně je to
identita). Stač́ı ukázat, že pro m ∈ Uα ∩ Uβ je (Fβ)m = (Fα)m. Přechodová zobrazeńı pro

F (M)×ρ Rn jsou g\αβ(m) = ρ(g
F (m)
αβ (m)). Ale g

F (m)
αβ (m) = J−1(m). A můžeme poč́ıtat:

Fα(τβ(m, ~V )) = Fα(τα(m,J−1(m).~V )) = µα(m,J−1(m).~V ) = µβ(m, ~V ). (7.35)

To ale ukazuje, že pro m ∈ Uα ∩ Uβ p̊usob́ı Fα stejně jako Fβ , což dokazuje naše tvrzeńı.
Dostáváme tedy globálńı izomorfismus F : TM → F (M)×ρ Rn.

Připomeňme, že body asociované fibrace P ×ρ V maj́ı tvar \(p, v), kde (p, v) ∈ P × V a
\(p′, v′) = \(p, v), právě tehdy když existuje g ∈ G, takové, že (p′, v′) = (p · g, ρ(g−1)v).

7.3 Paralelńı přenos, kovariantńı derivace

Nyńı si odvod́ıme několik alternativńıch zp̊usob̊u jak popsat paralelńı přenos řez̊u asociované
fibrace. Ukážeme si jakým zp̊usobem definuje konexe A na hlavńı fibraci operátor kovariantńı
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derivace. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor a necht’ (V, ρ) je libovolná konečně-
rozměrná reprezentace jeho strukturńı grupy G. Necht’ q\ : P ×ρ V →M je př́ıslušný asociovaný
vektorový bandl.

Budeme psát E = P ×ρ V . Necht’ ψ ∈ Γ(E). Necht’ γ : I → M je hladká křivka. Necht’

A ∈ Ω1(P, g) je 1-forma konexe na P . Necht’ p0 ∈ P je libovolný bod vlákna nad γ(0), tj.
π(p0) = γ(0). Necht’ γh : I → P je horizontálńı zdvih křivky γ startuj́ıćı z bodu p0, tj. γh(0) = p0

a π ◦ γh = γ.

Pro každé t ∈ I je ψ(γ(t)) = \(p(t), v(t)) ∈ E, kde (p(t), v(t)) ∈ P × V . Jelikož je ψ řez, muśı
platit γ(t) = q\(ψ(γ(t)) = q\(\(p(t), v(t))) = (π ◦ π1)(p(t), v(t)) = π(p(t)). A tedy π ◦ p(t) = γ(t).
Bod p(t) může být zvolen jako libovolný bod vlákna nad γ(t), můžeme tedy zvolit

ψ(γ(t)) = \(γh(t), v(t)). (7.36)

Horizontálńı zdvih (př́ıtomnost konexe) nám tedy umožňuje volit si konzistentně reprezentanta
tř́ıdy ψ(γ(t)) v E. Nyńı má smysl následuj́ıćı definice.

Definice 7.3.1. Necht’ ψ ∈ Γ(E) a γ : I → M je zvolená hladká křivka. Zbytek značeńı necht’

odpov́ıdá diskuzi výše. Řekneme, že řez ψ je autoparalelńı podél křivky γ(t), pokud je funkce
v(t) : I → V definovaná vztahem (7.36) konstantńı.

Abychom ukázali, že je tato definice korektńı, muśı si člověk rozmyslet, že nezáviśı na volbě
startovńıho bodu p0 horizontálńıho zdvihu γh. Pokud γ′h startuje z p′0 = p0 · g, máme γ′h(t) =
γh(t) · g pro všechny t ∈ I. Potom

ψ(γ(t)) = \(γ′h(t), v′(t)) = \(γh(t) · g, v′(t)) = \(γh(t), ρ(g)v′(t)). (7.37)

Odtud tedy v(t) = ρ(g)v′(t). Potom ale v̇(t) = ρ(g)v̇′(t) a konstantnost vektorové funkce v(t)
tedy implikuje konstantnost v′(t).

Ukázali jsme, že Γ(E) je přirozeně izomorfńı C∞(M)-modulu Ω0
ρ(P, V ) veličin typu ρ. Tam

jsme již ale koncept autoparalelńı veličiny definovali. Je tedy logické ukázat, že obě definice jsou
plně ekvivalentńı.

Tvrzeńı 7.3.2. Necht’ ψ ∈ Γ(E), a necht’ Φ ∈ Ω0
ρ(P, V ) je odpov́ıdaj́ıćı veličina typu ρ. Potom

ψ je autoparalelńı podél křivky γ právě tehdy když Φ je autoparalelńı podél křivky γ, tj. Φ(γh(t))
je konstantńı pro libovolný horizontálńı zdvih γh.

D̊ukaz. Necht’ Φ ∈ Ω0
ρ(P, V ) = ΓG(P × V ). Odpov́ıdaj́ıćı řez ψ ∈ Γ(E) je definovaný jako

ψ(m) = \(p,Φ(p)), kde p ∈ π−1(m) libovolný bod vlákna na m. Pro m = γ(t) si můžeme p
vybrat jako γh(t), tj. ψ(γ(t)) = \(γh(t),Φ(γh(t))). To ale ukazuje, že v(t) = Φ(γh(t)), takže
zjevně v(t) je konstantńı právě tehdy když Φ(γh(t)) je konstantńı. To dokazuje naše tvrzeńı. �

Autoparalelnost veličin můžeme analyzovat pomoćı následuj́ıćı definice kovariantńı derivace.
Necht’ X ∈ X(M) je vektorové pole. Necht’ γ(t) : I → M je integrálńı křivka pole X startuj́ıćı
z bodu m, tj. γ(0) = m. Necht’ γh : I → P je libovolný horizontálńı zdvih γ. Necht’ ψ ∈ Γ(E).
Definujeme kovariantńı derivaci řezu ψ podél vektorového pole X vztahem

(∇Xψ)(m) = \(γh(0),
d

dt

∣∣∣∣
t=0

v(t)), (7.38)

kde v(t) je zobrazeńı definované vztahem (7.36). Muśıme ověřit, že ∇Xψ je opravdu hladký řez
E. Mı́sto př́ımého ověřeńı můžeme použ́ıt izomorfismus Γ(E) ∼= Ω0

ρ(P, V ).
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Lemma 7.3.3. Necht’ Φ ∈ Ω0
ρ(P, V ) je veličina typu ρ. Necht’ X ∈ X(M). Potom ∇XΦ ∈

C∞(P, V ) definovaná vztahem
∇XΦ = Xh.Φ, (7.39)

je opět veličina typu ρ. Zde Xh ∈ X(P ) je horizontálńı zdvih vektorového pole X. Odpov́ıdá-li Φ
řezu ψ ∈ Γ(E), pak ∇XΦ odpov́ıdá řezu ∇Xψ.

D̊ukaz. Mimo jiné t́ım zadarmo dokážeme, že opravdu ∇Xψ ∈ Γ(E). Zjevně ∇XΦ je hladké
zobrazeńı z P do V . Muśıme ukázat, že je to veličina typu ρ. Připomeňme, že Xh je G-invariantńı
vektorové pole, tj. Xh|p·g = Rg∗(X

h|p). Nyńı můžeme psát

(Xh.Φ)(p · g) = 〈(dΦ)|p·g, Xh|p·g〉 = 〈(dΦ)|p·g, Rg∗(Xh|p)〉 = 〈R∗g((dΦ)|p·g), Xh|p〉
= 〈d(R∗gΦ)|p, Xh|p〉 = 〈d(ρ(g−1)Φ)|p, Xh|p〉 = ρ(g−1){(Xh.Φ)(p))}.

(7.40)

Odtud tedy ∇XΦ ∈ Ω0
ρ(P, V ). Zbývá ukázat, že ∇XΦ odpov́ıdá řezu ∇Xψ. Necht’ ψ′ ∈ Γ(E) je

řez odpov́ıdaj́ıćı ∇XΦ. Máme

ψ′(m) = \(p, (∇XΦ)(p)) = \(p, (Xh.Φ)(p)), (7.41)

kde p ∈ π−1(m) je libovolný bod vlákna nad m. Necht’ γ : I → M je integrálńı křivka pole X
startuj́ıćı z bodu m, a necht’ γh : I → M je horizontálńı zdvih γ startuj́ıćı ze zvoleného (ale
libovolného) bodu p ∈ π−1(m). Ale potom můžeme psát (Xh.Φ)(p) = d

dt

∣∣
t=0

Φ(γh(t)) a

ψ′(m) = \(γh(0),
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φ(γh(t))). (7.42)

Ale v d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı jsme ukázali, že v(t) = Φ(γh(t)), a tedy opravdu ψ′ = ∇Xψ. �

Předt́ım, než si vyjasńıme vlastnosti kovariantńı operátoru kovariantńı derivace, muśıme si
vyjasnit následuj́ıćı. Prostor veličin typu ρ, neboli (ekvivalentně) řez̊u asociované fibrace P ×ρ
V si můžeme vybavit

”
povláknovou metrikou“, neboli C∞(M)-bilineárńım zobrazeńım (·, ·)V :

Ω0
ρ(P, V ) × Ω0

ρ(P, V ) → C∞(M), které je symetrické a nedegenerované, tj. (Φ,Φ′)V = 0 pro
všechny Φ′ ∈ Ω0

ρ(P, V ) implikuje Φ = 0. Necht’ 〈·, ·〉V je ρ-invariantńı nedegenerovaná symetrická
bilineárńı forma na V . Potom můžeme definovat

(Φ,Φ′)V (m) = 〈Φ(p),Φ′(p)〉V (7.43)

kde p ∈ π−1(m) je libovolný bod vlákna nad m. Snadno se ověř́ı, že pravá strana nezáviśı na volbě
p (ρ-invariance 〈·, ·〉V ) a levá strana záviśı hladce na m (π je surjektivńı submerze). Symetričnost
a nedegenerovanost plyne z vlastnost́ı 〈·, ·〉V .

Tvrzeńı 7.3.4. Necht’ σ : U → P je lokálńı řez a φ = σ∗(Φ) ∈ C∞(U, V ) a φ′ = σ∗(Φ′) jsou
př́ıslušná lokálńı verze Φ a Φ′. Potom na U máme ((φ, φ′))V = (Φ,Φ′)V .

D̊ukaz. Pro každé m ∈ U můžeme psát

(φ, φ′)V (m) = 〈σ∗(Φ)(m), σ∗(Φ′)(m)〉V = 〈Φ(σ(m)),Φ′(σ(m)〉V = (Φ,Φ′)V (m). (7.44)

�

Nyńı si můžeme shrnout vlastnosti kovariantńı derivace ∇. Můžeme ji psát v řeči veličin typu
ρ nebo (plně ekvivalentně) v řeči řez̊u asociované fibrace P ×ρ V . My si v tuto chv́ıli zvoĺıme
prvńı z možnost́ı. Připomeňme, že Ω0

ρ(P, V ) tvoř́ı C∞(M)-modul s násobeńım •.
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Tvrzeńı 7.3.5 (Vlastnosti ∇). Necht’ ∇ : X(M)× Ω0
ρ(P, V )→ Ω0

ρ(P, V ) je konexe odpov́ıdaj́ıćı
formě konexe A ∈ Ω1(P, g). Potom ∇ je R-bilineárńı a plat́ı

∇fX(Φ) = f • ∇X(Φ), ∇X(f • Φ) = f • ∇X(Φ) + (X.f) • Φ, (7.45)

pro všechny X ∈ X(M). Vněǰśı kovariantńı derivace D : Ω0
ρ(P, V ) → Ω1

ρ(P, V ) souviśı s
operátorem kovariantńı derivace ∇ vztahem

∇X(Φ) = 〈DΦ, Xh〉 ≡ 〈dΦ, Xh〉. (7.46)

Konečně, kovariantńı derivace ∇ je vždy kompatibilńı s metrikou (·, ·)V , tj.

X.(Φ,Φ′)V = (∇XΦ,Φ′)V + (Φ,∇XΦ′)V , (7.47)

pro každé vektorové pole X ∈ X(M) a Φ,Φ′ ∈ Ω0
ρ(P, V ).

D̊ukaz. Všechna tvrzeńı lze snadno dokázat z definice. Pro libovolnou funkci f ∈ C∞(M) máme

{∇fX(Φ)}(p) = (fX)h|p.Φ = {(f ◦ π) ·Xh}|p.Φ = f(π(p)) · (Xh.Φ)(p) = {f • ∇XΦ}(p). (7.48)

Druhá vlastnost se dokáže velmi obdobně. Souvislost z vněǰśı kovariantńı derivaćı plyne př́ımo
z definice D. Konečně, pro libovolnou ρ-invariantńı formu 〈·, ·〉V a indukovanou metriku (·, ·)V
můžeme psát (Φ,Φ′)V ◦ π = 〈Φ,Φ′〉V . Potom

X.(Φ,Φ′)V ◦ π = Xh.〈Φ,Φ′〉V = 〈Xh.Φ,Φ′〉V + 〈Φ, Xh.Φ′〉V
= 〈∇XΦ,Φ′〉V + 〈Φ,∇XΦ′〉V
= {(∇XΦ,Φ′)V + (Φ,∇XΦ′)V } ◦ π.

(7.49)

Protože je π surjektivńı zobrazeńı, dokázali jsme kompatibilitu s metrikou. �

Vid́ıme, že ∇ má vlastnosti velmi podobné obyčejné kovariantńı derivaci na varietě. To neńı
úplně náhoda. Vskutku, pokud pro P = F (M) konexe A ∈ Ω1(F (M), gl(n,R)) odpov́ıdá afinńı
konexi ∇ na varietě M . Vezmeme-li si V = (Rn, ρ), kde ρ je standardńı reprezentace GL(n,R) na
Rn, máme Ω0

ρ(P, V ) ∼= X(M) a kovariantńı derivace v této sekci definuje p̊uvodńı afinńı konexi.

Máme-li k dispozici operátor kovariantńı derivace ∇, můžeme definovat operátor křivosti
R př́ıslušný ∇ následuj́ıćım zp̊usobem. Pro všechny X,Y ∈ X(M) a Φ ∈ Ω0

ρ(P, V ) definujeme

R(X,Y )Φ = ∇X(∇Y Φ)−∇Y (∇XΦ)−∇[X,Y ]Φ. (7.50)

Snadno si odvod́ıme několik základńıch vlastnosti operátoru křivosti:

Tvrzeńı 7.3.6. Operátor křivosti R př́ıslušný kovariantńı derivaci ∇ je C∞(M)-lineárńı v
každém vstupu, tj. je R-lineárńı a vzhledem k násobeńı funkćı plat́ı

R(X, fY )Φ = R(fX, Y )Φ = R(X,Y )(f • Φ) = f •R(X,Y )Φ, (7.51)

pro všechny X,Y ∈ X(M), f ∈ C∞(M) a Φ ∈ Ω0
ρ(P, V ). Plat́ı vztah

R(X,Y )Φ = ρ′(Ω(Xh, Y h))Φ (7.52)
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D̊ukaz. Vlastnosti vzhledem k násobeńı funkćı jsou jednoduchý d̊usledek (7.48). R-linearita je
zřejmá. Ukážeme si pouze jedno z tvrzeńı. Necht’ X,Y ∈ X(M), f ∈ C∞(M) a Φ ∈ Ω0

ρ(P, V ).

R(X,Y )(f • Φ) = ∇X(∇Y (f • Φ))−∇Y (∇X(f • Φ))−∇[X,Y ](f • Φ)

= ∇X(f • ∇Y Φ + (Y.f) • Φ)−∇Y (f • ∇XΦ + (X.f) • Φ)

− f • ∇[X,Y ]Φ− ([X,Y ].f) • Φ

= f • {∇X(∇Y Φ)−∇Y (∇XΦ)−∇[X,Y ]Φ}
+ (X.f) • ∇Y Φ + (Y.f) • ∇XΦ− (Y.f) • ∇XΦ− (X.f) • ∇Y Φ

+ {X.(Y.f)− Y.(X.f)− [X,Y ].f} • Φ

= f •R(X,Y )Φ.

(7.53)

Linearita v ostatńıch vstupech se dokáže analogicky (jednodušeji). Zbývá ukázat posledńı tvrzeńı.
Z definice kovariantńı derivace máme

R(X,Y )Φ = Xh.(Y h.Φ)− Y h.(Xh.Φ)− [X,Y ]h.Φ = {[Xh, Y h]− [X,Y ]h}.Φ. (7.54)

Muśıme tedy vyzkoumat akci vektorového pole [Xh, Y h]− [X,Y ]h. Připomeňme, že Xh ∼π X, a
z toho d̊uvodu [Xh, Y h] ∼π [X,Y ]. Jinými slovy, [Xh, Y h]− [X,Y ]h je vertikálńı vektorové pole.
Máme tedy [Xh, Y h]− [X,Y ]h = fµ ·#tµ pro neznámé funkce fµ ∈ C∞(P ). Zap̊usob́ıme na obě
strany 1-formou konexe A. Dostáváme

fµ · tµ = A(fµ ·#tµ) = A([Xh, Y h]− [X,Y ]h) = A([Xh, Y h])

= − {Xh.A(Y h)− Y h.A(Xh)−A([Xh, Y h])}
= − Ω(Xh, Y h) = −Ωµ(Xh, Y h) · tµ.

(7.55)

Odtud tedy fµ = −Ωµ(Xh, Y h). Připomeňme, že Φ je veličina typu ρ a tedy plat́ı

R(X,Y )Φ = fµ#tµ.Φ = −ρ′(fµ · tµ)Φ = ρ′(Ω(Xh, Y h))Φ. (7.56)

A máme dokázáno! �

7.4 Kalibračńı teorie podruhé

Na závěr této kapitoly si ukážeme, jak lze akci kalibračńı teorie přepsat v řeči globálně defi-
novaných objekt̊u na M , což je v kontrastu s originálńım funkcionálem, kde akci definujeme

”
lepeńım po lokálńıch kousćıch“. Nejprve si muśıme definovat následuj́ıćı zobecněńı známého

pojmu formy s hodnotami ve vektorovém prostoru

Definice 7.4.1. Necht’ q : E → M je vektorový fibrovaný prostor. Potom zobrazeńı ω :
X(M)×· · ·×X(M)→ Γ(E) se nazývá p-forma s hodnotami v řezech E, pokud je totálně anti-
symetrické a C∞(M)-lineárńı v každém vstupu. Jejich prostor tvoř́ı C∞(M)-modul označovaný
jako Ωp(M,E). Pro triviálńı vektorový bandl E = M × V máme Γ(E) = C∞(M,V ) a tedy
Ωp(M,E) = Ωp(M,V ) je prostor forem s hodnotami ve vektorovém prostoru V .

Formy s hodnotami ve vektorovém bandlu lze opět rozložit do
”
komponentńıch forem“. Ten-

tokrát to obecně lze pouze lokálně. Řekneme, že {ψµ}rank(E)
µ=1 jsou lokálńı generátory Γ(E),

pokud ψµ ∈ ΓU (E) je pro každé µ lokálńı řez E na okoĺı U ⊆ M a pro každé m ∈ U tvoř́ı
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{ψj(m)}rank(E)
j=1 bázi vektorového prostoru vlákna Em. Lze si snadno rozmyslet, že každý řez

ψ ∈ Γ(E) lze na U psát jako ψ = f jψj pro unikátńı hladké funkce f j ∈ C∞(U). Potom pro
ω ∈ Ωp(M,E) můžeme na U pro vektorová pole (X1, . . . , Xp) psát

ω(X1, . . . , Xp) = ωj(X1, . . . , Xp) · ψj , (7.57)

a analogicky jako pro formy ve vektorovém prostoru zjist́ıme, že ωj ∈ Ωp(U).

Př́ıklad 7.4.2. Necht’ E = gP = P ×Ad g je adjungovaný vektorový bandl. Již jsme si ujasnili,
že Γ(E) ∼= C∞Ad(P, g). Definujeme F ∈ Ω2(M, gP ) vztahem

F (X,Y ) = Ω(Xh, Y h) ∈ Γ(gP ) (7.58)

Muśıme ukázat, že pravá strana je opravdu Ad-ekvivariantńı a záviśı C∞(M)-lineárně na X a
Y . Prvńı věc plyne z ekvivariance 2-formy křivosti a invariance horizontálńıch zdvih̊u:

F (X,Y )(p · g) = Ω|p·g(Xh|p·g, Y h|p·g) = Ω|p·g(Rg∗(Xh|p), Rg∗(Y h|p))
= R∗g(Ω|p·g)(Xh|p, Y h|p) = Adg−1(Ω|p(Xh|p, Y h|p))
=Adg−1(F (X,Y )(p)).

(7.59)

C∞(M)-linearita plyne z vlastnosti (f ·X)h = (f ◦ π) ·Xh. Potom

F (fX, Y ) = Ω((f ◦ π) ·Xh, Y h) = (f ◦ π) · Ω(Xh, Y h) = f • F (X,Y ). (7.60)

Linearita v druhém vstupu již plyne z antisymetrie. Dokázali jsme, že F ∈ Ω2(M, gP ). Jelikož Ω
je horizontálńı 2-forma na P , obsahuje F všechny informace o křivosti Ω = DA. Z tohoto d̊uvodu
se někdy F ř́ıká 2-forma křivosti konexe A.

Na rozd́ıl od forem na vektorovém prostoru nemůžeme př́ımočaře definovat vněǰśı derivaci
d : Ωp(M,E)→ Ωp+1(M,E). V př́ıpadě, že E = P ×ρ V je asociovaný vektorový bandl, můžeme
využ́ıt operátoru kovariantńı derivace.

Definice 7.4.3. Necht’ E = P ×ρ V Potom Γ(E) ∼= C∞ρ (P, V ) ≡ Ω0(M,E) Definujeme kovari-
antńı diferenciál ∇ : Ω0(M,E)→ Ω1(M,E) vztahem

∇(Φ)(X) = ∇X(Φ), (7.61)

pro všechny Φ ∈ Ω0(M,E) a X ∈ X(M).

Z vlastnost́ı kovariantńı derivace plyne, že ∇(Φ)(f · X) = ∇f ·X(Φ) = f • ∇X(Φ) a tedy
opravdu ∇(Φ) ∈ Ω1(M,E). Ve skutečnosti se dá kovariantńı diferenciál ∇ rozš́ı̌rit na zobrazeńı
∇ : Ωp(M,E) → Ωp+1(M,E) s využit́ım pomocné afinńı konexe na M . Nebudeme to však
potřebovat.

Konečně, muśıme si ujasnit, že pro varietu (M, g, o) můžeme na prostoru forem Ωp(M,P×ρV )
definovat povláknový skalárńı součin (·, ·)V analogicky jako na Ω0

ρ(P, V ) ≡ Ω0(M,P ×ρ V ), jen s

použit́ım Hodgeovy duality. Necht’ {Φj}dimV
j=1 jsou libovolné lokálńı generátory Γ(E). Potom na

U ⊆M můžeme psát ω = ωj · Φj , ω′ = ω′kΦk. Definujeme

(ω, ω′)V = (ωj , ω′k)g · (Φj ,Φk)V , (7.62)

kde na pravé straně použ́ıváme povláknový skalárńı součin definovaný na C∞ρ (P, V ) v předchoźı
sekci. Snadno se ověř́ı, že (·, ·)V je (pseudo)skalárńı součin na prostoru Ωp(M,P ×ρ V ).
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Necht’ A ∈ Ω1(P, g) je forma konexe, F ∈ Ω2(M, gP ) př́ıslušná 2-forma křivosti. Necht’ Φ ∈
Ω0
ρ(P, V ) je veličina typu ρ. Můžeme definovat funkcionál

S′[A,Φ] =

∫
M

{−1

2
(F, F )g + (∇Φ,∇Φ)V −m2(Φ,Φ)V } · ωg. (7.63)

Nyńı si ukážeme, že tohle je přesně stejný funkcionál jako kalibračńı teorie pro dvojici poĺı (A, φ)
definovaný akci (6.55). V této verzi ovšem nepouž́ıváme lokálńı řezy a př́ıslušné lokálńı formy
konexe A a hmotové pole φ. Mimo jiné opravdu vid́ıme, že skutečnými geometrickými objekty v
pozad́ı kalibračńı teorie jsou globálńı pole (A,Φ).

Tvrzeńı 7.4.4. Funkcionál S′[A,Φ] je ekvivalentńı přepis funkcionálu S[A, φ].

D̊ukaz. Může být matoućı, že S ṕı̌seme jako funkcionál od poĺı (A, φ). To má sv̊uj p̊uvod ve
fyzice, protože tam vždy použ́ıvaj́ı lokálńı objekty. Striktně vzato záviśı i S pouze na dvojici
(A,Φ). Oba funkcionály S a S′ jsou integrály n-forem na varietě M , přičemž v př́ıpadě S jsou
integrandy definované pouze lokálně (a na pr̊unićıch se transformuj́ı tak aby definovaly globálńı
n-formu). Necht’ σ : U → P je lokálńı řez. Uvažujme nejprve kinetický člen. Necht’ F = σ∗(Ω) je
lokálńı forma křivosti. Máme

Skin[A] = −1

2

∫
M

((F ,F))g · ωg, (7.64)

kde ((F ,F))g ∈ C∞(U) je (lokálně definovaná) funkce

((F ,F))g · ωg = Fµ ∧ ∗g(Fν) · 〈tµ, tν〉g. (7.65)

Na druhou stranu, kinetický člen v S′ má explicitńı tvar

− 1

2
(F, F )g · ωg = −1

2
(Fµ, F ν)g · (Φµ,Φν)g · ωg = −1

2
Fµ ∧ ∗(F ν) · (Φµ,Φν)g, (7.66)

kde {Φµ}dim g
µ=1 jsou libovolné lokálńı generátory Γ(gP ) na nějakém okoĺı U . Lokálńı řez σ můžeme

využ́ıt ke speciálńı volbě lokálńıch generátor̊u na U . Chceme Φµ ∈ C∞Ad(P, g). Definujeme

Φµ(σ(m)) = tµ, (7.67)

kde tµ ∈ g je vektor báze {tµ}dim g
µ=1 algebry g. Standardńım zp̊usobem můžeme definovat hladké

zobrazeńı g : π−1(U)→ G vztahem p = σ(π(p)) · g(p). Pro libovolné p tak z požadavku ekviva-
riance Φ dostáváme jednoznačný předpis

Φµ(p) = Φµ(σ(π(p)) · g(p)) = Adg(p)−1Φµ(σ(π(p)) = Adg(p)−1(tµ). (7.68)

Z definice g(p·h) = g(p)·h a snadno se tedy ověř́ı, že Φµ je Ad-ekvivariantńı funkce definovaná na
π−1(U), a tedy Φµ ∈ C∞Ad(π−1(U), g) ∼= ΓU (gP ). Necht’ Φ ∈ C∞Ad(π−1(U), g). Máme Φ(σ(m)) =
fµ(m) · tµ pro jednoznačné a hladké funkce fµ ∈ C∞(U). A tady

Φ(p) = Φ(σ(π(p)) ·g(p)) = Adg(p)−1(Φ(σ(π(p))) = fµ(π(p)) ·Adg(p)−1(tµ) = (fµ•Φµ)(p). (7.69)

Vid́ıme tedy, že {Φµ}dim g
µ=1 tvoř́ı lokálńı generátory Γ(gP ) na U . S využit́ım lokálńıho řezu můžeme

pro m ∈ U psát

(Φµ,Φν)g(m) = (Φµ,Φν)g(π(σ(m)) = 〈Φµ(σ(m)),Φν(σ(m))〉g = 〈tµ, tν〉g (7.70)
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Zbývá ukázat, že komponentńı 1-formy Fµ and Fµ (pro tyto konkrétńı lokálńı generátory) jsou
stejné. Z definice máme

Fµ(X,Y ) • Φµ = F (X,Y ) = Ω(Xh, Y h) = Ωµ(Xh, Y h) · tµ. (7.71)

Obě strany jsou funkce na P , které vyč́ısĺıme v bodě p = σ(m). Dostáváme

{Fµ(X,Y )}(m) · tµ = {Ωµ(Xh, Y h)}(σ(m)) · tµ. (7.72)

Nyńı si stač́ı uvědomit, že σ∗(X|m) = Xh|σ(m) + #x|σ(m) pro nějaké x ∈ g, a podobně pro Y .
Jelikož Ω je horizontálńı 2-forma, dostáváme

{Ωµ(Xh, Y h)}(σ(m)) = Ωµ|σ(m)(σ∗(X|m), σ∗(Y |m))

= (σ∗Ω)µ|m(X|m, Y |m) = {Fµ(X,Y )}(m).
(7.73)

Porovnáńım obou stran dostáváme výsledek. Tedy Skin[A] = S′kin(A). Ekvivalence zbývaj́ıćıch
člen̊u se ukáže úplně analogicky, tj. př́ıtomnost lokálńıho řezu σ poslouž́ı k výběru vhodných
lokálńıch generátor̊u C∞(U)-modulu ΓU (P ×ρ V ). �
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Kapitola 8

Spinová teorie

8.1 Cliffordovy algebry a spinová grupa

Necht’ V je konečněrozměrný reálný vektorový prostor. Pro každé p ∈ N definujeme

T p(V ) := V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
p krát

. (8.1)

Konvenčně zavád́ıme T 0(V ) := R. Pro p ∈ N je tedy T p(V ) vektorový prostor generovaný
vektory ve tvaru v1 ⊗ · · · ⊗ vp, které splňuj́ı relace

v1 ⊗ · · · ⊗ (vi + λwi)⊗ · · · ⊗ vp = v1 ⊗ · · · ⊗ vi ⊗ · · · ⊗ vp + λv1 ⊗ · · · ⊗ wi ⊗ · · · ⊗ vp (8.2)

pro každé i ∈ {1, . . . , p} a vektory v1, . . . , vp, wi ∈ V . T p(V ) se nazývá p-tá tenzorová mocnina

vektorového prostoru V . Je-li (ei)
dim(V )
i=1 báze V , tvoř́ı soubor

(ei1 ⊗ · · · ⊗ eip)(i1,...,ip)∈{1,...,n}p (8.3)

bázi T p(V ). Jinými slovy T p(V ) je konečněrozměrný vektorový prostor a dim(T p(V )) = np.
Uvažujme direktńı sumu těchto prostor̊u, tedy

T (V ) :=

∞⊕
p=0

T p(V ). (8.4)

Elementy tohoto prostoru jsou formálńı součty konečně mnoha element̊u z r̊uzných tenzorových
mocnin. Např́ıklad tedy výrazu typu 1 + v ⊗ w − x ⊗ y ⊗ z. Pro netriviálńı V je T (V ) vždy
nekonečněrozměrný vektorový prostor!

Na T (V ) lze zavést asociativńı bilineárńı součin ⊗ : T (V )×T (V )→ T (V ). Pro každé p, q ∈ N0

zavedeme ⊗p,q : T p(V )× T q(V )→ T p+q(V ) vztahem

(v1 ⊗ · · · ⊗ vp)⊗p,q (w1 ⊗ · · · ⊗ wq) := v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wq (8.5)

pro všechny v1, . . . , vp, w1, . . . , wq ∈ V , a rozš́ı̌ŕıme na bilineárńı zobrazeńı. Pro p = 0 nebo q = 0
zavedeme jako λ ⊗0,q t := λt a t′ ⊗p,0 λ := λt′ pro všechny λ ∈ R = T 0(V ) a t ∈ T q(V ) a
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t′ ∈ T p(V ). Součin ⊗ pak dostaneme požadováńım bilinerity, např́ıklad:

(1 + v ⊗ w)⊗ (x− y ⊗ z) = 1⊗0,1 x− 1⊗0,2 (y ⊗ z)
+ (v ⊗ w)⊗2,1 x− (v ⊗ w)⊗2,2 (y ⊗ z)

= 1⊗ x− 1⊗ y ⊗ z + v ⊗ w ⊗ x− v ⊗ w ⊗ y ⊗ z.
(8.6)

(T (V ),⊗) se nazývá tenzorová algebra prostoru V . Triviálně se ověř́ı, že T (V ) je asociativńı
algebra s jednotkou 1 ∈ T 0(V ) ≡ R. Tenzorová algebra neńı komutativńı.

Definice 8.1.1. Ideálem J ⊆ T (V ) nazýváme podprostor J takový, že pro všechny j ∈ J a
všechny s, t ∈ T (V ) plat́ı s⊗ j ⊗ t ∈ T (V ).

Pro každou podmnožinu S ⊆ T (V ) existuje ideál 〈S〉 generovaný množinou S. Je to
unikátńı nejmenš́ı ideál obsahuj́ıćı množinu S. Explicitně má tvar

〈S〉 = R{t⊗ s⊗ t′ | s ∈ S, t, t′ ∈ T (V )}. (8.7)

Pro každý ideál J ⊆ T (V ) existuje struktura asociativńı algebry s jednotkou na faktorprostoru
T (V )/J . Připomeňme, že na T (V ) se zavede relace ekvivalence t ∼ t′ ⇐ t′ − t ∈ J . T (V )/J je
prostor tř́ıd této ekvivalence. Struktura algebry se zavede jednoduše vztahem

[t] · [t′] := [t⊗ t′] (8.8)

Tato definice dává smysl pouze v př́ıpadě, že J je ideál v T (V ). Jednotkou je tř́ıda [1].

Definice 8.1.2. Necht’ V je konečněrozměrný vektorový prostor vybavený pseudoskalárńım
součinem g : V × V → V . Uvažujeme ideál Jg(V ) definovaný jako

Jg(V ) := 〈{v ⊗ w + w ⊗ v − 2g(v, w) | v, w ∈ V }〉 (8.9)

Cliffordova algebra odpov́ıdaj́ıćı (V, g) je definovaná jako př́ıslušná faktoralgebra, tedy

Cl(V, g) := T (V )/Jg(V ). (8.10)

Jak tato algebra vypadá v praxi? Necht’ [v] ∈ Cl(V, g) je tř́ıda ekvivalence v ∈ V ≡ T 1(V ).
Potom pro každé v, w ∈ V dostáváme následuj́ıćı relaci:

[v] · [w] + [w] · [v] = [v ⊗ w + w ⊗ v] = 2g(v, w)[1]. (8.11)

Prostor Cl(V, g) je tedy generovaný formálńımi konečnými lineárńımi kombinacemi vektor̊u tvaru
[v1] · · · [vp] ≡ [v1⊗· · ·⊗vp]. Je-li (ei)

n
i=1 báze V , snadno se rozmysĺı, že každý element u ∈ Cl(V, g)

lze psát jako jednoznačná lineárńı kombinace

u =

n∑
p=0

∑
1≤i1<···<ip≤n

αi1...ip [ei1 ] · · · [eip ] (8.12)

Vid́ım, že Cl(V, g) je konečněrozměrná algebra a dim(Cl(V, g)) = 2n. Tento rozklad rovněž zadává
nekanonický izomorfismus vektorových prostor̊u Cl(V, g) ∼= ΛV . V následuj́ıćım upoušt́ıme od
explicitńıho psańı závorek okolo generátor̊u [v].
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Př́ıklad 8.1.3. Necht’ p, q ∈ N0 a uvažujme V = Rp+q vybavený standardńım pseudoskalárńım
součinem g = η(p,q). Obvykle se použ́ıvá značeńı Cl(p, q) := Cl(Rp+q, η(p,q)).

Uvažujme Cl(1, 1) se standardńı bázi (e1, e2). Máme tedy g(e1, e1) = 1, g(e2, e2) = −1
a g(e1, e2) = g(e2, e1) = 0. Podle předchoźıho pozorováńı tedy bázi Cl(1, 1) tvoř́ı vektory
(1, e1, e2, e1 · e2). Obecný prvek u ∈ Cl(1, 1) lze tedy psát jako kombinaci

u = α+ α1e1 + α2e2 + α12e1 · e2. (8.13)

Jak vypadá součin s jiným prvkem v = β+β1e1+β2e2+β12e1 ·e2. Jelikož je (e1, e2) ortonormálńı
bázi V , je snadné nalézt součiny bazických element̊u, t.j.

e1 · e1 = g(e1, e1) = 1, (8.14)

e2 · e2 = g(e2, e2) = −1, (8.15)

e1 · e2 = − e2 · e1 + 2g(e1, e2) = −e2 · e1. (8.16)

Pomoćı nich už snadno spoč́ıtáme libovolný součin u · v. Uvažujme např́ıklad u = 1 + e1 · e2 a
v = e1 − e2. Potom s použit́ım těchto relaćı

u · v = (1 + e1 · e2) · (e1 − e2) = e1 − e2 + e1 · e2 · e1 − e1 · e2 · e2

= 2e1 − 2e2.
(8.17)

Podobně snadno se dá poč́ıtat v libovolné ortonormálńı bázi v libovolné Cliffordově algebře.

Př́ıklad 8.1.4. Uvažujme vektorový prostor C2,2 komplexńıch matic 2 × 2, vybavený stan-
dardńı asociativńı algebrou maticového násobeńı. V tomto prostoru lež́ı trojice Pauliho matic
{σ1, σ2, σ3}. Jak známo, tyto splňuj́ı antikomutačńı relace

{σi, σj} ≡ σiσj + σjσi = 2δij12 (8.18)

Uvažujeme-li nyńı Cliffordovu algebru Cl(3, 0), zjist́ıme, že zobrazeńı Ψ : Cl(3, 0)→ C2,2 defino-
vané na generátorech jako Ψ(ei) := σi je izomorfismus algeber, t.j. Cl(3, 0) ∼= C2,2.

Máme dva významné podprostory Cl(V, g). Definujeme Cl+(V, g) jako u ∈ Cl(V, g) maj́ıćı
netriviálńı koeficienty v rozkladu (8.12) pouze u sudých součin̊u generátor̊u. Podobně Cl−(V, g)
má netriviálńı koeficienty pouze u lichých součin̊u generátor̊u. Snadno se ověř́ı, že definice nezáviśı
na výběru báze (ei)

n
i=1 a dostáváme direktńı rozklad vektorového prostoru

Cl(V, g) = Cl+(V, g)⊕ Cl−(V, g). (8.19)

Cl+(V, g) tvoř́ı podalgebru Cl(V, g). Nyńı můžeme definovat d̊uležitý př́ıklad Lieových grup.

Tvrzeńı 8.1.5. Necht’ (V, g) je konečněrozměrný vektorový prostor vybavený pseudoskalárńım
součinem g. Uvažujme pouze V 6= 0. Definujeme podmnožinu

Pin(V, g) := {u ∈ Cl(V, g) | u = v1 · · · vk, g(vi, vi) ∈ {−1, 1}, k ∈ N}, (8.20)

tedy elementy v u, které lze psát jako součin konečně mnoha element̊u z V ⊆ Cl(V, g) normo-
vaných na ±1. Dál označujeme Spin(V, g) := Pin(V, g) ∩ Cl+(V, g).

Potom Pin(V, g) a Spin(V, g) tvoř́ı Lieovu grupu vzhledem k násobeńı indukovanému z Cl(V, g).
Pin(V, g) se nazývá pinová grupa př́ıslušná (V, g). Spin(V, g) se nazývá spinová grupa př́ıslušná
(V, g). Opět se použ́ıvá standardńı značeńı Pin(p, q) := Pin(Rp+q, η(p,q)) a podobně pro Spin(p, q).
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D̊ukaz. Ukažme si že Pin(V, g) tvoř́ı grupu. Je-li v1 · · · vk ∈ Pin(V, g) a w1 · · ·w` ∈ Pin(V, g),
zjevně jejich součin je opět v Pin(V, g). Pin(V, g) obsahuje jednotku 1. Protože V 6= 0, existuje
v ∈ V takový, že g(v, v) ∈ {−1, 1}. Potom 1 = v · v · v · v ∈ Pin(V, g). Inverze k v1 · · · vk je
±vk · · · v1, kde znaménko záviśı na konkrétńı normalizaci vektor̊u.

Jak ukázat, že tvoř́ı Lieovu grupu? Plat́ı, že pro každou konečněrozměrnou asociativńı algebru
(A, ∗A, 1A) s jednotkou je podmnožina A× := {a ∈ A | a ∗A b = b ∗A a = 1A pro nějaké b ∈ B}
vždy otevřenou podmnožinou A (se standardńı topologíı). Jelikož A× je zjevně grupa, tvoř́ı A×

Lieovu grupu, jej́ıž Lieova algebra je A vybavená komutátorem [a, b]A := a∗Ab−b∗Aa. Klasickým
př́ıkladem je maticová algebra A = Rn,n, kde A× = GL(n,R).

Dá se ukázat, že Pin(V, g) tvoř́ı podgrupu a uzavřenou podmnožinu Lieovy grupy Cl×(V, g)
a tedy Lieovu grupu. Důkaz pro Spin(V, g) je analogický. �

Poznámka 8.1.6. Protože Pin(V, g) a Spin(V, g) jsou zkonstruovány jako uzavřené podgrupy
Cl×(V, g), jejich Lieovy algebry pin(V, g) a spin(V, g) muśı j́ıt ztotožnit s podalgebrami Lieovy
algebry cl×(V, g)

.
= Cl(V, g). Dá se relativně snadno ukázat, že obě jsou stejné a plat́ı

pin(V, g) = spin(V, g) = Cl2(V, g) = R{ei · ej | i < j}, (8.21)

kde (ei)
n
i=1 je libovolná ortonormálńı báze (V, g). Podprostoru Cl2(V, g) se ř́ıká bivektory v

Cl(V, g), protože ei · ej → 2ei ∧ ej definuje kanonický izomorfismus Cl2(V, g) ∼= Λ2V . Daľśı
ekvivalentńı popis je Cl2(V, g) = {v · w − w · v | v, w ∈ V }.

Každý element u ∈ Cl(V, g) lze kanonicky rozložit jako u = u+ + u−, kde u± ∈ Cl±(V, g).
Definujeme zobrazeńı η̂ : Cl(V, g)→ Cl(V, g) vztahem η̂(u) := u+−u−, tj. Cl±(V, g) jsou vlastńı
podprostory η̂ s vlastńım č́ıslem ±1.

Lemma 8.1.7. η̂ je automorfismus algebry Cl(V, g).

D̊ukaz. Pro každé u, v ∈ Cl(V, g) máme

η̂(u · v) = η̂((u+ + u−) · (v+ + v−)) = η̂(u+ · v+ + u− · v− + u+ · v− + u− · v+)

= u+ · v+ + u− · v− − u+ · v− − u− · v+

= (u+ − u−) · (v+ − v−)

= η̂(u) · η̂(v).

(8.22)

Důkaz je hotov. �

Nyńı si ukážeme, že grupy Pin(V, g) a Spin(V, g) maj́ı kanonické reprezentace na prostoru V .

Tvrzeńı 8.1.8. Necht’ u ∈ Pin(V, g). Definujeme zobrazeńı ρ : Pin(V, g)→ GL(V ) vztahem

[ρ(u)](v) := η̂(u) · v · u−1 (8.23)

pro každé v ∈ V . Potom plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) (V, ρ) je reprezentace grupy Pin(V, g).

(ii) Pro u ∈ V ∩ Pin(V, g) je ρ(u) zrcadleńı okolo roviny kolmé na u, t.j.

[ρ(u)](v) = v − 2g(u, v)

g(u, u)
u (8.24)
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(iii) ρ má hodnoty v podgrupě O(V, g) ⊆ GL(V, g).

(iv) ρ m̊užeme interpretovat jako hladký epimorfismus ρ : Pin(V, g) → O(V, g). Jeho jádro je
ker(ρ) = {−1, 1} ∼= Z2.

(v) Označme ρ+ restrikci ρ na Spin(V, g). Potom (V, ρ+) je reprezentace Spin(V, g) na V a
ρ+ : Spin(V, g)→ SO(V, g) je hladký grupový epimorfismus se stejným jádrem.

D̊ukaz. Dokažme nejprve bod (ii), tedy u ∈ V . Zřejmě u = u− a tedy η̂(u) = −u. Protože
u · u = g(u, u), můžeme psát u−1 = g(u, u)−1u. Dostáváme tedy

[ρ(u)](v) = − 1

g(u, u)
u · v · u = − 1

g(u, u)
(2g(u, v)− v · u) · u

= v − 2g(u, v)

g(u, u)
u.

(8.25)

Zrcadleńı okolo roviny kolmé na u je ortogonálńı transformace, t.j. v tomto př́ıpadě ρ(u) ∈
O(V, g). Muśıme si rozmyslet, že [ρ(u)](v) ∈ V ⊆ Cl(V, g) pro obecné u ∈ Pin(V, g). Ale u =
w1 · · ·wk pro wi ∈ V splňuj́ıćı g(wi, wi) ∈ {−1, 1}, a tedy

[ρ(u)](v) = η̂(w1 · · ·wk) · v · (w1 · · ·wk)−1 = η̂(w1) · · · η̂(wk) · v · w−1
k · · ·w

−1
1

= [ρ(w1) ◦ · · · ◦ ρ(wk)](v) ∈ V,
(8.26)

protože ρ(u) je p̊usobeńı k po sobě následuj́ıćıch zrcadleńı vektoru v. Zejména ρ(u) ∈ O(V, g).
Zároveň snadno vid́ıme, že ρ : Pin(V, g) → O(V, g) je grupový homomorfismu a (V, ρ) je repre-
zentace Pin(V, g) na V . Máme tedy dokázaná tvrzeńı (i) a (iii).

Hladkost ρ plyne z faktu, že je lze považovat za restrikci hladkého zobrazeńı ρ : Cl×(V, g)→
Hom(V,Cl(V, g)) definovaného stejnou formulkou. Fakt, že ρ je surjektivńı plyne z Cartanovy–
Dieudonného věty, která ř́ıká: Každý element A ∈ O(V, g) lze psát jako složeńı nejvýše dim(V )
zrcadleńı. Zbývá nalézt jádro ρ.

Necht’ tedy η̂(u) · v · u−1 = v pro všechny v ∈ V . Ṕı̌seme u = u+ + u−. Potom dostáváme
rovnici (u+ − u−) · v = v · (u+ + u−). Protože v ∈ V ⊆ Cl−(V, g), máme dvě nezávislé rovnice

u+ · v = v · u+, u− · v = −v · u− (8.27)

pro každé v ∈ V . Necht’ (ei)
n
i=1 je libovolná ortonormálńı báze V . Pǐsme u+ = a+ + b− · e1, kde

a+ ∈ Cl+(V, g) a b− ∈ Cl−(V, g) již neobsahuj́ı e1. Protože u+ muśı komutovat s libovolným
v ∈ V , muśı komutovat i s e1, a tedy

(a+ + b− · e1) · e1 = e1 · (a+ + b− · e1). (8.28)

Protože a+ a b− neobsahuj́ı e1, máme a+ · e1 = e1 · e+ a b− · e1 = −e1 · b−. Odtud po dosazeńı

a+ · e1 + g(e1, e1)b− = a+e1 − g(e1, e1)b−, (8.29)

tedy b− = 0 a u+ = a+ neobsahuje e1. Zopakováńım tohoto argumentu nemůže u+ obsahovovat
žádný generátor ei a tedy u+ = λ. S použit́ım druhé z rovnic bychom analogicky ukázali, že
u− = 0 a tedy u = λ. Dá se ukázat, že λ ∈ Pin(V, g), právě tehdy když λ ∈ {−1, 1}.

Tvrzeńı o Spin(V, g) plyne z toho, že složeńı sudého počtu zrcadleńı má determinant +1, a
tedy je elementem SO(V, g). �
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Tvrzeńı 8.1.9. Dá se ukázat, že ρ : Pin(V, g)→ O(V, g) a ρ+ : Spin(V, g)→ SO(V, g) jsou tzv.
dvoulistá nakryt́ı.

Jinými slovy, ρ je surjektivńı lokálńı difeomorfismus a každý bod A ∈ O(V, g) má okoĺı U
takové, že ρ−1(U) je disjunktńım sjednoceńım dvou souvislých množin difeomorfńıch U .

Nakrývaćı homomorfismus ρ : Pin(V, g) → O(V, g) vždy indukuje izomorfismus algeber ρ′ :
pin(V, g)→ o(V, g). Pro každé u ∈ pin(V, g) = Cl2(V, g) jej źıskáme formuĺı

ρ′(u) :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ(exp(tu)). (8.30)

Zde máme usnadněnou situaci, protože exp(tu) je
”
opravdická“ exponenciála v asociativńı algebře

Cl(V, g), tedy absolutně konvergentńı suma

exp(tu) =

∞∑
p=0

tp

p!
u · · ·u︸ ︷︷ ︸
p krát

(8.31)

Mám tedy spoč́ıtat výraz

[ρ′(u)](v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

η̂(exp(tu)) · v · exp(tu)−1 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tu) · v · exp(−tu)

= u · v − v · u =: [u, v].

(8.32)

Volme nyńı za u generátory Lieovy algebry pin(V, g), tedy u = ei · ej , kde i < j a (ei)
n
i=1 je

ortonormálńı báze V . Dostáváme

[ρ′(ei · ej)](v) = ei · ej · v − v · ei · ej
= ei · (2g(ej , v)− v · ej)− v · ei · ej
= 2g(ej , v)ei − 2g(ei, v)ej + v · ei · ej − v · ei · ej
= 2g(ej , v)ei − 2g(ei, v)ej .

(8.33)

Zaved’me si označeńı Eij pro lineárńı operátor Eij ∈ o(V, g) daný pro i, j ∈ {1, . . . , n} vzorcem

Eij(v) := g(ej , v)ei − g(ei, v)ej . (8.34)

To je ovšem obvyklá báze algebry o(V, g). Jej́ı matice vzhledem ke stejné bázi (ei)
n
i=1 má tvar

(Eij)k` = g(ej , e`)δ
k
i − g(ei, e`)δ

k
j . (8.35)

Dokázali jsme následuj́ıćı lemma:

Lemma 8.1.10. Indukovaný izomorfismus ρ′ : pin(V, g)→ o(V, g) má tvar

ρ′(ei · ej) = 2Eij , (8.36)

pro všechny 1 ≤ i < j ≤ n, (ei)
n
i=1 je ortonormálńı báze (V, g) a Eij ∈ o(V, g) jsou definované

vztahem (8.34). Zavád́ıme proto novou bázi (mij)i<j algebry pin(V, g), kde mij := 1
2ei · ej ≡

1
4 [ei, ej ]. Potom ρ′(mij) = Eij.

Poznámka 8.1.11. Výraz mij = 1
4 [ei, ej ] má dobrý smysl pro libovolné hodnoty i, j ∈ {1, . . . , n}.

Všimněte si, že mij = −mji a zejména mii = 0.

95



8.2 Prolongace hlavńıch fibrovaných prostor̊u

Definice 8.2.1. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor se strukturńı grupou G. Necht’

ρ : H → G je hladký homomorfismus Lieových grup.

Hlavńı fibrovaný prostor $ : Q → M se strukturńı grupoou H spolu s hladkým zobrazeńım
ϕ : Q→ P nazveme prolongaćı P nad ρ, pokud

(i) ϕ : Q→ P je hladké zobrazeńı takové, že π ◦ ϕ = $;

(ii) ϕ je ekvivariantńı, t.j. pro každé q ∈ Q a h ∈ H plat́ı

ϕ(q · h) = ϕ(q) · ρ(h). (8.37)

Zobrazeńı ϕ má obvykle velmi podobné geometrické vlastnosti jako homomorfismus ρ. Pro
nás je d̊uležité zejména následuj́ıćı pozorováńı:

Tvrzeńı 8.2.2. Je-li ρ : H → G nakryt́ı, je i ϕ : Q→ P nakryt́ı.

D̊ukaz. Ukažme nejprve, že ϕ je surjektivńı. Necht’ p ∈ P . Označme m := π(p). Pro libovolné
q ∈ Qm lež́ı ϕ(q) ve stejném vlákně jako p. Odtud ϕ(q) · g = p pro jednoznačné g ∈ G. Jelikož je
ρ surjektivńı, můžeme psát g = ρ(h) a tedy

p = ϕ(q) · g = ϕ(q) · ρ(h) = ϕ(q · h). (8.38)

Odtud vid́ıme, že je surjektivńı. Necht’ φ : U × G → π−1(U) a ψ : U × H → ϕ−1(U) jsou
ekvivariantńı trivializačńı zobrazeńı pro P , resp. pro Q. Definujme hladké zobrazeńı ϕ̂ : U → G
vztahem φ(m, ϕ̂(m)) = ϕ(ψ(m, e)). Potom pro každé (m,h) ∈M ×H dostáváme

ϕ(ψ(m,h)) = ϕ(ψ(m, e) ·h) = ϕ(ψ(m, e)) ·ρ(h) = φ(m, ϕ̂(m)) ·ρ(h) = φ(m, ϕ̂(m) ·ρ(h)). (8.39)

Definuju si nyńı nové zobrazeńı φ′ : U ×G→ π−1(U) předpisem φ′(m, g) = φ(m, ϕ̂(m) · g). Lze
snadno uvidět, že tento předpis definuje nové trivializačńı zobrazeńı pro P adaptované na
ρ, protože zobrazeńı ϕ źıská pro každé (m,h) ∈ U ×H tvar.

ϕ(ψ(m,h)) = φ′(m, ρ(h)). (8.40)

Vid́ım, že φ′−1 ◦ ϕ|$−1(U) ◦ ψ = 1 × ρ, což je zřejmě lokálńı difeomorfismus. Proto nutně i ϕ je
lokálńı difeomorfismus.

Abychom dokázali, že jde o nakryt́ı, stač́ı pro každý bod p0 ∈ P nalézt stejnoměrně nakryté
okoĺı U ⊆ P . Necht’ m0 := π(p). Necht’ U je souvislé okoĺı bodu m0 spolu s lokálńımi trivializacemi
φ′ : U ×G→ π−1(U) a ψ : U ×H → $−1(U) splňuj́ıćı (8.40). Máme p0 = φ′(m0, g0) pro nějaké
g0 ∈ G. Protože ρ je nakryt́ı, existuje stejnoměrně nakryté okoĺı V ⊆ G bodu g0. Snadno se
rozmysĺı, že U := φ(U × V ) je stejnoměrně nakryté okoĺı bodu p0. �

Nadále předpokládejme, že ρ : H → G je nakryt́ı. Potom ρ indukuje izomorfismus Lieových
algeber ρ′ : h→ g. Ukazuje se, že vertikálńı podprostory a konexe π : P →M a jeho prolongace
ϕ : Q→M jsou pevně svázány.

Tvrzeńı 8.2.3. Necht’ ϕ : Q → M a ϕ jsou prolongaćı π : P → M nad nakryt́ım ρ. Potom
následuj́ıćı fakta jsou pravdivá:
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(i) Necht’ # : g → X(P ) a #′ : h → X(P ) označuje infinitesimálńı generátory. Potom #′x a
#ρ′(x) jsou ϕ-vztažená pro každé x ∈ h. Jinými slovy, pro každé q ∈ Q máme

ϕ∗(#
′
q(x)) = #ϕ(x)(ρ

′(x)). (8.41)

Zejména plat́ı ϕ∗(Verq(Q)) = Verϕ(q)(Q).

(ii) Pro každou konexi A ∈ Ω1(P, g) zadává A′ := ρ′−1(ϕ∗(A)) konexi na Q. Naopak, pro každou
konexi A′ ∈ Ω1(Q, h) existuje právě jedna konexe A splňuj́ıćı tento vztah.

(iii) Ekvivalentně máme ϕ∗(Hor′q(Q)) = Horϕ(q)(P ) pro každé q ∈ Q.

D̊ukaz. Necht’ q ∈ Q a x ∈ h jsou libovolné. Potom

ϕ∗(#
′
q(x)) = ϕ∗(

d

dt

∣∣∣∣
t=0

q · exp(tx)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ϕ(q · exp(tx)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ϕ(q) · ρ(exp(tx)). (8.42)

Ale ρ(exp(tx)) = exp(tρ′(x)) a tedy na pravé straně dostáváme #ϕ(x)(ρ
′(x)). To dokazuje tvrzeńı

(i). Vztah vertikálńıch podprostor̊u je zřejmý.

Necht’ A ∈ Ω1(P, g) je forma konexe na P . Zjevně A′ ∈ Ω1(Q, h). Muśıme ověřit axiomy formy
konexe. Pro každé q ∈ Q a x ∈ h máme

A′|q(#′q(x)) = ρ′−1(A|ϕ(q)(ϕ∗(#
′
q(x)))) = ρ′−1(A|ϕ(q)(#ϕ(q)(ρ

′(x)))) = x. (8.43)

Na ověřeńı ekvivariance je potřeba si rozmyslet, že pro každé x ∈ h a h ∈ H plat́ı formulka

ρ′(Adh(x)) = Adρ(h)ρ
′(x). (8.44)

To snadno źıskáme z př́ıslušných definic, protože

ρ′(Adh(x)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ(exp(tAdh(x))) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ(h exp(tx)h−1) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ(h)ρ(exp(tx))ρ(h)−1

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ(h) exp (tρ′(x))ρ(h)−1 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tAdρ(h)(ρ
′(x))) = Adρ(h)(ρ

′(x)).

(8.45)

Potom pro každý vektor X ∈ TqQ plat́ı

(R∗h(A′|q·h))(X) = A′|q·h(Rh∗(X)) = ρ′−1(A|ϕ(q·h)(ϕ∗(Rh∗(X)))) (8.46)

Ale ϕ ◦Rh = Rρ(h) ◦ ϕ. Můžu tedy použ́ıt ekvivarianci formy A a dostávám

(R∗h(A′|q·h))(X) = ρ′−1{Adρ(h)−1(A|ϕ(q)(ϕ∗(X)))}
= Adh−1(ρ′−1(A|ϕ(q)(ϕ∗(X))))

= Adh−1A′q(X),

(8.47)

kde jsme použili výše odvozený vztah (8.44). Vid́ıme, že A′ ∈ Ω1(Q, h) je opravdu forma konexe.

Naopak, je-li A′ ∈ Ω1(Q, h) forma konexe, definujeme pro každé p ∈ P a X ∈ TpP formu A|p
následovně. Protože ϕ je surjektivńı, existuje q ∈ Q, že p = ϕ(q). Potom

A|p(X) := ρ′(A′|q(X̂q)), (8.48)
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kde X̂q ∈ TqQ je jednoznačný vektor takový, že X = ϕ∗(X̂q). Muśıme ověřit nezávislost pravé
strany na výběru q. Je-li ϕ(q′) = p pro jiné q′, máme q′ = q · h pro nějaké h ∈ ker(ρ). Z
jednoznačnosti plyne, že X̂q′ = Rh∗(X̂q). Potom tedy

ρ′(A′|q′(X̂q′)) = ρ′((R∗h(A′|q))(X̂q)) = ρ′(Adh−1A′|q(X̂q))

= Adρ(h)−1ρ′(A′|q(X̂q)) = ρ′(A′|q(X̂q)).
(8.49)

Zbývá ukázat, že A|p definuje hladkou formu, ale to snadno plyne z toho, že ϕ je nakryt́ı (lokálńı
difeomorfismus). To dokazuje tvrzeńı (ii). V d̊ukazu tvrzeńı (iii) stač́ı ověřit, že ϕ∗(Hor′q(Q)) je
v jádru A|ϕ(q) pro všechna q ∈ Q, ale to je zřejmé. �

Lokálńı řezy hlavńı fibrace P a fibrovaného prostoru Q jsou opět v bĺızkém vztahu. K tomuto
potřebujeme jedno obecné tvrzeńı:

Tvrzeńı 8.2.4. Necht’ ϕ : Q→ P je nakryt́ı. Necht’ M je souvislá a jednoduše souvislá varieta.
Necht’ σ : M → P je hladké zobrazeńı. Necht’ m0 ∈ N je libovolný bod a zvolme q0 ∈ Q takové,
že ϕ(q0) = σ(m0).

Potom existuje právě jedno hladké zobrazeńı σ̂ : M → Q takové, že ϕ ◦ σ̂ = σ a σ̂(n0) = q0.

To se nám bude hodit pro následuj́ıćı pozorováńı:

Tvrzeńı 8.2.5. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor a $ : Q → M , ϕ : Q → P jeho
prolongace nad nakryt́ım ρ : H → G.

Necht’ σ ∈ ΓU (P ) je lokálńı řez, kde U je souvislá a jednoduše souvislá otevřená množina.
Necht’ m0 ∈ U a q0 ∈ ϕ−1(σ(m0)). Potom existuje jednoznačný řez σ̂ ∈ ΓU (Q) takový, že
ϕ ◦ σ̂ = σ. Množina ϕ−1(σ(m0)) a tedy i množina možných zdvih̊u σ̂ je nanejvýš spočetná a
izomorfńı normálńı podgrupě K := ker(ρ) ⊆ H.

D̊ukaz. Prvńı část plyne z předchoźıho tvrzeńı, pokud ověř́ıme, že σ̂ je řez. Ale z definice pro-
longace plyne, že $ ◦ σ̂ = (π ◦ ϕ) ◦ σ̂ = π ◦ σ = 1U .

Druhá část tvrzeńı plyne z následuj́ıćıho. Necht’ V je stejnoměrně nakryté okoĺı bodu σ(m0).
Potom každý z bod̊u ϕ−1(σ(m0)) muśı ležet v jiné komponentě souvislosti variety ϕ−1(U),
kterých může být nanejvýš spočetně mnoho.

Konečně, necht’ q′0 ∈ ϕ−1(σ(m0)) je jiný bod. Protože $(q′0) = $(q0), existuje h ∈ H takové,
že q′0 = q0 · h. Potom ale ϕ(q′0) = ϕ(q0 · h) = ϕ(q0) · ρ(h), z čehož plyne ρ(h) = e a tedy h ∈ K.
Necht’ σ̂′(m) := σ̂(m) · h pro každé m ∈ U . Zjevně ϕ ◦ σ̂′ = σ a σ̂′(m0) = q0 · k = q′0, a tedy σ̂′ je
př́ıslušný zdvih. �

8.3 Spinový bandl

Necht’ (M, g, o) je varieta s metrikou a orientaćı. Předpokládejme, že g má signaturu (p, q) Nyńı
ukážeme, že za pomoćı přidaných struktur můžeme sestrojit kanonický hlavńı fibrovaný prostor
O+(M), jehož strukturńı grupou je SO(p, q). Sestroj́ı se podobně jako F (M), ale tentokrát

O+(M) := tm∈ME+
g (TmM), (8.50)

kde E+
g (TmM) je množina pravotočivých ortonormálńıch báźı TmM .
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Lemma 8.3.1. Necht’ e ∈ E+
g (TmM). Necht’ e′ ∈ E(TmM) je libovolná jiná báze. Zejména tedy

e′ = e ·A pro unikátńı A ∈ GL(n,R).

Potom e′ ∈ E+
g (TmM) právě tehdy když A ∈ SO(p, q).

D̊ukaz. Necht’ e = (e1, . . . , en) ∈ E+
g (TmM). Máme tedy g(ei, ej) = η

(p,q)
ij . Necht’ e′i = Ai

jej .
Potom podmı́nka ortonormality báze (e′1, . . . , e

′
n) dává rovnici

η
(p,q)
ij = g(e′i, e

′
j) = g(Ak

i ek,A
`
je`) = Ak

iA
`
jη

(p,q)
k` (8.51)

Maticově tedy η(p,q) = AT η(p,q)A, což je přesně podmı́nka A ∈ O(p, q). Má-li být e′ pravotočivá,
muśı být (z definice pravotočivosti) det(A) > 0 a tedy A ∈ SO(p, q). �

Tvrzeńı 8.3.2. Necht’ (M, g, o) je varieta s metrikou a orientaćı, kde g má signaturu (p, q).
Potom π : O+(M) → M tvoř́ı hlavńı fibrovaný prostor se strukturńı grupou SO(p, q) a akci a
trivializaćı definovanou stejně jako pro F (M).

O+(M) se nazývá fibrace ortonormálńıch pravotočivých repér̊u. Lokálńı řezy O+(M)
odpov́ıdaj́ı poĺım ortonormálńıch pravotočivých repér̊u.

D̊ukaz. Důkaz koṕıruje všechna tvrzeńı pro F (M). �

Konexe na F (M) odpov́ıdaly afinńım konex́ım na M . Neńı překvapivé, že O+(M) odpov́ıdá
jisté jejich podtř́ıdě. Jelikož jsme kromě orientace přidali metriku g, výsledek neńı překvapivý.

Tvrzeńı 8.3.3. Konexe na O+(M) odpov́ıdaj́ı metrickým afinńım konex́ım vzhledem k me-
trice g, t.j. kovariantńı derivace splňuje pro všechny X,Y, Z ∈ X(M) rovnici

X.g(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ) (8.52)

D̊ukaz. Necht’ (e1, . . . , en) je ortonormálńı pravotočivé pole repér̊u na U ⊆ M . Pro X = ea,
Y = eb a Z = ec má podmı́nka (8.52) tvar

0 = g(∇eaeb, ec) + g(eb,∇eaec) = g(Γkbaek, ec) + g(eb,Γ
k
caek)

= Γkbaηkc + Γkcaηbk,
(8.53)

kde ṕı̌seme ηab = g(ea, eb). To ukazuje, že výraz Γcba := Γkbaη
(p,q)
kc je antisymetrický v indexech c

a b. Př́ıslušné lokálńı formy konexe můžeme nyńı přepsat jako

ω̂ = ω̂abE
b
a = (Γabce

c)Eba = (Γabce
c)ηakEbk =

1

2
(Γabce

c){ηakEbk − ηbkEak}, (8.54)

kde jsme použili předpokládanou antisymetrii Γabc v prvńıch dvou indexech. Označme matici
napravo jako Eab. Vid́ıme, že Eab = −Eba. Tvrd́ıme, že (Eab)a<b tvoř́ı bázi o(p, q) a jej́ı vztah s
maticemi Eij v prvńı sekci této kapitoly je jednoduše Ecd = ηcaηdbEab. Máme

(Eab)ij = ηak(Ebk)ij − ηbk(Eak)ij = ηakδbjδ
i
k − ηbkδaj δik = ηaiδbj − ηbiδaj (8.55)

Odtud tedy dostáváme výraz

(Ecd)ij = ηcaηdb(η
aiδbj − ηbiδaj ) = ηdjδ

i
c − ηcjδid. (8.56)
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Ale to je přesně výraz (8.35). Je zřejmé, že matice (Eab)a<b tvoř́ı bázi o(p, q) a právě jsme
dokázali, že lokálńı formy konexe můžeme psát jako

ω̂ =
1

2
ω̂abEab =

∑
a<b

ω̂abEab, ω̂ab = Γabce
c. (8.57)

Vid́ıme, že ω̂ ∈ Ω1(U, o(p, q)). Postupem analogickým ke konstrukci na F (M) se nyńı ukáže,
že lze z takových forem vyrobit globálńı formu konexe ω ∈ Ω1(O+(M), o(p, q)) a každá taková
zadává metrickou afinńı konexi na M vzhledem k metrice g. �

Nyńı připomeňme, že máme dvoulisté nakryt́ı ρ+ : Spin(p, q) → SO(p, q). Zároveň jsme pro
danou varietu (M, g, o) zkonstruovali hlavńı fibrovaný prostor π : O+(M) → M se strukturńı
grupou SO(p, q). Můžeme se tedy ptát, jestli existuje prolongace O+(M) nad morfismem ρ+.

Definice 8.3.4. Prolongace $ : S(M) → M , ϕ : S(M) → O+(M) nad nakryt́ım ρ+ :
Spin(p, q) → SO(p, q) se nazývá spinový bandl nad M , nebo též spinová struktura na
M . Variety, které připoušt́ı existenci spinové struktury se nazývaj́ı spinové variety.

Poznámka 8.3.5. Ne každá orientovaná varieta s metrikou je spinová. Na jedné varietě může
existovat několik neekvivalentńıch prolongaćı O+(M) a tedy i spinových struktur. V následuj́ıćım
tedy budeme předpokládat, že máme spinovou varietu (M, g, o) a zafixovali jsme spinový bandl
$ : S(M)→M (spolu se zobrazeńım ϕ : S(M)→ O+(M).

Tvrzeńı 8.3.6. Necht’ σ : U → O+(M) je lokálńı řez (a tedy pole ortonormálńıch pravotočivých
repér̊u na U), kde U je souvislá a jednoduše souvislá otevřená množina.

Potom existuje hladký řez σ̂ : U → S(M) takový, že ϕ ◦ σ̂ = σ. Jediný daľśı takový řez
je σ̂′ := σ̂ · (−1). Každému poli ortonormálńıch pravotočivých repér̊u na souvislém a jednoduše
souvislém U odpov́ıdaj́ı právě dva zdvihy na řez spinového bandlu.

Tvrzeńı 8.3.7. Konexe na spinovém bandlu S(M) odpov́ıdaj́ı jednoznačně metrickým konex́ım
na M vzhledem k metrice g. Necht’ ω ∈ Ω1(O+(M), o(p, q)) a ω′ ∈ Ω1(S(M), pin(p, q)) jsou ve
vztahu jako v Tvrzeńı 8.2.3. Necht’ σ ∈ ΓU (O+(M)) je lokálńı řez odpov́ıdaj́ıćı poli pravotočivých
ortonormálńıch repér̊u a necht’ σ̂ ∈ ΓU (S(M)) je jeho zdvih, tj. ϕ ◦ σ̂ = σ.

Necht’ ω̂ = σ∗(ω) a ω̂′ = σ̂′∗(ω′) jsou přislušné lokálńı formy konexe. Potom ω̂ = ρ′(ω̂′).

Označme (mab)a<b bázi pin(p, q) definovanou jako mab := ηaiηbjmij, kde (mij)i<j je báze
pin(p, q) z Lemma 8.1.10. M̊užeme psát ω̂ =

∑
a<b ω̂abEab a ω̂′ =

∑
a<b ω̂

′
abm

ab. Potom

ω̂′ab = ω̂ab. (8.58)

Konexi ω′ se ř́ıká spinová konexe, a je jednoznačně určená metrickou afinńı konex́ı, kterou
unikátně kóduje konexe ω.

D̊ukaz. Vztah mezi ω a ω′ lze psát jako ρ′(ω′) = ϕ∗(ω). Působeńım σ̂∗ dostaneme rovnici

ρ′(ω̂′) = (σ̂∗ ◦ ϕ∗)(ω) = (ϕ ◦ σ̂)∗(ω) = σ∗(ω) = ω̂. (8.59)

Rovnost komponentńıch forem plyne triviálně z Lemma 8.1.10, protože

ρ′(ω̂′) = ρ′(
1

2
ω̂′abm

ab) =
1

2
ω̂′abρ

′(mab) =
1

2
ω̂′abEab, (8.60)

ale pravá strana je dle již dokázaného rovna ω̂ = 1
2 ω̂abE

ab. To implikuje (8.58). �
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Na sṕınovém bandlu se spinovou konex́ı můžeme uvažovat následuj́ıćı konstrukci. Necht’ s ∈
S(M) je libovolný bod. Potom ϕ(s) ∈ O+(M) je z definice pravotočivá ortonormálńı báze TmM ,
kde m = $(s) = π(ϕ(s)), označme ji jako ϕ(s) =: (e1(s), . . . , en(s)). Každý z těchto tečných
vektor̊u můžeme horizontálně zdvihnout zpět do bodu s, tj. sestrojit

Ea(s) := (ea(s))hs ∈ Hors(S(M)) ⊆ TsS(M), (8.61)

pro každé a ∈ {1, . . . , n}. Ukazuje se, že t́ımto zp̊usobem definujeme hladká vektorová pole.

Tvrzeńı 8.3.8. Předpis Ea|s := Ea(s) definuje globálńı hladké horizontálńı vektorové pole Ea ∈
X(S(M)) pro každé a ∈ {1, . . . , n}. (E1, . . . , En) jsou globálńı generátory horizontálńı distribuce
Hor(S(M)). Necht’ u ∈ Spin(p, q) a necht’ A := ρ(u) ∈ O(p, q). Potom

Ru∗(Ea) = (A−1)baEb. (8.62)

D̊ukaz. Na souvislém a jednoduše souvislém okoĺı U zvolme řez σ : U → O+(M), neboli pra-
votočivé ortonormálńı pole repér̊u (f1, . . . , fn) na U . Necht’ σ̂ : U → S(M) je nějaký jeho zdvih.
Potom obvyklým zp̊usobem dostáváme hladkou funkci u : $−1(U)→ Spin(p, q) splňuj́ıćı

s = σ̂($(s)) · u(s). (8.63)

Označme A := ρ ◦ u : $−1(U)→ SO(p, q). Zap̊usobeńım ϕ na obě strany tedy dostáváme

ϕ(s) = σ($(s)) ·A(s). (8.64)

Odtud dostáváme vztah ea(s) = A(s)ba fb|$(s). Horizontálńı zdvih je lineárńı zobrazeńı a proto

Ea|s = A(s)ba f
h
b |s, (8.65)

kde fhb jsou horizontálńı zdvihy vektorových poĺı f1, . . . , fn ∈ XU (M). To ale dokazuje, že Ea
jsou hladká vektorová pole. Zřejmě tvoř́ı globálńı generátory horizontálńı distribuce, protože na
$−1(U) je lze pomoćı hladkých funkćı nakombinovat z generátor̊u (fh1 , . . . , f

h
n ).

Necht’ u ∈ Spin(p, q) a A := ρ(u). Jelikož Ea|s = (ea(s))hs , je nutně Ru∗(Ea|s) horizontálńım
zdvihem téhož vektoru do bodu s · u, tj. Ru∗(Ea|s) = (ea(s))hs·u. Nav́ıc můžeme psát

ea(s) ≡ ϕ(s)a = ϕ(s · u · u−1)a = (ϕ(s · u) · ρ(u)−1)a

= (A−1)baϕ(s · u)b = (A−1)baeb(s · u).
(8.66)

Odtud pak okamžitě dostáváme kýženou rovnici, protože

Ru∗(Ea|s) = (ea(s))hs·u = (A−1)ba(eb(s · u))hs·u = (A−1)baEb|s·u. (8.67)

Důkaz je nyńı hotov! �

8.4 Spinorové reprezentace, spinorová pole

Uvažujme nyńı reprezentaci (W, ζ) asociativńı algebry Cl(V, g). Jinými slovy, máme lineárńı
zobrzeńı ζ : Cl(V, g)→ End(W ) splňuj́ıćı

ζ(u · u′) = ζ(u) ◦ ζ(u′), ζ(1) = 1V . (8.68)

Necht’ (ei)
n
i=1 je ortonormálńı báze (V, g). Pro každé a ∈ {1, . . . , n} zavedeme označeńı ea :=

ηabeb. Pro zmateńı nepř́ıtele (e1, . . . , en) je nová báze V , nikoliv duálńı báze V ∗. Neńı př́ılǐs
třeba je explicitně rozlǐsovat, protože jsou spolu jednoznačně izomorfismem V ∼= V ∗ indukovaným
metrikou g.
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Tvrzeńı 8.4.1. Necht’ (W, ζ) je reprezentace Cl(V, g). Necht’ (ei)
n
i=1 je ortonormálńı báze (V, g).

Potom reprezentace je jednoznačně určena obrazy γa := ζ(ea) ∈ End(W ), které splňuj́ı

γa ◦ γb + γb ◦ γa = 2ηab 1W . (8.69)

Pro každé u ∈ Spin(V, g) pak plat́ı identita

ζ(u) ◦ γa ◦ ζ(u)−1 = (A−1)abγ
b, (8.70)

kde A je matice operátoru ρ(u) vzhledem k bázi (ei)
n
i=1. Reprezentace (W, ζ) indukuje reprezentaci

grupy Spin(V, g) na prostoru W , kterou nazýváme spinorová reprezentace.

D̊ukaz. S využit́ım standardńı relace pro vektory v Cliffordově algebře dostáváme pro bázi
(ea)na=1 prostoru V vztah

ea · eb + eb · ea = ηaiηbj(ei · ej + ej · ei) = ηaiηbj2ηij = ηab. (8.71)

Na tuto relaci můžeme vypustit ζ a dostaneme (8.69). Zbývá ukázat relaci (8.70). Z definice
nakrývaćıho homomorfismusu ρ : Spin(V, g)→ SO(V, g) máme pro každé u ∈ Spin(V, g) a každé
v ∈ V vztah [ρ(u)](v) = u · v · u−1, kde můžeme vynechat operátor η̂ protože u ∈ Cl+(V, g). Pro
každé a ∈ {1, . . . , n} pokládáme v = ea a dostáváme

u · ea · u−1 = [ρ(u)](ea) = ηai[ρ(u)](ei) = ηaiAj
iej = (ηaiAj

iηjb)e
b. (8.72)

Nyńı si stač́ı povšimnout, že ηaiAj
iηjb = (η−1AT η)ab = (A−1)ab . To plyne z toho, že A ∈ SO(p, q).

Vskutku, taková matice z definice splňuje rovnici

AT ηA = η. (8.73)

Vynásobeńım rovnice η−1 zleva dostáváme (η−1AT η)A = 1n a tedy A−1 = η−1AT η. Vid́ıme,
tedy, že plat́ı rovnice u ·ea ·u−1 = (A−1)abe

b. Zap̊usobeńım ζ na obě strany dostáváme (8.70). �

Př́ıklad 8.4.2. Uvažujme (V, g) = (R4, η(3,1)). Sestroj́ıme reálnou věrnou reprezentaci Cl(V, g)
na prostoru R4. Podle předchoźı věty stač́ı zadat γ-matice, které se v tomto př́ıpadě obvykle
označuj́ı (γ0, γ1, γ2, γ3) a matice skalárńıho součinu vzhledem ke standardńı bázi (e0, e1, e2, e3)
prostoru R4 má tvar η(3,1) = diag(−1, 1, 1, 1). Definujeme

γ0 =

(
0 −iσ2

−iσ2 0

)
, γ1 =

(
0 −iσ2

iσ2 0

)
, γ2 =

(
σ1 0
0 σ1

)
, γ3 =

(
σ3 0
0 σ3

)
. (8.74)

Všechny matice jsou reálné - jedná se tedy o reálnou reprezentaci Cl(3, 1) na R4. Dá se ukázat, že
se jedná o věrnou reprezentaci, tj. ζ : Cl(3, 1)→ R4,4 je monomorfismus. Protože dim(Cl(3, 1)) =
dim(R4,4) = 16, je to nav́ıc izomorfismus, t.j. Cl(3, 1) ∼= R4,4. ζ se nazývá Majoranova repre-
zentace Cliffordovy algebry Cl(3, 1).

Př́ıklad 8.4.3. Pro (V, g) = (R4, η(1,3)) neexistuje reálná věrná reprezentace Cl(1, 3) na R4,
protože potom by nutně platilo Cl(1, 3) ∼= R4,4 ∼= Cl(3, 1), což se v́ı, že neńı pravda. Existuje ale
věrná komplexńı reprezentace na C4, kde při označeńı z předchoźıho př́ıkladu

γ0 =

(
12 0
0 −12

)
, γi =

(
0 σi
σi 0

)
pro i ∈ {1, 2, 3}. (8.75)

Této reprezentaci se ř́ıká Diracova reprezentace Cliffordovy algebry Cl(1, 3).
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Nyńı se dostáváme ke kýženým veličinám pro fyzikálńı teorie obsahuj́ıćı fermiony.

Definice 8.4.4. Necht’ (W, ζ) je spinorová reprezentace Spin(p, q). Potom Ψ ∈ Ω0
ζ(S(M),W )

nazýváme spinorovým polem. Ekvivalentně, Ψ ∈ Γ(S(M)×ζ W ).

Tvrzeńı 8.4.5. Necht’ σ : U → O+(M) je lokálńı řez definovaný na souvislém a jednoduše
souvislém U ⊆ M , neboli pravotočivé ortonormálńı pole repér̊u na U . Necht’ σ̂ : U → S(M) je
jeden ze dvou jeho zdvih̊u. Necht’ (W, ζ) je spinorová reprezentace Spin(p, q).

Potom lokálńı spinorové pole definujeme vztahem

ψ := σ̂∗(Ψ) ∈ Ω0(U,W ). (8.76)

Necht’ σ̂′ : U → S(M) je druhý ze zdvih̊u a ψ′ = σ̂′∗(Ψ). Potom ψ′ = −ψ.

D̊ukaz. Jelikož σ̂′ = σ̂ · (−1), kde −1 ∈ Spin(p, q), z obvyklých transformačńıch vlastnost́ı
lokálńıch veličin typu ζ máme

ψ′ = ζ((−1)−1)ψ = ζ(−1)ψ = −ζ(1)ψ = −ψ. (8.77)

T́ım je d̊ukaz hotový. �

8.5 Dirac̊uv operátor, Diracovo pole

Připomeňme, že na S(M) máme kanonickou n-tici vektorových poĺı (Ea)na=1. Necht’ (ea)na=1 je
standardńı ortonormálńı báze v (Rp+1, η(p,q)).

Tvrzeńı 8.5.1. Necht’ (W, ζ) je spinorová reprezentace Spin(p, q). Necht’ β ∈ Ωkζ (S(M),W ) je
horizontálńı forma typu ζ. Definujeme operátor i/E vztahem

i/Eβ := γaiEaβ, (8.78)

kde γa := ζ(ea). Potom i/Eβ je horizontálńı (k − 1)-forma typu ζ.

Necht’ σ̂ : U → S(M) je libovolný lokálńı řez. Necht’ σ := ϕ ◦ σ̂ : U → S+(M) je odpov́ıdaj́ıćı
lokálńı řez definuj́ıci pole pravotočivých ortonormálńıch repér̊u (fa)na=1 na U . Necht’ b := σ̂∗(β)
je odpov́ıdaj́ıćı lokálńı forma. Potom

σ̂∗(i/Eβ) = γaifab. (8.79)

D̊ukaz. Pro každé x ∈ pin(p, q) dostáváme i#x(i/Eβ) = −i/E(i#xβ) = 0 a tedy β je horizontálńı.
Necht’ u ∈ Spin(p, q) a označme A := ρ(u) ∈ SO(p, q). Potom můžeme psát

R∗u(i/Eβ) = γaR∗u(iEaβ) = γaiRu−1∗(Ea)R
∗
u(β) = Ab

aγ
aiEb(ζ(u−1)β) = Ab

aγ
aζ(u−1)iEbβ, (8.80)

kde jsme využili (8.62). S využit́ım (8.70) můžeme psát Ab
aγ
a = ζ(u−1)γbζ(u). Dosazeńım

R∗u(i/Eβ) = ζ(u−1)γbiEbβ = ζ(u−1)(i/Eβ). (8.81)

To dokazuje, že i/Eβ je (k−1)-forma typu ζ. Zbývá ukázat vztah (8.79). Připomeňme, že pro každé

m ∈ U máme Ea|σ̂(m) = fha |σ̂(m) = σ̂∗(fa|m)+ vertikálńı vektor. Protože β je podle předpokladu
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horizontálńı forma, můžeme pro všechny X1, . . . , Xk−1 ∈ TmM psát

[σ̂∗(i/Eβ)]|m(X1, . . . , Xk) = [i/Eβ]|σ̂(m)(σ̂∗(X1), . . . , σ̂∗(Xk−1))

= γaβ|σ̂(m)(Ea|σ̂(m), σ̂∗(X1), . . . , σ̂∗(Xk−1))

= γaβ|σ̂(m)(σ̂∗(fa|m), σ̂∗(X1), . . . , σ̂∗(Xk−1))

= γaa|m(fa|m, X1, . . . , Xk−1)

= [γaifmb]|m(X1, . . . , Xk−1).

(8.82)

Což bylo dokázáti. �

Tvrzeńı 8.5.2. Necht’ (W, ζ) je spinorová reprezentace Spin(p, q). Necht’ β ∈ Ωkζ (S(M),W )

je horizontálńı forma typu ζ. Necht’ ω′ ∈ Ω1(S(M), pin(p, q)) je spinová konexe. Definujeme
operátor /D vztahem

/Dβ := (i/E ◦D)(β), (8.83)

kde D je vněǰśı kovariantńı derivace odpov́ıdaj́ıćı ω′. Potom /Dβ je opět horizontálńı k-forma
typu ζ.

Necht’ σ̂ : U → S(M) je libovolný lokálńı řez. Necht’ σ := ϕ ◦ σ̂ : U → S+(M) je odpov́ıdaj́ıćı
lokálńı řez definuj́ıci pole pravotočivých ortonormálńıch repér̊u (fa)na=1 na U . Necht’ b := σ̂∗(β)
je odpov́ıdaj́ıćı lokálńı forma. Potom

σ̂∗( /Dβ) = /Db ≡ γaifa(Db). (8.84)

/D se nazývá Dirac̊uv operátor.

D̊ukaz. Všechno plyne triviálně z předchoźıho tvrzeńı a vlastnost́ı vněǰśı kovariantńı derivace. �

Z hlediska fyziky nás pochopitelně nejv́ıce zaj́ımaj́ı transformačńı vlastnosti lokálńı verze
Diracova operátoru /D. Zaved’me si následuj́ıćı notaci. Necht’ σ̂′ : U ′ → S(M) je jiný lokálńı řez.
Př́ıslušnou kalibračńı transformaci označme jako u : U ∩ U ′ → Spin(p, q).

Tvrzeńı 8.5.3. Necht’ σ̂ : U → S(M) a σ̂′ : U ′ → S(M) jsou dva řezy spjaté kalibračńı
transformaćı u : U ∩ U ′ → Spin(p, q). Potom na U ∩ U ′ plat́ı vztah

/D′ = ζ(u−1)/Dζ(u). (8.85)

Zejména pokud σ̂ : U → S(M) a σ̂′ : U → S(M) zadávaj́ı stejné pole ortonormálńıch pra-

votočivých repér̊u σ = ϕ ◦ σ̂ = ϕ ◦ σ̂′ na U , máme /D = /D′.

D̊ukaz. Necht’ µ ∈ Ωkζ (S(M),W ) je horizontálńı forma typu ζ. Označme m := σ̂∗(µ) a m′ =

σ̂′∗(µ). Z již dokázaných vlastnost́ı vněǰśıch kovariantńıch derivaćı v́ıme, že D′m′ = ζ(u−1)Dm.
Definujme funkci A := ρ ◦ u : U ∩ U ′ → SO(p, q). Necht’ (fa)na=1 a (f ′a)na=1 jsou repérová pole
odpov́ıdaj́ıćı σ̂ a σ̂′. Na U ∩ U ′ plat́ı f ′b = Aa

bfb. Odtud potom

/D′b′ = γaif ′a(D′b′) = Ab
aγ
aifb(ζ(u−1)Db) = (ζ(u−1)γbζ(u))ζ(u−1)ifbDb

= ζ(u−1)(γbifbDb) = ζ(u−1)(/Db).
(8.86)

S přihlédnut́ım k faktu, že na U ∩ U ′ plat́ı b′ = ζ(u−1)b, dostaneme snadno relaci (8.85). Pokud
σ̂ a σ̂′ zadávaj́ı stejné pole ortonormálńıch pravotočivých repér̊u, je u na každé komponentě
souvislosti U rovna ±1. Protože ζ(±1) = ±1W , př́ıpadné vlastnosti, plyne tvrzeńı z (8.85). �
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Pojd’me si nyńı nalézt explicitńı vyjádřeńı Diracova operátoru na lokálńıch spinorových poĺıch
ψ. Budeme předpokládat následuj́ıćı zadaná data:

(i) spinová konexe ω′, odpov́ıdaj́ıćı jednoznačně metrické afinńı konexi na M vzhledem ke g;

(ii) spinorová reprezentace (W, ζ) grupy Spin(p, q);

(iii) volba kalibrace σ̂ : U → S(M) indukuj́ıćı pole pravotočivých ortonormálńıch repér̊u (fa)na=1

na U odpov́ıdaj́ıćı řezu σ := ϕ ◦ σ̂ : U → O+(M);

(iv) souřadnice (xµ)nµ=1 na okoĺı U ;

(v) bázi (Eα)
dim(W )
α=1 reprezentačńıho prostoru W .

K výpočtu budeme potřebovat ještě následuj́ıćı pozorováńı. Jak vypadá přidružená reprezentace
(W, ζ ′) algebry pin(p, q)? Protože (W, ζ) pocháźı z reprezentace ζ asociativńı algebry Cl(p, q), dá
se snadno rozmyslet, že ζ ′ je indukovaná restrikćı ζ na pin(p, q) ⊆ Cl(p, q).

Vstutku, pro každé x ∈ pin(p, q) máme

ζ ′(x) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ζ(exp(tx)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ζ(
∞∑
k=0

tk

k!
x · · ·x︸ ︷︷ ︸
k krát

) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∞∑
k=0

tk

k!
ζ(x) · · · ζ(x)︸ ︷︷ ︸

k krát

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tζ(x)) = ζ(x).

(8.87)

Že homomorfismus algeber ζ může vlézt i dovnitř nekonečné sumy vyžaduje nějakou práci s
normami, kterou si rádi odpust́ıme.

Necht’ Ψ ∈ Ω0
ζ(S(M),W ) je spinorové pole a σ = σ̂∗(Ψ) př́ıslušná lokálńı verze. Můžeme psát

ψ = ψαEα. Pro každé a ∈ {1, . . . , n} můžeme psát fa = fµa ∂µ pro funkce fµa ∈ C∞(U), kterým
se také někdy ř́ıká vielbeinová pole. Operátory γa ∈ End(W ) rovněž můžeme psát vzhledem k
bázi, tj. γaEα =: γaβα Eβ .

Připomeňme, že lokálńı forma konexe má tvar ω̂′ = 1
2 (Γbcaf

a)mbc, kde Γabc = ηakΓkbc se
źıskaj́ı z Christoffelových symbol̊u konexe ∇ vzhledem k repérovému poli (fa)na=1. Z využit́ım
rovnice (6.22) tedy dostáváme výraz

/Dψ = γaifa(dψ + ζ(ω̂)ψ) = γa(fµa ∂µψ +
1

2
Γbcaζ(mbc)ψ)

= γa(fµa ∂µψ +
1

8
Γbca[γb, γc]ψ)

(8.88)

Vzhledem k tomu, že Γbca = −Γcba, můžeme výraz psát o něco jednodušeji jako

/Dψ = γa(fµa ∂µψ +
1

4
Γbcaγ

bγcψ). (8.89)

Toto je správná forma (lokálńıho) Diracova operátoru v prostorech s netriviálńı metrikou g s
použit́ım obecné metrické konexe ∇.

Př́ıklad 8.5.4. Pro M = R4 a plochou Minkowského metriku η(1,3).

K dispozici máme globálńı pole ortonormálńıch pravotočivých repér̊u ( ∂
∂xµ )3

µ=0. To nám
zadává globálńı trivializaci O+(M) ∼= M × SO(1, 3). Snadno tak můžeme sestrojit prolongaci
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O+(M) v podobě triviálńı fibrace S(M) = M × Spin(1, 3), kde ϕ : S(M) → O+(M) má expli-
citńı tvar ϕ(m,u) := ∂|m · ρ(u), kde ∂|m = (∂0|m, ∂1|m, ∂2|m, ∂3|m).

Potom σ̂(m) := (m, 1) definuje globálńı řez S(M) a σ := ϕ ◦ σ̂ odpov́ıdá právě poli repér̊u
(∂µ)3

µ=0. Druhý řez odpov́ıdaj́ıćı tomuto poli repér̊u je σ̂′(m) = (m,−1). Za metrickou afinńı

konexi ∇ můžeme zvolit Levi-Civitovu konexi odpov́ıdaj́ıćı η(1,3). Taková má ale triviálńı Chris-
toffelovy symboly vzhledem k souřadnicovému poli repér̊u (∂µ)3

µ=0.

Dostáváme tedy očekávanou formulku pro Dirac̊uv operátor: /Dψ = γµ∂µψ.

Nyńı je již snadné vymyslet vhodný účinek pro spinorová pole ψ.

Tvrzeńı 8.5.5. Necht’ (W, ζ) je komplexńı spinorová reprezentace Spin(p, q) na W . Necht’ 〈·, ·〉W
je ζ-invariantńı pseudoskalárńı součin na W . Označme g metriku signatury (p, q) definuj́ıćı fib-
raci O+(M) a S(M).

Necht’ Ψ1,Ψ2 ∈ Ω0
ζ(S(M),W ) jsou spinorová pole Zvoĺıme-li lokálńı kalibraci σ̂ : U → S(M),

m̊užeme definovat ψ1 := σ̂∗(Ψ1) a ψ2 := σ̂∗(Ψ2) a funkci

((ψ1, ψ2))W := ψα1 ψ
β
2 〈Eα, Eβ〉W , (8.90)

kde (Eα)nα=1 je libovolná báze W . Potom ((ψ1, ψ2))W je kalibračně invariantńı a tedy definuje
globálńı funkci, kterou m̊užeme vyintegrovat a dostat pseudoskalárńı součin:

〈〈ψ1, ψ2〉〉W :=

∫
M

((ψ1, ψ2))W · ωg. (8.91)

D̊ukaz. Je-li σ̂′ : U → Spin(p, q) jiná volba kalibrace, máme kalibračńı transformaci u : U ∩U ′ →
Spin(p, q) a vztahy ψ′1 = ζ(u−1)ψ1 a ψ′2 = ζ(u−1)ψ2. Protože je 〈·, ·〉W podle předpokladu
ζ-invariantńı, snadno vid́ıme, že ((ψ1, ψ2))W (m) = ((ψ′1, ψ

′
2))W (m) Pro všechny m ∈ U ∩ U ′. �

Př́ıklad 8.5.6. Uvažujme W = C4 a Diracovu spinorovou reprezentaci Spin(1, 3) z př́ıkladu
(8.4.3). Potom na C4 existuje ζ-invariantńı skalárńı součin definovaný pro ψ1, ψ2 ∈ C4 vztahem

〈ψ1, ψ2〉W := ψ̄1ψ2 = ψ†1γ
0ψ2. (8.92)

Pro hermitovské sdružeńı γ-matic plat́ı relace (γµ)† = γ0γµγ0. Necht’ u ∈ R4 je libovolný
vektor normovaný na ±1, t.j. η(1,3)(u, u) = ±1. Z definice grupy Spin(1, 3) stač́ı ukázat, že
〈ζ(u)ψ1, ζ(u)ψ2)〉W = ±〈ψ1, ψ2〉. Ṕı̌seme-li u = uae

a, máme

〈ζ(u)ψ1, ζ(u)ψ2〉W = uaubψ
†
1(γa)†γ0γ

bψ2 = uaubψ
†
1γ

0γa(γ0)2γbψ2

= uaubψ
†
1γ

0γaγbψ2.
(8.93)

S použit́ım standardńıch relaćı mezi γ-maticemi můžeme psát

γaγb =
1

2
{γa, γb}+

1

2
[γa, γb] = ηab1W +

1

2
[γa, γb]. (8.94)

Protože však vysč́ıtáváme přes výraz uaub symetrický v indexech a a b, můžeme na komutátor
zapomenout a dostáváme

〈ζ(u)ψ1, ζ(u)ψ2〉W = uaubη
abψ†1γ

0ψ2 = η(1,3)(u, u) · 〈ψ1, ψ2〉W = ±〈ψ1, ψ2〉W . (8.95)

Obecný element Spin(p, q) je součin u1 · · ·uk, kde η(1,3)(ui, ui) = ±1 a k je sudé č́ıslo.
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Úvod

Toto jsou oficiálńı poznámky k přednášce vyučované na FJFI ČVUT v Praze.

Studium moderńı matematické a teoretické fyziky klade na posluchače neustále se zvyšuj́ıćı
nároky na znalost matematického aparátu. Hlavńım úkolem tohoto kurzu je seznámit studenty
se základńımi metodami už́ıvanými v algebraické topologii, zejména s elementy teorie kategoríı,
homotopíı, homologické algebry a kohomologie. Důležitým ćılem je rozš́ı̌reńı matematického ja-
zyka o pojmy vyskytuj́ıćı se univerzálně např́ıč discipĺınami jako jsou diferenciálńı geometrie a
abstraktńı algebra.

Kapitoly o fundamentálńı grupě a homologii jsou založeny téměř výhradně na kńıžce A.
Hatchera [4]. Jej́ı aktualizovaná verze je k dispozici př́ımo na jeho webových stránkách na adrese

https://pi.math.cornell.edu/~hatcher/AT/AT.pdf

Kapitola o kohomologíıch je výběrem ze slavné knihy [1]. Část o kohomologíıch Lieových algeber
lze včetně všech detail̊u nalézt v [3]. Vı́ce o Čechových kohomologíıch předsvazk̊u nalezne čtenář
v poznámkách [2].

Děkuji student̊um za užitečné připomı́nky.
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Kapitola 1

Fundamentálńı grupa

V této kapitole si představ́ıme jeden ze základńıch nástroj̊u algebraické topologie, tzv. fun-
damentálńı grupu. Vı́te, že topologický prostor je jednoduše souvislý, jde-li každou spojitou
uzavřenou křivku spojitě stáhnout do bodu. Ukazuje se, že dva homeomorfńı (tedy z hlediska
topologie identické) topologické prostory vždy sd́ıĺı tuto vlastnost. Co když jednoduše souvislé
nejsou? Existuje nějaká podrobněǰśı charakteristika toho

”
nebýt jednoduše souvislý“ společná

pro všechny reprezentanty jedné tř́ıdy homeomorfńıch prostor̊u?

1.1 Relace homotopie

Nejprve je dobré si pečlivě zavést koncept spojité deformace nejpřirozeněǰśıho topologického
objektu - spojitých zobrazeńı. Daľśı modifikaćı této definice dostaneme potřebné nástroje. Pokud
nebude řečeno jinak, I vždy označuje jednotkový uzavřený interval I = [0, 1].

Definice 1.1.1. Necht’ X a Y jsou dva topologické prostory, a necht’ f, g : X → Y jsou spojitá
zobrazeńı. Řekneme, že f a g jsou homotopická, pokud existuje spojité zobrazeńı H : X×I → Y
takové, žeH(x, 0) = f(x),H(x, 1) = g(x) pro všechny x ∈ X. ZobrazeńıH se nazývá homotopie
zobrazeńı f a g. Ṕı̌seme f ' g.

Jelikož jeH spojité, pro každé t ∈ I nám předpis ft(x) = H(x, t) definuje spojité zobrazeńı ft :
X → Y , takové že f0 = f a f1 = g. Dvě homotopická zobrazeńı lze tedy

”
spojitě“ transformovat

jedno na druhé změnou parametru t, přičemž každý mezikrok je spojité zobrazeńı.

Před d̊ukazem kĺıčové vlastnosti pojmu homotopie si vyslov́ıme jedno technické lemma.

Lemma 1.1.2. Necht’ X,Y jsou libovolné topologické prostory a C1, C2 ⊆ X dvě uzavřené
množiny. Necht’ f : C1 ∪ C2 → Y je libovolné zobrazeńı. Potom f je spojité, právě tehdy když
jeho restrikce na C1 i C2 je spojité zobrazeńı.

D̊ukaz. Necht’ je f spojité zobrazeńı. Ukážeme, že jeho restrikce f1 : C1 → Y je spojitá. Necht’

V ⊆ Y je otevřená množina. Z definice je f−1(V ) ⊆ C1 ∪ C2 otevřená. Existuje tedy otevřená
množina U ⊆ X, že f−1(V ) = (C1 ∪ C2) ∩ U . To ale můžeme přepsat jako

f−1(V ) = (C1 ∪ C2) ∩ U = (C1 ∩ U) ∪ (C2 ∩ U). (1.1)
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Máme ukázat, že f−1
1 (V ) je otevřená. Zřejmě f−1

1 (V ) = f−1(V ) ∩ C1. Z předchoźıho potom s
využit́ım standardńıch vlastnost́ı sjednoceńı a pr̊unik̊u dostáváme jednoduše

f−1
1 (V ) = C1 ∩ U (1.2)

To je otevřená množina v C1 a tedy f1 : C1 → Y je spojité. Důkaz pro restrikci na C2 je
analogický. Vid́ıme, že pro tento směr neńı podstatné, že C1 a C2 jsou uzavřené.

Pro opačný směr, ukážeme, že vzor každé uzavřené množiny vzhledem k f je uzavřená
množina. Necht’ V ⊆ Y je libovolná uzavřená množina. Necht’ f1 a f2 označuje př́ıslušné re-
strikce. Z předpokladu je množina U1 = f−1

1 (V ) ⊆ C1 uzavřená v C1. Ale C1 je uzavřená a tedy
je U1 uzavřená i v X. Ze stejného d̊uvodu je U2 = f−1

2 (V ) ⊆ C2 uzavřená v X. Potom ale

f−1(V ) = U1 ∪ U2 ⊆ C1 ∪ C2 (1.3)

je množina uzavřená v X, speciálně tedy i v C1 ∪ C2. �

Poznámka 1.1.3. Analogické lemma plat́ı pro zobrazeńı definované na sjednoceńı dvou otevřených
podmnožin.

Toto lemma nám dává jednoduchou možnost jak vyrábět spojitá zobrazeńı. Můžeme vźıt dvě
libovolná spojitá zobrazeńı f1 : C1 → Y a f2 : C2 → Y . Tato jsou restrikćı unikátńıho zobrazeńı
f : C1 ∪C2 → Y , právě tehdy když se f1 a f2 shoduj́ı na pr̊uniku C1 ∩C2. Z předchoźıho tvrzeńı
plyne, že takové f je automaticky spojité.

Tvrzeńı 1.1.4. Necht’ X,Y jsou dva topologické prostory. Symbolem Top(X,Y ) označme pro-
stor všech spojitých zobrazeńı. Potom

”
být homotopická“ je relaćı ekvivalence na Top(X,Y ),

př́ıslušné tř́ıdy ekvivalence se nazývaj́ı homotopické tř́ıdy.

D̊ukaz. Muśıme ukázat, že relace f ' g je reflexivńı, symetrická a tranzitivńı.

1. (Reflexivita) f ' f pro každé f ∈ Top(X,Y ): Zobrazeńı H(x, t) = f(x) je zjevně spojité
v obou parametrech a definuje homotopii f s f .

2. (Symetrie) f ' g ⇒ g ' f : Necht’ H je homotopie f a g, tj. H(x, 0) = f(x) a H(x, 1) =
g(x). Můžeme definovat H ′(x, t) = H(x, 1− t). Zjevně H ′ je homotopie g a f , tj. g ' f .

3. (Tranzitivita) (f ' g) ∧ (g ' h) ⇒ f ' h: Necht’ H1 je homotopie f a g, H2 homotopie
g a h. Definujeme H : X × I → Y vztahem

H(x, t) =

{
H1(x, 2t) když (x, t) ∈ X × [0, 1

2 ],
H2(x, 2t− 1) když (x, t) ∈ X × [ 1

2 , 1].
(1.4)

Zjevně H(x, 0) = H1(x, 0) = f(x) a H(x, 1) = H2(x, 1) = h(x). Spojitost plyne z poznámky
pod Lemma 1.1.2, protože H je definováno pomoćı dvou spojitých zobrazeńı H1(x, 2t) na
C1 = X × [0, 1

2 ] a H2(x, 2t− 1) na C2 = X × [ 1
2 , 1], které splývaj́ı na C1 ∩ C2 = X × { 1

2}.

A máme dokázáno. �

Někdy je třeba v́ıce restriktivńı a omezit množinu př́ıpustných homologíı, např́ıklad chceme-li
aby homotopie dvou funkćı splývaj́ıćıch na nějaké podmnožině A ⊆ X byla pomoćı funkćı které
rovněž všechny splývaj́ı na A. To vede k následuj́ıćı definici:
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Definice 1.1.5. Necht’ f, g ∈ Top(X,Y ). Necht’ A ⊆ X je libovolná podmnožina. Řekneme, že
f a g jsou homotopické relativně k A existuje-li jejich homotopie H : X × I → Y , taková, že
pro všechny a ∈ A je H(a, t) funkce nezávislá na t. Označujeme f 'A g.

Poznámka 1.1.6. Z d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı je zřejmé, že homotopie relativńı vzhledem k A
je opět relace ekvivalence, která má pro A 6= ∅ v́ıce tř́ıd ekvivalence než homotopie absolutńı.
Zejména plat́ı, že když je f 'A g, tak pro všechny a ∈ A muśı platit f(a) = H(a, 0) = H(a, 1) =
g(a), tj. dvě zobrazeńı homotopická relativně k A muśı na A splývat.

Na závěr této sekce si připomeňme dvě obvyklé definice, které lze pomoćı (relativńı) homo-
topie formulovat velmi efektivně.

Definice 1.1.7. Necht’ X a Y jsou libovolné topologické prostory. Zobrazeńı f ∈ Top(X,Y ) se
nazývá homotopická ekvivalence, existuje-li zobrazeńı g ∈ Top(Y,X), takové že

g ◦ f ' 1X , f ◦ g ' 1Y . (1.5)

Existuje-li mezi dvěma prostory nějaká homotopická ekvivalence, řekneme, že maj́ı stejný ho-
motopický typ.

Př́ıklad 1.1.8. Má-li topologický prostor X stejný homotopický typ jako bod {∗}, řekneme, že
X je stáhnutelný do bodu (nebo také kontraktibilńı).

Ukažme si, že toto pojmenováńı má své opodstatněńı. Podle definice tedy existuje homoto-
pická ekvivalence f : X → {∗}. Zřejmě existuje jedno jediné spojité zobrazeńı f : X → {∗}.
Př́ıslušné zobrazeńı g : {∗} → X můžeme ztotožnit s výběrem fixńıho bodu x0 = g(∗) ∈ X.
Podmı́nka f ◦ g ' 1{∗} je triviálně splněná pro každé X i volbu g. Uvažujme tedy druhou z
podmı́nek g ◦ f ' 1X . Z definice existuje spojité zobrazeńı H : X × I → X, které splňuje:

H(0, x) = 1X(x) = x, H(1, x) = (g ◦ f)(x) = g(∗) = x0. (1.6)

Pro každé t ∈ I tedy dostáváme zobrazeńı ft ∈ Top(X,X), kde f0 je identita na X a f1 zobrazuje
celé X do bodu x0. Na t 7→ ft(x) se také můžeme d́ıvat jako na spojitou křivku spojuj́ıćı x s x0.

Tvrzeńı 1.1.9. Mı́t stejný homotopický typ je relace ekvivalence.

D̊ukaz. Identita 1X : X → X je zjevně homotopická ekvivalence, a tedy relace je reflexivńı.
Pokud f ∈ Top(X,Y ) je homotopická ekvivalence, máme př́ıslušné g ∈ Hom(Y,X). Je zjevné,
že g je homotopická ekvivalence. To ukazuje, že relace je symetrická.

Konečně, necht’ f ∈ Top(X,Y ) a f ′ ∈ Top(Y,Z) jsou homotopické ekvivalence. Ukážeme,
že f ′ ◦ f ∈ Top(X,Z) je homotopická ekvivalence. Z definice máme g ∈ Top(Y,X) a g′ ∈
Top(Z,X), že g ◦ f ' 1X , f ◦ g ' 1Y , g′ ◦ f ′ ' 1Y a f ′ ◦ g′ ' 1Z .

Ukažme si nejprve následuj́ıćı obecněǰśı trvzeńı. Necht’ f, g :∈ Top(X,Y ). Potom pro každé
h ∈ Top(Y,Z) a k ∈ Top(S,X) plat́ı

f ' g ⇒ h ◦ f ' h ◦ g, f ' g ⇒ f ◦ k ' g ◦ k. (1.7)

Necht’ H : X × I → Y je homotopie f a g. Snadno se ověř́ı, že H ′ := h ◦H je homotopie h ◦ f a
h ◦ g. Podobně, zobrazeńı H ′′(s, t) := H(k(s), t) definuje homotopii f ◦ k a g ◦ k.

Nyńı se již můžeme vrátit k dokazovanému tvrzeńı a máme

(f ′ ◦ f) ◦ (g ◦ g′) = f ′ ◦ (f ◦ g) ◦ g′ ' f ′ ◦ 1Y ◦ g′ = f ′ ◦ g′ ' 1Z . (1.8)

Druhá z požadovaných identit se ukáže úplně stejně. T́ım jsme dokázali tranzitivitu. �
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Definice 1.1.10. Necht’ A ⊆ X je podmnožina topologického prostoru X. Řekneme, že A je
deformačńı retrakt X, pokud existuje r ∈ Top(X,X), takové r(X) = A a plat́ı 1X 'A r.

Z poznámky 1.1.6 plyne, že nutně r(a) = 1X(a) = a pro všechny a ∈ A. Takové r se
nazývá retrakce X na A. Homotopie relativńı k A nám ale nav́ıc dává množinu zobrazeńı
rt ∈ Top(X,X), kde r0 = 1X , r1 = r a každé ze zobrazeńı splňuje rt(a) = a pro každé a ∈ A.

Tvrzeńı 1.1.11. Je-li A deformačńı retrakt na X, maj́ı X a A stejný homotopický typ.

D̊ukaz. r můžeme d́ıky podmı́nce r(X) = A považovat za spojité zobrazeńı r : X → A. Necht’

i : A → X je inkluze podmnožiny. Z definice podmnožinové topologie i ∈ Top(A,X). Ukažme,
že r je homotopická ekvivalence. Z předchoźı poznámky r ◦ i = 1A. Ukážeme, že i ◦ r ' 1X . Z
definice ale máme homotopii H : X × I → X, která splňuje H(·, 0) = 1X a H(·, 1) = i ◦ r. �

Př́ıklad 1.1.12. Sn−1 = {x ∈ Rn | x2
1 + · · ·+ x2

n = 1} je deformačńı retrakćı Rn − {0}.
Retrakci r definujeme jednoduše jako r(x) := ‖x‖−1x, což je zjevně spojité zobrazeńı z X to

X splňuj́ıćı r(X) = A. Tř́ıdu zobrazeńı rt : X → X sestroj́ıme následovně. Můžeme cht́ıt, aby
rt(x) byl bod na spojnici mezi r(x) ∈ Sn−1 a x. To jsou ale přesně konvexńı lineárńı kombinace
těchto bod̊u. Tedy navrhujeme

rt(x) := tr(x) + (1− t)x. (1.9)

To je zjevně spojité zobrazeńı, r0 = 1X , r1 = r a pro všechny a ∈ Sn−1 plat́ı r(a) = a a proto
rt(a) = tr(a) + (1− t)a = ta+ (1− t)a = a, jak jsme požadovali.

Př́ıklad 1.1.13. Necht’ f ∈ Top(X,Y ). Uvažujme topologický prostor

Mf := {(X × I) t Y }/ ∼, (1.10)

kde (x, 0) ∼ f(x). Co se t́ım mı́ńı? Vezmeme dvě množiny X × I a Y a ztotožńıme každý bod
(x, 0) z prvńı s f(x) z druhé. Lze si představovat jako

”
přilepeńı“.

Jak se na takovém prostoru zavád́ı topologie? Máme přirozené
”
faktorové zobrazeńı“ q :

(X × I) t Y → Mf , které každému bodu z p̊uvodńıch dvou množin přǐrad́ı odpov́ıdaj́ıćı bod v
slepeném prostoru. q neńı injektivńı, protože (x, 0) ∈ X × I a f(x) ∈ Y zobraźı na stejný bod.
Řekneme, že U ∈Mf je otevřená, pokud q−1(U) je otevřená v (X × I) t Y .

Mf s touto topologíı se nazývá zobrazovaćı válec f . Ukažme, Y ⊆ Mf je deformačńı
retrakt Mf . Pro každé t ∈ I muśıme sestrojit rt : Mf → Mf . Pro každé t ∈ [0, 1] sestroj́ıme
spojité r̂t : (X × I) t Y →Mf vztahem

r̂t(x, s) := (x, t · s), r̂t(y) := y. (1.11)

Snadno se ověř́ı, že potom existuje jednoznačné zobrazeńı rt : Mf → Mf takové, rt ◦ q = r̂t.
Takové zobrazeńı je z definice topologie vždycky spojité. Zjevně r1 = 1Mf

. Definujeme r := r0.
Také rt(y) = y pro všechny y ∈ Y .

Dá se ukázat, že podmnožina X × {1} ∼= X je deformačńı retrakt Mf , právě tehdy když
f : X → Y je homotopická ekvivalence.
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1.2 Fundamentálńı grupa

Nyńı se specializujeme na spojitá zobrazeńı Top(I,X) pro fixńı topologický prostor X. Každým
jeho elementem je spojité zobrazeńı f : I → X, kterému ř́ıkáme spojitá křivka v prostoru X.
Na prostoru Top(I,X) máme dle Tvrzeńı 1.1.4 relaci ekvivalence ' jej́ıž tř́ıdy jsou homotopické
křivky. Zvoĺıme-li si podmnožinu A = {0, 1} ⊂ I, můžeme uvažovat homotopii relativńı vzhledem
k A. To je dle poznámky 1.1.6 též relace ekvivalence.

Shrňme si, co nám dává informace f 'A g pro f, g ∈ Top(I,X). Pro každé t ∈ I dostáváme
křivku ft ∈ Top(I,X), takovou že f0(x) = f(x), f1(x) = g(x). Relativita v̊uči A = {0, 1} zaruč́ı,
že ft(0) ≡ f(0) = g(0) a ft(1) ≡ f(1) = g(1), tedy že všechny zúčastněné křivky zač́ınaj́ı i konč́ı
ve stejném bodě.

Definice 1.2.1. Pokud pro f, g ∈ Top(I,X) plat́ı f 'A g, řekneme, že př́ıslušná homotopie je
homotopie křivek s pevnými konci. V následuj́ıćım textu budeme uvažovat výhradně tento
typ homotopie a psát pouze f ' g bez spodńıho indexu A.

Je zjevné, že dvě křivky nemůžou být homotopické s pevnými konci, pokud jejich počátečńı a
koncový bod nesplývaj́ı. Tř́ıdu ekvivalence dané křivky f budeme označovat [f ] a nazývat tř́ıdou
homotopie křivky f . Jinými slovy [f ] = [f ′], právě tehdy když f ' f ′. Je třeba si uvědomit, že
pod slovem křivka se vždy mysĺı spojité zobrazeńı f ∈ Top(I,X), nikoliv pouze obraz (stopa)
f(I) ⊆ X. Intuice nám ale ř́ıká, že pojem homotopie by měl být do jisté mı́ry nezávislý na
konkrétńı parametrizaci křivky. Přesné tvrzeńı nám poskytuje následuj́ıćı lemma:

Lemma 1.2.2. Necht’ f ∈ Top(I,X). Reparametrizaćı křivky f rozumı́me křivku f ◦ϕ, kde
ϕ : I → I je libovolné spojité zobrazeńı splňuj́ıćı ϕ(0) = 0 a ϕ(1) = 1. Potom plat́ı [f ] = [f ◦ ϕ],
tedy reparametrizace neměńı tř́ıdu homotopie.

D̊ukaz. Pro každé (s, t) ∈ I × I definujeme hledanou homotopii jako

H(s, t) = f((1− t)ϕ(s) + ts). (1.12)

Zřejmě je o spojité zobrazeńı, plat́ı H(s, 0) = f(ϕ(s)), H(s, 1) = f(s), konvexnost intervalu I
zaruč́ı, že (1− t)ϕ(s) + ts ∈ I, a homotopie fixuje koncové body protože

H(0, t) = f((1− t)ϕ(0) + t · 0) = f(0), H(1, t) = f((1− t)ϕ(1) + t · 1) = f(1). (1.13)

Zjǐst’ujeme tedy, že f ' f ◦ ϕ, jak bylo dokázati. �

Definice 1.2.3. Necht’ f, g ∈ Top(I,X) jsou dvě křivky takové, že f(1) = g(0). Napojeńım
křivek f a g mysĺıme křivku f ∗ g definovanou vztahem

(f ∗ g)(t) =

{
f(2t) t ∈ [0, 1

2 ],
g(2t− 1) t ∈ [ 1

2 , 1].
(1.14)

Z poznámky pod Lemma 1.1.2 je f ∗g spojitá křivka, která splňuje (f ∗g)(0) = f(0) a (f ∗g)(1) =
g(1). Intuice: v prvńı p̊ulce I projedeme f , v druhé p̊ulce projedeme g.

Je jasné, že ne každé dvě křivky lze napojit. Při libovolném následuj́ıćım výroku obsahuj́ıćım
operaci ∗ budeme implicitně předpokládat, že dané křivky napojit lze. Př́ıpadné ověřeńı, že
všechny výrazy maj́ı smysl přenecháme čtenáři. Napojeńı křivek má jednu význačnou vlastnost,
kterou shrnujeme v následuj́ıćım lemma:
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Lemma 1.2.4. Operace napojeńı křivek se chová přirozeně vzhledem k homotopíım, tj. pokud
pro f, f ′, g, g′ ∈ Top(I,X) plat́ı f ' f ′ a g ' g′, potom f ∗ g ' f ′ ∗ g′.

D̊ukaz. Ukážeme pouze, že za daných předpoklad̊u plat́ı f ∗ g ' f ′ ∗ g. Druhý speciálńı př́ıpad
se ukáže analogicky a zbytek plyne z tranzitivity relace ekvivalence. Necht’ H : I × I → X je
př́ıslušná homotopie. Homotopii H ′ křivek f ∗ g a f ′ ∗ g definujeme pro (t, s) ∈ I × I jako

H ′(t, s) = (fs ∗ g)(t), (1.15)

kde fs ∈ Top(I,X) jsou křivky definované homotopíı H, tj. fs(t) = H(t, s). Snadno se ověř́ı, že
H ′ je spojité zobrazeńı a nav́ıc H ′(0, s) = (f ∗ g)(0), H ′(1, s) = (f ∗ g)(1), H ′(t, 0) = (f ∗ g)(t) a
H ′(t, 1) = (f ′ ∗ g)(t). Dostáváme tedy f ∗ g ' f ′ ∗ g, což bylo dokázati. �

Definice 1.2.5 (Částečná binárńı operace na homotopíıch). Na tř́ıdách homotopie křivek
můžeme zavést částečnou binárńı operaci ∗ vztahem [f ] ∗ [g] = [f ∗ g].

Tvrzeńı 1.2.6. Operace ∗ má vlastnosti velmi podobné těm grupovým:

(i) (Násobeńı jednotkou) Pro libovolnou konstantńı křivku ex0
(t) = x0 plat́ı rovnice

[f ] ∗ [ex0
] = [f ], [ex0

] ∗ [g] = [g], (1.16)

pro všechny f, g ∈ Top(I,X), pro které má operace ∗ smysl.

(ii) (Inverze) Pro každou křivku f ∈ Top(I,X) existuje křivka f−1 ∈ Top(I,X), taková, že

[f ] ∗ [f−1] = [ef(0)], [f−1] ∗ [f ] = [ef(1)]. (1.17)

(iii) (Asociativita) Pro každou trojici křivek f, g, h ∈ Top(I,X) plat́ı asociativńı zákon:

[f ] ∗ ([g] ∗ [h]) = ([f ] ∗ [g]) ∗ [h]. (1.18)

D̊ukaz. Ad (i): Ukážeme prvńı z možnosti. Máme tedy f(1) = x0. Snadno se nahlédne, že f∗ex0 =
f ◦ ϕ pro spojitou funkci jej́ıž graf lomenou čarou zadanou body

ϕ(0) = 0, ϕ(
1

2
) = 1, ϕ(1) = 1. (1.19)

Z Lemma 1.2.2 pak plyne [f ] ∗ [ex0
] = [f ∗ ex0

] = [f ◦ ϕ] = [f ].

Ad (ii): Necht’ f ∈ Top(I,X) je libovolná křivka. Definujeme f−1 ∈ Top(I,X) vztahem
f−1(t) = f(1 − t) pro t ∈ I. Ověř́ıme, že f ∗ f−1 ' ef(0), druhá rovnost se dokáže analogicky.
Homotopii H : I × I → X definujeme vztahem

H(t, s) =

{
f((1− s)2t) t ∈ [0, 1

2 ],
f−1((1− s)(2t− 1) + s) t ∈ [ 1

2 , 1].
(1.20)

Tento složitý předpis má jednoduchou interpretaci. Pro dané s ∈ I běž́ıme pro t ∈ [0, 1
2 ] podél

křivky f až do bodu f(1 − s), pak pro t ∈ [ 1
2 , 1] běž́ıme opačně podél křivky f−1 z bodu

f−1(s) = f(1 − s) do bodu f−1(1) = f(0). Vid́ıme, že H(t, 0) = f ∗ f−1, H(t, 1) = ef(0)(t) a
H(0, s) = H(1, s) = f(0). Tedy f ∗ f−1 ' e.

Ad (iii): Snadno se nahlédne, že obě křivky f ∗ (g ∗h) a (f ∗ g) ∗h se lǐśı pouze parametrizaćı,
tj (f ∗ g) ∗ h = (f ∗ (g ∗ h)) ◦ ϕ, kde graf ϕ je lomená čára zadaná body

ϕ(0) = 0, ϕ(
1

4
) =

1

2
, ϕ(

1

2
) =

3

4
, ϕ(1) = 1. (1.21)

Odtud již plyne asociativita ([f ] ∗ [g]) ∗ [h] = [(f ∗ g) ∗ h] = [f ∗ (g ∗ h)] = [f ] ∗ ([g] ∗ [h]). �

8



Vid́ıme, že jedinou překážkou pro definici grupy je fakt, že ∗ neńı definovaná pro každé dvě
křivky. To se dá velmi snadno obej́ıt uvažováńım speciálńı podmnožiny Top(I,X).

Definice 1.2.7. Necht’ x0 ∈ X je libovolný bod. Prostorem smyček s počátkem v bodě x0

mysĺıme podmnožinu Ω(X,x0) ⊆ Top(I,X) definovanou jako

Ω(X,x0) = {f ∈ Top(I,X) | f(0) = f(1) = x0}. (1.22)

Jelikož dvě homotopické křivky muśı mı́t stejný počátečńı i koncový bod, lež́ı každá tř́ıda
homotopie celá v Ω(X,x0), nebo s ńı má prázdný pr̊unik. Následuj́ıćı definice má tedy dobrý
smysl.

Definice 1.2.8. Fundamentálńı grupou π1(X,x0) prostoru X v bodě x0 mysĺıme množinu
tř́ıd homotopie smyček v Ω(X,x0), tedy

π1(X,x0) = {[f ] | f ∈ Ω(X,x0)} ≡ Ω(X,x0)/ ' . (1.23)

Vid́ıme, že součin ∗ je nyńı poctivá binárńı operace na prostoru π1(X,x0). S pomoćı Tvrzeńı
1.2.6) je již d̊ukaz následuj́ıćıho pozorováńı triviálńı.

Tvrzeńı 1.2.9 (Fundamentálńı grupa je grupa). Operace ∗ definovaná v Definici 1.2.5
omezená na podmnožinu π1(X,x0) homotopických tř́ıd smyček s počátkem v bodě x0 je grupový
součin.

D̊ukaz. Jediná konstantńı smyčka je e ≡ ex0 je podle (1.16) jednotkou grupy. Tř́ıda [f ]−1 ≡ [f−1]
tvoř́ı podle (1.17) inverzńı prvek. Konečně, podle (1.18) je operace ∗ asociativńı. �

V definici velmi explicitně vystupuje bázový bod x0. Ukážeme si, pro dva body spojené
křivkou se př́ıslušné fundamentálńı grupy př́ılǐs nelǐśı - jsou izomorfńı.

Tvrzeńı 1.2.10. Necht’ x0 a y0 jsou dva bodu prostoru X v jedné komponentě lineárńı souvislosti.
Potom existuje isomorfismus grup π1(X,x0) a π1(X, y0).

D̊ukaz. Jsou-li x0 a y0 v jedné komponentě lineárńı souvislosti, existuje křivka h ∈ Top(I,X),
taková že h(0) = x0 a h(1) = y0. Necht’ [f ] ∈ π1(X,x0). Definujeme βh : π1(X,x0) → π2(X, y0)
vztahem βh[f ] = [h−1] ∗ [f ] ∗ [h]. Vid́ıme, že βh nezáviśı na volbě reprezentanta tř́ıdy [f ]. Může
však explicitně záviset na tř́ıdě homotopie [h] a βh tedy neńı izomorfismus kanonický. Dále máme

βh[ex0
] = [h−1] ∗ [ex0

] ∗ [h] = [h−1] ∗ [h] = [ey0 ], (1.24)

kde jsme použili (1.16) a (1.17). Podobně, pro všechny [f ], [g] ∈ Ω(X,x0) dostáváme

βh([f ] ∗ [g]) = [h−1] ∗ [f ∗ g] ∗ [h] = [h−1] ∗ [f ] ∗ [h] ∗ [h]−1 ∗ [g] ∗ [h] = βh[f ] ∗ βh[g]. (1.25)

Vid́ıme, že βh je homomorfismus grup. Inverzńı zobrazeńı se definuje záměnou roĺı h a h−1. �

Poznámka 1.2.11. V lineárně souvislých prostorech se z d̊uvodu předcházej́ıćıho tvrzeńı často
vynechává explicitńı zmı́nka počátečńıho bodu x0 a fundamentálńı grupa (libovolná z nich) se
označuje jednoduše jako π1(X). Často se ṕı̌se π1(X) = 0.

Definice 1.2.12. Necht’X je lineárně souvislý topologický prostor. Řekneme, žeX je jednoduše
souvislý, je-li fundamentálńı grupa π1(X) triviálńı.
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Tvrzeńı 1.2.13. Topologický prostor je jednoduše souvislý, existuje-li pro každé dva body x, y ∈
X právě jedna kohomologická tř́ıda [h], taková, že h(0) = x a h(1) = y.

D̊ukaz. Necht’ x, y ∈ X. Je-li X jednoduše souvislý, je lineárně souvislý a tedy existuje spojitá
křivka h ∈ Top(I,X), taková že h(0) = x a h(1) = y. Necht’ h′ ∈ Top(I,X) je jiná taková
křivka. Potom ale

[h] = [h] ∗ [ey] = [h] ∗ ([h′−1] ∗ [h′]) = ([h] ∗ [h′−1]) ∗ [h′] = [ex] ∗ [h′] = [h′], (1.26)

kde jsme použili [h] ∗ [h′−1] = [ex] z předpokladu π1(X) = 0. Důkaz opačného tvrzeńı je jed-
noduchý. Z předpokladu vždy existuje nějaká křivka spojuj́ıćı libovolné dva body a tedy X je
lineárně souvislý. Nav́ıc každá smyčka f ∈ Ω(X,x0) spojuje x0 a x0. Muśı být tedy homotopická
konstantńı křivce, [f ] = [ex0 ]. Odtud π1(X,x0) = {[ex0 ]}, a tedy π1(X) = 0. �

Př́ıklad 1.2.14 (Vektorové prostory jsou jednoduše souvislé). Necht’ V je vektorový
prostor s běžnou eukleidovskou topologíı indukovanou volbou nějaké báze V . Každý vektor v ∈ V
lze spojit př́ımkou h(t) = t · v s nulovým vektorem 0 ∈ V , a tedy V je lineárně souvislý. Stač́ı
spoč́ıtat π1(V, 0). Je-li f ∈ Ω(V, 0), definujeme homotopii H s konstantńı křivkou e(t) = 0
vztahem

H(t, s) = (1− s) · f(t). (1.27)

Zřejmě H(t, 0) = f(t), H(t, 1) = e(t) = 0 a H(0, s) = H(1, s) = 0. Tedy [f ] = [e] a uzavřeme, že
π1(V ) = 0, tj. V je jednoduše souvislý topologický prostor.

1.3 Fundamentálńı grupa kružnice

V této sekci si ukážeme nejjednodušš́ı př́ıklad topologického prostoru s netriviálńı fundamentálńı
grupou. Budeme zkoumat kružnici, označovanou v topologických kruźıch jako S1. Výsledek si
vyslov́ıme jako větu, kterou pak postupně dokážeme.

Věta 1.3.1 (Fundamentálńı grupa kružnice). π1(S1) je nekonečná cyklická grupa genero-
vaná tř́ıdou homotopie smyčky ω ∈ Ω(S1, (1, 0)), kde ω(t) = (cos(2πt), sin(2πt)).

Zřejmě [ω]n = [ωn], kde ωn(t) = (cos(2πnt), sin(2πnt)). Muśıme ukázat, že každá smyčka s
počátkem v (1, 0) je homotopická ωn pro unikátńı n ∈ Z.

Základńı idea je následuj́ıćı. Definujeme zobrazeńı p : R→ S1 vztahem p(s) = (cos(2πs), sin(2πs)).
Vizualizace tohoto zobrazeńı je následovná - R lze vnořit do R3 jako šroubovici s 7→ (cos(2πs), sin(2πs), s).
Potom p je restrikce projekce R3 na R2 na tuto šroubovici. Všimneme si, že ωn = p ◦ ω̃n, kde
ω̃n ∈ Top(I,R) je definovaná vztahem ω̃n(t) = n · t. Ř́ıkáme, že ω̃n je zdvih smyčky ωn. Důkaz
věty se provede studiem zdvih̊u obecných smyček v S1. To se oṕırá o následuj́ıćı obecný koncept.

Definice 1.3.2. Necht’ X je topologický prostor. Nakryt́ı X je topologický prostor X̃ a p ∈
Top(X̃,X), takové, že pro každý bod x0 ∈ X existuje jeho okoĺı U ⊆ X, takové, že p−1(U) je
disjunktńı sjednoceńı otevřených podmnožin, kde každou z nich p zobrazuje homeomorfně na U .

Řekneme, že U je stejnoměrně nakryté.

Př́ıklad 1.3.3. Zobrazeńı p : R → S1 představené výše definuje nakryt́ı S1. Každý otevřený
oblouk U ⊂ S1 je stejnoměrně nakrytý.

K d̊ukazu Věty 1.3.1 využijeme užitečných vlastnost́ı nakryt́ı.
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Tvrzeńı 1.3.4. Necht’ p : X̃ → X je nakryt́ı. Potom plat́ı

(i) Pro každou křivku f ∈ Top(I,X) s počátkem v bodě x0 ∈ X a každé x̃0 ∈ p−1(x0) existuje

unikátńı zdvih f̃ ∈ Top(I, X̃) s počátkem v bodě x̃0.

(ii) Je-li H homotopie křivek s počátkem v bodě x0 (tj. muśı nutně fixovat oba koncové body),

existuje unikátńı homotopie H̃ př́ıslušných zdvih̊u s počátkem v bodě x̃0.

Než si tvrzeńı dokážeme, ukažme si, jak z jeho pomoćı dokázat Větu 1.3.1.

D̊ukaz věty 1.3.1. Necht’ f ∈ Ω(S1, x0) reprezentuje tř́ıdu [f ] ∈ π1(S1, x0), kde x0 = (1, 0).

Protože 0 ∈ π−1(x0), existuje podle 1.3.4 jej́ı unikátńı zdvih f̃ ∈ Top(I,R) s počátkem v bodě

0. Tato křivka nutně konč́ı v nějakém celoč́ıselném bodě n ∈ Z, protože f̃(1) ∈ π−1(f(0)) =

π−1(x0) = Z. Protože f̃ a ω̃n maj́ı stejné koncové body, existuje jejich lineárńı homotopie

H̃(t, s) = (1− s) · f̃(t) + s · ω̃n(t). (1.28)

Snadno vid́ıme, že H = p ◦ H̃ je homotopie (fixuj́ıćı počátečńı i koncový bod) smyček ωn a f ,
tedy [f ] = [ωn]. Muśıme ukázat, že takové n ∈ Z je jednoznačně určené [f ].

Necht’ [f ] ' [ωn] a [f ] ' [ωm]. Potom taky [ωm] ' [ωn]. Necht’ H je př́ıslušná homotopie, tj.
H(t, 0) = ωn a H(t, 1) = ωm (s počátkem v x0). Podle tvrzeńı 1.3.4 existuje unikátńı homotopie

H̃ zdvih̊u křivek ωn a ωm. To jsou z jednoznačnosti křivky ω̃n a ω̃m. Ale potom n = ω̃n(1) =

H̃(1, 0) = H̃(1, 1) = ω̃m(1) = m. �

Zbývá dokázat Tvrzeńı 1.3.4. Ukažme si, že obě jeho části plynou z obecněǰśı vlastnosti
topologických nakryt́ı:

Lemma 1.3.5. Pro každé zobrazeńı F ∈ Top(Y × I,X) a F̃ ∈ Top(Y × {0}, X̃) , které je

zdvihem F |Y×{0} ∈ Top(Y × {0}, X), tj. p ◦ F̃ = F |Y×{0}, existuje unikátńı zdvih celého F , tj.

F̃ ∈ Top(Y × I, X̃), takové že p ◦ F̃ = F .

D̊ukaz tvrzeńı 1.3.4. (i) je speciálńım př́ıpadem Lemma 1.3.5 pro Y = {y0}. (ii) je následuj́ıćı
aplikaci Lemma 1.3.5 pro Y = I. Necht’ H : I × I → X je homotopie dvou křivek f0 = H(·, 0)
a f1 = H(·, 1) s pevnými konci x0 = H(0, s) a x1 = H(1, s). Zobrazeńı H|I×{0} = f0 má podle

Tvrzeńı 1.3.4 a již dokázaného (i) unikátńı zdvih H̃ ∈ Top(I ×{0}, X̃), takový že H̃(0, 0) = x̃0.

Podle Lemma 1.3.5 nyńı existuje jednoznačný zdvih H̃ ∈ Top(I × I, X̃), takový, že p ◦ H̃ = H.

Muśıme ověřit, že H̃ je křivková homotopie zdvih̊u f̃0 a f̃1 s počátkem v x̃0.

Z konstrukce p ◦ H̃(t, 0) = H(t, 0) = f0(t) a H̃(0, 0) = x̃0. Z jednoznačnosti v Tvrzeńı 1.3.4

(i) muśı tedy být H̃(t, 0) = f̃0(t).

Muśıme ukázat, že křivky H̃(0, s) a H̃(1, s) jsou konstantńı v s (tj. H̃ je homotopie křivek).

Ale p ◦ H̃(0, s) = H(0, s) ≡ x0 a s 7→ H̃(0, s) je tedy zdvih konstantńı křivky s počátkem v bodě

H̃(0, 0) = x̃0. Ale konstantńı křivka ex̃0
je zdvih do stejného bodu a tedy H̃(0, s) = ex̃0

(s) ≡ x̃0.

Podobně se dokáže, že H̃(1, s) ≡ H̃(1, 0) = f̃0(1).

Konečně, p ◦ H̃(t, 1) = H(t, 1) = f1(t) a H̃(0, 1) = H̃(0, 0) = x̃0, tj. H̃(t, 1) je zdvihem křivky

f1 s počátkem v x̃0. Z jednoznačnosti H̃(t, 1) = f̃1 a H̃ je tedy homotopie (křivková) obou

př́ıslušných zdvih̊u f̃0 a f̃1. �
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Zbývá tedy dokázat Lemma 1.3.5. Tento d̊ukaz je přehĺıdkou typických topologických argu-
ment̊u a proto si ho pořádně uděláme.

D̊ukaz Lemma 1.3.5. Necht’ y0 ∈ Y je fixńı. Nejprve sestroj́ıme zdvih F̃ : N × I → X̃ pro nějaké
okoĺı N 3 y0. Pro každé t ∈ I můžeme naj́ıt součinové okoĺı Nt × [at, bt] ⊂ N × I bodu (y0, t),
takové, že F (Nt × [at, bt]) je nějakém rovnoměrně nakrytém okoĺı U bodu F (y0, t).

Systém okoĺı Nt×[at, bt] tedy tvoř́ı pokryt́ı kompaktńı množiny {y0}×I. Můžeme tedy vybrat
rozděleńı 0 = t0 < · · · < tm = 1 a okoĺı N 3 y0, že celý obraz F (N × [ti, ti+1]) je je obsažený
v nějakém rovnoměrně nakrytém okoĺı Ui ⊆ X, a to pro každé i ∈ {0, . . . ,m − 1}. Pro indukci

předpokládejme, že již máme F̃ definované na množině N × [0, ti] pro nějaké okoĺı N bodu y0,

přičemž nultý krok indukce odpov́ıdá zadanému F̃ : N × {0} → X̃.

Z konstrukce je F (N × [ti, ti+1]) ⊆ Ui. Existuje tedy otevřená množina Ũi ⊆ X̃, kterou

p zobrazuje homeomorfně na Ui a obsahuje bod F̃ (y0, ti). Bez újmy na obecnosti můžeme

předpokládat, že F̃ (N × {ti}) ⊆ Ũi, protože si mı́sto N můžeme vźıt libovolné menš́ı okoĺı

N ′ = (N × {ti}) ∩ F̃−1(Ũi). Pro (y, t) ∈ N × [ti, ti+1] můžeme definovat

F̃ (y, t) = (p−1 ◦ F )(y, t). (1.29)

Zjevně p ◦ F̃ (y, t) = F (y, t) a F̃ je spojité. Podle indukčńıho předpokladu dostáváme F̃ ∈
N × [0, ti+1]. Po konečném počtu krok̊u dostáváme spojitý zdvih F̃ : N × I → X̃.

Nyńı ukážeme unikátnost zdvihu v Lemma 1.3.5 pro speciálńı př́ıpad Y = {y0}. Potlač́ıme
explicitńı notaci jednobodové množiny. Máme tedy zadanou křivku F ∈ Top(I,X) a spojité

zobrazeńı F̃ ∈ Top({0}, X̃) zdvihaj́ıćı F |{0}, tj. zvolený bod x̃0 ∈ p−1(x0), kde x0 = F (0).

Předpokládejme, že máme dva zdvihy F̃ , F̃ ′ : Top(I, X̃), takové, že F̃ (0) = F̃ ′(0) = x̃0.
Opět můžeme naj́ıt rozděleńı 0 = t0 < · · · < tm = 1, takové, že F ([ti, ti+1]) ⊆ Ui pro
nějaké rovnoměrně nakryté souvislé okoĺı Ui ⊆ X. Pro indukci předpokládejme, že již v́ıme
F̃ |[0,ti] = F̃ ′|[0,ti]. Protože [ti, ti+1] je souvislá množina, muśı být i F̃ ([ti, ti+1]). Muśı tedy ležet

celá v jedné z otevřených množin Ũi ⊆ X̃, která je homeomorfńı Ui. Protože F̃ (ti) = F̃ ′(ti), muśı

být i F̃ ′([ti, ti+1]) ⊆ Ũi. Ale p|Ũi je homeomorfismus a tedy p ◦ F̃ = p′ ◦ F̃ na [ti, ti+1] implikuje

F̃ = F̃ ′ na [ti, ti+1]. A tedy F̃ = F̃ ′ na [0, ti+1].

Konečně, máme-li zdvih F̃ definovaný na N × I a F̃ ′ definovaný na N ′ × I, máme pro každé
y ∈ N ∩N ′ jejich restrikćı i dva zdvihy F |{y}×I na {y} × I. Podle předchoźıho odstavce F̃ a F̃ ′

muśı být stejné na {y} × Y , a tedy i na celém pr̊uniku. Dostáváme tedy zdvih F̃ : Y × I → X̃.

Protože každé dva takové splývaj́ı na {y} × I pro každé y ∈ Y , je F̃ podle předchoźıho odstavce
unikátńı. �

Poznámka 1.3.6. Snadno vid́ıme, že π1(S1) ∼= (Z,+), kde izomorfismus je definovaný jako (jed-
noznačné) rozš́ı̌reńı [ω] 7→ 1 ∈ Z. Často se tedy setkáme se značeńım π1(S1) = Z.

Věta 1.3.7 (Základńı věta algebry). Každý nekonstantńı polynom s koeficienty v C má
alespoň jeden kořen v C.

D̊ukaz. Stač́ı uvažovat polynom p ve tvaru p(z) = zn + a1z
n−1 + · · · + an. Předpokládejme, že

p(z) 6= 0 pro všechny z ∈ C. Pro každé r ≥ 0 můžeme sestrojit smyčku

fr(t) =
p(re2πit)/p(r)

|p(re2πit)/p(r)|
, (1.30)
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která lež́ı na jednotkové kružnici S1 ⊂ C a má počátek v bodě 1 ∈ C. Spojitou změnou parametru
r můžeme přej́ıt ke konstantńı křivce f0(t) ≡ 1. To ale znamená, že pro každé r ≥ 0 je [fr] =
[e] ∈ π1(S1).

Nyńı zafixujme r, tak aby r > max{|a1| + · · · + |an|, 1}. Pro libovolné z ∈ C, takové, že
|z| = |r| nyńı plat́ı nerovnost |zn| = |z||z|n−1 > (|a1|+ · · ·+ |an|)|z|n−1 > |a1z

n−1|+ · · ·+ |an| ≥
|a1z

n−1 + · · ·+ an|. To ale znamená, že polynom ps(z) = zn + s(a1z
n−1 + · · ·+ an) nemá žádné

kořeny na kružnici |z| = r pro žádné s ∈ [0, 1]. To by totiž implikovalo, že obě komplexńı č́ısla
tvoř́ıćı ps(z) maj́ı stejný modul: |z|n = s|a1z

n−1 + · · ·+an| ≤ |a1z
n−1 + · · ·+an|, což je v rozporu

s předchoźı nerovnost́ı.

Záměnou p za ps v (1.30) dostáváme pro (fixńı a dost velké) r a každé s ∈ [0, 1] smyčku fsr (t),
přičemž f1

r (t) = fr(t) a f0
r (t) = e2πnt = ωn(t). Zjevně H(t, s) = fsr (t) je homotopie smyček fr a

ωn, což dokazuje, že [fr] = [ωn] = [ω]n. Dostáváme tedy rovnost [ω]n = [e], což nastává pouze
pro n = 0, což odpov́ıdá konstantńımu polynomu p. �

Věta 1.3.8 (Brouwerova věta o pevném bodě v dimenzi 2). Necht’ D2 ⊆ R2 je uzavřený
jednotkový disk, t.j. D2 = {x ∈ R2 | |x| ≤ 1} ⊆ R2. Potom pro každé h ∈ Top(D2, D2) existuje
x0 ∈ D2, takové, že h(x0) = x0.

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme, že h(x) 6= x pro všechny x ∈ D2. Můžeme tedy definovat
spojité zobrazeńı r ∈ Top(D2,S1) tak, že každému bodu x ∈ D2 přǐrad́ıme bod r(x) ∈ S1 = ∂D2

kde polopř́ımka (dobře definovaná) z bodu h(x) skrz x prot́ıná hranici kruhu. Spojitost r je
intuitivně zřejmá (změńıme-li o kousek x, změńı se o kousek h(x) a tedy i polopř́ımka a jej́ı
pr̊unik s hranićı). Z definice rovněž r(x) = x pro x ∈ S1.

To dokazuje, že r : D2 → S1 je retrakce D2 na S1. Ukážeme si, že taková retrakce nemůže
existovat. Necht’ f0 ∈ Ω(S1, x0) je libovolná smyčka v S1. Zároveň f0 je smyčka která je v D2

homotopická konstantńı křivce, kde H(t, s) = (1 − s) · f0(t) + s · x0. Potom ale H ′ = r ◦ H je
homotopie v S1 křivky r ◦ f0 = f0 a konstantńı křivky v x0. To je ale ve sporu s π1(S1) 6= 0. �

1.4 Indukovaná zobrazeńı a homotopická ekvivalence

Koncept fundamentálńı grupy jsme od začátku zamýšleli jako topologický invariant. Je tedy
třeba ověřit, že tomu tak skutečně je.

Tvrzeńı 1.4.1. Necht’ ϕ ∈ Top(X,Y ) je spojité zobrazeńı. Potom předpisem

ϕ∗[f ] = [ϕ ◦ f ] (1.31)

pro všechny [f ] ∈ π1(X,x0) definujeme homomorfismus grup ϕ∗ : π1(X,x0) → π1(Y, ϕ(x0)).
Pokud ψ ∈ Top(Y,Z), plat́ı pravidla

(ψ ◦ ϕ)∗ = ψ∗ ◦ ϕ∗, 1∗ = 1. (1.32)

Zejména je-li ϕ homeomorfismus, je ϕ∗ izomorfismus fundamentálńıch grup.

D̊ukaz. Nejprve muśıme ukázat, že ϕ∗ je dobře definované. Je-li [f ] = [f ′] a H je př́ıslušná
homotopie, zjevně H ′ = ϕ ◦H je homotopie smyček ϕ ◦ f a ϕ ◦ f ′. Evidentně ϕ∗([e]) = [e] a z
definice napojeńı křivek rovněž snadno

ϕ∗[f ∗ g] = [ϕ ◦ (f ∗ g)] = [(ϕ ◦ f) ∗ (ϕ ◦ g)] = ϕ∗[f ] ∗ ϕ∗[g]. (1.33)
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To dokazuje, že ϕ∗ je grupový homomorfismus. Důkaz kompozičńıch pravidel je zřejmý, stejně
jako tvrzeńı o izomorfismu. �

Poznámka 1.4.2. Rozhodně neplat́ı opačné tvrzeńı. Jsou-li X a Y jednoduše souvislé, můžeme
vźıt libovolné konstantńı zobrazeńı ϕ(x) = y0 pro všechny x ∈ X. Zjevně ϕ∗ je izomorfismus
(triviálńıch) fundamentálńıch grup π1(X,x0) a π1(Y, y0), ale ne každé jednoduše souvislé topo-
logické prostory jsou homeomorfńı.

Toto tvrzeńı můžeme použ́ıt v d̊ukazu následuj́ıćı věty, která ukazuje, že S0 a S1 jsou jedinými
př́ıklady n-rozměrných sfér, které nejsou jednoduše souvislé.

Věta 1.4.3 (Vı́cerozměrné sféry jsou jednoduše souvislé). Pro každé n ≥ 2 je π1(Sn) = 0.

Důkaz se oṕırá o následuj́ıćı dvě obecné lemma:

Lemma 1.4.4. Pro libovolné dva topologické prostory je π1(X ×Y ) je izomorfńı π1(X)×π1(Y )
kdykoliv jsou X a Y křivkově souvislé.

D̊ukaz. Produktová topologie na X × Y je plně charakterizovaná vlastnost́ı, že f : Z → X × Y
je spojité, právě tehdy když zobrazeńı g : Z → X a h : Z → Y definovaná vztahem f(z) =
(g(z), h(z)) jsou obě spojitá. Každá smyčka f ∈ Ω(X × Y, (x0, y0)) je tedy ekvivalentńı dvojici
smyček g ∈ Ω(X,x0) a h ∈ Ω(Y, y0). Ze stejného d̊uvodu je homotopie H ∈ Top(I × I,X × Y )
ekvivalentńı zadáńı dvojice homotopíı v X a Y . Dostáváme tedy bijekci

π1(X × Y, (x0, y0)) ≈ π1(X,x0)× π1(Y, y0), (1.34)

o které se snadno dokáže, že jde o grupový isomorfismus. Křivkovou souvislost předpokládáme
čistě abychom nemuseli psát body ve kterých π1 poč́ıtáme. �

Lemma 1.4.5. Necht’ X je sjednoceńı kolekce otevřených podmnožin Aα, kde každá z nich ob-
sahuje x0 a každý pr̊unik Aα ∩Aβ je křivkově souvislý.

Potom každá smyčka v Ω(X,x0) je homotopická součinu smyček, kde každá z nich je celá
obsažená v nějakém Aα.

D̊ukaz. Necht’ f ∈ Ω1(X,x0) je daná smyčka. Protože f je spojité, pro každé t ∈ I existuje okoĺı
Vt ⊆ I, takové, že f(Vt) ⊆ Aα. Můžeme Vt vybrat jako otevřený interval, jehož uzávěr se zobraźı
celý do Aα. Z kompaktnosti můžu vybrat konečné podpokryt́ı těmito intervaly. Dostáváme tedy
rozděleńı 0 = t0 < · · · < tm = 1, takové, že f([ti, ti+1]) ⊆ Aαi pro každé i ∈ {0, . . . ,m− 1}.

Označme fi restrikci f na [ti, ti+1] reparametrizovanou tak, aby šlo o zobrazeńı z I. Potom
f = f0 ∗ f1 · · · ∗ fm, a fi ∈ Top(I, Aαi). Protože Aαi ∩Aαi+1

je křivkově souvislé, existuje křivka
gi ∈ Top(I, Aαi ∩ Aαi+1) spojuj́ıćı x0 a bod f(ti) ∈ Aαi ∩ Aαi+1 . pro každé i ∈ {1, . . . ,m − 1}.
Potom můžeme psát tř́ıdu [f ] jako kompozici

[f ] = [f0 ∗ g−1
1 ] ∗ [g1 ∗ f2 ∗ g−1

2 ] ∗ . . . [gm−1 ∗ fn]. (1.35)

A lemma je dokázáno. �

D̊ukaz věty 1.4.3. Můžeme psát Sn = A1 ∪ A2, kde A1 je např́ıklad Sn bez
”
severńıho pólu“

(1, 0, . . . , 0) a A2 je Sn bez
”
jižńıho pólu“ (−1, 0, . . . , 0). Pomoćı stereografické projekce snadno

vid́ıme, že A1, A2 ≈ Rn. Každý bod A1 ∩ A2 můžeme zobrazit na
”
rovńık“ Sn ∩ {x ∈ Rn | x1 =

0} ≈ Sn−1, a poznamenat si jeho souřadnici x1 ∈ (−1, 1). A tedy A1 ∩A2 ≈ Sn−1 × R.
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Pro n ≥ 2 je prostor Sn−1 × R křivkově souvislý (protože Sn−1 i R jsou). Můžeme tedy
použ́ıt předchoźı lemma. Necht’ x0 ∈ A1 ∩A2. Potom každou [f ] ∈ π1(Sn, x0) můžeme psát jako
[f ] = [f0] ∗ [f1] · · · ∗ [fm], kde fi ∈ Ω(A1,2, x0). Oba prostory A1 i A2 jsou jednoduše souvislé a
tedy [fi] = [e] pro každé i ∈ {0, . . . ,m}. Máme tedy π1(Sn) = π1(Sn, x0) = 0. To dokazuje, že Sn
je jednoduše souvislá množina. �

Důsledek 1.4.6. Prostory R2 a Rn jsou homeomorfńı pouze pro n = 2.

D̊ukaz. Necht’ f ∈ Top(R2,Rn) je homeomorfismus. Pro libovolný bod x ∈ R2 je potom i jeho
restrikce f ′ ∈ Top(R2 \ {x},Rn \ {f(x)}) homeomorfismus. Máme také homeomorfismus

Rn \ {y} ≈ Sn−1 × R, (1.36)

pro každé y ∈ Rn, který lze snadno ukázat např́ıklad volbou v́ıcerozměrných sférických souřadnic
s počátkem v bodě y. f ′ tedy indukuje homeomorfismus S×R a Sn−1×R. Pro n = 1 dostáváme
spor, protože S0 × R neńı křivkově souvislá množina a S × R je. Pro n > 2 dostáváme spor,
protože π1(S× R) = π1(S)× π1(R) = π1(S) = Z a zároveň π1(Sn−1 × R) = π1(Sn−1) = 0. �

Tvrzeńı 1.4.1 má spoustu aplikaćı. Hod́ı se zejména při porovnáváńı fundamentálńıch grup
prostor̊u, kde jeden je retrakćı druhého.

Tvrzeńı 1.4.7. Necht’ r ∈ Top(X,A) je retrakce, A ⊆ X. Potom inkluze i ∈ Top(A,X)
indukuje monomorfismus i∗ : π1(A, x0) → π1(X,x0) pro všechny x0 ∈ A. Je-li r deformačńı
retrakt, je zobrazeńı i∗ izomorfismus.

D̊ukaz. Definice retrakce je ekvivalentńı identitě r◦i = 1A. Dle Tvrzeńı 1.4.1 máme tedy r∗◦i∗ =
1. To ale může nastat jen v př́ıpadě, že je i∗ monomorfismus. Je-li r deformačńı retrakt, máme
rt ∈ Top(X,X), kde r0 = 1X , r1 = r a rt(a) = a pro všechny a ∈ A. Necht’ [f ] ∈ π1(X,x0).
Potom ale H(t, s) = (rs ◦ f)(t) zadává homotopii a [f ] = [r ◦ f ]. Ale r ◦ f ∈ Ω(A, x0) a můžeme
tedy psát [f ] = [i ◦ r ◦ f ] = i∗[r ◦ f ]. To dokazuje, že i∗ je surjektivńı. �

Nyńı si vyslov́ıme větu zásadńı pro aplikace a explicitńı výpočet fundamentálńı grupy.

Věta 1.4.8. Necht’ X a Y jsou libovolné topologické prostory a ϕ : X → Y je homotopická
ekvivalence. Potom ϕ∗ : π1(X,x0)→ π1(Y, ϕ(x0)) je izomorfismus.

Teorém je jednoduchým d̊usledkem následuj́ıćıho tvrzeńı:

Lemma 1.4.9. Necht’ H : X × I → Y je homotopie zobrazeńı µ0 = H(·, 0) a µ1 = H(·, 1).
Definujme křivku h ∈ Top(I, Y ) jako obrazy bodu x0 homotopíı H, t.j. h(t) = H(x0, t). Potom
následuj́ıćı diagram je komutativńı:

π1(Y, µ1(x0))

π1(X,x0)

π1(Y, µ0(x0)),

βh

µ1∗

µ0∗

(1.37)

kde βh je izomorfismus generovaný křivkou h.
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D̊ukaz. Připomeňme, že βh je definovaný jako βh[g] = [h]−1∗[g]∗[h] pro všechny [g] ∈ π1(Y, µ1(x0)).
Necht’ [f ] ∈ π1(X,x0). Máme tedy ukázat, že µ0∗[f ] = (βh ◦ µ1∗)[f ]. Explicitně

[µ0 ◦ f ] = [h−1 ∗ (µ1 ◦ f) ∗ h] (1.38)

Sestroj́ıme tř́ıdu křivek hs(t) = h(st), tj. h0(t) ≡ h(0) = µ0(x0) a h1(t) = h(t). Definujeme

H̃(t, s) = (h−1
s ∗ (µs ◦ f) ∗ hs)(t), (1.39)

kde µs = H(·, s). Nejprve si člověk muśı rozmyslet, že má kompozice smysl. hs(1) = h(s) =

µs(x0). To je ale přesně bod, kde má počátek smyčka µs ◦ f . Máme H̃(t, 0) = µ0 ◦ f , H̃(t, 1) =

h−1 ∗ (µ1 ◦ f) ∗ h a konečně H̃(0, s) = H̃(1, s) ≡ µ0(x0). H̃ je tedy homotopie smyček µ0 ◦ f a
h−1 ∗ (µ1 ◦ f) ∗ h, což bylo dokázati. �

D̊ukaz věty 1.4.8. Necht’ ψ ∈ Top(Y,X) je homotopická inverze ϕ, tj ψ◦ϕ ' 1X a ϕ◦ψ ' 1Y .
Uvažujme následuj́ıćı posloupnost homomorfismů:

π1(X,x0) π1(Y, ϕ(x0)) π1(X,ψ(ϕ(x0))) π1(Y, ϕ(ψ(ϕ(x0))))
ϕ∗ ψ∗ ϕ∗

(1.40)

Nejprve aplikujeme předchoźı lemma na homotopii spojitých zobrazeńı ψ ◦ϕ a 1X která existuje
z předpokladu. Máme tedy µ0 = ψ◦ϕ, µ1 = 1X a izomorfismus βh : π1(X,x0)→ π1(X,ψ(ϕ(x0)),
takový že ψ∗ ◦ϕ∗ = µ0∗ = βh ◦µ1∗ = βh∗. Odtud vid́ıme, že ψ∗ ◦ϕ∗ je izomorfismus. To dokazuje,
že ϕ∗ je injektivńı zobrazeńı.

Nyńı aplikujeme předchoźı lemma obdobně na homotopii ϕ ◦ ψ a 1Y abychom dokázali, že
ϕ∗ ◦ ψ∗ je isomorfismus a tedy ψ∗ v posloupnosti nahoře muśı být injektivńı. Jelikož ψ∗ ◦ ϕ∗ je
isomorfismus, muśı být ϕ∗ také surjektivńı. Vskutku, pro každé [g] ∈ π1(Y, ϕ(x0)) existuje právě
jedno [f ] ∈ π1(X,x0) takové, že ψ∗(ϕ∗[f ]) = ψ∗[g] a z injektivity ψ∗ tedy [g] = ϕ∗[f ]. �

Poznámka 1.4.10. Všimněte si, že homotopická inverze ϕ nemuśı nutně generovat grupovou
inverzi ϕ∗, t.j. neplat́ı ψ∗ ◦ ϕ∗ = 1.

1.5 Jazyk kategoríı

V algebraické topologii se velmi často objevuj́ı přǐrazeńı algebraických objekt̊u každému topo-
logickému prostoru. Např́ıklad každé dvojici (X,x0), kde X je topologický prostor a x0 ∈ X
přǐrazujeme fundamentálńı grupu π1(X,x0) a to zp̊usobem, který v jistém smyslu respektuje
zobrazeńı mezi r̊uznými topologickými prostory.

Tento
”
jistý smysl“ bývá velmi podobný např́ıč celým oborem, je proto výhodné nalézt obecný

rámec do kterého tato
”
přǐrazeńı“ přirozeně zapadaj́ı. Ukazuje se, že odpověd́ı je tzv. teorie

kategoríı. Nyńı si ukážeme jej́ı naprosto elementárńı základy. Nejprve si muśıme vysvětlit, co
kategorie je a uvést si některé př́ıklady.

(C1) Základem každé kategorie C je tř́ıda jej́ıch objekt̊u Ob(C).

Tř́ıdou se mysĺı abstraktńı pojem z teorie množin, nahrazuj́ıćı problematický pojem
”
množina“

(viz. Russell̊uv paradox). Např́ıklad pro C = Set je Ob(Set) tř́ıda všech množin.

Často se zjednodušuje notace a ṕı̌se se Ob(C) = C.
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(C2) Pro každé dva objekty a, b ∈ Ob(C) existuje tř́ıda morfismů C(a, b). Tohle už obvykle
bývá obyčejná množina. Např́ıklad, pro každé A,B ∈ Ob(Set) je Set(A,B) množina všech
zobrazeńı f : A→ B.

(C3) Pro každé tři objekty a, b, c ∈ Ob(C) existuje operace skládáńı ∗, zobrazeńı ∗ : C(a, b)×
C(b, c)→ C(a, c). Obvykle se znač́ı ∗(f, g) ≡ g ∗ f .

(C4) Pro každý objekt a ∈ Ob(C) existuje význačný morfismus 1a ∈ C(a, a), kterému se ř́ıká
identita v a.

(C5) Nalož́ı se několik axiomů, které zajist́ı, že operace skládáńı je asociativńı operace, a identity
funguj́ı jako identity.

Poznámka 1.5.1. Úplně stejným argumentem jako v teorii grup se ukáže, že pro dané a ∈ Ob(C)
je právě jedna identita 1a.

Př́ıklad 1.5.2. Nejd̊uležitěǰśım př́ıkladem kategorie pro algebraickou topologii je Top∗, kate-
gorie topologických prostor̊u s význačným bodem.

Objekty Ob(Top∗) jsou dvojice (X,x0), kde X je topologický prostor a x0 ∈ X jeho význačný
bod. Pro každé (X,x0) a (Y, y0) definujeme množinu morfismů jako

Top∗((X,x0), (Y, y0)) = {f ∈ Top(X,Y ) | f(x0) = y0}, (1.41)

tj. všechna spojitá zobrazeńı zachovávaj́ıćı význačný bod. Operace ∗ je se zavede jako opravdové
skládáńı spojitých zobrazeńı.

Př́ıklad 1.5.3. Kategoríı grup Grp mysĺıme kategorii, jej́ımiž objekty je tř́ıda všech grup a
morfismy jsou grupové homomorfismy.

Př́ıklad 1.5.4. Každý graf G = (V,E) definuje kategorii C. Vezmu Ob(C) = V . A pro každé
v, w ∈ Ob(C) definujeme C(v, v′) jako množinu všech hranových cest z v do v′. Potom C(v, v)
jsou přesně cykly v grafu G a jednotkovým prvkem je triviálńı cyklus (prázdná hranová cesta).
Skládáńı je napojováńı hranových cest.

Př́ıklad 1.5.5. V obecné kategorii nemuśı existovat
”
inverzńı šipka“. Pokud pro každý morfismus

f ∈ C(a, b) existuje f−1 ∈ C(b, a), takový, že f ∗f−1 = 1b a f−1 ∗f = 1a, nazveme tuto kategorii
grupoidem.

V této kapitole jsme ve zkonstruovali fundamentálńı grupoid Π1(X) prostoru X, kde
Ob(Π1(X)) = X a pro každou dvojici x, y ∈ X máme

Π1(X)(x, y) = {[f ] | f ∈ Top(I,X), f(0) = x, f(1) = y}. (1.42)

Skládáńı je indukované napojováńım křivek, identity jsou tř́ıdy konstantńıch smyček. Zřejmě
máme Π1(X)(x, x) ≡ π1(X,x) pro všechny x ∈ X.

My se však na fundamentálńı grupu pod́ıváme ještě zcela jiným zp̊usobem.

Definice 1.5.6. Necht’ C a D jsou dvě kategorie. Funktor F : C→ D je následuj́ıćı kombinace:

(i) Zobrazeńı na objektech, tj. přǐrazeńı Ob(C) 3 a 7→ F (a) ∈ Ob(D).

(ii) Zobrazeńı na morfismech, pro každé f ∈ C(a, b) máme morfismus f∗ ∈ D(F (a), F (b)).

17



(iii) Zobrazeńı na morfismech respektuje skládáńı v obou kategoríıch, t.j. plat́ı

(g ∗ f)∗ = g∗ ∗ f∗, (1a)∗ = 1F (a) (1.43)

pro všechny f ∈ C(a, b), g ∈ C(b, c) a všechny objekty a, b, c ∈ Ob(C).

Př́ıklad 1.5.7. Necht’ C = Top a D = Set. Každý topologický prostor je množina a spojité
zobrazeńı je zobrazeńı množin. Na toto se můžeme d́ıvat jako na funktor � : Top→ Set, kterému
se ř́ıká zapomnětlivý funktor.

Tvrzeńı 1.5.8. Fundamentálńı grupu lze interpretovat jako funktor z Top∗ do Grp.

D̊ukaz. Pro každý objekt (X,x0) ∈ Ob(Top∗) definujeme F (X,x0) = π1(X,x0) ∈ Ob(Grp).
Necht’ ϕ ∈ Top∗((X,x0), (Y, y0)). Potom definujeme ϕ∗ ∈ Grp(F (X,x0), F (Y, y0)) přesně jako
v Tvrzeńı 1.4.1. Z (1.32) plyne, že jsme právě definovali funktor. �
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Kapitola 2

Homologie

Fundamentálńı grupa je užitečným nástrojem. Ve své podstatě však použ́ıvá pouze 1-rozměrné
objekty - spojité smyčky. Intuitivně tak tuš́ıme, že neńı vhodná k analýze

”
v́ıcerozměrných“

topologických prostor̊u. Již jsme např́ıklad ukázali, že pro n ≥ 2 je π1(Sn) = 0, a tedy navzájem
nerozlǐśıme v́ıcerozměrné sféry. Ze stejného d̊uvodu nerozeznáme (jako topologické prostory)
vektorové prostory r̊uzné dimenze.

Ideu fundamentálńı grupy lze snadno rozš́ı̌rit - prostor smyček můžeme ztotožnit s prosto-
rem Top∗((S1, ∗), (X,x0)), a definujeme π1(X,x0) jako homotopické tř́ıdy těchto zobrazeńı.
Vyšš́ı homotopické grupy πn(X,x0) lze pak definovat jako tř́ıdy homotopie zobrazeńı v
Top∗((Sn, ∗), (X,x0)). Problémem je jejich skutečný výpočet. Např́ıklad πs(S

n) se obecně zná
jen pro s ≤ n, pro s > n existuj́ı jen tabulky pro speciálńı př́ıpady, obecná formulka neexistuje.

Je proto d̊uležité vyrobit výpočetně jednodušš́ı zp̊usoby. V této kapitole si představ́ıme me-
todu která využ́ıvá toho, že velkou tř́ıdu známých topologických prostor̊u lze

”
slepit“ z konečně

mnoha elementárńıch objekt̊u jako jsou úsečky, trojúhelńıky, čtyřstěny, atd... Zp̊usob jakým jsou
slepeny lze zachytit algebraicky, pomoćı tzv. homologických grup.

2.1 Celulárńı komplexy

Anglicky
”
cell complexes“, též CW komplexy. Nejprve si ukažme jednoduchý př́ıklad konstrukce

toru T2 = S1 × S1. Ten lze psát jako čtverec, ve kterém identifikujeme hrany:

a

a

bb a

a

b

b

c

c

d

d a

b c

d

Podobně, jak vidno na druhém obrázku, můžeme zapsat
”
nafouknutou ležatou osmičku“ jako

osmiúhelńık, kde sleṕıme hrany podle obrázku. Obecně lze libovolnou orientovanou plochu genusu
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g psát jako jako pravidelný 4g-úhelńık, jehož hrany (po identifikaci) tvoř́ı 2g kružnic prot́ınaj́ıćım
se v jednom jediném bodě (všechny tlusté tečky na obrázćıch).

Na celý proces se d́ıváme následovně - vezmeme dvourozměrný otevřený disk, neboli 2-celu a
přileṕıme ho hranićı (tj. kružnićı) k sjednoceńı 2g kružnic prot́ınaj́ıćıch se v jednom bodě. Každá
z těchto kružnic je otevřený interval, neboli 1-cela, který se svoj́ı hranićı (2 koncové body)
přileṕı k jednomu bodu, neboli 0-cele. Orientovanou plochu s genusem g tedy můžeme vyrobit
induktivńım procesem - k 0-celám přileṕım 1-cely, k tomu nakonec přidělám 2-celu. Tento postup
můžeme vźıt jako základ následuj́ıćı definice.

Definice 2.1.1. Uvažujme následuj́ıćı induktivńı sekvenci krok̊u:

(1) Začneme s diskrétńı množinou X0, jej́ıž body považujeme za 0-cely;

(2) Vyrob́ıme takzvanou n-kostru Xn z Xn−1 přilepeńım množiny n-cel enα pomoćı spojitých
zobrazeńı ϕα : Sn−1 → Xn−1. Přesněji, Xn je faktorprostor disjunktńıho sjednoceńı

Xn−1
⊔
α

Dn
α (2.1)

množiny Xn−1 s kolekćı n-rozměrných disk̊u Dn
α, kde každé x ∈ ∂Dn

α
∼= Sn−1 identifikujeme

s ϕα(x) ∈ Xn−1, t.j. x ∼ ϕα(x). Množinově tedy

Xn = Xn−1
⊔
α

enα, (2.2)

kde každá n-cela enα je otevřený n-rozměrný disk, na který se faktor-zobrazeńım homeomorfně
zobraźı Dn

α \ ∂Dn
α.

(3) Definujeme X =
⋃∞
n=0X

n, kde X je vybaveno tzv.
”
slabou topologíı“, kde A ⊂ X je otevřená

(resp. uzavřená), je-li A ∩Xn otevřená (resp. uzavřená) v Xn pro každé n ≥ 0.

Takto zkonstruovaný topologický prostor X se nazývá celulárńı komplex (nebo také CW
komplex). Je-li X = Xn pro nějaké n ≥ 0, řekneme, že X je konečněrozměrný a nejmenš́ı
takové n je jeho dimenze.

Př́ıklad 2.1.2. Vezměme X0 = {e0} tvořený jedńım bodem, tj. máme právě jednu 0-celu. Poté
nebudeme mı́t žádné n-cely pro 1 ≤ n ≤ k − 1, tj. Xk−1 = Xk−1 = · · · = X0. Budeme uvažovat
právě jednu k-celu ek, a př́ıslušné zobrazeńı ϕ : Sk−1 → Xk−1 = {e0} muśı být logicky konstantńı
zobrazeńı ϕ(x) = e0 pro všechny x ∈ Sk−1. Tedy

Xk = ({e0} tDk)/ ∼, (2.3)

kde ztotožńıme ∂Dk s bodem e0. Snadno nahlédneme, že Xk = e1 ∼= Sk, a to včetně topologie.
Daľśı cely nepřidáváme a tedy X = Xk = Sk. Vid́ıme, že v́ıcerozměrné sféry lze psát jako
celulárńı komplexy.

Př́ıklad 2.1.3. Uvažujme topologický prostor RPn, prostor př́ımek skrz počátek v Rn+1. Topo-
logicky se zavede jako faktorprostor Rn+1 \ {0} relaćı ekvivalence λ · x ∼ x pro nějaké nenulové
λ ∈ R, nebo zcela ekvivalentně jako faktorprostor Sn identifikaćı antipodálńıch bod̊u x a −x pro
každé x ∈ Sn.

To je ale totéž jak uvažovat pouze (uzavřenou) horńı hemisféru Sn+ = {x ∈ Sn | x1 ≥ 0},
která homeomorfńı disku Dn (třeba pomoćı stereografických souřadnic), kde body na rovńıku
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∂Sn+
∼= Sn−1 jsou antipodálně identifikovány. Ale Sn−1 s antipodálńı identifikaćı je právě prostor

RPn−1. Projektivńı prostor RPn tedy vyrob́ıme přilepeńım jedné n-cely k RPn−1, kde faktor-
zobrazeńı ϕ : Sn−1 → RPn−1 je naše zobrazeńı v celulárńıch komplexech.

X = RPn lze tedy opět interpretovat jako celulárńı n-rozměrný komplex s právě s jednou
k-celou pro každé 0 ≤ k ≤ n, tj. X = e0 t e1 t · · · t en.

Poznámka 2.1.4. Jeden topologický prostor může mı́t mnoho struktur celulárńıch komplex̊u.
Uvažujme např́ıklad následuj́ıćı identifikaci prostoru RP2 = S2/{x ∼ −x}. Nejprve si na sféře
zvolme trojici bod̊u {N,S,R} , kde N a S jsou póly a R libovolný bod na rovńıku. Potom S2

můžeme interpretovat jako čtverec s identifikaćı:

N

S

R

N R

R S

Obrazem trojice bodu (N,S,R) vzhledem k antipodálńımu zobrazeńı je (S,N,R′), kde R′ je bod

”
u protinožc̊u“ od R. Úhlopř́ıčka čtverce pak odpov́ıdá protilehlému poledńıku:

N

S

R

N R

R S

R′ R′

Potom trojúhelńık
”
pod úhlopř́ıčkou“ odpov́ıdá hemisféře ne východ od R, přičemž antipodálńı

zobrazeńı ji celou zobraźı na hemisféru na západ od R. Kvocient S2 vzhledem k antipodálńımu
zobrazeńı je tedy to samé co tento dolńı trojúhelńık s př́ıslušným ztotožněńım na jeho přeponě:

N

R S ∼ N

R

a

a

bb

To je ale prostor ekvivalentńı čtverci s identifikaćı hran tak jako na druhém obrázku. To nám
dává úplně jinou strukturu celulárńıho komplexu na RP2, který má dvě 0-cely, dvě 1-cely a jednu
2-celu, slepených jak je zobrazeno výše.

Ke každé n-cele enα můžeme přǐradit jej́ı charakteristické zobrazeńı φα : Dn
α → X, de-

finované jako rozš́ı̌reńı ϕα : ∂Dn
α → Xn−1 ⊂ X. Přesněji můžeme φα definovat komutativńım

diagramem

Dn
α Xn−1

⊔
αD

n
α Xn X,

φα

q
(2.4)
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kde q je faktor-zobrazeńı definuj́ıćı Xn, ostatńı šipky jsou inkluze. Snadno se uvid́ı, že na hranici
∂Dn

α je to opravdu ϕα, a zobrazuje int(Dn
α) ≡ enα na jeho homeomorfńı kopii v Xn.

Př́ıklad 2.1.5. Uvažujme standardńı celulárńı komplex na Sn. Potom φ : Dk → Sk je zobrazeńı
co identifikuje celou hranici disku ∂Dk s jedńım bodem v Sk, 0-celou e0.

Popis topologických prostor̊u pomoćı celulárńıch komplex̊u umı́ být velmi užitečným nástrojem.
Zejména proto, že se chová velmi přirozeně vzhledem k obvyklým operaćım na topologických
prostorech. Podkomplex A celulárńıho komplexu je podmnožina, která je sjednoceńım cel X,
taková, že každá cela z A má sv̊uj uzávěr obsažený v A. Každé leṕıćı zobrazeńı ϕα př́ıslušné cele
z A má tedy celý obraz obsažený v A a A samo o sobě je t́ım pádem celulárńım komplexem,
jehož topologie je identická jako podmnožinová v A ⊆ X. Dvojice (X,A) se nazývá CW pár.

Indukćı lze snadno ukázat, že libovolná n-kostra Xn ⊆ X je vždy podkomplex X.

Př́ıklad 2.1.6. Uvažujme dvourozměrný celulárńı komplex X = e0 t (e1
0 t e1

1) t e2 na obrázku:

e0

e10e11

e2

Kromě koster X0 = e0, X1 = e0 t e1
0 t e1

1 a X2 = X1 t e2 má X podsimplexy e0 t e1
0, e0 t e1

1 a
e0 t e1

1 t e2. Zbývaj́ıćı podmnožiny, např́ıklad e2 t e1
0 podsimplexy nejsou.

Poznámka 2.1.7. Nyńı se dá ukázat, že plat́ı následuj́ıćı:

1. Jsou-li X a Y celulárńı komplexy, je i X × Y celulárńı komplex. Maj́ı-li X a Y spočetně
mnoho cel, sed́ı to i topologicky.

2. Pro každý CW pár (X,A) je i kvocient X/A celulárńı komplex, jehož cely jsou cely doplňku
X \ A a jedna nová 0-cela odpov́ıdaj́ıćı obrazu množiny A v X/A. Uděláme-li např́ıklad v
př́ıkladu výše kvocient 1-kostrou X1 ⊆ X, zbude nám 2-cela e2 přidělaná na jednu 0-celu,
tj. topologický prostor S2.

3. Velice d̊uležitou operaćı v algebraické topologii je suspenze S(X) prostoru X, definovaná
jako kvocient

”
válce“ X × I relaćı ekvivalence ∼, definované jako (x, 0) ∼ (x′, 0) a (x, 1) ∼

(x′, 1) pro všechny x, x′ ∈ X. Tedy S(X) = X/ ∼ s obvyklou topologíı.

Struktura celulárńıho komplexu se zavede přirozeně, tj. vezmu součinový celulárńı komplex
na X × I. Z obou podkomplex̊u X × {0} a X × {1} udělám dvě 0-cely a přileṕım k ńım
zbytek. Dá se ukázat, že S(Sn) = Sn+1. T́ımhle zp̊usobem můžeme induktivně dostat
celulárńı komplex na Sn, který ovšem neńı ten z př́ıkladu. Stač́ı se pod́ıvat na následuj́ıćı
sekvence obrázk̊u:
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S0 S0 × I S1

S1
S1 × I S2

Vid́ıme, že S1 a S2 zkonstruované t́ımto indukčńım procesem maj́ı vždy dva kousky od každé
k-cely, pro každé 0 ≤ k ≤ n.

2.2 ∆-komplexy

Jak ukazuje následuj́ıćı obrázek, torus T2, projektivńı rovinu RP2 i Kleinovu lahev K lze ve psát
(kreslit) jako sjednoceńı trojúhelńık̊u s identifikovanými stěnami:

a a

b

b

a a

b

b

a a

b

b

c c c

T2 RP2 K

Snadno lze nalézt podobné rozděleńı pro libovolný pravidelný n-úhelńık. Každou orientovanou
plochu s genusem g lze tedy t́ımto zp̊usobem tzv. triangulovat.

Idea ∆-komplex̊u je zobecnit tento náhled pro libovolnou dimenzi. Nejprve je potřeba zavést
n-rozměrný analog trojúhelńıku. Uvažujme afinně nezávislý soubor n+ 1 vektor̊u (v0, . . . , vn) v
prostoru Rm, tj. (v1 − v0, . . . , vn − v0) je lineárně nezávislý1 soubor v Rm. Potom n-simplex je
komplexńı obal souboru (v0, . . . , vn).

Vektory vi se nazývaj́ı vrcholy simplexu a samotný simplex budeme značit jako [v0, . . . , vn].
Je d̊uležité, že uvažujeme vrcholy jako soubor, tj. včetně pořad́ı.

Př́ıklad 2.2.1. Modelovým př́ıkladem je standardńı simplex v Rn+1, definovaný jako

∆n = {(t0, . . . , tn) ∈ Rn+1 |
n∑
i=0

ti = 1, ti ≥ 0}, (2.5)

t.j. ∆n = [e0, . . . , en], kde {ei}ni=0 je standardńı báze Rn+1. Každý simplex [v0, . . . , vn] je home-
omorfńı ∆n, kde homeomorfismus definovaný jako (t0, . . . , tn) 7→

∑n
i=0 tivi se nazývá barycen-

trické souřadnice.

∆0 ∆1

∆2

1Nutně tedy n ≤ m.
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Z daného n-simplexu [v0, . . . , vn] můžeme
”
vymazat“ vrchol a dostaneme (n−1)-simplex tvořený

zbývaj́ıćımi vrcholy, t.j. [v0, . . . , v̂i, . . . , vn], nazývaný stěna simplexu protilehlá vrcholu vi.
Pořad́ı vrchol̊u stěny, př́ıpadně libovolného podsimplexu (komplexńı obal na podmnožině jeho
vrchol̊u) je určováno jejich pořad́ı v p̊uvodńım souboru. Máme tedy např́ıklad orientaci hran,
1-simplex̊u ve tvaru [vi, vj ] pro 0 ≤ i < j ≤ n.

Sjednoceńı stěn standardńıho n-simplexu se nazývá hranice ∆n, znač́ıme ∂∆n. Otevřený n-
simplex ∆̊n je definovaný jako vnitřek (topologický) n-simplexu, t.j. ∆̊n = ∆n\∂∆n. Formalizace
a zároveň zobecněńı pojmu triangulace shrnuje následuj́ıćı definice:

Definice 2.2.2. Struktura ∆-komplexu na prostoru X je kolekce zobrazeńı σα : ∆n → X,
kde n záviśı na indexu α, taková, že plat́ı následuj́ıćı:

(i) Restrikce σα|∆̊n je injektivńı a každý bod X je v obrazu právě jedné této restrikce.

(ii) Restrikce σα : ∆n → X na libovolnou hranu dává jiné zobrazeńı σβ : ∆n−1 → X z kolekce.

Striktně vzato muśıme použ́ıvat homeomorfismus, který ztotožňuje hranu ∆n se stan-
dardńım (n− 1)-simplexem ∆n−1 a zachovává pořad́ı vrchol̊u.

(iii) Množina A ⊆ X je otevřená, právě tehdy když jej́ı vzor σ−1
α (A) ⊆ ∆n je množina otevřená

v ∆n pro každé ze zobrazeńı σα.

Př́ıklad 2.2.3. Všechny tři obrázky triangulovaných prostor̊u výše zadávaj́ı strukturu ∆-komplexu.
∆-komplexy př́ıslušné T2 a K maj́ı jeden 0-simplex, tři 1-simplexy a dva 2-simplexy, zat́ımco
RP2 má nav́ıc jeden 0-simplex.

Orientace jednotlivých hran v obrázku jednoznačně urč́ı kam budou σα zobrazovat které
vrcholy standardńıch simplex̊u. Porovnejme např́ıklad následuj́ıćı situace:

a a

b

b

a a

b

b

c c

T2 RP2

σ(0)

σ(1) σ(2)

σ(∆2)

σ(2) σ(1)

σ(0)

σ(∆2)

V obou př́ıpadech jsou modré trojúhelńıky (včetně hran a vrchol̊u) obrazem standardńıho 2-
simplexu. Šipky na hranách nejprve urč́ı jak se na ně zobraźı odpov́ıdaj́ıćı standardńı 1- simplexy.
Je výhodné vrcholy standardńıho simplexu označovat pouze č́ısly, t.j. např. ∆2 = [0, 1, 2] má
hrany [0, 1], [1, 2] a [0, 2].

Je-li nyńı např. σ : ∆2 → T2 zobrazeńı na modrý trojúhelńık, muśı být jeho restrikce na
jednotlivé hrany ve shodě s již zadanými zobrazeńımi 1-simplex̊u, a to včetně orientace. To urč́ı
obrazy souboru vrchol̊u (0, 1, 2) jednoznačně. Pro RP2 se situace lǐśı, viz. obrázek.

Poznámka 2.2.4. Na prostor X můžeme nahĺıžet jako na kvocient disjunktńıho sjednoceńı sim-
plex̊u ∆n

α, přičemž ztotožńıme každou hranu každého ∆n
α se simplexem ∆n−1

β , kde β je určený
vlastnost́ı (ii) v definici ∆-komplexu. Stejně jako celulárńı komplexy, můžeme ∆-komplexy bu-
dovat induktivně - k diskrétńı množině 0-simplex̊u přiděláme 1-simplexy a vytvoř́ıme graf, atd.

Poznámka 2.2.5. Zřejmě ∆n ∼= Dn, ∂∆n ∼= Sn−1. Definujeme-li otevřené n-simplexy enα =
σα(∆̊n), definuj́ı nám σα charakteristická zobrazeńı a X je celulárńı komplex s n-celami enα.
Zejména tedy X =

⊔
α e

n
α. Leṕıćı zobrazeńı (restrikce σα na ∂∆n) jsou ovšem velmi speciálńı.
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Př́ıklad 2.2.6. Prvńı z obrázk̊u představuje podivuhodný ∆-komplex nazývaný hlupák̊uv klo-
bouk (anglicky dunce hat). Má jeden 0-simplex, jeden 1-simplex a jeden 2-simplex.

a

aa

a

aa

Druhý obrázek zdánlivě vypadá jako krásný ∆-komplex, ale ve skutečnosti j́ım neńı. Ne každý
obrázek s trojúhelńıky a šipkami je ∆-komplex. Triangulace dotyčného prostoru je ve skutečnosti
poměrně komplikovaná (čtyři 0-simplexy, deset 1-simplex̊u, sedm 2-simplex̊u):

a

aa

p p

p

b1 b2

b3
c1

c2

c3 d3

d1d2

e2

e3e1

T1

T2 T3

T4

T5
T6

T7

2.3 Simpliciálńı homologie

Každý ∆-komplex je ve skutečnosti jen sn̊uškou kombinatorických dat. Ř́ıkáme z jakých simplex̊u
je udělaný, přičemž je podstatné jen to, která hrana kterého simplexu se přileṕı kam - přičemž
lepeńı (jako spojité zobrazeńı) je již jednoznačně určené. Ukazuje se, že těmto dat̊um můžeme
přǐradit algebraický objekt, který bude nav́ıc do jisté mı́ry nezávislý na volbě

”
triangulace“, t.j.

je jedno jak X ze simplex̊u sleṕıme.

Definujeme ∆n(X) jako volnou abelovskou grupu generovanou zobrazeńımi σα : ∆n → X.
Každý element ∆n(X) je tedy formálńı lineárńı kombinace

∑
α nασα, kde nα ∈ Z jsou celoč́ıselné

koeficienty, a jen konečně mnoho z nich je r̊uzných od nuly. Grupovou operaci budeme psát v
aditivńı notaci, přičemž.

(
∑
α

nασα) + (
∑
α

mασα) :=
∑
α

(nα +mα)σα (2.6)

Inverze a jednotka jsou zřejmé. ∆n(X) se nazývá prostor n-řetězc̊u.

Necht’ ∆n = [0, 1, . . . , n]. Standardńı n-simplex má (n+ 1) stěn, které označ́ıme jako

∆n
(i) ≡ [0, . . . , î, . . . , n], (2.7)

kde jsme v ∆n
(i) jednoduše vynechali i-tý vrchol. Z definice je restrikce každého σα na ∆n

(i)

nějaký (n − 1)-simplex σβ : ∆n−1 → X. Má tedy dobrý smysl definovat operátor hranice
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∂n : ∆n(X)→ ∆n−1(X) pomoćı jeho hodnoty na generátory:

∂nσα =

n∑
i=0

(−1)i σα|∆n
(i)
. (2.8)

Poznámka 2.3.1. Operátor hranice si lze vizualizovat následovně. Každý ze simplex̊u ∆n
α =

σα(∆n) je tvořený vrcholy (v0, . . . , vn), t.j. ∆n
α = [v0, . . . , vn]. Potom element ∂nσα ∈ ∆n−1(X)

je celoč́ıselná (formálńı) kombinace zobrazeńı, jej́ımiž obrazy jsou právě stěny [v0, . . . , v̂i, . . . , vn]
simplexu ∆n

α. Můžeme tedy psát ∂n[v0, . . . , vn] =
∑n
i=0(−1)i[v0, . . . , v̂i, . . . , vn].

Jako př́ıklad máme ∂2[v0, v1, v2] = [v1, v2] − [v0, v2] + [v0, v1]. Přǐradili jsme 2-simplexu
[v0, v1, v2] sekvenci (1-̌retězec) jeho hran, přičemž znaménko lze interpretovat jako

”
otočeńı šipky“

tak abychom dostali orientovaný graf hran:

v0 v1

v2

∂2

v0 v1

v2

(2.9)

Co se stane když aplikujeme ∂1 na výsledek ∂2? Dostáváme

∂1([v1, v2]− [v0, v2] + [v0, v1]) = [v2]− [v1]− [v2] + [v0] + [v1]− [v0] = 0. (2.10)

Dostáváme tedy ∂1◦∂2 = 0. Jelikož jsme o simplexu [v0, v1, v2] nepředpokládali v̊ubec nic, vypadá
to na obecné pravidlo.

Tvrzeńı 2.3.2. Pro každý ∆-komplex X plat́ı ∂n−1 ◦ ∂n = 0. Zavád́ı se konvence ∆n(X) = 0
pro n < 0. Jinými slovy im(∂n) ⊆ ker(∂n−1).

D̊ukaz. Označme ∆n
(ij) = [0, . . . , î, . . . , ĵ, . . . , n]. Pro každé σα : ∆n → X máme

∂n−1(∂nσα) = ∂n−1(

n∑
i=0

(−1)jσα|∆n
(j)

) =

n∑
j=0

(−1)j∂n−1(σα|∆n
(j)

)

=
∑
i<j

(−1)i+jσα|∆n
(ij)

+
∑
i>j

(−1)i+j−1σα|∆n
(ji)
.

(2.11)

V druhé sumě můžeme zaměnit sč́ıtaćı indexy i a j, a zjist́ıme, že výsledek se lǐśı právě o
znaménko, takže se obě části odečtou a máme ∂n−1(∂nσα) = 0. �

Definice 2.3.3. Necht’ {Cn}∞n=0 je posloupnost abelovských grup společně s homomorfismy
{∂n}∞n=0, kde ∂n : Cn → Cn−1 splňuj́ı ∂n−1 ◦ ∂n = 0. Tato struktura se nazývá řetězcový
komplex, znač́ıme (C•, ∂•). Index n se často u ∂ neṕı̌se.

Grupě Cn se ř́ıká n-řetězce. Můžeme definovat dvě jej́ı podgrupy. Podgrupa n-cykl̊u Zn =
ker(∂n) a podgrupa n-hranic Bn = im(∂n+1). Zjevně Bn ⊆ Zn ⊆ Cn. Má tedy smysl definovat n-
tou grupu homologie Hn = Zn/Bn. Elementy Hn se nazývaj́ı homologické tř́ıdy. Pokud dva
cykly ω, ω′ ∈ Zn reprezentuj́ı stejnou homologickou tř́ıdu, řekneme, že ω a ω′ jsou homologické.
Dva cykly jsou homologické, lǐśı-li se o hranici: ω′ = ω + ∂β.

Tvrzeńı 2.3.4. Necht’ X je ∆-komplex. Potom Cn = ∆n(X) spolu s operátorem hranice (2.8)
tvoř́ı řetězcový komplex. Př́ıslušnou homologickou grupu znač́ıme H∆

n (X) a nazýváme n-tou sim-
pliciálńı grupou homologie.
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Poznámka 2.3.5. Všimněte si, že je-li v X maximálńı dimenze simplex̊u n, máme Bn = 0 a tedy
H∆
n (X) = Zn. Zřejmě takéH∆

i (X) = 0 pro i > n. Podobně Z0 = C0 a tedyH∆
0 (X) = ∆0(X)/B0.

Př́ıklad 2.3.6. Uvažujme jednoduchý ∆-simplex definovaný jako na obrázku:

v

e

Je tvořený jedńım 0-simplexem v = σv(∆
0) a jedńım 1-simplexem e = σe(∆

1). Máme ∆0(X) =
Z{σv} a ∆1(X) = Z{σe}. Operátor hranice ∂1 : ∆1(X)→ ∆0(X) má tvar

∂1(σe) = σe|∆1
0
− σe|∆1

1
= σv − σv = 0. (2.12)

Odtud vid́ıme, že H∆
1 (X) = Z1 = ∆1(X) = Z{σe} ∼= Z. Zároveň B0 = 0 a tedy H∆

0 (X) =
∆0(X)/B0 = ∆0(X) = Z{σv} ∼= Z. Dokázali jsme následuj́ıćı:

H∆
n (S1) =

{
Z pro n ∈ {0, 1},
0 pro n ≥ 2.

(2.13)

Př́ıklad 2.3.7. Uvažujme torus T2 s následuj́ıćı strukturou ∆-komplexu:

a a

b

b

c

v

vv

v

H

D

V následuj́ıćım ztotožńıme zobrazeńı σ s jejich obrazy vX. Máme tedy ∆0(T2) = Z{v}, ∆1(T2) =
Z{a, b, c} a ∆2(T2) = {H,D}. Začněme operátorem hranice. Máme

∂2H = H|∆2
0
−H|∆2

1
+H|∆2

2
. (2.14)

Ale vrcholy trojúhelńıku H jsou obrazem vrchol̊u ∆2 jako na obrázku v př́ıkladu 2.2.3. Odtud

∂2H = b− c+ a, (2.15)

∂2D = a− c+ b, (2.16)

kde hodnotu na D jsme vypoč́ıtali analogicky. Protože všechny 1-simplexy konč́ı na stejném
vrcholu, 0-simplexu v, máme zřejmě ∂1 = 0. Jdeme poč́ıtat podgrupy cykl̊u.

Abychom vypoč́ıtali Z2, stač́ı si všimnout, že ∂2(H−D) = 0, a tedy Z2 = Z{H−D} ∼= Z. Dále
zřejmě Z1 = ∆1(T2) = Z{a, b, c} a Z0 = ∆0(T2) = Z{v}. Konečně, podgrupa B1 je generovaná
prvkem a+ b− c. Tento stač́ı doplnit na bázi Z1, stač́ı zřejmě soubor (a, b, a+ b− c). Vid́ıme, že
H∆

2 (T2) = Z{a, b, a+ b− c}/Z{a+ b− c} = Z{a, b} ∼= Z⊕ Z. Dostáváme tedy

H∆
n (T2) =


Z pro n = 0,

Z⊕ Z pro n = 1,
Z pro n = 2,
0 pro n ≥ 3.

(2.17)
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Př́ıklad 2.3.8. Uvažujme projektivńı prostor RP2 s následuj́ıćı strukturou ∆-komplexu:

a a

b

b

c

w

vw

v

H

D

Máme tedy ∆0(RP2) = Z{v, w}, ∆1(RP2) = Z{a, b, c} a ∆2(RP2) = {H,D}. Máme

∂2H = b− a+ c, (2.18)

∂2D = a− b+ c. (2.19)

Vid́ıme, že už ∂2 se lǐśı od T2. O mnoho zaj́ımavěǰśı je nav́ıc ∂1. Máme:

∂1a = w − v, ∂1b = w − v, ∂1c = 0. (2.20)

Začněme opět hledáńım 2-cykl̊u, neboli řešeńım rovnice ∂2(λ1H + λ2D) = 0. To vede na rovnici

(λ2 − λ1)a+ (λ1 − λ2)b+ (λ1 + λ2)c = 0. (2.21)

Ta má zřejmě pouze triviálńı řešeńı a tedy H∆
2 (RP2) = Z2 = 0. Pokračujme hledáńım prostoru

1-cykl̊u, tedy jádra homomorfismu ∂1. Rovnice ∂1(λ1a+ λ2b+ λ3c) = 0 vede na

(λ1 + λ2)(w − v) = 0. (2.22)

Nutně tedy λ2+λ1 = 0 a vid́ıme, že Z1 = Z{b−a, c}. Je výhodné psát Z1 = Z{b−a+c, c}. Protože
B1 = im(∂2) je obraz injektivńıho zobrazeńı, je generovaný obrazy libovolné báze ∆2(RP2),
např́ıklad B1 = {∂2(H), ∂2(H +D)} = Z{b− a+ c, 2c}. Odtud snadno vid́ıme, že

H∆
1 (RP2) = Z{b− a+ c, c}/Z{b− a+ c, 2c} ∼= Z/2Z ≡ Z2. (2.23)

Konečně, snadno vid́ıme, že B0 = Z{w − v}. V Z0 = ∆0(RP2) si můžeme zvolit bázi Z0 =
Z{w − v, v} a tedy H∆

0 (RP2) ∼= Z. Souhrnně tedy

H∆
n (RP2) =

 Z pro n = 0,
Z2 pro n = 1,
0 pro n > 1.

(2.24)

2.4 Singulárńı homologie

Ukázali jsme, že pokud je topologický prostor X vybaven strukturou ∆-komplexu, je v principu
snadné spoč́ıtat př́ıslušnou simpliciálńı homologii H∆

• (X). Abychom však těmto algebraickým
dat̊um mohli přǐradit jakýkoliv význam, potřebujeme ukázat, že ve grupy ve skutečnosti nezáviśı
na konkrétńı

”
triangulaci“ prostoru X. Jak je v matematice běžné, na problém se zaútoč́ı z

úplně jiné strany. Kĺıčovým trikem je zavést výrazně obecněǰśı a výpočetně absurdně složitou
homologickou teorii, která se však velmi předv́ıdatelně chová vzhledem ke spojitým zobrazeńım
topologických prostor̊u. Konečně, s použit́ım (již převážně algebraických) trik̊u se ukáže, že grupy
této tzv. singulárńı homologie jsou izomorfńı těm pocházej́ıćı ze simpliciálńı homologie. T́ım
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źıskáme nejen užitečný nástroj na jejich výpočet, ale automaticky i nezávislost těch simpliciálńıch
na konkrétńım ∆-komplexu (a mnoho daľśıho).

Singulárńım n-simplexem nazveme libovolné spojité zobrazeńı σ : ∆n → X. Grupa
singulárńıch n-řetězc̊u Cn(X) je volná abelovská grupa na singulárńıch n-simplexech, tedy
množina konečných formálńıch sum

∑
i niσi, kde ni ∈ Z a σi : ∆n → X. Operátor hranice se

definuje naprosto analogicky jako pro ∆-komplex, tedy

∂nσ =

n∑
i=0

(−1)i σ|∆n
(i)
, (2.25)

kde ∆n
(i)
∼= ∆n−1 je hrana standardńıho n-simplexu ∆n protilehlá vrcholu n. Úplně analogicky

se dokáže, že ∂n ◦ ∂n+1 = 0 a tedy (C•(X), ∂•) tvoř́ı řetězcový komplex. Potom Hn(X) =
ker(∂n)/ im(∂n+1) se nazývá singulárńı n-tou grupou homologie.

Je zřejmé, že výpočet Hn(X) je téměř nemožným úkolem, jelikož i pro hodně jednoduché X
je Cn(X) nespočetná množina. Neńı v̊ubec zřejmé, že by Hn(X) měla být nějaká hezká abelovská
grupa typu Z nebo Zn. Než si ukážeme nejd̊uležitěǰśı vlastnost singulárńı homologie, zavedeme
si následuj́ıćı pojem:

Definice 2.4.1. Necht’ (C•, ∂•) a (C ′•, ∂
′
•) jsou dva řetězcové komplexy. Homomorfismus2 ϕ :

C• → C ′• se nazývá řetězcové zobrazeńı, pokud zachovává stupeň, t.j. ϕ(Cn) ⊆ C ′n a komutuje
s operátory hranice, t.j. plat́ı ∂′n ◦ ϕ = ϕ ◦ ∂n pro každé n ≥ 0. Snadno se rozmysĺı, že řetězcové
komplexy společně s řetězcovými zobrazeńımi tvoř́ı kategorii řetězcových komplex̊u Ch.

Lemma 2.4.2. Přiřazeńı (C•, ∂•) 7→ H• je funktor z Ch do kategorie abelovských grup Ab.

D̊ukaz. Na objektech máme funktor definovaný. Muśıme ukázat, že pro každé řetězcové zobrazeńı
ϕ : C• → C ′• máme indukovaný homomorfismus abelovských grup ϕ∗ ∈ Ab(H•, H

′
•). Necht’

[σ] ∈ Hn je tř́ıda reprezentovaná n-cyklem σ ∈ Cn. Definujeme

ϕ∗[σ] = [ϕ(σ)]. (2.26)

Muśı se ověřit, že je ϕ∗ dobře definované. Zaprvé muśı být ϕ(σ) opět n-cyklus. Ale ∂′n(ϕ(σ)) =
ϕ(∂nσ) = 0, kde jsme využili toho, že ϕ je řetězcové zobrazeńı. Dál nesmı́ záviset na výběru
reprezentanta. Pokud [σ] = [σ′], máme σ′ = σ + ∂n+1λ a tedy ϕ(σ′) = ϕ(σ) + ∂′n+1(ϕ(λ)).
Obrazy se tedy opět lǐśı jen o hranici a ϕ∗ je dobře definované zobrazeńı.

Zjevně jde o morfismus abelovských grup (protože ϕ j́ım z definice je) a na skládáńı se chová
jak má. To dokazuje, že (C•, ∂•) 7→ H• je funktor. �

Lemma 2.4.3. Přiřazeńı X 7→ H•(X) =
⊕∞

n=0Hn(X) je funktor z kategorie Top do Ab.

D̊ukaz. Stač́ı ukázat, že přǐrazeńı X 7→ (C•(X), ∂•) je funktor z Top do Ch. Každému spojitému
zobrazeńı ϕ ∈ Top(X,Y ) muśıme přǐradit řetězcové zobrazeńı ϕ̂ : C•(X) → C•(Y ). Jelikož
Cn(X) je volná abelovská grupa na n-simplexech, stač́ı definovat ϕ̂ na n-simplexech σ : ∆n → X.
To je ale jednoduché, protože ϕ̂(σ) := ϕ ◦ σ definuje spojité zobrazeńı z ∆n do Y , tedy jeden z
generátor̊u Cn(Y ). Muśı se ukázat, že komutuje z hranićı. Ale to je triviálńı:

∂n(ϕ̂(σ)) =

n∑
i=0

(−1)iϕ̂[σ]|∆n
(i)

=

n∑
i=0

(−1)i(ϕ ◦ σ)|∆n
(i)

=

n∑
i=0

(−1)iϕ ◦ (σ|∆n
(i)

) = ϕ̂(∂nσ). (2.27)

2Na C• se d́ıváme jako na abelovskou grupu C• =
⊕

n∈Z Cn.
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Je triviálńı uvidět, že 1̂X = 1 a ˆϕ ◦ ψ = ϕ̂ ◦ ψ̂, což dokazuje, že jsme právě definovali funktor
z Top do Ch. Funktor z tvrzeńı je potom složeńı dvou funktor̊u X 7→ (C•(X), ∂•) 7→ H•(X)
a tedy automaticky funktor. Explicitně pro každé spojité zobrazeńı ϕ ∈ Top(X,Y ) definujeme
morfismus ϕ∗ ∈ Ab(H•(X), H•(Y ) jako ϕ∗[σ] = [ϕ̂(σ)] = [ϕ ◦ σ]. �

Důsledek 2.4.4. Je-li ϕ ∈ Top(X,Y ) homeomorfismus, je ϕ∗ : H•(X)→ H•(Y ) izomorfismus
abelovských grup. Singulárńı homologie je tedy topologický invariant!

Singulárńı homologii můžeme poč́ıtat pro každou komponentu křivkové souvislosti X zvlášt’,
protože plat́ı následuj́ıćı pozorováńı:

Lemma 2.4.5. Každý topologický prostor je disjunktńım sjednoceńım svých komponent křivkové
souvislosti, X =

⊔
αXα. Potom Hn(X) ∼=

⊕
αHn(Xα).

D̊ukaz. Důkaz je zřejmý, pokud si člověk uvědomı́, že pro každý n-simplex σ je σ(∆n) ⊆ Xα

pro nějaké α ze spojitosti zobrazeńı σ. Nav́ıc ∂nσ je rovněž kombinace simplex̊u z podgrupy
Cn−1(Xα) a výpočet Hn(X) lze tedy dělat

”
po komponentách“. �

Důsledek 2.4.6. Je-li X =
⊔
αXα, kde Xα jsou komponenty křivkové souvislosti X, máme

H0(X) =
⊕

α Z. Nultá singulárńı homologie tedy
”

poč́ıtá“ komponenty křivkové souvislosti X.

D̊ukaz. Podle předchoźıho lemmatu stač́ı ukázat, že pro (neprázdný) křivkově souvislý prostor
X máme H0(X) = Z. Grupa C0(X) je volná abelovská grupa na spojitých zobrazeńıch z jedno-
bodové množiny ∆0 do X. Tedy C0(X) = ZX a 0-̌retězce jsou konečné celoč́ıselné kombinace
bod̊u z X. 1-simplexy jsou spojitá zobrazeńı z ∆1 do X, neboli spojité křivky z Top(I,X), a
1-̌retězce C1(X) jsou jejich formálńı celoč́ıselné kombinace.

Necht’ x0 ∈ X je fixńı význačný bod. Označme σx 0-simplex odpov́ıdaj́ıćı bodu x ∈ X. Jelikož
X je křivkově souvislý, existuje křivka f ∈ Top(I,X), taková, že f(0) = x0 a f(1) = x. Necht’

σf ∈ C1(X) je odpov́ıdaj́ıćı 1-simplex. Snadno vid́ıme, že

σx = σx0
+ (σx − σx0

) = σx0
+ ∂1σf . (2.28)

Odtud [σx] = [σx0
] a celá grupa H0(X) je generovaná [σx0

], neboli H0(X) ∼= Z. �

Žádná podobná snadná interpretace neexistuje pro vyšš́ı singulárńı homologické grupy. Ne-
najdeme mnoho př́ıklad̊u, kde lze ty vyšš́ı z definice spoč́ıtat. Jeden bychom však měli.

Př́ıklad 2.4.7. Je-li X jednobodová množina, máme H0(X) = Z a Hn(X) = 0 pro n > 0.

Zřejmě Cn(X) = Z{σn}, kde σn : ∆n → X je jediný možný n-simplex zobrazuj́ıćı ∆n do
jednoho bodu. Operátor hranice ∂n má tvar

∂nσn =

n∑
i=0

(−1)iσn−1 = (

n∑
i=0

(−1)i) · σn−1 =

{
σn−1 je-li n sudé,

0 je-li n liché.
(2.29)

Náš řetězcový komplex je tedy posloupnost grup a zobrazeńı

· · · Z Z Z Z 01 0 1 0 0 (2.30)

Odtud hned vid́ıme, že (ve shodě s předchoźım tvrzeńım) H0(X) = Z. Pro k ≥ 1 pak

H2k(X) = ker(1)/ im(0) = 0/0 = 0, (2.31)

H2k−1(X) = ker(0)/ im(1) = Z/Z = 0. (2.32)
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Poznámka 2.4.8. Prvńı singulárńı homologická grupa H1(X) souviśı velmi úzce s fundamentálńı
grupou π1(X), předpokládáme-li křivkovou souvislost X. Skutečně, lze ukázat, že H1(X) je tzv.
abelizaćı grupy π1(X).

Pro libovolnou grupu G lze sestrojit komutátorovou podgrupu [G,G] ⊆ G, definovanou
jako nejmenš́ı podgrupu obsahuj́ıćı všechny komutátory [g, h] ≡ g−1h−1gh. Je snadné ukázat, že
[G,G] je normálńı podgrupa a tedy má smysl definovat abelizaci G jako

GAb = G/[G,G]. (2.33)

Snadno se ukáže, že GAb je abelovská grupa a G 7→ GAb je funktor z Grp do Ab. Toto
pozorováńı může být užitečné. Např́ıklad

Z2 = H∆
1 (RP2) ∼= H1(RP2) ∼= π1(RP2)Ab, (2.34)

odkud hned vid́ıme, že π1(RP2) 6= 0 a prostor RP2 neńı jednoduše souvislý. Ve skutečnosti se
dá dokázat, že pro libovolnou topologickou křivkově souvislou varietu X je π1(X) automaticky
abelovská a potom rovnou π1(X) ∼= H1(X).

Pro každé spojité zobrazeńı ϕ ∈ Top(X,Y ) máme homomorfismus ϕ∗ : H•(X) → H•(Y ).
Ukazuje se, že tento nezáviśı na výběru reprezentanta př́ıslušné tř́ıdy homotopických zobrazeńı:

Věta 2.4.9. Necht’ ϕ,ϕ′ ∈ Top(X,Y ) jsou homotopická zobrazeńı. Potom ϕ∗ = ϕ′∗.

Důsledek 2.4.10. Je-li ϕ ∈ Top(X,Y ) homotopická ekvivalence, je ϕ∗ izomorfismus.

D̊ukaz věty 2.4.9. Základem d̊ukazu je si správně
”
triangulovat“ prostor ∆n × I. Označme

[v0, . . . , vn] a [w0, . . . , wn] n-simplexy odpov́ıdaj́ıćı kraj̊um ∆n×{0} a ∆n×{1}, přičemž vi a wi
maj́ı stejný obraz v ∆n vzhledem k projekćım, t.j. lež́ı

”
proti sobě“.

v0 v1

v2

w0
w1

w2

Vyrob́ıme nyńı posloupnost n-simplex̊u t́ım, že vždy přesuneme jeden z vrchol̊u vi po úsečce
[vi, wi] do vrcholu wi a začneme pro i = n. Nejprve tedy z [v0, . . . , vn] vyrob́ıme [v0, . . . , vn−1, wn],
potom [v0, . . . , vn−2, wn−1, wn], atd. Celkem dostaneme n nových n-simplex̊u. V př́ıkladu pro
n = 2 na obrázku jsou to postupně [v0, v1, w2] (modrý) a [v0, w1, w2] (červený).

Typický krok tento konstrukce vyráb́ı z [v0, . . . , vi, wi+1, . . . , wn] přesunut́ım vi do wi simplex
[v0, . . . , wi, wi+1, . . . , wn]. Oba dva n-simplexy jsou stěnou (n+1)-simplexu [v0, . . . , vi, wi, . . . , vn].
V př́ıkladu nahoře jsou 2-simplexy [v0, v1, w2] (modrý) a [v0, w1, w2] (červený) stěnami 3-simplexu
(čtyřstěnu) [v0, v1, w1, w2]. Snadno si rozmysĺıme, že ∆n× I lze psát jako sjednoceńı n+ 1 právě
takto sestrojených (n+ 1)-simplex̊u ∆[i] ≡ [v0, . . . , vi, wi, . . . , wn]. Podstatné je, že ∆[i] a ∆[i+1]

spolu soused́ı vždy právě jednou stěnou, a to n-simplexem [v0, . . . , vi, wi+1, . . . , wn].
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Necht’ H : X × I → Y je homotopie zobrazeńı ϕ a ϕ′. Pro libovolný singulárńı simplex
σ : ∆n → X můžeme sestrojit zobrazeńı H ◦ (σ × 1) : ∆n × I → Y . Pomoćı něj a konstrukce
výše můžeme sestrojit tzv. hranolový operátor P : Cn(X)→ Cn+1(Y ) jako

P (σ) =

n∑
i=0

(−1)i{H ◦ (σ × 1)}|∆[i]
(2.35)

Všimněte si, že tento operátor zdvihá stupeň řetězce z singulárńım komplexu o 1. Je kĺıčové si
rozmyslet, jak se P chová vzhledem k operátoru hranice. Ukážeme si, že plat́ı rovnost

∂n+1 ◦ P = ϕ̂′ − ϕ̂− P ◦ ∂n, (2.36)

kde ϕ̂[σ] = ϕ◦σ je řetězcové zobrazeńı obou komplex̊u, podobně pro ϕ̂′. Slovem hranol se typicky
označuje ∆n× I. Tuto rovnici si lze (intuitivně) představit jako tvrzeńı, že hranice hranolu P (σ)
je tvořena dvěma podstavami ϕ̂′(σ) a ϕ̂(σ) a hranolem vyrobeným z hranice, t.j. P (∂nσ), přičemž
znaménka jen zaručuj́ı správnou orientaci. Prostým dosazeńım dostáváme

∂n+1P (σ) =

n∑
i=0

(−1)i∂n+1({H ◦ (σ × 1)}|[v0,...,vi,wi,...,wn])

=
∑
j≤i

(−1)i+j{H ◦ (σ × 1)}|[v0,...,v̂j ,...,vi,wi,...,wn]

+
∑
j≥i

(−1)i+j+1{H ◦ (σ × 1)}|[v0,...,vi,wi,...,ŵj ,...,wn].

(2.37)

Členy, kde i = j tvoř́ı jednoduchou sumu

n∑
i=1

(
(−1)2i{H ◦ (σ × 1)}|[v0,...,vi−1,wi,...,wn] + (−1)2i+1{H ◦ (σ × 1)}|[v0,...,vi,wi+1,...,wn]

)
. (2.38)

Vid́ıme, že se členy po dvojićıch odečtou až na dva krajńı odpov́ıdaj́ıćı i ∈ {0, n}:

(−1)0{H ◦ (σ × 1)}|[w0,...,wn] = ϕ′ ◦ σ, (−1)2n+1{H ◦ (σ × 1)}|[v0,...,vn] = −ϕ ◦ σ. (2.39)

Sč́ıtance s i = j tedy dávaj́ı přesně rozd́ıl obou podstav ϕ̂′(σ)− ϕ̂(σ). Zbývaj́ıćı členy jsou přesně
opak P (∂nσ), protože ∂nσ =

∑n
j=0(−1)jσ|[v0,...,v̂j ,...,vn] a Teda

P (∂nσ) =
∑
j<i

(−1)j+i−1{H ◦ (σ × 1)}|[v0,...,v̂j ,...,vi,wi,...,wn]

+
∑
j>i

(−1)j+i{H ◦ (σ × 1)}|[v0,...vi,wi,...,ŵj ,...,wn].
(2.40)

T́ım jsme dokázali rovnici (2.36). Zbytek d̊ukazu je nyńı velice jednoduchý. Necht’ σ ∈ Cn(X) je
libovolný n-cyklus. Máme ukázat, že ϕ′∗[σ] = ϕ∗[σ]. Ale

(ϕ′∗ − ϕ∗)[σ] = [(ϕ̂′ − ϕ̂)(σ)] = [∂n+1(P (σ)) + P (∂nσ)] = [∂n+1(P (σ)) + P (0)] = 0. (2.41)

T́ımto můžeme považovat větu za dokázanou. �

Důkaz je typickou ukázkou velmi obvyklé konstrukce v algebraické topologii. Chtěli jsme
ukázat, že dvě řetězcová zobrazeńı ϕ̂ a ϕ̂′ z Cn(X) do Cn(Y ) indukuj́ı stejné zobrazeńı ϕ∗ = ϕ′∗
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mezi př́ıslušnými homotopiemi Hn(X) a Hn(Y ). Sestrojili jsme zobrazeńı P : Cn(X)→ Cn+1(Y ),
které splňuje rovnici ϕ̂′ − ϕ̂ = ∂n+1 ◦ P + P ◦ ∂n.

Takovému zobrazeńı P se ř́ıká řetězcová homotopie a řetězcová zobrazeńı ϕ̂′ a ϕ̂ jsou
řetězcově homotopická. Jde o algebraický analog pojmu homotopie, člověk si snadno rozmysĺı,
že být řetězcově homotopický definuje relaci ekvivalence na prostoru Ch((C•, ∂•), (C

′
•, ∂
′
•)) pro

libovolné dva řetězcové komplexy (C•, ∂•), (C
′
•, ∂
′
•).

Př́ıklad 2.4.11. Necht’ X je kontraktibilńı prostor. Z definice má X homotopický typ bodu a
existuje tedy homotopická ekvivalence ϕ : X → {∗}. Podle př́ıkladu 2.4.7 a d̊usledku 2.4.10 tedy

Hn(X) =

{
Z pro n = 0,
0 pro n ≥ 1.

(2.42)

2.5 Exaktńı posloupnosti a vyř́ıznut́ı

Je-li X topologický prostor a A ⊆ X jeho uzavřená podmnožina, je přirozené se ptát, jak souviśı
homologické grupy Hn(A), Hn(X/A) a Hn(X). V ideálńım světě by platilo, že Hn(X/A) ∼=
Hn(X)/Hn(A), což by ale při obecné platnosti tohoto tvrzeńı vedlo k trivialitě celé homologické
teorie. Z technických d̊uvod̊u je vhodné si zavést následuj́ıćı mı́rnou modifikaci:

Definice 2.5.1. Pro libovolný neprázdný topologický prostor X definujeme ε : C0(X) → Z
vztahem ε(

∑
i niσi) =

∑
i ni. Pro libovolný 1-simplex σ je ε(∂1σ) = ε(σ|∆1

(0)
−σ|∆1

(1)
) = 1−1 = 0.

Můžeme tedy uvažovat augmentovaný singulárńı komplex:

· · · C2(X) C1(X) C0(X) Z 0.
∂2 ∂1 ε (2.43)

Př́ıslušná homologie H̃n(X) se nazývá redukovaná singulárńı homologie. Zjevně H̃n(X) =

Hn(X) pro n > 0 a H̃−1(X) = 0. ε̂[σ] = ε(σ) je dobře definovaný epimorfismus z H0(X) do Z a

H̃0(X) ⊆ H0(X) je jeho jádro. Tedy H0(X) ∼= H̃0(X)⊕ Z.

Je-li ϕ : X → Y spojité zobrazeńı, indukované zobrazeńı ϕ∗ : H̃0(X) → H̃0(Y ) můžeme
definovat stejným předpisem, protože pokud σ ∈ C0(X) splňuje ε(σ) = 0, pak ε′(ϕ ◦ σ) = 0.

Př́ıklad 2.5.2. Pro křivkově souvislý topologický prostor je H̃0(X) = 0. Ukázali jsme totiž, že
H0(X) = Z[σx0

], kde x0 ∈ X je libovolný fixńı bod. Potom ε̂[σx0
] = 1 je zjevně izomorfismus a

má tedy triviálńı jádro H̃0(X).

Velmi užitečným konceptem v algebraické topologii je exaktnost posloupnost́ı homomorfismů
grup. Často umožńı jednoduše formulovat několik předpoklad̊u najednou.

Definice 2.5.3. Uvažujme posloupnost grup a homomorfismů

· · · An+1 An An−1 · · ·ϕn+1 ϕn
(2.44)

Řekneme, že jde o exaktńı posloupnost, pokud ker(ϕn) = im(ϕn+1) pro každé n.

Př́ıklad 2.5.4. Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Posloupnost 0 A B
ϕ

je exaktńı, právě tehdy když je ϕ injektivńı.

(ii) Posloupnost A B 0
ϕ

je exaktńı, právě tehdy když je ϕ surjektivńı.
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(iii) Posloupnost 0 A B 0
ϕ

je exaktńı, právě tehdy když je ϕ izomorfismus.

(iv) Posloupnost 0 A B C 0
ϕ ψ

je exaktńı, právě tehdy když je ϕ in-
jektivńı, ψ surjektivńı a kerψ = imϕ. Tento speciálńı př́ıpad se nazývá krátká exaktńı
posloupnost.

Věta 2.5.5. Necht’ X je topologický prostor a A jeho uzavřená podmnožina. Dále A muśı být
deformačńı retrakt nějakého okoĺı U ⊆ X. Dvojice (X,A) se nazývá dobrý pár. Potom existuje
následuj́ıćı exaktńı posloupnost redukovaných homologických grup:

· · · H̃n(A) H̃n(X) H̃n(X/A)

H̃n−1(A) H̃n−1(X) H̃n−1(X/A) · · · H̃0(X/A) 0,

i∗ q∗

δ

i∗ q∗
(2.45)

kde i ∈ Top(A,X) je vnořeńı a q ∈ Top(X,X/A) faktor-zobrazeńı.

Homomorfismus δ je definovaný následovně: Pro každé [σ] ∈ Hn(X/A) najdu σ̂ : ∆n → X
splňuj́ıćı q ◦ σ̂ = σ. Protože ∂σ = 0, bude nutně ∂σ̂ ∈ Cn−1(A) a m̊užu definovat δ[σ] = [∂σ̂]. To
že to jde a je to nezávislé na volbách je netriviálńı.

Poznámka 2.5.6. Př́ıkladem dobrého páru je např́ıklad každý CW pár (X,A), t.j. celulárńı kom-
plex X společně s jeho libovolným podkomplexem A.

Důsledek 2.5.7 (Redukovaná homologie sfér). Plat́ı H̃n(Sn) ∼= Z a H̃i(Sn) = 0 pro i 6= n.

D̊ukaz. Stač́ı si vźıt (X,A) = (Dn,Sn−1). Zjevně se jedná o dobrý pár a X/A = Sn. Protože Dn

je kontraktibilńı prostor, máme H̃i(D
n) = 0 pro všechny i. V exaktńı posloupnosti (2.45) se pro

každé i > 0 vyskytuje úsek

· · · 0 H̃i(Sn) H̃i−1(Sn−1) 0 · · · ,i∗ q∗ δ i∗ q∗
(2.46)

jehož exaktnost okamžitě implikuje, že δ : H̃i(Sn)→ H̃i−1(Sn−1) je izomorfismus. Odtud indukćı

okamžitě plyne, že H̃n(Sn) ∼= · · · ∼= H̃0(S0) ∼= Z. Pro i < n je H̃i(Sn) ∼= H̃0(Sn−i) = 0, protože

S̃n−i je křivkově souvislá. Pro i > n je H̃i(Sn) = H̃i−n(S0) = 0, protože S0 je disjunktńı
sjednoceńı dvou bod̊u. �

Důsledek 2.5.8 (Brouwerova věta o pevném bodě v dimenzi n). Každé spojité zobrazeńı
ϕ : Dn → Dn má pevný bod.

D̊ukaz. V d̊ukazu pro n = 2 jsme argumentovali, že stač́ı ukázat, že neexistuje retrakce r : Dn →
∂Dn ∼= Sn−1. Pokud by existovala, máme r ◦ i = 1 a tedy

H̃n−1(Sn−1) H̃n−1(Dn) H̃n−1(Sn−1)
i∗ r∗ (2.47)

definuje automorfismus grupy H̃n−1(Sn−1) ∼= Z. Ale prostředńı člen H̃n−1(Dn) je triviálńı grupa
a tedy nutně i∗ a r∗ jsou triviálńı zobrazeńı, což vede ke sporu. �

Větu 2.5.5 si podrobně nedokážeme, protože vynecháme nejtěžš́ı část. Nejprve si ukážeme,
že podobná dlouhá exaktńı posloupnost existuje, když homologie X/A nahrad́ıme jinou grupou,
tzv. relativńı homologíı.
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Definice 2.5.9. Pro libovolnou podmnožinu A ⊆ X můžeme sestrojit faktorgrupu relativńıch
n-řetězc̊u Cn(X,A) = Cn(X)/Cn(A). Protože ∂n(Cn(A)) ⊆ Cn−1(A), můžu přirozeně induko-
vat operátor relativńı hranice ∂n : Cn(X,A)→ Cn−1(X,A). Dostávám řetězcový komplex

· · · Cn+1(X,A) Cn(X,A) Cn−1(X,A) · · · 0
∂n+1 ∂n , (2.48)

a př́ıslušné Hn(X,A) = ker ∂n/ im ∂n+1 se nazývaj́ı grupy relativńı homologie.

Označme q : Cn(X) → Cn(X,A) přirozené faktor-zobrazeńı z definice relativńıch n-̌retězc̊u.
Rovněž z definice dostáváme pro každé n komutativńı diagram

0 Cn(A) Cn(X) Cn(X,A) 0

0 Cn−1(A) Cn−1(X) Cn−1(X,A) 0

∂

i

∂

q

∂

i q

, (2.49)

kde už dál nebudeme explicitně psát stupeň ∂. Oba řádky tvoř́ı krátkou exaktńı posloupnost.
Označme An = Cn(A), Bn = Cn(X) a Cn = Cn(X,A). Jelikož tohle plat́ı pro každé n, můžeme
vyrobit komutativńı

”
superdiagram“:

0 0 0

· · · An+1 An An−1 · · ·

· · · Bn+1 Bn Bn−1 · · ·

· · · Cn+1 Cn Cn−1 · · ·

0 0 0

∂

i

∂

i i

∂

q

∂

q q

∂ ∂

(2.50)

Stoj́ı za povšimnut́ı, že i a q lze interpretovat jako řetězcová zobrazeńı. Přirozeně tedy indu-
kuj́ı zobrazeńı př́ıslušných homologíı i∗ : H•(A) → H•(B) a q∗ : H•(B) → H•(C). Kĺıčové je
následuj́ıćı obecně platné pozorováńı:

Tvrzeńı 2.5.10 (Had́ı lemma). Uvažujme scénář jako v diagramu (2.50). Potom pro každé n
existuje tzv. spojuj́ıćı homomorfismus δ : Hn(C)→ Hn−1(A) takový, že

· · · Hn+1(A) Hn(A) Hn−1(A) · · ·

· · · Hn+1(B) Hn(B) Hn−1(B) · · ·

· · · Hn+1(C) Hn(C) Hn−1(C) · · ·

i∗ i∗ i∗

q∗ q∗ q∗

δ δ

(2.51)

je dlouhá exaktńı posloupnost.
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D̊ukaz. Sestroj́ıme zobrazeńı δ : Hn(C) → Hn−1(A). Uvažujme tedy [c] ∈ Hn(C) pro nějaké
c ∈ Cn. Z předpokladu je q surjektivńı a tedy c = q(b) pro nějaké b ∈ Bn. Potom ale q(∂b) =
∂(q(b)) = ∂c = 0, protože c je n-cyklus. Z exaktnosti ∂b ∈ ker(q) = im(i) a tedy nutně existuje
(právě jedno) a ∈ An−1 splňuj́ıćı ∂b = i(a). Definujeme δ[c] = [a].

V pr̊uběhu jsme činili několik voleb, muśıme ukázat, že definice δ je na nich nezávislá. Necht’

b′ ∈ Bn také splňuje q(b′) = c. Protože q(b′− b) = 0, existuje z exaktnosti (právě jedno) k ∈ An,
že b′ = b+ i(k). Stejně jako předt́ım máme ∂b′ = i(a′) pro unikátńı a′ ∈ An−1. Potom ale

i(a′) = ∂(b′) = ∂(b+ i(k)) = i(a+ ∂k), (2.52)

protože i komutuje s hranićı. Jelikož je z exaktnosti i prosté, máme a′ = a+ ∂k, tedy [a′] = [a].

Dál muśıme vyřešit závislost na výběru reprezentanta tř́ıdy [c]. Necht’ [c′] = [c], neboli c′ =
c + ∂n pro n ∈ Cn+1. Protože q je surjektivńı, existuje m ∈ Bn+1 splňuj́ıćı q(m) = n. Můžeme
tedy psát c′ = c+∂n = c+∂(q(m)) = c+q(∂m). Je-li c = q(b), máme tedy c′ = q(b+∂m). Podle
konstrukce popsané výše najdeme a′ řeš́ıćı rovnici i(a′) = ∂(b+ ∂m) = ∂b = i(a). Z injektivity i
ale a′ = a. Zobrazeńı δ je tedy dobře definované. Ve zbytku d̊ukazu je třeba objasnit exaktnost
sekvence výše. Muśıme ukázat trojici vlastnost́ı

(i) ker(q∗) = im(i∗): Jelikož q ◦ i = 0 a tedy q∗ ◦ i∗ = 0, jedna inkluze je zřejmá. Opačně, necht’

q∗[b] = 0, což implikuje q(b) = ∂k pro k ∈ Cn+1. Protože je q surjektivńı, existuje m ∈ Bn+1

splňuj́ıćı k = q(m). Potom ale q(b− ∂m) = 0. Z exaktnosti máme a ∈ An splňuj́ıćı rovnici
b− ∂m = i(a). Ověř́ıme, že a je cyklus. Máme i(∂a) = ∂(i(a))∂(b− ∂m) = ∂b = 0, protože
b reprezentuje tř́ıdu homologie. Z injektivity i je ∂a = 0. Konečně, [b] = [i(a) + ∂m] =
[i(a)] = i∗[a]. To dokazuje druhou inkluzi.

(ii) ker (δ) = im(q∗): Nejprve ukážeme, že δ ◦ q∗ = 0. Necht’ [c] = q∗[b] pro b ∈ Bn. Jelikož
b reprezentuje homologickou tř́ıdu, máme ∂b = 0. Ale a v definici δ bylo unikátńı řešeńı
rovnice ∂b = i(a). Nutně tedy a = 0 a δ[c] = [a] = 0. Opačně, necht’ δ[c] = 0 = [∂x] pro
nějaké x ∈ An. Ale ∂x je jednoznačné řešeńı rovnice ∂b = i(∂x) pro nějaké b ∈ Bn splňuj́ıćı
q(b) = c. Odtud ∂(b− i(x)) = 0. Potom q∗[b− i(x)] = [q(b− i(x))] = [c]. T́ım jsme dokázali
opačnou inkluzi ker(δ) ⊆ im(q∗).

(iii) im(δ) = ker(i∗): Rovnice i∗ ◦ δ = 0 je opět jednoduchá, protože i∗(δ[c]) = i∗[a] = [i(a)] =
[∂b] = 0. Naopak, necht’ i∗[a] = 0 pro nějaký cyklus a ∈ An−1. To ale znamená, že i(a) = ∂b
pro nějaké b ∈ Bn. Dostáváme ∂(q(b)) = q(∂b) = q(i(a)) = 0. Vid́ıme, že q(b) může
reprezentovat tř́ıdu [q(b)]. Z konstrukce zřejmě δ[q(b)] = [a] a opačná inkluze je dokázána.

Nalezli jsme hada a jsme hotovi. �

Důsledek 2.5.11. Pro každý topologický prostor X a jeho libovolnou podmnožinu A dostáváme
dlouhou exaktńı posloupnost homologických grup

· · · Hn(A) Hn(X) Hn(X,A)

Hn−1(A) Hn−1(X) Hn−1(X,A) · · · H0(X,A) 0,

i∗ q∗

δ

i∗ q∗
(2.53)

kde i ∈ Top(A,X) je inkluze a q∗ je indukované zobrazeńım q : Cn(X)→ Cn(X,A).
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Poznámka 2.5.12. Pro A 6= ∅ můžeme úplně stejně odvodit dlouhou exaktńı sekvenci reduko-
vaných homologíı, kde se ve stupni −1 přidá krátká exaktńı sekvence

0 Z Z 0 0.1 (2.54)

Zejména plat́ı H̃n(X,A) = Hn(X,A) pro každé n. Konečně, pro libovolné neprázdné podmnožiny
B ⊆ A ⊆ X můžeme uvažovat krátkou exaktńı posloupnost

0 Cn(A,B) Cn(X,B) Cn(X,A) 0,i q
(2.55)

a pomoćı had́ıho lemmatu dostáváme dlouhou exaktńı posloupnost s relativńımi homologickými
grupami Hn(A,B), Hn(X,B) a Hn(X,A). Pro B = {a} ⊆ A dostaneme dlouhou posloupnost
redukovaných homologíı.

Př́ıklad 2.5.13. Pro libovolný bod x0 ∈ X můžeme uvažovat dlouhou exaktńı sekvenci reduko-
vaných homologických grup pro dvojici (X,x0). Protože H̃n(x0) = 0 pro všechny n, dostáváme
exaktńı úseky ve tvaru

0 H̃n(X) Hn(X,x0) 0,
q∗

(2.56)

což dokazuje, že Hn(X,x0) ∼= H̃n(X).

Důkaz věty 2.5.5 využ́ıvá následuj́ıćı kĺıčovou vlastnost singulárńı homologie, jej́ıž d̊ukaz je
dalece nad rámec této přednášky. Poznamenejme, že podobně jako pro singulárńı homologie,
každé zobrazeńı ϕ : X → Y které splňuje ϕ(A) ⊆ B pro nějaké podmnožiny A ⊆ X a B ⊆ Y ,
indukuje homomorfismus ϕ∗ : Hn(X,A)→ Hn(Y,B).

Věta 2.5.14 (Věta o vyř́ıznut́ı). Pro libovolné množiny Z ⊆ A ⊆ X, kde uzávěr Z je ve vnitřku
A. Potom vnořeńı (X − Z,A − Z) 7→ (X,A) indukuje izomorfismus relativńıch homologických
grup Hn(X − Z,A− Z) 7→ Hn(X,A) pro každé n ≥ 0.

Abychom dokázali větu 2.5.5, zbývá ukázat, že relativńı grupy Hn(X,A) a a redukované

grupy H̃n(X/A) jsou pro dobrý pár (X,A) izomorfńı.

Tvrzeńı 2.5.15. Pro dobrý pár (X,A) zobrazeńı q : (X,A) → (X/A,A/A) indukuje izomorfis-

mus grup q∗ : Hn(X,A)→ Hn(X/A,A/A) ∼= H̃n(X/A).

D̊ukaz. Necht’ U ⊆ X je okoĺı uzavřené podmnožiny A která je jeho deformačńım retraktem.
Můžeme uvažovat komutativńı diagram

Hn(X,A) Hn(X,U) Hn(X −A,U −A)

Hn(X/A,A/A) Hn(X/A,U/A) Hn(X/A−A/A,U/A−A/A)

q∗ q∗ q∗ (2.57)

Celý problém je v tom, že větu o vyř́ıznut́ı nemůžeme použ́ıt př́ımo, ale muśıme umět
”
obalit“

množinu A otevřeným okoĺım, které se na ni dokáže spojitě
”
smrsknout“. Ukážeme, že všechny

horizontálńı šipky jsou izomorfismy, a nejpravěǰśı q∗ také. Komutativita zajist́ı, že homomorfis-
mus označený přerušovaně je izomorfismus.
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Levá horńı horizontálńı šipka je izomorfismus protože trojice (A,U,X) dle poznámky 2.5.12
indukuje dlouhou exaktńı posloupnost

· · · Hn(U,A) Hn(X,A) Hn(X,U) Hn−1(U,A) · · · . (2.58)

Deformačńı retrakce U na A indukuje homotopickou ekvivalenci dvojic3 (U,A) a (A,A). Stejně
jako pro singulárńı grupy plat́ı Hn(U,A) ∼= Hn(A,A) = 0. Krajńı členy v posloupnosti výše jsou
tedy triviálńı a prostředńı šipka je isomorfismus. Protože U/A je zjevně deformačńım retraktem
A/A, stejný argument lze použ́ıt na levou dolńı horizontálńı šipku.

Obě pravé horizontálńı šipky nejsou nic jiného než izomorfismy z věty o vyř́ıznut́ı. Konečně,
nejpravěǰśı q∗ je izomorfismus, protože restrikce q na X − A je homeomorfismus topologických
prostor̊u X −A a X/A−A/A. T́ım máme tvrzeńı dokázané. �

Věta 2.5.16 (Věta o invariance dimenze, Brouwer cca 1910). Jsou-li U ⊆ Rn a V ⊆ Rm
dvě homeomorfńı otevřené množiny, je m = n.

D̊ukaz. necht’ x ∈ U . Potom Hk(U,U − {x}) ∼= Hk(Rn,Rn − {x}) podle věty o vyř́ıznut́ı. Z
dlouhé exaktńı posloupnosti (2.53) pro dvojici (Rn,Rn − {x}) dostáváme Hk(Rn,Rn − {x}) ∼=
H̃k−1(Rn−{x}) ∼= H̃k−1(Sn−1), kde jsme využili, že Sn−1 je deformačńı retrakt Rn−{x}. Podle
d̊usledku 2.5.7 tedy Hn(U,U − {x}) ∼= Z a všechny ostatńı jsou nula.

Libovolný homeomorfismus ϕ : U → V ale indukuje izomorfismus relativńıch homologických
grup Hk(U,U − {x}) a Hk(V, V − {ϕ(x)}). Odtud snadno vid́ıme, že nutně m = n. �

Na závěr této sekce si spoč́ıtáme ještě dva př́ıklady, které budeme potřebovat v sekci následuj́ıćı.

Př́ıklad 2.5.17. Ukažme si relativńı singulárńı homologii páru Hi(D
n, ∂Dn). Tvrd́ıme, že

Hn(Dn, ∂Dn) = Z, Hi(D
n, ∂Dn) = 0 pro i 6= n. (2.59)

Toto se nejjednodušeji dokáže z dlouhé exaktńı sekvence pro redukované homologie. Dostáváme
tam exaktńı úseky ve tvaru

H̃i(∂D
n) H̃i(D

n) Hi(D
n, ∂Dn) H̃i−1(∂Dn) H̃i−1(Dn) (2.60)

Pro i = n využijeme toho, že H̃n−1(∂Dn) = H̃n−1(Sn−1) = Z a dostáváme exaktńı posloupnost

0 Hn(Dn, ∂Dn) Z 0, (2.61)

z které plyne prvńı tvrzeńı. Pro i 6= n je mı́sto Z nula, z čehož plyne druhé tvrzeńı.

Př́ıklad 2.5.18. Spoč́ıtali jsme, že Hn(Dn, ∂Dn) je netriviálńı grupa izomorfńı Z, t.j. jsou volně
generované jednou homologickou tř́ıdou. Někdy je užitečné nalézt explicitńı předpis pro n-cyklus
který ji reprezentuje.

Dvojici (Dn, ∂Dn) je užitečné nahradit ekvivalentńı (homeomorfńı) dvojićı (∆n, ∂∆n). V
singulárńım komplexu Cn(∆n) vždy máme n-simplex 1n : ∆n → ∆n. Z definice maj́ı všechny
simplexy tvoř́ıćı hranici ∂1n hodnoty v ∂∆n, z čehož plyne, že 1n reprezentuje relativńı n-cyklus
v Cn(∆n, ∂∆n), označme ho jako 1′n. Tvrd́ıme, že [1′n] ∈ Hn(∆n, ∂∆n) je generátor.

3Homotopická ekvivalence prostor̊u, kde homotopie pro každé t zachovávaj́ı podmnožiny.
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To se ukáže indukćı podle n. Pro n = 0 lze tvrzeńı snadno vidět př́ımo z definice. Uvažujme
tedy n > 0 libovolné. Symbolem Λ označme podmnožinu ∂∆n tvořenou všemi stěnami ∆n kromě
jedné. Tvrd́ıme, že šipky v následuj́ıćım diagramu jsou izomorfismy:

Hn(∆n, ∂∆n) Hn−1(∂∆n,Λ) Hn−1(∆n−1, ∂∆n−1) (2.62)

Levá šipka je spojuj́ıćı homomorfismus v dlouhé exaktńı posloupnosti pro trojici Λ ⊂ ∂∆n ⊂ ∆n:

Hn(∂∆n,Λ) Hn(∆n,Λ) Hn(∆n, ∂∆n) Hn−1(∂∆n,Λ) Hn−1(∆n,Λ) (2.63)

Dá se snadno uvidět, že Λ je deformačńı retrakt ∆n, odtud ale Hi(∆
n,Λ) ∼= Hi(Λ,Λ) = 0. To

mi dává dvě nuly v posloupnosti výše a ukazuje, že spojuj́ıćı homomorfismus je izomorfismus.

Druhá šipka je indukovaná inkluźı stěny i : ∆n−1 → ∂∆n kterou jsme vynechali v definici
Λ. Potom i(∂∆n−1) ⊆ Λ, máme zobrazeńı pár̊u a tedy i indukovaný homomorfismus relativńıch
homologíı i∗ : Hn−1(∆n−1, ∂∆n−1)→ Hn−1(∂∆n,Λ). Pro n = 1 plat́ı izomorfismus už na úrovni
řetězcových komplex̊u C0(∆0)→ C0(∂∆1,Λ), stač́ı uvažovat n > 1. Potom ale (∆n−1, ∂∆n−1) a
(∂∆n,Λ) jsou dobré páry. Dostáváme tedy komutativńı diagram

Hn−1(∆n−1, ∂∆n−1) Hn−1(∂∆n,Λ)

Hn−1(∆n−1/∂∆n−1) Hn−1(∂∆n/Λ),

(2.64)

kde přerušovaná šipka je indukovaná zobrazeńım î : ∆n−1/∂∆n−1 → ∂∆n/Λ, které pocháźı z
injektivńıho vnořeńı ∆n−1 do ∂∆n. Snadno je vidět, že î je homeomorfismus, což ihned implikuje,
že přerušovaná šipka v diagramu nahoře je izomorfismus.

Zbytek d̊ukazu je jednoduchou aplikaćı indukčńıho předpokladu. Homologická tř́ıda [1′n] se
spojuj́ıćım izomorfismem zobraźı na tř́ıdu (viz. d̊ukaz had́ıho lemma) [∂1′n] ∈ Hn−1(∂∆n,Λ). V
závislosti na tom, kterou přesně stěnu jsme vyndali při definici Λ je ale tato tř́ıda rovná ±[1′n−1],
které podle indukčńıho předpokladu generuj́ıHn−1(∆n−1, ∂∆n−1) a tedy iHn−1(∂∆n,Λ). Vid́ıme,
že [1′n] je izomorfńım obrazem (až na znaménko) generátoru, a tedy rovněž generátor.

2.6 Singulárńı versus simpliciálńı

V předchoźı sekci jsme si připravili p̊udu pro d̊ukaz kĺıčového tvrzeńı této kapitoly. Uvažujme
nejprve ∆-komplex X a jeho podkomplex A. Podkomplexem rozumı́me sjednoceńı nějakých sim-
plex̊u z X rovněž tvoř́ıćı ∆-komplex. Z logiky věci (simpliciálńı homologie funguje stejně jako
singulárńı, jen použ́ıvá méně simplex̊u) můžeme definovat relativńı simpliciálńı homologii
H∆
n (X,A) jako homologii řetězcového komplexu ∆n(X,A) = ∆n(X)/∆n(A). Naprosto analo-

gicky pak můžeme sestavit př́ıslušné krátké exaktńı posloupnosti a použ́ıt had́ı lemma na źıskáńı
dlouhé exaktńı sekvence s grupami H∆

n (A), H∆
n (X) a H∆

n (X,A).

Jelikož každý n-simplex σα : ∆n → X v ∆-komplexu X je z definice singulárńı simplex
v X, snadno dostáváme kanonické řetězcové zobrazeńı ∆n(X,A) → Cn(X,A), které indukuje
homomorfismus grupH∆

n (X,A)→ Hn(X,A). Nyńı si ukážeme, že toto zobrazeńı je izomorfismus.
Volbou A = ∅ pak snadno dostaneme tvrzeńı pro absolutńı homologie.

Věta 2.6.1. Homomorfismy H∆
n (X,A)→ Hn(X,A) jsou izomorfismy pro libovolné n a všechny

dvojice ∆-komplex̊u (X,A).
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D̊ukaz. Důkaz si ukážeme pouze pro konečněrozměrný ∆-komplex X, t.j. X = Xm pro nějaké
m ≥ 0. Tvrzeńı plat́ı obecně, jen se muśı trošku v́ıce pracovat s topologíı celulárńıch komplex̊u.
Uvažujme nejprve A = ∅. Indukćı podle k dokážeme, že zobrazeńı H∆

n (Xk) → Hn(Xk) je
izomorfismus. Pro k = 0 je tvrzeńı zřejmé, protože izomorfńı už jsou i grupy 0-̌retězc̊u ∆n(X0)
a Cn(X0). T́ım je hotový nultý krok indukce.

Necht’ tedy k > 0 a tvrzeńı plat́ı pro všechny nižš́ı kostry. Xk−1 ⊆ Xk je podkomplex a
dostáváme komutativńı diagram exaktńıch posloupnost́ı:

H∆
n+1(Xk, Xk−1) H∆

n (Xk−1) H∆
n (Xk) H∆

n (Xk, Xk−1) H∆
n−1(Xk−1)

Hn+1(Xk, Xk−1) Hn(Xk−1) Hn(Xk) Hn(Xk, Xk−1) Hn−1(Xk−1).

(2.65)

Ukážeme, že všechny vertikálńı šipky kromě té prostředńı jsou izomorfismy. Druhá a pátá šipka
jsou izomorfismy z indukčńıho předpokladu. Ukažme si, že prvńı a čtvrtá šipka jsou izomorfismy.

Nejprve je třeba si uvědomit, že grupa relativńıch n-̌retězc̊u ∆n(Xk, Xk−1) je triviálńı pro
n 6= k a ∆k(Xk, Xk−1) je volná abelovská grupa na k-simplexech tvoř́ıćıch ∆-komplex X. Totéž
ale muśı platit pro simpliciálńı homologické grupy H∆

n (Xk, Xk−1).

Singulárńı relativńı homologieHn(Xk, Xk−1) můžeme vypoč́ıtat následuj́ıćım trikem. Uvažujme
spojité zobrazeńı Φ :

⊔
α(∆k

α, ∂∆k
α)→ (Xk, Xk−1) které je poskládané z k-simplex̊u σα : ∆k → X

tvoř́ıćıch ∆-komplex X. To zřejmě indukuje homomorfismus grup a komutativńı diagram⊕
αHn(∆k

α, ∂∆k
α) Hn(Xk, ∂Xk)

⊕
α H̃n(∆k

α/∂∆k
α) H̃n(Xk/Xk−1),

Φ∗

Φ̂∗

(2.66)

kde Φ̂ :
⊔
α ∆k

α/∂∆k
α → Xk/Xk−1 je homeomorfismus (každý k-simplex σα : ∆k → X je zobra-

zuje ∆k−∂∆k homeomorfně do X). Potom ale Φ̂∗ je izomorfismus a obě vertikálńı šipky rovněž,
jak plyne z tvrzeńı 2.5.15. To dokazuje, že Φ∗ je izomorfismus.

To dokazuje, že Hn(Xk, ∂Xk) je triviálńı pro n 6= k a Hk(Xk, ∂Xk) je generovaná Φ∗-obrazy
generátor̊u grupy

⊕
αHn(∆k

α, ∂∆k
α). Podle př́ıkladu je každá kopie Hn(Xk

α, ∂∆k
α) generovaná

tř́ıdou [1′k]α reprezentovanou k-simplexem 1k : ∆k → ∆k. Potom ale

Φ∗[1
′
k]α = [Φ ◦ 1k] = [σα] (2.67)

Ukázali jsme, že Hk(Xk, ∂Xk) je grupa generovaná tř́ıdami [σα] reprezentovanými k-simplexy
σα : ∆k → X ∆-komplexu. To ale dokazuje, že indukované zobrazeńı z H∆

n (Xk, Xk−1) do
Hn(Xk, Xk−1) zobrazuje generátory na generátory, a tedy je izomorfismus.

Posledńı krok je ukázat, že i prostředńı krok je izomorfismus. To plyne z následuj́ıćıho
všeobecného tvrzeńı o morfismech exaktńıch posloupnost́ı:

Lemma 2.6.2 (O pěti izomorfismech). Uvažujme následuj́ıćı komutativńı diagram grup a
jejich homomorfism̊u:

A1 A2 A3 A4 A5

B1 B2 B3 B4 B5

γ1

α1 α2

γ2

α3

γ3

α4

γ4 γ5

β1 β2 β3 β4

, (2.68)
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kde obě horizontálńı posloupnosti jsou exaktńı a γ1, γ2, γ4 a γ5 jsou izomorfismy.

Potom i γ3 (vyznačený přerušovanou čarou) je izomorfismus.

D̊ukaz. Důkaz je klasickým
”
honěńım diagramu“. Předpoklady lze trošku zjemnit:

(i) γ3 je injektivńı, je-li γ2 a γ4 injektivńı a γ1 surjektivńı.

(ii) γ3 je surjektivńı, je-li γ2 s γ4 surjektivńı a γ5 injektivńı.

Krajńı zobrazeńı tedy nemuśı být nutně izomorfismy. Pojd’me si dokázat obě části.

Ad (i): Necht’ γ3(a) = 0. Odtud (β3◦γ3)(a) = (γ4◦α3)(a) = 0. Protože je γ4 injektivńı, je nutně
α3(a) = 0. Z exaktnosti posloupnosti vyplývá, že nutně existuje k ∈ A2, takové že a = α2(k).
Potom (β2 ◦ γ2)(k) = (γ3 ◦ α2)(k) = 0. Z exaktnosti dolńı posloupnosti γ2(k) = β1(b) pro nějaké
b ∈ B1. Ze surjektivity γ1 nacháźıme m ∈ A1, že γ1(m) = b. Potom (γ2 ◦α1)(m) = (β1 ◦γ1)(m) =
β1(b). Ale γ2 je injektivńı a tedy γ1(m) = k. Konečně, dostáváme a = α2(k) = α2(α1(m)) = 0,
kde jsme použili exaktnost horńı sekvence.

Ad (ii): Necht’ b ∈ B3 je libovolné. Ze surjektivity γ4 pak existuje k ∈ A4, že γ4(k) =
β3(b). Potom ale (γ5 ◦ α4)(k) = (β4 ◦ γ4)(k) = (β4 ◦ β3)(b) = 0, kde jsme využili exaktnost
dolńı posloupnosti. Z injektivity γ5 potom nutně α4(k) = 0. Z exaktnosti horńı posloupnosti
potom existuje a′ ∈ A3, že k = α3(b′). Odtud (β3 ◦ γ3)(a′) = (γ4 ◦ α3)(a′) = β3(b). Vid́ıme,
že b − γ3(a′) ∈ ker(β3). Z exaktnosti dolńı posloupnosti existuje c ∈ B2, že β(c) = b − γ3(a′).
Konečně, ze surjektivity γ2 plyne existence m ∈ A2, že γ2(m) = c. Definujeme a = a′ + α2(m).
Máme γ3(a) = γ3(a′) + (γ3 ◦α2)(m) = γ3(a′) + (β2 ◦ γ2)(m) = γ3(a′) + b− γ3(a′) = b. Našli jsme
vzor b a jsme hotovi. �

Jednoduchou aplikaćı právě dokázaného lemmatu vid́ıme, že prostředńı šipka v (2.65) je
izomorfismus a indukčńı krok je dokončen. Pro konečněrozměrné X tedy máme zcela dokázán
př́ıklad A = ∅. Př́ıpad netriviálńıho A je ovšem triviálńı, stač́ı použ́ıt lemma o pěti homomorfis-
mech na komutativńı diagram

H∆
n (A) H∆

n (X) H∆
n (X,A) H∆

n−1(A) H∆
n−1(X)

Hn(A) Hn(X) Hn(X,A) Hn−1(A) Hn−1(X)

, (2.69)

kde všechny šipky až na prostředńı jsou již izomorfismy. A máme hotovo. �

Důsledek 2.6.3. Jako vedleǰśı produkt jsme ukázali, že Hn(X) je konečně generovaná abe-
lovská grupa kdykoliv má X konečně mnoho n-simplex̊u. Je známá věc, že každá konečně
generovaná abelovská grupa G je izomorfńı

G ∼= Zq ⊕ Zk1 ⊕ · · · ⊕ Zkm , (2.70)

kde q ≥ 0 a k1, . . . , km celá č́ısla ostře věťśı než 1 taková, že ki vždy děĺı ki+1. Koeficient q
se znač́ı jako rank(G) a pro G = Hn(X) nazývá n-té Bettiho č́ıslo prostoru X a znač́ı
jako bn(X). m-tice č́ısel (k1, . . . , km) (uspořádané, s opakováńım) celých č́ısel se nazývaj́ı torzńı
koeficienty.
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2.7 Nějaké aplikace

Nyńı si můžeme ukázat nějaké známé využit́ı homologické teorie. Umožňuje např́ıklad zkoumat
spojitá zobrazeńı na sféře.

Definice 2.7.1. Necht’ f ∈ Top(Sn,Sn) pro n > 0. Dostáváme indukované zobrazeńı f∗ :
Hn(Sn) → Hn(Sn). Ukázali jsme, že Hn(Sn) ∼= Z a tedy f∗(α) = deg(f) · α pro libovolný
generátor α ∈ Z a č́ıslo deg(f) ∈ Z, které záviśı pouze na f , nazývané stupeň f . Z definice a
funktoriality homologie snadno dostáváme spoustu vlastnost́ı deg(f):

(i) deg(1) = 1, protože 1∗ = 1.

(ii) deg(f) = 0 kdykoliv f neńı surjektivńı. Je-li x0 ∈ Sn−f(Sn), můžeme f psát jako faktorizaci

dvou zobrazeńı Sn Sn − {x0} Sn . Jelikož Hn(Sn − {x0}) = 0 z kontraktibi-

lity, je nutně f∗ = 0.

(iii) deg(fg) = deg(f) · deg(g). Homeomorfismus má tedy stupeň ±1.

(iv) Reflexe podle jedné roviny má stupeň −1, antipodálńı zobrazeńı (−1)n+1.

(v) Pro f ∼= g plat́ı deg(f) = deg(g). Plat́ı i opak!

(vi) Zobrazeńı f nemá žádné fixńı body, právě tehdy když je homotopické antipodálńımu.

Věta 2.7.2. Na sféře Sn existuje všude nenulové spojité vektorové pole právě tehdy, je-li n liché.

D̊ukaz. Necht’ x 7→ v(x) je spojité tečné vektorové pole. v(x) můžeme interpretovat jako vek-
torové pole v Rn+1 v počátku, kde x ⊥ v(x) pro všechny x ∈ Sn. Je-li |v(x)| 6= 0, můžeme ho
normalizovat a uvažovat |v(x)| = 1. Potom cos(t) · x+ sin(t) · v(x) lež́ı na jednotkové kružnici v
rovině tvořené vektory x a v(x). Potom

H(x, t) = cos(t) · x+ sin(t) · v(x) (2.71)

pro t ∈ [0, π] definuje homotopii z identity do antipodálńıho zobrazeńı. Obě muśı mı́ dle předchoźı
definice stejný stupeň a tedy (−1)n+1 = 1, tedy n muśı být liché.

Naopak, pokud n = 2k−1, definujeme v(x1, x2, . . . , x2k−1, x2k) = (−x2, x1, . . . ,−x2k, x2k−1).
Zjevně v(x) ⊥ x a |v(x)| = 1, tedy x 7→ v(x) je spojité všude nenulové vektorové pole na Sn. �

V historii topologie sehrála významnou roli tzv. Eulerova charakteristika mnohostěn̊u,
definovaná jako χ(P ) = #V −#E+#F , kde V , E a F jsou množiny vrchol̊u, hran a stěn tvoř́ıćı
P . Každý mnohostěn má přirozenou strukturu celulárńıho komplexu. Můžeme tedy definovat
Eulerovu charakteristiku libovolného konečného celulárńıho komplexu X jako

χ(X) =
∑
n

(−1)ncn(X), (2.72)

kde cn je počet n-cel v X. Na prvńı pohled neńı v̊ubec jasné, že by mělo toto č́ıslo mı́t vypov́ıdaj́ıćı
hodnotu. Ukazuje se ovšem, že pro každý konečný celulárńı komplex X je Hn(X) opět konečně
generovaná a má tedy smysl definovat n-té Bettiho č́ıslo bn(X). Plat́ı formulka

χ(X) =
∑
n

(−1)nbn(X). (2.73)
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Na podrobný d̊ukaz neńı dostatek prostoru. Podobně jako pro ∆-komplexy se dá př́ımo ukázat,
že Hk(Xn, Xn−1) je triviálńı pro n 6= k a volná abelovská s báźı odpov́ıdaj́ıćı k-celám pro
n = k. Plat́ı tedy rank(Hk(Xk, Xk−1)) = ck(X). Dále existuje řetězcový komplex CCWk =
Hk(Xk, Xk−1) tvořený těmito operátory s jistým operátorem hranice dk : CCWk → CCWk−1 .

Př́ıslušné homologické grupyHCW
k definuj́ı tzv. celulárńı homologii X. Plat́ıHk(X) ∼= HCW

k (X).
Pro libovolný řetězcový komplex (Ck, dk) můžeme sestrojit dvojici krátkých exaktńıch sekvenćı

0 Bn Zn Hn 0,

0 Zn Cn Bn−1 0.

(2.74)

Jsou-li všechny grupy konečně generované, hodnost prostředńı grupy je součtem krajńıch. Dostáváme
tedy rovnosti rank(Zn) = rank(Bn)+rank(Hn) a rank(Cn) = rank(Zn)+rank(Bn−1). Dosazeńım
prvńı rovnice do druhé a stř́ıdavým součtem přes n potom∑

n

(−1)n rank(Cn) =
∑
n

(−1)n rank(Hn). (2.75)

Volbou Cn = CWn ale dostáváme přesně rovnost (2.72) a (2.73).

Př́ıklad 2.7.3. Eulerova charakteristika χ(X) je definovaná pro velké množstv́ı prostor̊u. Ihned
např́ıklad dostáváme následuj́ıćı tvrzeńı:

χ(T2) = 0, χ(K) = 0, χ(Sn) = 1+(−1)n, χ(RPn) =
1

2
(1+(−1)n), χ(Mg) = 2(1−g). (2.76)
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Kapitola 3

Kohomologie

V posledńı kapitole této přednášky se budeme zaob́ırat matematickou teoríı, která je v jistém
smyslu plně duálńı k homologické teorie. Jinými slovy, budeme uvažovat kořetězcové komplexy

. . . Cn−1 Cn Cn+1 . . . ,
dn−1 dn dn+1

(3.1)

posloupnosti abelovských grup a jejich morfismů, přičemž plat́ı dn+1 ◦ dn = 0 pro každé n. dn
se nazývá operátor kohranice nebo též diferenciál1. Zcela analogicky definujeme n-kocykly
Zn = ker(dn) a n-kohranice Bn = im(dn−1). Př́ıslušná n-tá kohomologie je jejich faktorgrupa
Hn = Zn/Bn. Prvky Hn se nazývaj́ı kohomologické tř́ıdy a plat́ı [α′] = [α], pokud α′ =
α+ dn−1ω, ř́ıkáme, že α a α′ jsou kohomologické. Spousta tvrzeńı o kohomologíıch je pouhou
modifikaćı podobných nápad̊u pro homologie.

Př́ıklad 3.0.1. Necht’ (C•, ∂•) je řetězcový komplex, kde každá abelovská grupa n-̌retězc̊u tvoř́ı
Z-modul. Máme tedy definovanou operaci násobeńı celým č́ıslem, která se chová jak má (distri-
butivńı, kompatibilńı se strukturou okruhu v Z).

Definujeme Cn = HomZ(Cn,Z), t.j. n-kořetězce jsou Z-lineárńı zobrazeńı z Cn do Z. Operátor
kohranice dn definujeme pomoćı ∂n. Necht’ α ∈ Cn a σ ∈ Cn+1. Potom

(dnα)(σ) := α(∂n+1σ). (3.2)

Snadno se ověř́ı, že (C•, d•) je kořetězcový komplex.

3.1 de Rhamova kohomologie

My se však budeme zabývat zejména kohomologickou teoríı, kterou lze př́ımo přǐradit nějakému
geometrickému objektu. Těmi budou v této sekci hladké variety, velmi dobře vychované topolo-
gické prostory s extra (hladkou) strukturou.

Definice 3.1.1. Necht’ M je hladká varieta. Potom dostáváme kořetězcový komplex

0 Ω0(M) Ω1(M) · · · ΩN (M) 0,
d0 d1 dN−1 dN (3.3)

1Původ tohohle názvu bude záhy zřejmý.
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kde N = dim(M), Ωn(M) je prostor hladkých n-forem a dn je operátor vněǰśı derivace. O něm je
známo že splňuje dn+1 ◦ dn = 0, a tedy (Ω•(M), d) definuje2 kořetězcový de Rhamův komplex.

Podgrupu Zn tvoř́ı uzavřené n-formy a Bn exaktńı n-formy. Př́ıslušná kohomologie
Hn(M) se nazývá de Rhamova kohomologie variety M .

Př́ıklad 3.1.2 (Kohomologie př́ımky). Uvažujme M = R. Máme Ω0(R) = C∞(R). Pro
f ∈ Ω0(R) je df = f ′(x)dx a tedy Z0 jsou konstantńı funkce, Z0 = R. Nav́ıc B0 = 0 a tedy
H0(R) = R.

Jelikož dim(R) = 1, máme nutně Z1 = Ω1(R). Necht’ α = α(x)dx je libovolná (uzavřená)
1-forma. Definujeme f(x) =

∫ x
0
α(t)dt. Potom df = f ′(x)dx = α(x)dx. Každá exaktńı forma je

uzavřená, odkud dostáváme tvrzeńı

Hn(R) =

{
R pro n = 0,
0 pro n = 1.

(3.4)

Mı́rnou modifikaćı, která ovšem může mı́t zaj́ımavé odlǐsnosti, je uvažovat pouze speciálńı
n-formy na M . Připomeňme, že funkce s kompaktńım nosičem na M jsou takové, že

Supp(f) = Cl{x ∈M | f(x) 6= 0} (3.5)

je kompaktńı množina (nosič funkce f) v M . Analogicky lze definovat prostor n-forem s kom-
paktńım nosičem Ωnc (M). Z vlastnost́ı derivaćı plyne, že Supp(dα) ⊆ Supp(α). Uzavřená
podmnožina kompaktńı množiny je kompaktńı a restrikćı d tedy dostáváme kompaktńı de
Rhamův komplex

0 Ω0
c(M) Ω1

c(M) · · · ΩNc (M) 0,
d0 d1 dN−1 dN (3.6)

a př́ıslušnou kompaktńı de Rhamovu kohomologii H•c (M).

Př́ıklad 3.1.3 (Kompaktńı kohomologie př́ımky). Tentokrát je Z0 prostor konstantńıch
funkćı s kompaktńım nosičem, t.j. zřejmě Z0 = 0. Protože ji B0 = 0, máme H0

c (R) = 0.

Můžeme definovat lineárńı zobrazeńı ψ z Ω1
c(R) do R pomoćı integrálu:

ψ[α(x)dx] :=

∫
R
α(x)dx (3.7)

Integrál konverguje z d̊uvodu kompaktnosti nosiče α. Zobrazeńı je zjevně surjektivńı. Ukážeme,
že jeho jádro jsou právě exaktńı 1-formy s kompaktńım nosičem. Necht’ tedy α(x) = f ′(x)dx pro
f ∈ Ω0

c(R). Nosič f je kompaktńı a tedy celý v nějakém otevřeném intervalu (a, b). Potom∫
R
f ′(x)dx =

∫ b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a) = 0. (3.8)

Opačně, necht’ α(x)dx lež́ı v jádru ψ . Definujeme funkci f vztahem f(x) =
∫ x
−∞ α(y)dy. Z

nulovosti integrálu přes celé R plyne, že f má kompaktńı nosič. Nav́ıc α(x)dx = df = f ′(x)dx a
tedy každá forma z jádra ψ je exaktńı. Potom

H1
c (R) = Ω1

c(R)/B1 = Ω1
c(R)/ ker(ψ) ∼= R. (3.9)

Souhrnem tedy dostáváme následuj́ıćı tvrzeńı:

Hn
c (R) =

{
0 pro n = 0,
R pro n = 1.

(3.10)

2Často nebudeme psát dolńı index u dn.

45



Na závěr si ujasněme, že nultá de Rhamova kohomologie má podobně jako nultá singulárńı
homologie př́ımý geometrický význam. Vskutku, máme H0(M) = {f ∈ C∞(M) | df = 0}. Ta-
kovým funkćım se ř́ıká lokálně konstantńı. Každá taková je konstantńı na každé komponentě
křivkové souvislosti. Lokálně konstantńı funkci tedy urč́ıme zadáńım konstanty na každé kom-
ponentě křivkové souvislosti. Odtud

H0(M) =
∏
α

R, (3.11)

kde α prob́ıhá komponenty křivkové souvislosti.

Poznámka 3.1.4. De Rhamův komplex i př́ıslušné kohomologie maj́ı ve skutečnosti nav́ıc extra
strukturu oproti např. singulárńı homologii. Tvoř́ı totiž vektorový prostor nad R. Toho můžeme
a budeme využ́ıvat v následuj́ıćım.

3.2 Mayer-Vietorisova posloupnost

Kĺıčovou dovednost́ı je pochopitelně možnost poč́ıtat de Rhamovu kohomologii větš́ıch prostor̊u
ze znalosti de Rhamovy kohomologie jeho součást́ı. Nejprve je třeba si uvědomit jednu základńı
vlastnost de Rhamovy kohomologie - jej́ı chováńı vzhledem k hladkým zobrazeńım.

Tvrzeńı 3.2.1. Pro každé variety M a N a hladké zobrazeńı ϕ : M → N máme pullback dife-
renciálńıch forem f∗ : Ωn(N)→ Ωn(M), který komutuje s vněǰśı derivaćı, ϕ∗◦d = d◦ϕ∗. Definuje
tedy kořetězcové zobrazeńı a předpis ϕ∗[α] = [ϕ∗α] definuje indukovaný homomorfismus
kohomologických grup. Plat́ı

(ψ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗, 1∗ = 1. (3.12)

Jinými slovy, přiřazeńı M 7→ Ω•(M) je kontravariantńı3 funktor z kategorie hladkých variet
Man∞ do kategorie abelovských grup Ab.

Důsledek 3.2.2. Difeomorfńı variety maj́ı izomorfńı kohomologické grupy.

Kĺıčovou vlastnost́ı variet pro následuj́ıćı tvrzeńı bude existence tzv. rozkladu jedničky Připomeňme
si tedy jeho definici.

Definice 3.2.3 (Rozklad jedničky). Necht’ {Uα}α∈I je libovolné otevřené pokryt́ı variety M .
Necht’ {ρα}α∈I je kolekce hladkých funkćı na M , které splňuj́ı:

(i) Supp(ρα) ⊆ Uα, 0 ≤ ρα ≤ 1;

(ii) Každý bod x ∈M má okoĺı, které má neprázdný pr̊unik pouze s konečně mnoho množinami
Supp(ρα). Jinými slovy, systém {Supp(ρα)}α∈I je tzv. lokálně konečný.

(iii) Pro každé x ∈M plat́ı
∑
α∈I ρα(x) = 1. Podle (ii) je tato suma pro každé x konečná.

Dá se ukázat, že rozklad jedničky existuje pro libovolné otevřené pokryt́ı M .

3Kontravariantńı funktor je stejný jako obyčejný, ale indukované zobrazeńı a pravidlo skládáńı jsou opačně.
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Nyńı uvažujme situaci, kde M = U ∪V pro dvě otevřené podmnožiny. Dostáváme následuj́ıćı
dvojici posloupnost́ı variet a jejich hladkých zobrazeńı:

M U t V U ∩ V
∂1

∂0
, (3.13)

kde levá šipka je kanonické surjektivńı zobrazeńı z disjunktńıho zobrazeńı na sjednoceńı oprav-
dové a ∂0 (respektive ∂1) je vnořeńı U ∩ V do kopie V (respektive U) v disjunktńım sjednoceńı
U t V . Dostáváme tedy dvojici prostor̊u forem s šipkami naopak:

Ω•(M) Ω•(U)⊕ Ω•(V ) Ω•(U ∩ V )
∂∗0

∂∗1

(3.14)

Připomeňme, že např́ıklad ∂∗0 zobrazuje dvojici (ω, τ) ∈ Ω•(U)⊕Ω•(V ) na formu τ̂ ∈ Ω•(U ∩V ),
která je fakticky pouze restrikćı τ na otevřenou podmnožinu U ∩ V . Pomoćı těchto zobrazeńı
definujeme posloupnost

0 Ω•(M) Ω•(U)⊕ Ω•(V ) Ω•(U ∩ V ) 0,
η

(3.15)

kde η(ω, τ) := (∂∗0 − ∂∗1 )(ω, τ) = τ̂ − ω̂. Prvńı šipka zobraźı formu ω ∈ Ω•(M) na dvojici jejich
restrikćı (ωU , ωV ) ∈ Ω•(U)⊕ Ω•(V ). Právě jsme dostali Mayer-Vietorisovu posloupnost.

Tvrzeńı 3.2.4. Mayer-Vietorisova posloupnost je exaktńı.

D̊ukaz. Je-li (ωU , ωV ) = 0, zjevně je ω = 0 na celém M = U ∪ V . Levá šipka je tedy injektivńı
zobrazeńı. Dál (ω, τ) ∈ ker(η) právě tehdy když ω a τ splývaj́ı na pr̊uniku U ∩ V . Potom ale
definuj́ı formu α ∈ Ω•(M), že (ω, τ) = (αU , αV ). Jádro η je tedy přesně obraz levé šipky. Zbývá
ukázat, že η je surjektivńı zobrazeńı.

Necht’ ω ∈ Ω•(U ∩ V ). Necht’ {ρU , ρV } je rozklad jedničky př́ıslušný pokryt́ı {U, V }. Stač́ı si
uvědomit, že můžeme dobře definovat formu ρV ω na U . Protože U = (U ∩V )tV c, viz. obrázek,

U V

V c

U ∩ V

stač́ı si uvědomit, že Supp(ρV ) ⊆ V a tedy ρV ω je hladké a dobře definované na U ∩ V a nula
na V c. Obdobně ρUω ∈ Ω•(V ). Potom ale

η(−ρV ω, ρUω) = (ρU + ρV )ω = ω. (3.16)

T́ım jsme dokázali, že zobrazeńı η je surjektivńı. �

Důsledek 3.2.5. Je-li M = U ∪ V , dostáváme dlouhou exaktńı posloupnost kohomologíı:

· · · Hn(M) Hn(U)⊕Hn(V ) Hn(U ∩ V )

Hn+1(M) Hn+1(U)⊕Hn+1(V ) Hn+1(U ∩ V ) · · ·

η∗

δ

η∗

(3.17)
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Spojuj́ıćı homomorfismus δ m̊užeme explicitně definovat následovně. Necht’ [ω] ∈ Hn(U ∩ V ).
Máme ω = η(−ρV ω, ρUω). Potom ale η(−d(ρV ω), d(ρUω)) = dω = 0. To ale znamená, že
existuje forma α ∈ Ωn+1(M), že (αU , αV ) = (−d(ρV ω), d(ρUω)). Tato forma je uzavřená a
definujeme δ[ω] = [α].

Posloupnost (3.17) se rovněž nazývá Mayer-Vietorisova posloupnost.

D̊ukaz. Aplikace had́ıho lemma na posloupnost (3.14) která je exaktńı podle předchoźıho tvrzeńı.
Všimněte si, že v kohomologíıch spojuj́ıćı homomorfismus zvyšuje stupeň. �

Př́ıklad 3.2.6 (Kohomologie kružnice). Mayer-Vietoris se dá snadno použ́ıt na výpočet de
Rhamovy kohomologie kružnice H•(S1). Zjevně S1 = U ∪V , kde U a V jsou otevřené oblouky co
se na dvou konćıch kružnice překrývaj́ı. Máme tedy U, V ∼= R a U∩V ∼= RtR. Mayer-Vietorisova
posloupnost má tvar

0 H0(S1) H0(R)⊕H0(R) H0(R t R)

H1(S1) H1(R)⊕H1(R) H1(R t R) 0.

η∗

δ
η∗

(3.18)

Po dosazeńı známých věćı tedy dostáváme posloupnost

0 H0(S1) R⊕ R R⊕ R H1(S1) 0
η∗ δ (3.19)

Už jsme si ujasnili, že H0(S1) = R, protože S1 je křivkově souvislá varieta. Protože prvńı šipka
je injektivńı, máme dim(ker η∗) = 1. Odtud ale nutně dim(im η∗) = 1 ze standardńı lineárńı
algebry. Z exaktnosti ale také dim(ker(δ)) = dim(im η∗) = 1. Protože δ je surjektivńı, máme
dim(H1(S1)) = dim(R⊕ R)− dim(ker(δ)) = 1. A tedy H1(S1) ∼= R.

Ve skutečnosti můžeme př́ımo zkonstruovat uzavřenou 1-formu reprezentuj́ıćı generátorH1(S1).
Uvažujme uzavřenou 0-formu α ∈ Ω0(U ∩V ) definovanou jako konstanta 1 na jedné komponentě
U ∩V a 0 na druhé. Aby δ[α] ∈ H1(S1) tvořilo bázi, stač́ı aby [α] /∈ ker(δ) = im(η∗). Nesmı́ tedy
existovat dvojice konstantńıch 0-forem (ω, τ) ∈ Ω0(U)⊕Ω0(V ), že α = η(ω, τ). Ale to je zřejmé,
protože η(ω, τ) muśı být na obou komponentách U ∩ V rovno stejné konstantě (τ − ω)(x).

Nyńı na [α] stač́ı aplikovat proces popsaný výše. Máme α = η(−ρV α, ρUα). Potom dvojice
(−d(ρV α), d(ρUα)) 1-forem na U a V souhlaśı na U ∩ V a pocházej́ı tedy z restrikce jedné
uzavřené 1-formy ω ∈ Ω1(S1). Snadno lze vidět, že ω je forma s kompaktńım nosičem uvnitř
jedné z komponent U ∩ V , takovým se ř́ıká

”
bump formy“. Z konstrukce [ω] = δ[α] generuje de

Rhamovu kohomologii H1(S1).

Poznámka 3.2.7. Existuje i Mayer-Vietorisova posloupnost pro kompaktńı kohomologii. Kupo-
divu se výrazně lǐśı, protože obecně pullback ϕ∗ nezachovává kompaktnost nosiče. Použije se
následuj́ıćıho triku. Je-li i : U → M inkluze otevřené množiny, můžeme vźıt formu ω ∈ Ω•c(U)
a dodefinovat ji nulou na zbytku M , č́ımž dostaneme i∗(ω) ∈ Ω•c(M). Dostáváme tedy homo-
morfismus opačně než pro normálńı kohomologie: i∗ : H•c (U) → H•c (M). Potom dostáváme
posloupnost

0 Ω•c(U ∩ V ) Ω•c(U)⊕ Ω•c(V ) Ω•c(M) 0. (3.20)

Prvńı šipka je
”
orientovaná inkluze“, druhá šipka sečte rozš́ı̌reńı obou forem v M . Dá se ukázat,

že tato posloupnost je exaktńı a tedy naprosto analogicky indukuje dlouhou exaktńı posloupnost
na kompaktńıch kohomologíıch.
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3.3 Poincarého lemma

V této části si ukážeme zásadńı tvrzeńı o de Rhamových topologíıch. Uvažujme následuj́ıćı dvojici
zobrazeńı hladkých variet:

Rn × R Rn
π

s
, (3.21)

kde π(x, t) = x je projekce a s(x) = (x, 0) je nulový řez. Na úrovni forem tedy dostáváme diagram

Ω•(Rn × R) Ω•(Rn)
s∗

π∗

(3.22)

Zjevně plat́ı rovnost π ◦ s = 1 a tedy i s∗ ◦ π∗ = 1. Opačně máme (s ◦ π)(x, t) = (x, 0), což neńı
identita. Ani na úrovni forem neplat́ı, že π∗ ◦ s∗ = 1, protože např́ıklad s∗(dt) = 0. Na úrovni
kohomologíı jsme však úspěšněǰśı, jak si nyńı dokážeme:

Tvrzeńı 3.3.1. Zobrazeńı π∗ : H•(Rn)→ H•(Rn × R) je izomorfismus.

D̊ukaz. Pro d̊ukaz tvrzeńı stač́ı nalézt zobrazeńı K : Ω•(Rn × R)→ Ω•(Rn × R) splňuj́ıćı

1− π∗ ◦ s∗ = ±(K ◦ d± d ◦K). (3.23)

Pravá strana zobrazuje všechny uzavřené formy na exaktńı a tedy definuje nulové zobrazeńı
kohomologických grup. Každá forma ω na Rn × R je unikátńı lineárńı kombinace forem z jedné
z následuj́ıćıch dvou tř́ıd

(i) f(x, t) · (π∗φ),

(ii) f(x, t) · (π∗φ) ∧ dt,

kde φ ∈ Ω•(Rn) je forma na bázi f ∈ C∞(Rn ×R). Zobrazeńı K : Ωq(Rn ×R)→ Ωq−1(Rn ×R)
definujeme zvlášt’ na každém z obou typ̊u:

(i) K[f(x, t) · (π∗φ)] = 0,

(ii) K[f(x, y) · (π∗φ) ∧ dt] = (
∫ t

0
f(x, s)ds) · π∗(φ).

Zbývá ověřit, že K splňuje rovnici (3.23). Necht’ ω je q-forma typu (i). Potom

(1− π∗ ◦ s∗)(ω) = f(x, t) · (π∗φ)− π∗(f(x, 0) · φ)

= {f(x, t)− f(x, 0)} · (π∗φ).
(3.24)

Na druhou stranu, několikerým použit́ım definice K dostáváme

(K ◦ d− d ◦K)(ω) = K(
∂f

∂t
(x, t) · {dt ∧ (π∗φ)})

= (−1)q(

∫ t

0

∂f

∂t
(x, s)) · (π∗φ)

= (−1)q{f(x, y)− f(x, 0)} · (π∗φ).

(3.25)
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Vid́ıme, že na formách typu (i) plat́ı rovnost 1 − π∗ ◦ s∗ = (−1)q(K ◦ d − d ◦K). Na formách
typu (ii) máme s∗(ω) = 0 a tedy (1− π∗ ◦ s∗)(ω) = ω. Potom máme

dω = f(x, t) · (π∗dφ) ∧ dt+

n∑
i=1

∂f

∂xi
(x, t)dxi ∧ (π∗φ) ∧ dt, (3.26)

a p̊usobeńım K tedy dostáváme

K(dω) = (

∫ t

0

f(x, s)ds) · (π∗dφ) +

n∑
i=1

(

∫ t

0

∂f

∂xi
(x, s)ds) · dxi ∧ (π∗φ). (3.27)

Na druhou stranu, p̊usobeńım operátoru d na K(ω) dostáváme

−d(K(ω)) = − d((

∫ t

0

f(x, s)ds) · (π∗φ))

= − f(x, t) · (dt ∧ (π∗φ))−
n∑
i=1

(

∫ t

0

∂f

∂xi
(x, s)) · dxi ∧ (π∗φ)

− (

∫ t

0

f(x, s)ds) · (π∗dφ).

(3.28)

Sečteńım obou výraz̊u opravdu dostáváme K(dω)− d(K(ω)) = (−1)qω. �

Toto tvrzeńı má několik zásadně d̊uležitých d̊usledk̊u, přičemž jeden z nich je slavné Poin-
carého lemma, které poč́ıtá kohomologie eukleidovského prostoru.

Věta 3.3.2 (Poincarého lemma). Plat́ı následuj́ıćı:

Hk(Rn) = Hk({∗}) =

{
R pro k = 0,
0 pro k 6= 0.

(3.29)

Jinými slovy, každá uzavřená k-forma na Rn je exaktńı (pro k > 0).

D̊ukaz. Indukćı podle k. �

Důsledek 3.3.3. Snadnou modifikaćı d̊ukazu tvrzeńı 3.3.1 zjist́ıme, že pro projekci π : M×R→
M , kde M je libovolná hladká varieta, je zobrazeńı π∗ : H•(M)→ H•(M × R) izomorfismus.

Důsledek 3.3.4. Necht’ f, g : M → N jsou dvě hladká homotopická zobrazeńı. Potom f∗ = g∗

jako zobrazeńı de Rhamových kohomologíı.

De Rhamova kohomologie je tedy invariantem homotopické ekvivalence. Pro každou kontrak-
tibilńı varietu M v d̊usledku plat́ı H0(M) = R a Hk(M) = 0 pro k 6= 0.

D̊ukaz. Hladká homotopie f a g je hladké zobrazeńı H : M ×R→ N , takové, že H(x, t) = f(x)
pro t ≤ 0 a H(x, t) = g(x) pro t ≥ 1. Necht’ s0 : M → M × R a s1 : M → M × R je nulový
(respektive jednotkový) řez, takže plat́ı H ◦ s0 = f a H ◦ s1 = g. Potom

f∗ = s∗0 ◦H∗, g∗ = s∗1 ◦H∗. (3.30)

Na úrovni kohomologíı ale máme s∗0 = (π∗)−1 = s∗1 a obě zobrazeńı tedy splývaj́ı. �
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Př́ıklad 3.3.5 (de Rhamova kohomologie sfér). Uvažujme M = Sn. Naṕı̌seme M = U ∪ V ,
kde U a V jsou kontraktibilńı a U ∩ V je difeomorfńı Sn−1 × R. Indukćı podle n dokážeme, že

Hk(Sn) =

 R pro k = 0,
R pro k = n,
0 pro k /∈ {0, n}.

(3.31)

Pro n ∈ {0, 1} už máme dokázáno. Pro n > 1, s použit́ım Mayer-Vietorisovy posloupnosti
dostáváme H1(Sn) = 0 a protože Sn je křivkově souvislý, máme H0(Sn) = R. Pro k > 1 pak
plat́ı Hk(Sn) = Hk−1(Sn−1). Použit́ım indukčńıho předpokladu dostáváme výsledek.

Poznámka 3.3.6 (Poincarého Lemma pro kompaktńı nosiče). Podobnými úvahami jako
předt́ım se dá dokázat kompaktńı verze Poincarého lemma:

Hk
c (Rn) =

{
R pro k = n,
0 pro k 6= n.

(3.32)

To mimochodem ukazuje, že kompaktńı de Rhamova kohomologie neńı invariant homotopické
ekvivalence. Při difeomorfismech se ale zachovává.

3.4 Čechova-de Rhamova kohomologie

V této sekci si ukážeme, jak lze v jistých př́ıpadech převést výpočet de Rhamovy kohomologie na
kombinatorický problém (v tomhle ohledu to připomı́ná simpliciálńı homologii). Nejprve muśıme
uvažovat pokryt́ı (analog triangulace) speciálńım druhem otevřených množin.

Definice 3.4.1. Necht’ U = {Uα}α∈I je otevřené pokryt́ı n-rozměrné variety M . Řekneme, že U
je dobré pokryt́ı, je-li každý neprázdný konečný pr̊unik Uα1

∩ · · · ∩ Uαk otevřených množin z
U difeomorfńı Rn.

Hlavńı idea za dobrými pokryt́ımi je přirozeně ta, že z Poincarého lemmatu přesně v́ıme, jak
vypadaj́ı kohomologie množin z U , všech jejich pr̊unik̊u a chytrým už́ıváńım Mayer-Vietorisovy
posloupnosti i jejich jistých sjednoceńı. Připomeňme, že pro dvě pokryt́ı U = {Uα}α∈I a B =
{Vβ}β∈J řekneme, že B je zjemněńı U , psáno U < B, pokud existuje zobrazeńı φ : J → I,
takové, že Vβ ⊆ Uφ(β).

Věta 3.4.2. Necht’ M je libovolná varieta. Potom každé otevřené pokryt́ı U má zjemněńı B,
které je dobrým pokryt́ım M . Zejména každá kompaktńı varieta má konečné dobré pokryt́ı.

Jako jeden př́ıklad aplikace této definice si ukážeme následuj́ıćı jednoduché tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.4.3. Má-li M konečné dobré pokryt́ı, je př́ıslušná de Rhamova kohomologie H•(M)
konečně-rozměrná.

D̊ukaz. Z exaktnosti Mayer-Vietorisovy posloupnosti

· · · Hn−1(U ∩ V ) Hn(U ∪ V ) Hn(U)⊕Hn(V ) · · ·δ r (3.33)

plyne, že Hn(U ∪ V ) ∼= im(δ) ⊕ ker(r). Jsou-li tedy de Rhamovy kohomologie U , V i U ∩ V
konečněrozměrné, nutně je i kohomologie U ∪ V . Budeme postupovat indukćı na počet množin
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tvoř́ıćı otevřené pokryt́ı M . Varieta s dobrým pokryt́ım jedinou množinou je difeomorfńı Rn a
Hq(M) je konečněrozměrná z Poincarého lemma.

Pro indukčńı krok předpokládejme, že každá varieta s dobrým pokryt́ım nejvýše k množinami
má konečněrozměrnou de Rhamovu kohomologii. Necht’ {U0, . . . , Uk} je dobré pokryt́ı M pomoćı
k + 1 množin. Potom varieta (U0 ∪ · · · ∪ Uk−1) ∩ Uk má dobré pokryt́ı k množinami, a tedy
konečněrozměrou de Rhamovu kohomologii z indukčńıho předpokladu. Stejné lze ř́ıct o U0∪· · ·∪
Uk−1 a Uk a tvrzeńı plyne z předchoźıho odstavce. �

Nyńı předpokládejme, že U = {Uα}α∈I je libovolné otevřené pokryt́ı variety M , kde I js
spočetná a uspořádaná množina (klidně může být konečná). Zavedeme označeńı

Uα1...αk := Uα1
∩ · · · ∩ Uαk (3.34)

a uvažujme (obecně nekonečnou) posloupnost inkluźı

M
⊔
Uα

⊔
α0<α1

Uα0α1

⊔
α0<α1<α2

Uα0α1α2
. . .

∂0

∂1

∂0

∂1

∂2

, (3.35)

kde ∂i : Uα0...αk → Uα0...α̂i...αk ”
vynechá“ i-tou množinu. Např́ıklad pro k = 2 máme

∂0 : Uα0α1α2
→ Uα1α2

, ∂1 : Uα0α1α2
→ Uα0α2

, ∂2 : Uα0α1α2
→ Uα0α1

. (3.36)

Funktor přǐrazuj́ıćı de Rhamovy kořetězcové komplexy nám přǐrad́ı opačnou posloupnost.

Ω•(M)
∏

Ω•(Uα)
∏

α0<α1

Ω•(Uα0α1
)

∏
α0<α1<α2

Ω•(Uα0α1α2
) . . .r

δ0

δ1

δ0

δ1

δ2

,

(3.37)
kde δi jsou restrikce indukované vnořeńımi výše. Připomeňme, obecný element prostoru

ω ∈
∏

α0<···<αp

Ω•(Uα0...αk) (3.38)

je posloupnost ω = (ωα0...αk)α0<···<αk , kde ωα0...αk ∈ Ω•(Uα0...αk). Výsledek p̊usobeńı δiω je
tedy opět posloupnost, jej́ıž element (δiω)α0...αk+1

má tvar

(δiω)α0...αk+1
= ωα0...α̂i...αk+1

|Uα0...αk+1
. (3.39)

Pro zjednodušeńı značeńı nebudeme explicitně psát restrikce na otevřené podmnožiny. Podobně
jako při d̊ukazu Mayer-Vietorisovy posloupnosti nyńı z několika šipek vyrob́ıme jednu.

Definice 3.4.4. Necht’ ω ∈
∏

Ω•(Uα0...αk) má komponenty ωα0...αk ∈ Ω•(Uα0...αk). Definujeme
element δω ∈

∏
Ω•(Uα0...αk+1

) pomoćı př́ıslušných komponent jako

(δω)α0...αk+1
=

k+1∑
i=0

(−1)i(δiω)α0...αk+1
≡
k+1∑
i=0

(−1)iωα0...α̂i...αk+1
, (3.40)

Jak si operátor δ představit? Předpokládejme, že M = U0 ∪ U1 ∪ U2. Potom např́ıklad
ω ∈

∏
Ω•(Uα0) je trojice (ω0, ω1, ω2), kde ωi ∈ Ω(Ui). Prostor

∏
Ω•(Uα0α1) je tvořen troji-

cemi (ω01, ω02, ω12), kde ωij ∈ Ω•(Ui ∩ Uj) pro i < j. Potom

δ(ω)01 = ω1 − ω0, δ(ω)02 = ω2 − ω0, δ(ω)12 = ω2 − ω1, (3.41)
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kde na pravých stranách jsou implicitně myšleny restrikce na společné pr̊uniky definičńıch obor̊u
jednotlivých forem. Přestože restrikce neṕı̌seme, je potřeba si uvědomit, že pr̊uniky mohou být
prázdné. Pokud je např́ıklad U0 ∩ U1 = ∅, bude δ(ω)01 = 0! Kĺıčovou vlastnost́ı δ je následuj́ıćı

Lemma 3.4.5. Plat́ı rovnost δ2 = 0.

D̊ukaz. Důkaz je stejný jako vždycky - výsledek je dvojná suma, kde se po dvojićıch odečtou
členy kv̊uli rozd́ılným znaménk̊um. �

Poznámka 3.4.6. Často se pro komponenty ωα0...αk už́ıvá konvence, kde se povoĺı libovolné
uspořádáńı index̊u, přičemž plat́ı

ω...α...β... = −ω...β...α.... (3.42)

Např́ıklad pro I = N0 máme ω021 = −ω012 = ω102 nebo ω001 = 0.

Tvrzeńı 3.4.7 (Zobecněná Mayer-Vietorisova posloupnost). Pro každou varietu M a
jej́ı otevřené pokryt́ı U = {Uα}α∈I , kde I je uspořádaná spočetná množina, dostáváme dlouhou
exaktńı posloupnost

0 Ω•(M)
∏
α0

Ω•(Uα)
∏

α0<α1

Ω•(Uα0α1)
∏

α0<α1<α2

Ω•(Uα0α1α2) · · · .r δ δ δ

(3.43)
Řečeno jinak, posloupnost výše je kořetězcový komplex s triviálńı kohomologíı.

D̊ukaz. Injektivita r je zřejmá, diferenciálńı forma je nula právě tehdy když je nula každá jej́ı
restrikce na pokrývaj́ıćı množiny. Exaktnost v daľśım členu je také zřejmá. Uspořádaná kolekce
ω = (ωα)α∈I pocháźı z restrikce globálńı formy na M , souhlaśı-li jednotlivé dvojice na pr̊unićıch,
t.j. δ(ω)αβ = ωβ − ωα = 0.

V obecném stupni je konstrukce podobná d̊ukazu obyčejné Mayer-Vietorisovy posloupnosti.
Necht’ {ρα}α∈I je rozklad jednotky př́ıslušný pokryt́ı U a necht’ ω ∈

∏
Ω•(ωα0...αk). Definujeme

lineárńı operátor K :
∏

Ω•(ωα0...αk)→
∏

Ω•(ωα0...αk−1
) vztahem

K(ω)α0...αk−1
=
∑
α∈I

ρα · ωαα0...αk−1
. (3.44)

Můžeme tedy psát následuj́ıćı:

K(δω)α0...αk =
∑
α∈I

ρα · (δω)αα0...αk =
∑
α∈I

ρα · {ωα0...αk −
k−1∑
i=0

(−1)iωαα0...α̂i...αk}

= ωα0...αk − (δK(ω))α0...αk .

(3.45)

Plat́ı tedy identita Kδ + δK = 1. A každý δ-kocyklus ω můžeme psát jako δ-kohranici, protože
ω = δ(K(ω)). T́ım je d̊ukaz exaktnosti hotový. �

Vid́ıme, že máme kořetězcový komplex (byt’ s triviálńı kohomologíı), jehož stupně tvoř́ı
násobnosti pr̊unik̊u okoĺı z pokryt́ı U . Zároveň však máme p̊uvodńı stupně forem a vněǰśı di-
ferenciály d. Pro každé p, q ≥ 0 tedy definujeme vektorový prostor

Kp,q ≡ Cp(U ,Ωq) =
∏

α0<···<αp

Ωq(Uα0...αp). (3.46)
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Z definice dostáváme komutativńı diagram obsahuj́ıćı všechny tyto prostory:

...
...

0 Ω2(M) K0,2 K1,2 · · ·

0 Ω1(M) K0,1 K1,1 · · ·

0 Ω0(M) K0,0 K1,0 · · ·

r

d

δ

d

δ

r

d

δ

d

δ

r

d

δ

d

δ

(3.47)

Kolekci vektorových prostor̊u vybavených Kp,q a dvou komutuj́ıćıch diferenciál̊u δ : Kp,q →
Kp+1,q a d : Kp,q → Kp,q+1 se ř́ıká dvojný kořetězcový komplex. Pro př́ıpad Kp,q =
Cp(U ,Ωq) se nazývá Čech̊uv-de Rhamův dvojný komplex.

Každý dvojný kořetězcový komplex (Kp,q, d, δ) zadarmo poskytuje daľśı kořetězcovou struk-
turu, takzvaný totálńı kořetězcový komplex (K•, D), kde

Kn =
⊕
p+q=n

Kp,q, (3.48)

a totálńı diferenciál D : Kn → Kn+1 je na každé komponentě Kp,q definovaný jako D =
δ + (−1)pd. Někdy budeme psát D = δ +D′′. Znaménko (−1)p před diferenciálem d je d̊uležité,
protože potom plat́ı:

Lemma 3.4.8. (K•, D) je kořetězcový komplex, t.j. D2 = 0. Výsledná kohomologie H•D(K) se
nazývá totálńı kohomologie dvojného komplexu.

D̊ukaz. Necht’ ω ∈ Kp,q. Potom plat́ı následuj́ıćı:

D2(ω) = D(δω + (−1)pdω) = δ(δω + (−1)pdω) + (−1)p+1d(δω) + d(dω)

= (δ2 + (−1)pδd+ (−1)p+1dδ + d2)(ω) = 0.
(3.49)

�

Poznámka 3.4.9. Jak vypadá př́ıklad typického D-kocyklu φ v komplexu K•? Je to suma člen̊u
φ = a+ b+ c, každý z nich v jiné komponentě Kp,q, a plat́ı soustava rovnic

da = 0, δa = −D′′b, δb = −D′′c, δc = 0. (3.50)

a

b

c

0

0

q

p
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Typická D-kohranice φ = a+ b+ c je taková, že existuje suma člen̊u a1 + a2 + a3 + a4, taková že

a = δa1 +D′′a2, b = δa2 +D′′a3, c = δa3 +D′′a4. (3.51)

a

b

c

q

p

a1

a2

a3

a4

0

0

Čech- de Rhamův komplex ovšem neńı úplně obyčejný. Každý jeho řádek je exaktńı zobecněná
Mayer-Vietorisova posloupnost. To mu prop̊ujčuje jisté neobvyklé vlastnosti. Nejprve je třeba
uvědomit si, že pro každé n ≥ 0 máme zobrazeńı r : Ωn(M)→ C0(U ,Ωn) = K0,n ⊂ Kn.

Nav́ıc pro každou n-formu ω plat́ı D(r(ω)) = δ(r(ω)) + (−1)0dr(ω) = 0 + r(d(ω)), kde jsme
použili exaktnost zobecněné Mayer-Vietorisovy posloupnosti a komutativnosti diagramu (3.47).
To dokazuje, že r : Ω•(M)→ K• je kořetězcové zobrazeńı a indukuje tedy homomorfismus
r∗ : H•(M)→ H•D(K). Z exaktnosti řádk̊u Čechova-de Rhamova komplexu pak plyne následuj́ıćı
pozoruhodné tvrzeńı:

Věta 3.4.10 (Zobecněný Mayer-Vietoris̊uv princip). Zobrazeńı r∗ je izomorfismus. Jinými
slovy, de Rhamova kohomologie M a Čechova-de Rhamova kohomologie odpov́ıdaj́ıćı libovolnému
nejvýše spočetnému pokryt́ı U jsou izomorfńı, Hn(M) ∼= Hn

D(C•(U,Ω•)).

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že r∗ je surjektivńı. Necht’ [φ]D je tř́ıda v Hn
D(K) reprezentovaná

D-kocyklem φ. Ukážeme si, že [φ]D = [φ′]D, kde φ′ má nenulovou jen komponentu v K0,n.

Necht’ a ∈ Kn−q,q je nenulová komponenta φ s nejnižš́ım q. Protože φ je D-kocyklus, je
δ(a) = 0. Z exaktnosti zobecněné Mayer-Vietorisovy posloupnosti existuje b ∈ Kn−q−1,q, že
a = δ(b). Interpretujeme-li b jako element Kn−1, máme [φ]D = [φ−D(b)]D, ale φ−D(b) má již
komponentu v Kn−q,q nulovou. Iteraćı tohoto kroku dostaneme φ′.

Jelikož φ′ ∈ K0,n ⊂ Kn je D-kocyklus, máme δφ′ = 0 a dφ′ = 0. Z exaktnosti zobecněné
Mayer-Vietorisovy posloupnosti je tedy φ′ = r(ω) pro nějakou globálńı n-formu ω ∈ Ωn(M).
Jelikož je každá jej́ı restrikce na otevřené okoĺı Uα ∈ U uzavřená, je i ω uzavřená a

r∗[ω] = [φ′]D = [φ]D. (3.52)

T́ım jsme dokázali surjektivitu, pojd’me ukázat injektivitu r∗. Necht’ r∗[ω] = [0]D. Vid́ıme,
že r(ω) ∈ K0,n je D-exaktńı. Máme tedy φ ∈ Kn−1, že r(ω) = Dφ. Protože Dφ ∈ K0,n,
každá nenulová komponenta φ je δ-uzavřená. Stejným argumentem jako výše tedy můžeme od φ
odeč́ıst D-kohranici a t́ım vynulovat všechny komponenty až na K0,n−1. Dostaneme r(ω) = Dφ′,
kde φ′ ∈ K0,n−1. Zejména δφ′ = 0 a dφ′ = r(ω). Z exaktnosti zobecněné Mayer-Vietorisovy
posloupnosti φ′ = r(α) pro α ∈ Ωn−1(M). Máme tedy r(dα) = D(r(α)) = Dφ′ = r(ω) a z
injektivity r potom ω = dα, t.j. [ω] = 0. �

Ve skutečnosti jsme použili velmi obecný argument, který závisel jen na exaktnosti hori-
zontálńıch posloupnost́ı. Můžeme uvažovat následuj́ıćı augmentaci Čechova-de Rhamova kom-
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plexu, kde tentokrát přidáme nový řádek:

...
...

0 Ω1(M) K0,1 K1,1 · · ·

0 Ω0(M) K0,0 K1,0 · · ·

C0(U ,R) C1(U ,R) · · ·

0 0

r

d

δ

d

δ

r

d

δ

d

δ

i

δ

i

δ

, (3.53)

kde Cp(U ,R) ≡ ker(d) ⊆ Kp,0 je prostor lokálně konstantńıch funkćı na (p + 1)-násobných
pr̊unićıch Uα0...αp , který zděd́ı diferenciál δ z Kp,0 (restrikce lokálně konstantńıch funkćı jsou
lokálně konstantńı). Dostáváme tedy kořetězcový komplex

C0(U ,R) C1(U ,R) C2(U ,R) · · ·δ δ δ (3.54)

Př́ıslušná kohomologie H•(U ,R) se nazývá Čechova kohomologie pokryt́ı U .

Z d̊ukazu zobecněného Mayer-Vietorisova principu je zřejmé, že pokud budou všechny sloupce
augmentovaného dvojitého komplexu (3.53) exaktńı, bude i indukovat izomorfimus i∗ : Hn(U ,R)→
Hn
D(K). To nám dá okamžitě i izomorfismus Hn(U ,R) ∼= Hn(M). Jak zajistit exaktnost sloupc̊u?

Připomeňme, že Kp,q =
∏
α0<···<αp C

q(Uα1...αp). Exaktnost p-tého sloupce tedy měř́ı kohomolo-
gické grupy ∏

α0<···<αp

Hq(Uα0...αp). (3.55)

Vid́ıme, že Uα0...αp muśı mı́t triviálńı de Rhamovu kohomologii. Z Poincarého lemma tedy stač́ı
předpokládat, že U je dobré pokryt́ı.

Věta 3.4.11. Je-li U dobré pokryt́ı, je i∗ : H•(U ,R)→ H•D(K) izormofismus.

Uvažovat dobré pokryt́ı má i následuj́ıćı výhodu. Prostory Cp(U ,R) i p̊usobeńı diferenciálu
δ je velmi jednoduché. Protože všechny prostory Uα0...αp jsou křivkově souvislé, jsou lokálně
konstantńı funkce na nich ve skutečnosti konstantńı. Odtud

Cp(U ,R) =
∏

α0<···<αp

R, (3.56)

Každý element λ ∈ Cp(U ,R) je tedy kolekce {λα0...αp} reálných konstant a

(δλ)α0...αp+1 =

p+1∑
i=0

(−1)iλα0...α̂i...αp+1 . (3.57)

Tato notace je mı́rně nepřesná, protože v př́ıpadě, že Uα0...αp+1 = ∅, je pravá strana automaticky
nula. Jinak jde ale o čistě kombinatorický výpočet, jen řeš́ıme, zda se nějaké pokrývaj́ıćı množiny
prot́ınaj́ı! Mimo jiné dostáváme následuj́ıćı tvrzeńı.
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Tvrzeńı 3.4.12. Čechova kohomologie H•(U ,R) je stejná pro všechna dobrá pokryt́ı M .

Př́ıklad 3.4.13 (Dobré pokryt́ı S1). Uvažujme dobré pokryt́ı kružnice jako na obrázku:

U0

U1

U2

U01

U12

U02

10

i

Máme tedy pouze dva netriviálńı členy Čechova komplexu

C0(U ,R) = R3 = {(λ0, λ1, λ2) | λi ∈ R}, C1(U ,R) = R3 = {(λ01, λ02, λ12) | λij ∈ R}. (3.58)

Zaj́ımá nás tedy pouze operátor δ : C0(U ,R)→ C1(U ,R). Pro λ = (λ0, λ1, λ2) ∈ C0(U ,R) máme

(δλ)01 = λ1 − λ0, (δλ)02 = λ2 − λ0, (δλ)12 = λ2 − λ1. (3.59)

Snadno vid́ıme, že ker(δ) = {(λ, λ, λ) | λ ∈ R} ∼= R. Odtud zřejmě H0(U ,R) = R. Dále
dim(H1(U ,R)) = dim(C1(U ,R)/ im(δ)) = dim(C1(U ,R)) − dim(im(δ)) = 3 − (3 − 1) = 1.
Odtud H1(U ,R) ∼= R. Zřejmě Hn(U ,R) = 0 pro n > 0. Dostáváme tedy

Hn(U ,R) =

 R pro n = 0,
R pro n = 1,
0 pro n > 1.

(3.60)

Vid́ıme, že Čechova kohomologie je opravdu izomorfńı de Rhamově kohomologii.

Důsledek 3.4.14 (Kohomologie vektorových bandl̊u). Necht’ π : E →M je libovolný vektorový
bandl nad varietou M . Potom H•(M) ∼= H•(E).

D̊ukaz. Ukažme si d̊ukaz pomoćı Čechovy kohomologie. Necht’ V je trivializačńı pokryt́ı M .
Ukázali jsme, že V < U , kde U je dobré pokryt́ı. Potom Û = {π−1(Uα)}α∈I je otevřené pokryt́ı

E. Protože Uα ⊆ Vφ(α), máme Ûα0...αp ≡ π−1(Uα0...αp) ∼= Uα0...αp × Rk ∼= Rn × Rk. Tedy Û je

dobré pokryt́ı E. Nav́ıc zřejmě Ûα0...αp 6= ∅ ⇔ Uα0...αp 6= ∅. Z obou pozorováńı plyne

H•(E) ∼= H•(Û ,R) ∼= H•(U ,R) ∼= H•(M). (3.61)

A máme dokázáno. �

Poznámka 3.4.15. Tvrzeńı lze dokázat snadno i jinak, protože M je deformačńı retrakt E, a tedy
homotopicky ekvivalentńı. Jejich de Rhamovy kohomologie muśı být tedy nutně izomorfńı.
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3.5 Kohomologie Lieových algeber

Aplikace teorie kohomologíı sahaj́ı mnohem dál než do diferenciálńı geometrie. Ukazuje se, že
představuj́ı užitečný nástroj i při studiu algebraických objekt̊u. Př́ıkladem nám budou kohomo-
logie (reprezentaćı) Lieových algeber.

Následuj́ıćı definice funguj́ı nad libovolným tělesem (pro jistotu s charakteristikou 0) a pro
libovolnou (tedy i nekonečnou) dimenzi.

Definice 3.5.1. Necht’ (g, [·, ·]g) je libovolná Lieova algebra a necht’ (V, ρ) je jej́ı reprezentace.
Potom prostor k-kořetězc̊u Chevalley-Eilenbergova kořetězcového komplexu ck(g, ρ) defi-
nujeme jako prostor k-lineárńıch totálně antisymetrických zobrazeńı z g do V .

Poznámka 3.5.2. Pro konečně-rozměrné g můžeme ztotožnit ck(g, ρ) s prostorem Λkg∗ ⊗ V .

Definice 3.5.3. Diferenciál ∆ : ck(g, ρ)→ ck+1(g, ρ) definujeme pro ω ∈ ck(g, ρ) vztahem

∆(ω)(x1, . . . , xk+1) =

k+1∑
i=1

(−1)i+1ρ(xi) · ω(x1 . . . , x̂i, . . . , xk+1)

+
∑
i<j

(−1)i+jω([xi, xj ]g, . . . , x̂i, . . . , x̂j , . . . , xk+1).

(3.62)

Apriori neńı v̊ubec zřejmé, že ∆ je dobře definovaný (výsledek nemuśı být nutně totálně antisy-
metrický) a už v̊ubec ne, že ∆2 = 0. Dokážeme si pouze prvńı z vlastnost́ı.

Lemma 3.5.4. Pro každé k ≥ 0 a ω ∈ ck(g, ρ) máme ∆(ω) ∈ ck+1(g, ρ).

D̊ukaz. Dı́ky polarizaci stač́ı ukázat, že pravá strana (3.62) je nula, kdykoliv jsou nějaké dva
vstupńı vektory stejné. Necht’ xp = xq = x pro nějaké 1 ≤ p < q ≤ k + 1. Z prvńı sumy zbudou
právě dva členy, a to pro i = p a i = q, jinak budou dva stejné vektory x. vstupovat do totálně
antisymetrického zobrazeńı ω. Dostaneme tedy součet

(−1)p+1ρ(x)·ω(x1, . . . , x̂p, . . . , x, . . . , xk+1)+(−1)q+1ρ(x)·ω(x1, . . . , x, . . . , x̂q, . . . , xk+1). (3.63)

V prvńım z nich muśıme prohodit x právě (q − p − 1)-krát s jeho sousedem, abychom dostali
výraz v druhém členu. To nám dodá znaménko (−1)q−p−1 a oba se navzájem odečtou.

Dvojitá suma v (3.62) bude obsahovat jen členy, kde právě jeden z vektor̊u v [·, ·]g bude x.
Dostaneme čtveřici jednoduchých sum, dvě pro př́ıpad kdy i tref́ı jeden z dvojice (p, q) a dvě pro
př́ıpad, kdy je tref́ı j. Máme tedy součet∑

j>q

(−1)q+jω([x, xj ]g, . . . , x, . . . , x̂q, . . . , x̂j , . . . , xk+1)

+
∑
j>p
j 6=q

(−1)p+jω([x, xj ]g, . . . , x̂p, . . . , x̂j , . . . , xk+1)

+
∑
i<p

(−1)i+pω([xi, x]g, . . . , x̂i, . . . , x̂p, . . . , x, . . . , xk+1)

+
∑
i<q
i 6=p

(−1)i+qω([xi, x]g, . . . , x̂i, . . . , x̂q, . . . , xk+1).

(3.64)
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Obě složitěǰśı sumy lze psát jako součet dvou podle polohy indexu j vzhledem ke q (resp. i
vzhledem k p). Např́ıklad prvńı z nich lze psát jako součet∑

j>q

(−1)p+jω([x, xj ]g, . . . , x̂p, . . . , x, . . . , x̂j , . . . , xk+1)

+
∑
p<j<q

(−1)p+jω([x, xj ]g, . . . , x̂p, . . . , x̂j , . . . , x, . . . , xk+1).
(3.65)

Prvńı suma se odečte s prvńı sumou výše, protože transpozicemi x dostaneme znaménko (−1)q−p−1

které to zař́ıd́ı. Stejná situace nastane v druhých dvou součtech a dostaneme součet dvou sum:∑
p<j<q

(−1)p+jω([x, xj ]g, . . . , x̂p, . . . , x̂j , . . . , x, . . . , xk+1)

+
∑
p<i<q

(−1)i+qω([xi, x]g, . . . , x, . . . , x̂i, . . . , x̂q, . . . , xk+1).
(3.66)

Transpozićı x v druhé sumě (transpozic je tentokrát q − p − 2) a prohozeńım v závorce [·, ·]g
dostáváme kýžené znaménko a oba součty se odečtou. �

Tvrzeńı 3.5.5. Plat́ı ∆2 = 0. (c•(g, ρ),∆) tedy tvoř́ı kořetězcový komplex.

Př́ıslušná kohomologie Hk(g, ρ) se nazývá Chevalley-Eilenbergova kohomologie Lieovy
algebry g vzhledem k reprezentaci ρ.

D̊ukaz. Důkaz provedeme uvěřeńım pro k = 0. Zřejmě c0(g, ρ) = V . Necht’ v ∈ V a x ∈ g. Máme
∆(v)(x) = ρ(x) · v. Pro x1, x2 ∈ g potom

∆(∆(v))(x1, x2) = ρ(x1) ·∆(v)(x2)− ρ(x2) ·∆(v)(x1)−∆(v)([x1, x2]g)

= ρ(x1) · (ρ(x2) · v)− ρ(x2) · (ρ(x1) · v)− ρ([x1, x2]g) · v
= ([ρ(x1), ρ(x2)− ρ([x1, x2]g)) · v = 0.

(3.67)

Použili jsme fakt, že ρ : g→ End(V ) je reprezentace g. �

Prvńı tři kohomologické grupy maj́ı jednoduchou algebraickou interpretaci. Nejprve máme

H0(g, ρ) = Z0(g, ρ) = {v ∈ V | ρ(x) · v = 0 ∀x ∈ g} ≡ V g. (3.68)

Prvk̊um V g se ř́ıká invarianty reprezentace ρ. Je-li totiž ρ odvozená z reprezentace ρ̃ (souvislé)
Lieovy grupyG integruj́ıćı g, jsou V g opravdu invarianty ρ̃. Připomeňme, že c1(g, ρ) = Hom(g, V ).
Prostor 1-kocykl̊u má potom tvar

Z1(g, ρ) = {α ∈ Hom(g, V ) | α([x1, x2]g) = ρ(x1) · α(x2)− ρ(x2) · α(x1)} ≡ Der(g, ρ), (3.69)

kde zobrazeńı z Der(g, ρ) se nazývaj́ı derivace g-modulu (V, ρ). 1-kohranice potom maj́ı tvar

B1(g, ρ) = {α ∈ Hom(g, V ) | α(x) = ρ(x) · v pro nějaké v ∈ V } ≡ IDer(g, ρ) (3.70)

a nazývaj́ı se vnitřńı derivace g-modulu (V, ρ). Prvńı Chevalley-Eilenbergova kohomologie
H1(g, ρ) tedy měř́ı kolik derivaćı neńı vnitřńıch:

H1(g, ρ) = Der(g, ρ)/ IDer(g, ρ). (3.71)
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Př́ıklad 3.5.6. Uvažujme (V, ρ) = (g, ad). MámeH0(g, ρ) = {y ∈ g | [x, y]g = 0 ∀x ∈ g} ≡ Z(g),
nultá kohomologie př́ıslušná adjungované reprezentaci neńı nic jiného než centrum Lieovy algebry.
Derivace a vnitřńı derivace osvětluj́ı p̊uvod svého jména:

Der(g, ad) = {α ∈ End(g) | α([x1, x2]g) = [α(x1), x2]g + [x1, α(x2)]g}, (3.72)

IDer(g, ad) = {α ∈ End(g) | α(x) = [x, y]g pro nějaké y ∈ g}. (3.73)

Interpretace H2(g, ρ) je neméně zaj́ımavá. Nejprve připomeňme následuj́ıćı pojem:

Definice 3.5.7. Necht’ g je Lieova algebra a (V, ρ) jej́ı reprezentace. Potom abelovské rozš́ı̌reńı
g̃ algebry g modulem (V, ρ) je krátká exaktńı posloupnost homomorfismů Lieových algeber

0 V g̃ g 0,
j

t

r

s
(3.74)

přičemž V interpretujeme jako abelovskou Lieovu algebru. Nav́ıc muśı platit vztah

[x, j(v)]g̃ = j(ρ(r(x)) · v), (3.75)

pro všechny x ∈ g̃ a v ∈ V . Je-li g̃′ jiné abelovské rozš́ı̌reńı g stejným modulem, řekneme, že
isomorfismus φ ∈ Hom(g̃, g̃′) je ekvivalence abelovských rozš́ı̌reńı, pokud diagram

0 V g̃ g 0

0 V g̃′ g 0

j

1V

r

φ 1g

j′ r′

(3.76)

komutuje. Rozštěpeńım krátké exaktńı posloupnosti mysĺıme lineárńı zobrazeńı s ∈ Hom(g, g̃)
takové, že r ◦ s = 1g.

Nějaké rozštěpeńı existuje pro každou posloupnost vektorových prostor̊u nad nekonečným
tělesem. Ne nutně je však s homomorfismus algeber! Pro každé takové smůžeme sestrojit unikátńı
zobrazeńı t ∈ Hom(g̃, V ) splňuj́ıćı ker(t) = im(s) a t◦j = 1g. Jelikož je j monomorfismus, můžeme
definovat t vztahem

j(t(x)) = (1− s ◦ r)(x), (3.77)

pro všechny x ∈ g̃. Snadno se ověř́ı, že t má požadované vlastnosti a je unikátńı.

Zobrazeńı φ : V ⊕ g → g̃ definované vztahem φ(v, y) = j(v) + s(y) pro každé (v, y) ∈ V ⊕ g
je izomorfismus vektorových prostor̊u. Jeho inverze je φ−1(x) = (t(x), r(x)). Vskutku, máme

(φ ◦ φ−1)(x) = j(t(x)) + s(r(x)) = x, (3.78)

kde jsme použili definici (3.77). Opačný směr je podobně jednoduchý:

(φ−1 ◦ φ)(v, y) = (t(j(v) + s(y)), r(j(v) + s(y))) = (v, y). (3.79)

Pomoćı φ můžeme na h = V ⊕ g indukovat strukturu Lieovy algebry [·, ·]h. Snadno se ukáže, že
závorka má pro (v, y), (v′, y′) ∈ h tvar

[(v, y), (v′, y′)]h = (ρ(y) · v′ − ρ(y′) · v + ω(v, v′), [y, y′]g), (3.80)

kde ω ∈ c2(g, ρ) je definovaná vztahem ω(y, y′) = t([s(y), s(y′)]g̃). Lieova algebra h je zřejmě
rovněž abelovským rozš́ı̌reńım Lieovy algebry g modulem (V, ρ) a φ ∈ Hom(h, g̃) je ekvivalence
abelovských rozš́ı̌reńı. Volbou jiného rozštěpeńı s′ dostanu jiné abelovské rozš́ı̌reńı h′ = V ⊕ g,
které je ale nutně ekvivalentńı h.
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Lemma 3.5.8. ω je 2-kocyklus, ω ∈ Z2(g, ρ).

D̊ukaz. Závorka [·, ·]h z definice muśı splňovat Jacobiho identitu. Máme tedy

0 = [(0, x), [(0, y), (0, z)]h]h + cyclic(x, y, z)

= [(0, x), (ω(y, z), [y, z]g)]h + cyclic(x, y, z)

= (ρ(x) · ω(y, z) + ω(x, [y, z]g), [x, [y, z]g]g) + cyclic(x, y, z)

= (∆(ω)(x, y, z), 0).

(3.81)

pro libovolné x, y, z ∈ g, a tedy ∆(ω) = 0. �

Každé abelovské rozš́ı̌reńı a volba rozštěpeńı tedy určuje unikátńı 2-kocyklus v př́ıslušném
Chevalley-Eilenbergově komplexu. Každý takový 2-kocyklus ω můžeme, jak se dá snadno ověřit,
použ́ıt ke konstrukci abelovského rozš́ı̌reńı. Konečně, snadno ukážeme následuj́ıćı tvrzeńı.

Lemma 3.5.9. Necht’ h = V ⊕ g a h′ = V ⊕ g jsou dvě Abelovská rozš́ıřeńı parametrizovaná
2-kocykly ω a ω′. Potom jsou ekvivalentńı právě tehdy když ω′ − ω ∈ B2(g, ρ), neboli [ω] = [ω′]
v H2(g, ρ). Jinými množina tř́ıd ekvivalence abelovských rozš́ıřeńı algebry g modulem (V, ρ) je
bijektivńı kohomologii H2(g, ρ).

D̊ukaz. Z komutativity diagramu (3.76) muśı mı́t každá ekvivalence φ : h → h′ tvar φ(v, y) =
(v + α(y), y) pro nějaké α ∈ c1(g, ρ). Potom dostáváme

ω′(x, y) = πV ([(0, x), (0, y)]h′) = prV φ
−1([φ(0, x), φ(0, y)]h)

= πV φ
−1([(α(x), x), (α(y), y)]h)

= πV φ
−1(ρ(x) · α(y)− ρ(y) · α(x) + ω(x, y), [x, y]g)

= ω(x, y) + {ρ(x) · α(y)− ρ(y) · α(x)− α([x, y]g)}
= ω(x, y) + ∆(α)(x, y).

(3.82)

T́ım je Lemma dokázáno. �

Tato interpretace je př́ıkladem standardńıho postupu v matematice - tzv. hledáńı obstrukce.
Máme totiž přesně kvantifikovaný následuj́ıćı problém.

Důsledek 3.5.10. Necht’ g̃ je abelovské rozš́ıřeńı algebry g modulem (V, ρ).

Potom existuje rozštěpeńı s ∈ Hom(g, g̃) takové, že s(g) ⊆ g̃ je podalgebra izomorfńı g, právě
tehdy když je odpov́ıdaj́ıćı kohomologická tř́ıda v H2(g, ρ) triviálńı.

D̊ukaz. Zřejmě s(g) je podalgebra, právě tehdy když ω = 0. Je-li s rozštěpeńı z tvrzeńı věty,
muśım mı́t tedy nutně [ω] = [0]. Opačně, je-li s′ libovolné rozštěpeńı a ω′ ∈ Z2(g, ρ) př́ıslušný
2-kocyklus, mám z předpokladu [ω′] = [0]. Existuje tedy α ∈ c1(g, ρ), takové, že ω′ = ∆(α).
Snadno se ukáže, že s(y) := s′(y)− j(α(y)) splňuje tvrzeńı věty. �

Toto tvrzeńı je velice užitečné pro velkou tř́ıdu Lieových algeber a jejich reprezentaćı. Vskutku,
plat́ı následuj́ıćı pozoruhodné tvrzeńı.

Věta 3.5.11 (1. a 2. Whiteheadovo Lemma). Je-li g poloprostá Lieova algebra nad tělesem
charakteristiky 0 a (V, ρ) jej́ı konečněrozměrná reprezentace. Potom H1(g, ρ) = H2(g, ρ) = 0.
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Důsledek 3.5.12. Všechny derivace konečněrozměrné poloprosté algebry nad tělesem charakte-
ristiky 0 jsou vnitřńı.

Konečně, necht’ G je souvislá Lieova grupa integruj́ıćı (reálnou) algebru g, g = Lie(G).
Můžeme se ptát, zda existuje nějaká souvislost mezi de Rhamovou kohomologíı G a Chevalley-
Eilenbergovou kohomologíı. Uvažujme podprostor Ω•L(G) ⊆ Ω•(G) levoinvariantńıch diferenciálńıch
forem. Jelikož d komutuje s pullbacky, zřejmě d : ΩkL(G)→ Ωk+1

L (G). Dostáváme tedy subkom-
plex de Rhamova komplexu tvořený levo-invariantńımi formami, (Ω•L(G), d). Př́ıslušné kohomo-
logie H•L(G) definuj́ı (levou) invariantńı de Rhamovu kohomologii G.

Lemma 3.5.13. Necht’ (R, 0) je triviálńı reprezentace g na R. Označme c•(g) ≡ c•(g, 0). H•(g)
se obvykle nazývá jednoduše kohomologie Lieovy algebry g.

Potom existuje lineárńı izomorfismus ϕ : Ω•L(G) → c•(g), který tvoř́ı kořetězcové zobrazeńı,
t.j. ∆ ◦ ϕ = ϕ ◦ d. Zejména tedy H•L(G) ∼= H•(g).

D̊ukaz. Necht’ ω ∈ ΩkL(G). Potom ϕ(ω) ∈ ck(g) definujeme pomoćı hodnoty na x1, . . . , xk ∈ g:

ϕ(ω)(x1, . . . , xk) := ω(xL1 , . . . , x
L
k ) ∈ R, (3.83)

kde xLi ∈ X(G) jsou levo-invariantńı vektorová pole. Inverze se sestroj́ı výměnou vstupńıch a
výstupńıch dat v této definici. Zbývá ověřit komutaci s diferenciály:

∆(ϕ(ω))(x1, . . . , xk+1) =
∑
i<j

(−1)i+jϕ(ω)([xi, xj ]g, . . . , x̂i, . . . , x̂j , . . . )

=
∑
i<j

(−1)i+jω([xi, xj ]
L
g , . . . , x̂

L
i , . . . , x̂

L
j , · · · )

=
∑
i<j

(−1)i+jω([xLi , x
L
j ], . . . , x̂Li , . . . , x̂

L
j , · · · )

= dω(xL1 , . . . , x
L
k+1) = (ϕ(dω))(x1, . . . , xk+1).

(3.84)

Zbytek tvrzeńı je již triviálńı. �

Jelikož by nás zaj́ımala opravdická de Rhamova kohomologie G (třeba kv̊uli Poincarého
lemma), zbývá odpovědět na otázku, zda H•L(G) ∼= H•(G).

Tvrzeńı 3.5.14. Pro kompaktńı Lieovu grupu G tvrzeńı plat́ı.

D̊ukaz. Důkaz provedeme pouze jemným náznakem. Zřejmě máme inkluzi i : Ω•L(G) ↪→ Ω•(G),
která komutuje s diferenciálem. Zřejmě však neńı lineárńım izomorfismem. Na každé Lieově grupě
máme kanonickou (až na konstantu) levo-invariantńı formu objemu µL ∈ Ωdim g(G), takzvanou
(levou) Haarovu mı́ru. Je-li ω ∈ Ωk(G) libovolná forma, můžeme definovat formu L(ω) vztahem

L(ω)(X1, . . . , Xk) =
1

vol(G)

∫
G

(L∗gω)(X1, . . . , Xk) · µL, (3.85)

pro všechny X1, . . . , Xk ∈ G, kde integrál konverguje protože G je kompaktńı a vol(G) =
∫
G
µL.

Nyńı se dá relativně snadno ukázat, že L : Ω•(G) → Ω•L(G) a L komutuje s diferenciálem a
indukované zobrazeńı L∗ : H•(G)→ H•L(G) je izomorfismus inverzńı k i∗. �
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3.6 Svazky a jejich Čechova kohomologie

Necht’ X je libovolný topologický prostor. Označme Op(X) následuj́ıćı kategorii. Jej́ımi objekty
jsou otevřené podmnožiny X. Pro libovolné dva objekty U, V ∈ Op(X) existuje právě jeden
morfismus iUV : V → U , právě tehdy když V ⊆ U .

Lze si představit jako graf, jehož vrcholy jsou otevřené podmnožiny X a přidáme do něj
orientovanou hranu (šipku), je-li jedna podmnožina obsažena v druhé.

Definice 3.6.1. Necht’ C je libovolná kategorie. Kontravariantńı funktor F : Op(X) → C se
nazývá předsvazek (presheaf) na X s hodnotami v C. Explicitně:

(i) pro každé U ∈ Op(X) máme objekt F(U) ∈ C;

(ii) je-li V ⊆ U , existuje morfismus restrikce ρUV : F(U)→ F(V ) v kategorii C a plat́ı

ρVW ◦ ρUV = ρUW , ρUU = 1F(U), (3.86)

pro libovolné W ⊆ V ⊆ U otevřené podmnožiny.

Př́ıklad 3.6.2. Necht’ C = Ab je kategorie abelovských grup. Necht’ G ∈ Ab je fixně zvolená
abelovská grupa. Konstantńı předsvazek GX je definovaný jako GX(U) := G pro všechny
neprázdné U ∈ Op(X), a GX(∅) := {0}. Restrikce definujeme jako ρUV := 1G kdykoliv V ⊆ U a
V 6= ∅, a ρU∅ jako nulové zobrazeńı.

Předsvazek typicky přǐrazuje algebraickou strukturu (určenou výběrem C) topologickým
dat̊um (otevřeným podmnožinám). Přičemž v́ıme co se děje, když si bereme menš́ı množiny.
Co ale opačná procedura - ř́ıct něco

”
globálně“ na základě lokálńıch dat? Tento požadavek vede

přesně na definici svazku. Předpokládáme, že C je tzv. konkrétńı kategorie, tj. jej́ı objekty jsou
množiny a morfismy jsou zobrazeńı mezi těmito množinami (s extra požadavky). Potom má totiž
smysl mluvit o prvćıch množiny F(U), které se nazývaj́ı lokálńı řezy předsvazku F nad U .

Definice 3.6.3. Necht’ F : Op(X) → C je předsvazek na X s hodnotami v C. Řekneme, že F
je svazek na X s hodnotami v C, pokud plat́ı následuj́ıćı.

Necht’ U ∈ Op(X) je libovolná podmnožina a necht’ U = {Uα}α∈I jej́ı libovolné pokryt́ı, t.j.
U = ∪α∈IUα. V každém takovém př́ıpadě muśı platit následuj́ıćı dva axiomy:

(i) axiom lokality: necht’ s, t ∈ F(U) splňuj́ı ρUUα(s) = ρUUα(t). Potom s = t;

(ii) axiom lepeńı: necht’ {sα}α∈I je kolekce lokálńıch řez̊u, kde sα ∈ F(Uα) a plat́ı

ρUαUα∩Uβ (sα) = ρ
Uβ
Uα∩Uβ (sβ) (3.87)

pro všechny α, β ∈ I. Potom existuje řez s ∈ F(U) splňuj́ıćı ρUUα(s) = sα pro všechny α ∈ I.

Př́ıklad 3.6.4. Necht’ E je topologický prostor a π : E → X spojité surjektivńı zobrazeńı.
Definujeme svazek Γ(E, π) spojitých řez̊u (E, π) předpisem:

Γ(E, π)(U) := {σ : U → E | π ◦ σ = 1U , σ je spojité}. (3.88)

Takto obecně máme C = Set. Pro V ⊆ U definujeme morfismus restrikce jako skutečnou restrikci
ρUV (σ) = σ|V . Z obvyklých vlastnost́ı spojitých funkćı plyne, že plat́ı axiomy lokality i lepeńı.
Uvažujme nyńı dva speciálńı př́ıklady:
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(i) E = X × R. Každý lokálńı řez σ : U → X × R muśı mı́t tvar σ(x) = (x, f(x)), kde
f : U → R je spojitá funkce. Dostáváme Γ(E, π) = C0

X , kde C0
X je svazek spojitých

reálných funkćı na X, kde C0
X(U) := C0(U) restrikce jsou restrikce.

Všimněte si, že v tomhle př́ıpadě můžeme za C vźıt i třeba vektorové prostory nad R,
abelovské grupy nebo komutativńı okruhy.

(ii) Necht’ G ∈ Ab je fixńı abelovská grupa. Vybavme G diskrétńı topologíı a uvažujme opět
E = X × G. Spojité lokálńı řezy σ : U → X × G opět odpov́ıdaj́ı spojitým zobrazeńım
f : U → G. Necht’ x ∈ X. Protože množina {f(x)} ⊆ G je otevřená. Existuje tedy okoĺı
V ⊆ U bodu x, takové, že f(V ) ⊆ {f(x)}, neboli f(y) = f(x) pro všechny y ∈ V . Takovým
funkćım se ř́ıká lokálně konstantńı a dá se ukázat, že jsou vždycky spojité vzhledem k
diskrétńı topologii na G. Dostáváme tedy svazek lokálně konstantńıch funkćı GX , kde

GX(U) := {f : U → G | f je lokálně konstantńı}, (3.89)

kde restrikce jsou restrikce. Aby došlo ke zmateńı úplně všech, GX se nazývá konstantńı
svazek s hodnotami v G.

Tvrzeńı 3.6.5. Konstantńı předsvazek GX neńı svazek.

D̊ukaz. Uvažujme G alespoň o dvou prvćıch a otevřenou podmnožinu U = U1tU2, kde U1, U2 ∈
Op(X). Máme tedy otevřené pokryt́ı U = {U1, U2}. Uvažujme kolekci řez̊u {s1, s2}. Pro každé
U 6= ∅ je GX(U) = G, volba s1 a s2 je ekvivalentńı volbě dvou element̊u G. Předpokládejme,
že s1 6= s2. Jelikož U1 ∩ U2 = ∅, je podmı́nka (3.87) splněna triviálně. Muśı tedy existovat řez
(element G) s ∈ F(U), takový že 1G(s) = s1 a 1G(s) = s2, což nelze splnit. �

Necht’ F : Op(X)→ Ab je libovolný předsvazek na X s hodnotami v kategorii abelovských
grup. Předpokládejme F(∅) = {0}. Necht’ U = {Uα}α∈I je libovolné otevřené pokryt́ı X. Budeme
opět použ́ıvat značeńı Uα0...αk = Uα0 ∩ · · · ∩ Uαk . Tentokrát však umožńıme opakováńı index̊u.
Podobně jako při konstrukci zobecněné Mayer-Vietorisovy posloupnosti máme (tentokrát vždy
nekonečnou) posloupnost množin

X
⊔
α0∈I Uα0

⊔
(α0,α1)∈I2

Uα0α1

⊔
(α0,α1,α2)∈I3

Uα0α1α2
. . .

∂0

∂1

∂0

∂1

∂2

, (3.90)

kde ∂i : Uα0...αk → Uα0...α̂i...αk ”
vynechá“ i-tou množinu. Opět umožňujeme opakováńı index̊u!

Na tuto posloupnost můžeme aplikovat kontravariantńı funktor F a dostaneme posloupnost
abelovských grup, kde δi := F(∂i), a r je indukované inkluzemi Uα to X.

F(X)
∏
α0∈I F(Uα)

∏
(α0,α1)∈I2

F(Uα0α1
)

∏
(α0,α1,α2)∈I3

F(Uα0α1α2
) . . .r

δ0

δ1

δ0

δ1

δ2

,

Abelovské grupy v této posloupnosti se nazývaj́ı grupy Čechových p-řetězc̊u Cp(U ,F) př́ıslušné
předsvazku F a pokryt́ı U , tedy

Cp(U ,F) =
∏

(α0,...,αp)∈Ip+1

F(Uα0 . . . Uαp). (3.91)
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Podobně jako při konstrukci Mayer-Vietorisovy posloupnosti můžeme nyńı nakombinovat jed-
notlivé restrikce a definovat Čech̊uv operátor kohranice δF : Cp(U ,F)→ Cp+1(U ,F) jako

(δFω)α0,...,αp+1 =

p+1∑
i=0

(−1)i+1δi(ωα0...α̂i...αp), (3.92)

kde ωα0...αp jsou komponenty ω ∈ Cp(U ,F). Opět lze snadno ukázat, že δ2
F = 0.

Definice 3.6.6. Kořetězcový komplex (C•(U ,F), δF ) se nazývá Čech̊uv kořetězcový kom-
plex př́ıslušný předsvazku F a pokryt́ı U . Př́ıslušná kohomologická grupa se znač́ı jako Ȟ

p
(U ,F)

a nazývá se Čechova kohomologie př́ıslušná předsvazku F a pokryt́ı U .

Nyńı uvažujme kategorii OpC(X), jej́ıž objekty jsou otevřená pokryt́ı a právě jeden morfis-
mus jVU : U → V, je-li U ≺ V, neboli V je zjemněńı U . Všimněte si, že pro každá dvě otevřená
pokryt́ı U ,U ′ ∈ OpC(X) existuje společné zjemněńı V ∈ OpC(X) takové, že U ,U ′ ≺ V. Za
povšimnut́ı stoj́ı, že OpC(X) neńı množina.

Tvrzeńı 3.6.7. Přiřazeńı U 7→ Ȟ(U ,F) definuje funktor Ȟ(F) : OpC(X)→ Ab.

D̊ukaz. Necht’ U = {Uα}α∈I a V = {Vβ}β∈J . Je-li U ≺ V, existuje zobrazeńı φ : J → I takové, že

Vβ ⊆ Uφ(β). Pro dané φ můžeme definovat morfismus abelovských grup φ̂ : Cp(U ,F)→ Cp(V,F).
Pro ω ∈ Cp(U ,F) definujeme

(φ̂(ω))β1...βp := ρ
Uφ(β1)...φ(βp)

Vβ1...βp
(ωφ(β1),...,φ(βp)), (3.93)

kde využ́ıváme inkluze Vβ1...βp ⊆ Uφ(β1)...φ(βp). Nyńı se dá snadno ukázat, že toto zobrazeńı

komutuje s př́ıslušnými Čechovými kodiferenciály a indukuje tedy zobrazeńı φ∗ : Ȟ
p
(U ,F) →

Ȟ
p
(V,F). Připomeňme, že pro jedno zjemněńı U ≺ V může být mnoho zobrazeńı φ. Dá se ale

ukázat (lze nalézt v literatuře) že zobrazeńı φ∗ na konkrétńı volbě nezáviśı. �

Předsvazku F a topologickému prostoru bychom chtěli přǐradit veličinu, která by nezávisela
na konkrétńım otevřeném pokryt́ı U . Předpokládejme, že X je takzvaný Lindelöf̊uv prostor,
kde každé otevřené pokryt́ı U má spočetné podpokryt́ı. Např́ıklad každá hladká varieta je takový
prostor. Označme jako OpCN(X) množinu všech spočetných pokryt́ı X.

Definice 3.6.8. Necht’ X Lindelöf̊uv prostor. Potom Čechovou kohomologíı prostoru X a
předsvazku F nazýváme tzv. př́ımou limitu přes spočetná pokryt́ı

Ȟ
p
(X,F) := lim−→

U∈OpCN(X)

Ȟ
p
(U ,F), (3.94)

kde abelovská grupa na pravé straně je jednoznačně (až na izomorfismus) definována vlastnostmi:

(i) pro každé U ∈ OpCN(X) máme homomorfismus πU : Ȟ
p
(U ,F)→ Ȟ

p
(X,F);

(ii) je-li U ≺ V, plat́ı πV ◦ φ∗ = πU ;

(iii) je-li A libovolná abelovská grupa a {τU}U∈OpCN(X) je kolekce zobrazeńı τU : Ȟ
p
(U ,F)→ A

maj́ıćı vlastnost (ii), existuje unikátńı homomorfismus ϕ : Ȟ
p
(X,F)→ A splňuj́ıćı ϕ◦πU =

τU pro každé U ∈ OpCN(X). Tomuto se ř́ıká vlastnost univerzality.
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Tvrzeńı 3.6.9. Taková grupa existuje.

D̊ukaz. Uvažujme abelovskou grupu G =
⊕

U∈OpCN(X) Ȟ
p
(U ,F). Necht’

M = {[ω]− φ∗[ω] | [ω] ∈ Ȟ
p
(U ,F), φ∗ : Ȟ

p
(U ,F)→ Ȟ

p
(V,F)}. (3.95)

Nyńı se vezme ideál I = 〈M〉 generovaný touto množinou (nejmenš́ı ideál v A obsahuj́ıćı M .
Potom stač́ı Ȟ

p
(X,F) definovat jako př́ıslušný faktorprostor G/I. Necht’ \ : G→ G/I je př́ıslušné

faktorzobrazeńı.

Pro každé U ∈ OpCN(X) definujeme πU = \ ◦ iU , kde iU : Ȟ
p
(U ,F) → G je inkluze do

direktńı sumy. Necht’ U ≺ V a φ∗ je př́ıslušné zobrazeńı. Pro každé [ω] ∈ Ȟ
p
(U ,F) máme

(πV ◦ φ∗)[ω] = \(φ∗[ω]) = \([ω]− ([ω]− φ∗[ω])) = πU [ω]. (3.96)

Máme tedy splněny vlastnosti (i) a (ii). Necht’ A je libovolná abelovská grupa s kolekćı zobrazeńı
τU : Ȟ

p
(U ,F) → A maj́ıćı vlastnosti (ii). Můžeme definovat zobrazeńı ϕ̂ : G → A předpisem

ϕ̂◦iU := τU . Předpoklad zajist́ı, že I ⊆ ker(ϕ̂) a dostáváme tedy homomorfismus grup τ : G/I →
A. Potom τ ◦ πU = (τ ◦ \) ◦ iU = ϕ̂ ◦ iU = τU . Z konstrukce je jasné, že neexistuje jiné zobrazeńı
splňuj́ıćı τ ◦ πU = τU . �

Definice 3.6.10. Pro F = GX dostáváme klasickou Čechovu kohomologii s koeficienty v
G, označujeme jednoduše jako Ȟ

p
(X,G) := Ȟ

p
(X,GX). Pro zaj́ımavost, je-li X parakompaktńı

topologický prostor, máme Ȟ
p
(X,GX) ∼= Ȟ

p
(X,GX).

Poznámka 3.6.11. Na závěr si řekněme několik poznámek bez d̊ukaz̊u.

1) Je-li X hladká varieta, lze Ȟ
p
(X,F) poč́ıtat jako př́ımou limitu pouze přes dobrá pokryt́ı.

2) Mı́sto všech kořetězc̊u můžeme uvažovat podkomplex C ′p(U ,F) ⊆ Cp(U ,F) alternuj́ıćıch
p-kořetězc̊u, kde kdykoliv se dva indexy opakuj́ı, dostaneme nulu a plat́ı pravidlo

ω...α...β... = −ω...β...α.... (3.97)

Operátor δF se zúž́ı na zobrazeńı δF : C ′p(U ,F) → C ′p+1(U ,F) a my tak můžeme spoč́ıtat

kohomologii Ȟ
′p

(U ,F). Dá se ukázat, že Ȟ
′p

(U ,F) ∼= Ȟ
p
(U ,F), ale vyžaduje to dost znalost́ı

teorie abstraktńıch simpliciálńıch komplex̊u.

3) Čechova kohomologie H•(U ,R) pokryt́ı U (z Čechova-de Rhamova komplexu) je Čechova
kohomologie pro konstantńı svazek RM . Jelikož jsme ukázali, že nezáviśı na volbě dobrého
pokryt́ı U , dostáváme z bodu 1) Ȟ

•
(U ,RM ) ∼= Ȟ

•
(M,RM ). Jelikož je M parakompaktńı, plat́ı

rovněž Ȟ
•
(U ,RM ) ∼= Ȟ

•
(U ,R).

4) Čechovy kohomologie se přirozeně objevuj́ı v diferenciálńı geometrii. Např́ıklad, hlavńı fib-
rované prostory π : P → M s abelovskou strukturńı grupou G jsou klasifikovány grupou

Ȟ
1
(M,C∞M,G), kde C∞M,G(U) := C∞(U,G) jsou hladká zobrazeńı z U do G. Jinými slovy,

každé tř́ıdě izomorfismů [P ] př́ısluš́ı právě jeden element Ȟ
1
(M,C∞M,G).

5) Tř́ıdy Čechovy kohomologie často měř́ı obstrukci nějaké geometrické vlastnosti. Např́ıklad pro
každou varietu M existuje jej́ı prvńı Stiefelova-Whitneyho tř́ıda, kanonicky definovaná

tř́ıda v Ȟ
1
(M,Z2). Tato tř́ıda je triviálńı, právě tehdy když M je orientovatelná.

Podobně, existuje druhá Stiefelova-Whitneyho tř́ıda v Ȟ
2
(M,Z2). Tato tř́ıda je triviálńı,

právě tehdy když na M existuje spinová struktura. Množina všech neekvivalentńıch spinových

struktur je pak př́ımo grupa Ȟ
1
(M,Z1).
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