Hodnoty pozorovatelnych veli¢in

Zvysloveného postulatu o méfeni Ize odvodit nékolik dalsich skute¢nosti dobfe znamych z kvantové mechaniky,
obcas ovSem s upozornénimi na piedpoklady.

Stfedni hodnota

Necht A € Z,(Z). Pro kazdy stav ¢ € # a kazdou mnozinu M € %' lze mluvit o pravdépodobnosti naméteni
hodnoty A v M, ale ne pro kazdy stav toto pravdépodobnosti rozdéleni toto pravdépodobnosti rozdéleni ma
stfedni hodnotu dobie definovanou (pfedstavme si naptiklad stav

y=2 "o M
n=1
pro LHO s energetickou bazi (¢,),<,,: norma  je koneén, ale pokus o urleni sttedni hodnoty energie vede na
fadu Yo 1@ Y)IP = X e 1/1, ktera diverguje).

Vénujme se nejprve stredni hodnoté A v Cistém stavu Ey. Necht a zna¢i odpovidajici ndhodnou veli¢inu. Pro

A € B! je pravdépodobnost
P(a € A) = Tr(EA(A)Ey) = (¥, EA(A)Y), (2)

coz ale neni nic jiného, nez pl(pA)(A). Ciselna mira plle) ziskana ze spektralni miry A pro jednotkovy vektor i
ma tedy piimocary vyznam pravdépodobnostni miry vysledki méfeni pozorovatelné A ve stavu Ey. Stfedni
hodnotu potom miZeme pocitat podle vzorce

)y = | 24P = (3. AaEs ) = ) 3)
a je evidentni, Ze pro ¥ € D(A) se jedna o kone¢né &islo a pro ¢/ ¢ D(A) neni vyraz definovan.

Pro smiSeny stav roli (2) pfejima vyraz u‘(;‘ )(A) = Tr(E4(A)W) a stfedni hodnotu pak muZeme opét psat jako
integral A s touto ¢iselnou mirou

(Ayy = j}R 24O, @

ktery mize a nemusi konvergovat. MiZeme se ptat, za jakych pfedpokladii 1ze integral a A ,vnofit“ dovnitf stopy
a pravou stranu hledat jako Tr(AW). Evidentné samotnéa smysluplnost takového zapisu je podminéna tim, aby
AW byl jaderny operator. Toto je zaruceno, pokud A je omezeny, ale i pro neomezeny operator se mize stat, ze
jeho slozeni s jadernym operatorem padne do 7 ().

Pokud tento predpoklad ustanovime, vyplyva z néj

« A je definovany na celém Ran W,
« pro kazdy rozklad W do ¢istych stavii jako W = 3, i, E,, tedy vSechna ¢, patii do D(A),

« hodnoty (A), = (¢, Ap,) jsou tedy konecné a Tr(AW) je jejich vaZenym primérem s vahami .

Podminka AW € #;(#) je tedy postadujici pro to, aby vyraz (4) byl dobfe definovany a byl roven stopé AW.
Neni v8ak nutna - lze najit kombinace A, W, pro které (4) konverguje, ackoli AW jaderny neni.

Poznamka: Pro neomezeny A nezarucuje AW € #(¥), ze by také W A byl jaderny. Dokonce se ani nejedna
0 spojity operator, protoZe jeho defini¢ni obor je D(A) # . Diky samosdruZenosti A a W a omezenosti W ale
plati  WA)* = A*W™ = AW a tedy do 7;(#) patii uzavér operatoru W A, protoze

WA = (WA)* = (AW)* (5)

a protoZe prostor .#; je vii¢i * uzavieny. Stopa tohoto operatoru se se stopou AW shoduje.



Neurd¢itost méreni

Stfedni kvadratickou odchylku pozorovatelné veli¢iny A definujeme tradi¢né,

(A = \[(A2)y, — (AYsy, ©6)

jeji koneénost zaruéi postacujici podminka AW, AW € .#,(9). Vyraz na pravé strané lze psat nékolika ekviva-
lentnimi zpasoby, z nichZ vyzdvihneme

(AAY, = jRu (A O, )

protoZe nevyzaduje konstruovat vedle spektralni miry A jesté E 42.

Jestlize pro dvé pozorovatelné A;, A, doplnime k témto pfedpokladtim jesté A; A, W, Ay A\W € F1(F), Ize psat
relaci neurditosti ve tvaru .
(AADw(AA)w > 2 ITr (A1 Az — Ay ADW) )

a dokazat naprosto identicky jako v kvantové mechanice.

Poznamka: Operator A; A, — Ay Ay, vystupujici v (8) na misté pozorovatelné, nema vlastnosti pozorovatelné veli-
¢iny. Nemusi viibec byt husté definovany: pro (A1 A; — A, A|)W € F; stadi, aby jeho defini¢ni obor pokryval celé
Ran W (které naptiklad ma netrividlni kodimenzi, pokud o, (W) > 0). Pokud je, doséhneme sice symetrického ope-
ratoru, doplnime-li prefaktor i, ale ne nutné samosdruzeného. Ptiklad 16/2 v B-E-H ukazuje jednoduchou volbu
Ay, Ay, pro kterou i(A; Ay — Ay A1) méa nestejné indexy defektu a neumoziiuje tak ani samosdruzené rozsifeni.

Pifiklad: Pro komutujici operatory A;, A, jei(A; Ay —AyA;) zizenim nulového operdtoruna D(A; Ay)ND(AyA1).
Pro operatory Q a P na R je i(PQ — QP) zuzenim jednotkového operatoru na D(PQ) N D(QP) a v pfipadé, ze
jsou splnény piedpoklady PW,QW, P2W, Q°W, POW, OPW ¢ .%,(L?(R)) (z nichz nékteré jsou zavislé), pak plati
(AP)y (AQ)w > 1/2. Snadno ale najdeme piiklady, kdy splnény nejsou — jedna se pak zpravidla o situace, kdy
jedna nebo obé odchylky nejsou dobie definované.

Ke znalostem z kvantové mechaniky doplnime jen jednu zajimavou poucku, ktera by se metodami z fyziky
dokazovala dosti nesnadno, ale s projektorovou mirou je pfimocara.

Véta (pfesnost dosazitelnd méfenim.). ~ Pro kazdé A € 0(A) akazdé e > 0 existuje ¢isty stav Ey, takovy, ze

[(A)y = A <e, (AA)y < 2e 9)

Dilkaz. Nutnou a postacujici podminkou pro A € o(A) je, ze E4(U.(1)) je nenulovy projektor pro kazdé ¢ > 0.
Pro dané ¢ tedy oznac¢ime tento projektor E a zvolime libovolny jednotkovy vektor i € Ran E. Protoze Ey = ¢/,
plati
Y0 = @ EA)Y) = (), EAMDEAU W) = (), Ea(d 0 U(DW) = pf (A 0 U,(2) (10)
(A)

a tedy mira 1y je soustfedéna na U,(A). Pro stfedni hodnotu A potom

Wy =[x =] eafeo 1

£

ale funkce, kterou stfedujeme, je po poslednim kroku omezena na interval (A — ¢, A + ¢) a stfedni hodnota tedy
rovnéz tak. Pro rozptyl veli¢iny A vyuzijeme rovnici (7),

Ate

ARy == [ = a2 a0 (2)

a skuteénost, ze prox € (A — e, A +¢)je 0 < (x — (A)l/,)z < (2¢)2. O



Kanonické komutaéni relace

Komutaéni relace mezi polohou a hybnosti se nazyva kanonicka. Vidéli jsme ale jiz v ptikladu vyse, Ze neni
opravnéné psat

QP —PQ=il, QP —PQ; = idyl, (13)
operator na levé strané, a¢ husté definovany (do jeho defini¢niho oboru spad4 Schwartziv prostor), je pouze
zuZzenim jednotkového operatoru. Muze byt tedy zadouci vyjadrit skutecnost, ze ,komutuji na jednotku®, zpt-
sobem, ktery na omezeni defini¢nich obort nenarazi.

Vidéli jsme na kapitole o komutaci samosdruzenych operatort, ze otazku komutativity A, A, lze pfevést néko-
lika zptisoby na otazku komutativity omezenych operatori. Poéitat fukncionalni realizaci rezolventy, arkustan-
genty nebo Cayleyho obrazu operatoru hybnosti neni zadna piijemna vyhlidka, ale pfipomenme posledni zmi-
nénou ekvivalentni formulaci:

Aj, Ay komutuji < komutuji 41, €542 pro viechna s, t € R. (14)

Porovnani souéinti takovychto exponencial v obou pofadich nam tedy o dvou operatorech muze fici, ,jak moc*
nekomutuji, a tak nahradit roli rozdilu sou¢inu operatora. Exponenciélu it P jsme vidéli spoditanou na nedavném
cviceni a exponenciala isQ je jednoduchy operator nasobeni funkci, pouzit tedy tyto dva je snadné. Rozepsanim
pusobeni obou unitarnich operatort na vektor a porovnanim jejich sloZeni v obou potadich dostaivame Weylovy
relace. Pro % = L*(R):

exp(itP) exp(isQ) = €™ exp(isQ) exp(itP). (15)
V piipadé prostoru L2(R") musime exponencily operatoru nahradit
n n
U@R)=exp|i ) 4P|, V(s)=expli Z 0k | (16)
k=1 k=1

na né7 lze pohliZet jako na funkce komutujicich operatora Py, resp. Ok, a Weylovy relace v tomto ptipadé znéji
U@V(s) = ersv(s)U(®). (17)

Jednou z vyhod tohoto postupu je, Ze zachyti nékteré patologické situace. Uvazujme operatory Q a P na prostoru
H = L2((0,27)), z toho P s periodickou okrajovou podminkou. Operétor i(PQ — QP) je definovan na prostoru

D(PQ — QP) = {y € D(Q)|Qy € D(P); n{y € D(P)| Py € D(Q)}
={y € I |y, xy absolutné spojité,y’ € I, (x¢) € I ,¢(0) = y(2r),04(0) = 2xy(27)}  (18)
={y € H'((0,27)) |xy’ € %,y(0) = y(27) = 0}.

Na tomto oboru plati

VY € D(PQ — QP): QPy — PQY =iy (19)
a dokonce se jedna o husty podprostor #, pieci vsak operatory polohy a hybnosti na kruznici Heisenbergovu
relaci nespliuji. Konkrétné operator

P:{y € H'((0,2m)) [¢(0) = y(2m)} > T : y(x) = ~ig)’ (x) (20)

ma ¢isté bodové spektrum a pro libovolny jeho vlastni vektor ¢ je (AP),, = 0. Operator Q na tomto 7 je omezeny
a tedy (AQ), < oo. Leva strana relace neur¢itosti je tedy pro tento stav nula a porusuje nerovnost > |¢[/2.
Problém nastava v tom, Ze vechny tyto protiptiklady spadaji pfesné mimo D(PQ — QP).

Zajimava je otazka, jestli néjaka jina dvojice (i 2n-tice) operatorti mize splitovat (15), resp. (16), které miizeme po-
vazovat za cestu od Hamiltonovské mechaniky ke kanonické kvantizaci (opravujici nedostatky intuitivnéjsi (13)).
Ukazuje se, Ze ano, ale volnost neni tolik velka. Véta M. Stone a J. von Neumanna z roku 1931 ukazuje, ze kazda
takova 2n-tice operatorti je bud ptimo unitarné ekvivalentni (P, )} _;, (Qx)f—,, nebo Ize redukovat systémem pro-
jektort (E,) takovym zptisobem, ze kazdy z podprostortt %, je izomorfni L“(R") a ¢asti operatort v #, jsou jiz
unitarné ekvivalentni béznym slozkam polohy a hybnosti, pfes izomorfismy zavislymi na a.

Jinymi slovy, pokud k Weylovym relacim pfidime pozadavek ireducibility, pak aZ na izomorfismus jsou stavovy
prostor L2(R™) a operatory Py, Oy na ném, piedepsané nasim znamym zptisobem, jedinym fesenim. Nazyvaji se
pak tzv. Schrédingerovou reprezentaci kanonickych komutacnich relaci.



Cesty ke spektru operatori

Spektrum operatoru je podstatné tim, ze urcuje mozné hodnoty pozorovatelnych. Pro jiné tcely potfebujeme
i patfi¢nou projektorovou miru, ale vzdy je dobré mit prvni pfedstavu o tom, jak spektrum vypada a jaky ma
rozklad na bodovou a spojitou ¢ast. Predvedeme si dnes nékteré metody, jak k 0(A) dojit, pokud operator A byl
vytvoren z néjakych jednodussich operatord, jejichz spektra zname.

Funkce operatoru

O spektru f(A), kde f € ®f,, mame jiz jednu informaci: jedna se o esencialni spektrum funkce f pti mife E4.
To je sice univerzalné pravda, ale neni to obecné prilis prakticky navod. Ukazeme si tvrzeni, které nam o spektru
fekne vice.

Véta (10.5.4). Necht A € Z,(#), necht f € f,.

L Je-li A € 0,,(A), pak f(4) € o,(f(A)) a vlastni vektory A pfislusejici A jsou také vlastnimi vektory f(A)
pfislusejicimi f(1).

2. Je-li funkce f na spektru A spojita, pak o(f(A)) = f(c(A)).

Diikaz. Necht ¢ je vlastni vektor A piislusejici vlastnimu éislu A. VyuZijeme toho, ze E4({A}) je projektor na
vlastni podprostor, a tedy E4({A}){ = ¢. Odsud plyne, ze ,uIE/A) je soustfedéna na mnoziné {A}: plati totiz

WD = @ EaDY) = @ 9) = 1 ®) 1)

4

a pozitivita miry pl//A spolu s kone¢nosti nenechava jinou moznost, nez ze vsechny mnoziny disjunktni s {1}

zobrazuje na nulu.

Necht nyni T = f(A) — f(DI = Ig,(f(x) — f(1)). Z pravidel funkcionalniho poétu vyuzijeme rovnici

175, (FGO) = FOWIE = LR G~ FOP a0, 2)

(4

ale diky objevené vlastnosti miry Hy sta¢i integrovat na mnoZziné {1}, a na té je integrand nulovy. Proto

|FAY — fWIP =0,  f(AY = f(Dy. ®)

Pro druhou ¢ast uvazujeme funkci, ktera je spojita. Poznamenejme, Ze spojitost na spektru je ve skutecnosti
postacujici podminkou pro f € ®,, protoze implikuje obé vlastnosti definujici tuto vétsi mnozinu. Mizeme
psat: C(c(A)) C O,
Vezméme A € 0(A) a p = f(A). Napiseme podminku spojitosti f ve tvaru
Ve >0:35 > 0: f~1(U.(1) D Us(A) (4)
a na obé strany D pouzijeme spektralni miru E4:
Ve >0:35 > 0: Ea(f7 (Ue(W)) 2 Ea(Us (1)) ()
Nutnou a postac¢ujici podminkou A € o(A) je ale
V8 > 0: E5(Us(A) = 0, (6)

takze i Eo(f~1(U.(1))) # 0 pro véechna ¢ > 0, coZ je defini¢nim vztahem pro u = f(1) € Rg?)(f) = o(f(A)).



Pro opacnou implikaci uvazujeme p mimo uzavér mnoziny f(o(A)), takZe ulezi mimo f(o(A)) véetné néjakého
e-okoli:

3> 0:U(p) N flo(A) =@ ™
Na obé strany pouzijeme postupné f~! a E4 a dozvidame se
3 > 0: Eg(f 7 (Us(p) 0 o(A)) = 0. (®)

Protoze o(A) je nosicem E4, E4(M N 0(A)) a E4(M) jsou stejné. Tak se dozvidame, ze mnozina f~1(U,(y)) je
E 4-nulova pro néjaké ¢ > 0, coz implikuje (1) ¢ Rgfg“)(f).

Z ptedchozich dvou ¢asti dikazu se dozvidame:

f(e(A)) c o(f(A), o)

C\ f(a(A)) c CNa(f(A)),
ale kdyz nad prvni inkuzi udélame uzavér, coz pravou stranu nezméni, dostdvame nutnou a postacujici podminku
rovnosti mezi mnozinami o(f(A)) a f(c(A)). O

Poznamky: Opatrnost, s jakou je véta formulovana, je opodstatnéna:

« V bodovém spektru f(A) se mohou objevit i hodnoty, které nejsou zadnym obrazem vlastnich hodnot A.
Napiiklad Q ma bodové spektrum prazdné, ale do o,(Ty) = 0,(f(Q)) patii kazda hodnota, které f(x)
nabyva na néjakém nenulovém intervalu.

« Uzavér je dulezity, protoze obraz uzaviené mnoziny pfi spojitém zobrazeni nemusi byt uzavieny. V né-
kterych piipadech to vsak zajiténo je, naptiklad pokud o(A) je omezené (tedy pro A hermitovsky).

Druha ¢ast véty ma naprosto pfimocaré zobecnéni i na funkce n komutujicich operatora A; az A, (10.7.6): je-li
f €C(o(A))x...xa(A,)), pak spektrum operatoru f(A1, ..., A,) je rovno uzavéru mnoziny f(o(A;)X...xo(Ap)).
O bodovém spektru oviem mnoho fict nelze.

Priklady:

« Spektrum hybnosti na L?(R) je o(P) = R, totéz plati pro operatory slozek hybnosti na L?(R"). Protoze
obrazem mnoziny R pfi x > x?, stejné jako mnoziny R” pfi x + xlz + ...+ x2, je (0, +0), je tato mnozina
spektrem operatoru volné energie v obou situacich.

« Spektrem operatoru H = P2 + Q% na L2(R) je mnozina lichych piirozenych &isel. Pro y € p(H) dosazenim
H do f(4) = 1/(A — p) dostdvame rezolventu Ry(u). Z véty vyplyva, ze 1/(2n + 1 — p) jsou vlastni ¢isla
Ry s vlastnimi vektory stejnymi, jako ma H, jedna se tedy o operator s Cisté bodovym, nedegenerovanym
spektrem. Kromé téchto hodnot je ve spektru jesté jejich hromadny bod, 0, ktery neni obrazem zadného A
— musi tedy byt prvkem o.(Ry(p)). Tyto spektralni vlastnosti odpovidaji kompaktnimu operatoru; lze se
snadno presvédiit, ze skuteéné Ry (i) € Foo(H) pro kazdé p € p(H).

SamosdruZena rozsireni

Mnoho se o spektru mizeme dozvédét i v ramci teorie samosdruZenych rozsifeni symetrickych operatoru.

Piipomenme, Ze pro uzavieny operator T definujeme oblast regularity jako mnozinu hodnot
a(T) ={A€C|Ic>0: Yy € D(T): |Ty — AY| > c|y]}. (10)
Zabyvejme se jejim doplnkém. Do néj patfi ¢isla, pro ktera |Ty — Ay pro jednotkova §y neméa spodni hranici
jinou nez nula. To mize mit pouze dvé pficiny,
1. existuje nenulové ¢ € D(T) takové, Ze Ty = Ay, tedy A € o,(T),

2. A ¢ 0(T), ale existuje posloupnost jednotkovych i, € D(T) takovych, ze (T — Ay, jsou vektory s normou
limitné klesajici k nule.



Ve druhém piipadé mazeme psat: (T — AI)~! je na svém defini¢nim oboru, kterym je Ran(T — AI), neomezeny
operator. Snadno nahlédneme, Ze se jedna o nutnou i postacujici podminku.

V prvnim pfipadé tedy ma rovnice Ty = Ay nenulové feSeni, ve druhém se této vlastnosti Ize alespon v jis-
tém smyslu blizit. Uzavienou mnozinu C \ 7(T) z tohoto diivodu ob¢as nazyvame priblizné bodovym spektrem
0ap(T). Je evidentni, Ze pokud dva uzaviené operatory T, S spliiuji T C S, pak 0,p(T) C 0,(S): vlastni vektor ¢i
posloupnost vektorti z D(T) zarucujici A € 0,,(T) mizeme pro operator S jednoduse pouzit stejnou.

Pro normalni operator T je n(T) = p(T) a rovnaji se tedy i jejich doplitky. Celé spektrum kazdého normalniho
operatoru je tedy piiblizné bodové. Zejména si to budeme pamatovat pro samosdruzené operatory.

Uvazujme nyni symetricky operator A s indexy defektu (n,n) a jeho uzaviené symetrické rozsifeni A’. Podle
druhé von Neumannovy formule je D(A”) roven D(A) zvétsenému o néjaky podprostor G, dimG = m < n. Podle
predchoziho odstavce se pfiblizné bodové spektrum A mize pfi rozsifeni na A’ pouze zvétsit.

Muze se stat, ze vektory pfidané do defini¢niho oboru zahrnuji néjaké vlastni vektory A’, ovSem nejvyse m
takovych linearné nezavislych. Bodové spektrum se tedy muze rozsifit o vlastni hodnoty s nasobnosti nejvyse
m, nebo se pro existujici vlastni podprostory miize navysit dimenze jejich vlastnich podprostoru.

Muze také pribyt bod A € C, které splnuje druhou z moznosti vyse, tedy pro ktery je A” — Al invertibilni a
(A’ — AI)"! neomezeny, i kdyz (A — AI)™! nebyl. (Ze nemusime ovéfovat invertibilitu A — AI, je jednoduché
cviceni pro posluchace.) Bod z A € 7(A) tedy pfechazi do 0,,(A’). Oviem o oblasti regularity vime, Zze A— Al ma
uzavieny obor hodnot. Zvétsenim oboru D(A) o podprostor G dojde ke zvétseni

Ran(A’ — AI) = Ran(A — AI) + (A — AIG. (11)

Touto operaci nemuze z uzavieného podprostoru vzniknout neuzavieny, pokud prostor G je kone¢nédimenzio-
nélni, tedy zejména, pokud indexy defektu jsou kone¢né. V takovém ptipadé je operator (A’ — AI)~! uzavienym
operatorem definovanym na uzavieném podprostoru, a tedy omezeny, a moznost, kterou jsme zkoumali, je vy-
loucena.

Shriime tato pozorovani:
° O-ap(A/) ) O.ap(A)y
+ 0p(A”") D 0p(A), dimKer(A — AI) < dim Ker(A” — AI) < dimKer(A — AI) +m,

+ pro koneéné dim G plati 0,,(A”) \ 0,(A”) C 04p(A) \ 0,(A) (mnoZzina se nemlize zvétsit, zmensit ale ano,
pokud z nékterého jejiho bodu vznikla rozsifenim vlastni hodnota).

Pro kone¢né indexy defektu tedy k ptiblizné bodovému spektru mohou v ramci symetrického, potazmo samo-
sdruzeného rozsifeni piibyt pouze vlastni hodnoty kone¢né nasobnosti. Pokud tedy néjakym zptisobem o,,(A)
zjistime, staci pro operator A’ dofesit rovnici vlastnich ¢isel (ktera je pfimocara) a zname celé spektrum.

Esencialni a diskrétni spektrum

Alternativou k hledani o, uzavieného operatoru T je takzvané esencialni spekirum oess. Podminka nalezitosti

A€ 0ess(T) & IWnlpew € D(T): (Yn € N: |y = 1), Ty, — My =0, Yy X 0. (12)

je oproti o,,(T) posilena o pozadavek, ze posloupnost jednotkovych vektort (y;,) konverguje k nule ve slabé
topologii, tedy napfiklad se jedna o vzajemné ortogonalni vektory. (Alternativné se setkame s formulaci, Ze nemé
konvergentni podposloupnost.) Odsud je ziejmé, Ze Os(A) C 0,p(A). Podminka (12) je zndma jako Weylovo
kritérium (ve variantach pro oegs 1 pro oyp).

O néco vice mlizeme Fici pro uzaviené symetrické operatory. Do esencidlniho spektra A € £ (%) patti A € C
pravé tehdy, je-li bud vlastni hodnotou nekonecné nasobnosti, nebo (A — AI)™! je neomezeny operator, kde A; je



¢ast A v prostoru Ker(A — AI)*. (Symetrie A je zde vyuzita k tomu, Ze A je jadrem A — AI redukovan, diky ¢emuz
konstrukce Ay ma smysl.)

Druha ¢ast formulace umoziuje byt prvkem og¢ i nékterym vlastnim hodnotam kone¢né nasobnosti. To v pfi-
padé, Ze by stale byly soucasti ptiblizné bodového spektra operatoru A, ktery z A vznikne, odstranime-li vlastni
podprostor pfislusejici A. Jedna se pfesné o ty vlastni hodnoty, které jsou souc¢asné hromadnymi body a.p. spek-
tra A, protoze jejich pfitomnost v o,,(A) je i po odstranéni vlastniho prostoru stale zarucena uzavienosti mno-
ziny. Jediné body, které jsou v o,,(A) oproti oes(A) navic, jsou tedy izolované vlastni hodnoty konecné nasob-
nosti. Tato mnozina se nazyva diskrétni spektrum og(A).

Pomoci esencialniho, ptip. diskrétniho spektra mizeme pfeformulovat predchozi vysledek. Pro uzaviené syme-
trické rozsiteni A’ uzavieného symetrického operatoru A plati

° O-p(A,) ) Up(A)a

* Oess(A”) D Oess(A),
v ptipadé koneénych indext defektu n, (A) konkrétnéji

o 04(A”) D 0q(A), protoze z vlastni hodnoty kone¢né nasobnosti nemiZze vzniknout nekoneéné néasobnosti
nebo z izolované neizolovana,

* Oess(A”) = 0ess(A), protoze mnozina se nemize zvétsit ze stejného divodu, jako nemohla oy, \ oy, ale

zmensSit se také nemuiZe.

Posledni rovnice je velice dilezita: pro A € Z(#) s koneénymi indexy defektu ma kazdé jeho £ rozsifeni
esencialni spektrum stejné a muze se lisit jen v diskrétni ¢asti.

Poznamka: Inkluze pro o}, 0ap & 0ess plati pro jakékoli uzaviené rozsiteni jakéhokoli uzavieného operatoru, sy-
metrie nehraje roli. VSechny mnoziny jsou urceny existenci néjakych vektort nebo posloupnosti vektorti v de-
fini¢nim oboru operatoru, ktera se v rozsifeni nemuze pokazit.

Stabilita esencialniho spektra

.....

ratory energie. Plati (bez diikazu, viz véta 10.4.9 a komentar k §10.4):
Véta. Necht A € &,,(#), necht C je relativné kompaktni vici A. Pak oeg(A + C) = 0gs5(A).

Relativni kompaktnost je zde definovana analogicky relativni omezenosti (viz 25.3.): C je relativné kompaktni
vidi A, je-li CR4(p) kompaktni operator pro libovolné p € p(A) (pokud plati pro jednu hodnotu, plati jiz pro
v$echny diky rezolventnim formulim).

Esencialni spektrum je nedocenitelnym pomocnikem v argumentaci, jak vypada spojita ¢ast spektra pozorova-
telnych, protoze jej stai najit v néjaké jednodussi situaci (symetricky operator pfed rozsifenim, operator bez
poruchy) a dohledat jen vlastni vektory. Pfikady uvidime na cviceni.



Soubory komutujicich pozorovatelnych

Uvazujme samosdruzené operatory Ay, ..., A, vzajemné komutujici podle nasi definice z minula - tedy, Ze jejich
spektralni miry jsou tvofeny komutujicimi projektory.

Pro mnozinu vysledkil A tvaru kartézského soucinu, A = A; x ... x A, je pravdépodobnost naméteni hodnot A i
v intervalech A; nezéavisla na potadi métent, stejné jako stav po méfeni - to jiz dobte vime z kvantové mecha-
niky. Tato vlastnost se nazyva kompatibilitou pozorovatelnych veli¢in. Ukazeme, ze kompatibilita je komutaci
ekvivalentni, pro dva operatory a €isty stav E, — zobecnéni je pfimocaré. Pravdépodobnost naméteni hodnoty
A; v intervalu A; nésledovaného naméfenim A, v intervalu A, je dana

W(AL, Ar; A, Ags ) = Tr(E 4, (AW ) w(Ay, Ay Ey) = Tr(Ea,(Az) Ea (A)EyE4, (A1) = (E19, E2E19))

= (¢, E1E2Ey ), W(AyAGE,)W!

kde E; = E A/_(A j), a v opa¢ném potadi (¢, EyE; Ex¢). Evidentné pro komutujici operétory se pravé strany rovnaji
a také vychazi stejny stav po méfeni. Naopak je-li rovnost splnéna pro kazdé ¢, pak operator C = E{E,E;—E,E E,
je nulovy. Ovsem pro B = E{E; — E;E; je

B*B = E2E1E2 - EZElEZEl - E1E2E1E2 + EIEZEI = (El - Ez)c = 0, (2)
coz nenechéva jinou moznost, nez Ze operatory ze spektralnich mér A; a A,, a potazmo A; a A,, komutuji.

Pro n-tici vzajemné komutujicich operatort Ay, ..., A, miZeme projektory dané témito mirami sloucit do stejné
komutujici mnoziny. Lze vsak i vice - sestavit projektorovou miru E, z niz kazdy A; Ize psat jako integral [y f; dE
s néjakou funkci f;. Pro tuto konstrukci mizeme volit X = R" a projektorovou miru E definovat na n-rozmérnych
intervalech

E(Jy % ... x Jo) = Ea (J1)Ea,(J2) .. E4,(Jn)- 3)

Rozsifeni na plnohodnotnou miru pak probiha stejné jako v pfipadé konstrukce miry z rozkladu jednotky —
detaily jsme neuvadéli, ale existuje a je jednozna¢né. Nazyva se potom direktnim sou¢inem projektorovych mér

n

Tato projektorova mira pak — v zobecnéném pojeti postulatu, abychom nemuseli hledat néjaky zastupny samo-
sdruzeny operator — umoziluje mluvit o sou¢asnych méfenich operatora {A;}I-,. Tato formulace pfidava oproti
méfeni v jakémkoli pofadi navic moznosti binirnich méfeni na podmnozinich A € 3", kterych nelze dosah-
nout sekvenci méfeni jednotlivych z nich: prikladem muze byt pozorovani vzdalenosti od pocatku soufadnic,
kde bychom za A volili objem mezi dvéma sférami. Znacime pak

E(AWE(A)

w(A {Ay, ..., A W) = THE(ADW), W’ = THCERW)

4)

Funkce komutujicich samosdruzenych operatora

Stejné projektorova mira na R" se da pouzit k uéelu definovani funkei vice komutujicich samosdruzenych ope-
ratort: definujeme

f(AL, ..., Ap) == J-]Rn f(xq, . x) dE(xy, ..., X) (5)

pro kazdou E-skoro v§ude definovanou borelovskou funkci f. (Sta¢i, aby byla definovana na kartézském sou¢inu
spekter.)

vvvvvv

pro podobné konstrukce. Napfiklad dosazeni Ay, A5 do funkci tvaru f(x,y) = g(x) + h(y) ¢ f(x,y) = g(x)h(y)
muze dat operator ,,0 uzavér” $irsi nez soudet, resp. soucin operatortt g(A;) a h(A,) - pro priklad si pfedstavme
dosazeni Ay = A; do funkci x — y ¢ xy~ L. P¥ibyva logické, ale ne automatické pravidlo, Ze pro f(x,y) = g(x)
vychazi f(A, A”) stejné jako g(A).



Mezi potencialné dulezité aplikace patti, ze f(Qy, ..., Q,) dava operator nasobeni funkci f(xy, ..., x,) a Ze dosazeni
slozek hybnosti do funkce };; sz dava operator kinetické energie volné ¢astice, i kdyz k obéma témto operatorim
jsme dosli jiz dfive jinymi metodami. Tim spiSe ale mohou oba ptiklady slouzit pro lepsi pfedstavu, jak obecna
funkce vice proménnych v operatorech mtiZze v praxi vypadat.

Uplné soubory komutujicich samosdruzenych operator

Soubor komutujicich samosdruzenych operatort & = (Ay, ..., A,) nazveme Gplnym, jestlize libovolna dalsi pozo-
rovatelna, ktera by s nimi byla kompatibilni, je jiz rovna néjaké funkci Ay, ..., A,. Omezujeme se zde na konecné
soubory, coz z hlediska matematické formulace neni univerzalni, ale pro praktické ucely zcela staci (n je obvykle
1,2,3, 4).

Diilezita formulace ekvivalentni této na separabilnim # je takova, 7e § je USKO, jestlize operatory, které ko-
mutuji se vSemi prvky &, komutuji také mezi sebou. To je algebraicky vyjadieno podminkou, Ze kazdy prvek
komutantu mnoziny § patii také do komutantu tohoto komutantu, tedy bikomutantu (§')" = 8.

Pro¢ tyto dvé formulace jsou ekvivalentni, je pomérné hluboké tvrzeni, ale pro kone¢né & lze shrnout nésle-
dovné:

1. Jestlize B € B() komutuje s operatorem A, pak komutuje také s libovolnou funkci operatoru A. To zna-
men4, ze kazdé f(A) € B(X) patii do komutantu komutantu jednoprvkové mnoziny {A}. (Z technickych
davoda do pojmu ,komutant® zahrnujeme jen omezené operatory.)

2. Na separabilnim # kazdy samosdruzeny operator, ktery komutuje s kazdym takovym B, 1ze napsat jako
néjaka funkce operatoru A. Toto velmi netrivialni tvrzeni (10.5.9) je historicky vysledkem praci mnoha
prukopnikt funkcionalni analyzy a neni ted v nasich moznostech zkoumat, pro¢ plati.

3. Pro mnozinu vice nez jednoho operatoru roli komutace s A nahrazuje komutace s projektorovou mirou
ziskanou direktnim soucinem spektralnich mér Ay, ..., A,, rozsifit potom pfedchozi vysledek i na tento
piipad jiz neni naro¢né.

Co si zapamatujeme, je, Ze existuje dobry dtivod v otazkach USKO vyzadovat separabilitu.

Setkame se jesté s tieti ekvivalentni formulaci USKO. (V$echny tfi shrnuje v knize véta 14.2.1, ale jeji ditkaz se
opira o obsah nékolika pfedchozich kapitol.) Soubor & je Uplny pravé tehdy, kdyz existuje tzv. cyklicky vektor
@ € ¥ s vlastnosti, Ze mnozina {Ap| A € $”}je v ¥ totalni. Co si pod touto abstraktni formulaci pfedstavit?

Podle piedchoziho je kazdy operator A € §” vyjadtitelny jako funkce operatort Aj,..., A,. Protoze z alge-
braickych pfedpokladt je omezeny, je mozné jej vyjadrit jako integral néjaké f € L™(R", dE) pies spole¢nou
projektorovou miru E. Jestlize vyrazy

{] fam | £ e 1=, ap)] ©

jsou husté v # a lze se tedy jimi blizit k jakémukoli / € 7, budeme chtit ukazat, Ze existuje funkce fy, ne jiz
nutné omezena, tedy jen f]/, € &g, e JE(f¢)¢ =.

Lemma 1. Je-li ¢ cyklicky vektor souboru &, pak pro kazdou E-nenulovou mnozinu M je y,(M) # 0.

Diikaz. Uvazujme M € RB" takovou, ze E(M) # 0, ale E(M)¢ = 0. Pro libovolnou funkci f € L*(R", dE) a kazdé
x € je

(s | s dzep) = (B0 | s1aEG0) = (x| saemane) =0, @)

takze Ran E(M) je ortogonalni na Ag pro kazdé A € §”, coz je spor s totalitou. O
Lemma 2. Kazda funkce f € L?(R", du,) splituje f € ®p, vektor ¢ patii do D(f(Ay, ..., A,)) a plati

17e(Hel? = 117, ®)



takze zobrazeni V: L%(R", du,) = Z = f — Ip(fe je izometrie.

Dikaz. Miry E a pi, maji jisté stejné o-algebry. Pokud je f p,-s.v. definovan, je také E-s.v. definované podle
lemmatu 1. To jsou pfedpoklady pro f € ®5. Pro f € L2(R", Hy) dale

2

|| s@aee| = (| reodze | raze)= (o] 1708 aEGIp) = | 1R gyl <o )

O
coz odpovida na oba zbyvajici body, protoze [ |f[? dy, < o je ptimo ptedpisem defini¢niho oboru f(Ay, ..., Ay).

Po tomto diikazu si jiz sta¢i uvédomit, ze z pfedpokladu USKO do obrazu izometrie V patfi mnozina totalni v %
(obraz mnoziny L*(R", dy,), ktera diky koneénosti miry je C L?), takze koncovym prostorem je jisté celé .

Definici USKO mohou dokonce spliiovat i nékteré jednoclenné soubory & = {A;}. Podminka, ze méteni A nebo
jeho funkci dokaze v principu rozlisit mezi libovolnou dvojici linearné nezavislych vektoru, je zobecnénim kon-
cepce ¢isté bodového a nedegenerovaného spektra. Rikame, 7e takovy operator ma jednoduché spektrum.

Posledni podminka pro né znamena, Ze existuje vektor ¢ € # takovy, Ze mnozina {E A (M) ] M € B} je totalni
v X (zde se z historickych divodii nenazyva cyklicky, ale generujici vektor). Nas vysledek fika, ze musi mit
nenulovou projekei do v8ech Ran E4 (M) a poté, Ze z néj libovolného / € # miZeme dosahnout jako f;,(A;)e.
Ukazeme, Ze tuto vlastnost méa operator polohy na R: za ¢ miize slouzit libovolna L2(R) funkce, ktera je viude
nenulova, napiiklad ¢(x) = 1/(x? + 1). Protoze funkce operatoru Q jsou operatory nasobeni funkei f(Q) = Ty,
sta¢i pro obecné ¢ € L2(R) volit Jy(x) =¥ (x)/p(x).

Jestlize podminku {E A (M) |M € 931} totalni v # pfijmeme jako definici jednoduchého spektra, pak takové
operatory existuji pouze na separabilnich prostorech, protoze tato mnozina je spocetné generovana intervaly
s krajnimi body v Q.

Pro kvantovou fyziku je nakonec ji# jen diilezité, jak pro dany stavovy prostor ziskavat USKO z jeho znalosti na
néjakych jednodussich prostorech. K tomu slouzi nasledujici uzite¢na pravidla:

+ Q je operator s jednoduchym spektrem na libovolném prostoru (X, du) se o-kone¢nou mirou (automa-
ticky zahrnuje polohu na intervalech v R a oblastech v R"),

« Jedna se opét o unitarni ekvivalent: naptiklad operator hybnosti na R ma také jednoduché spektrum.

« Kazdy operator s nedegenerovanym ¢isté bodovym spektrem na separabilnim 7, napiiklad Hamiltonian
jednorozmérného linearniho harmonického oscilatoru (LHO), ma jednoduché spektrum a mize tak sim
slouzit za USKO.

« pokud &}, &, jsou USKO na %, #,, pak mnozina
{ARI|AeS}U{I® A |A" € &} (10)

je USKO na #; ® #, (14.2.5-9, diikkaz opét zabiha do teorie operatorovych algeber).

Pomoci nich opravnime zcela vsechny piipady USKO, se kterymi jsme se setkali v kurzu 02KVAN, 02KVANM2.

USKO a reprezentace stavu

Zakon¢ime kratkou poznamkou o reprezentaci vinové funkce. V kvantové mechanice jste mluvili o polohové,
hybnostni, energetické (LHO) reprezentaci a nemusi byt zfejmé, pro¢ pro prvky stejného stavového prostoru
L%(R) v nékterych potiebujeme funkci (tj. ,spojité“ mnoho hodnot) a v jinych nam sta¢i posloupnost (,spocetné*
mnoho).

Kazd4 z takovych reprezentaci se opira o néktery USKO, konkrétné zminéné ptiklady o jednoprvkové soubory,
tedy kazdy o néjakou pozorovatelnou A s jednoduchym spektrem. Obecny vektor potom miiZzeme hledat v kro-
cich, ze z jeji projektorové miry ,poskladame” operétor [ f(x) dE4(x) a aplikujeme na generujici vektor ¢.



Funkce f jsme vidéli, Ze je tieba brat z prostoru L2(R, dy,), pticemz nosi¢em miry y, je spektrum operatoru A
(je nosicem E, ale lemma 1 dava implikaci p,(M) = 0 = E4(M) = 0 a opacna je trividlni), takZe zavisi jen na
hodnotach f na o(A). Pravé jsme oviem méli moznost vidét, ze i operatory s jednoduchym spektrem mohou
spektrum porad mit stejné dobfe diskrétni i spojité.

Pro operator Q je
pip(M) = (¢, Eg(M)p) = (¢(x), s ()e(x)),  dpzp(x) = lp(x)* dx (11)

a podminka f € L(R, du,) tedy je ekvivalentni tomu, Ze f(x) = f(x)p(x) € L*(R).

Pro LHO je mira soustfedéna na spo¢etném spektru a proto podminka L?-integrability funkce f znamena

j}R R dg) = 3 IFOP 0 Ea@bp) = Y [FDEIEl? (12)

Aea(A) Aea(A)
a prevadi se na £2-podminku jisté posloupnosti.

Po vymezeni se na L?-integrabilni funkce a £2-integrabilni posloupnosti je zfejmé, ze oba druhy objektt patii do
vzéajemné izometrickych prostort, a tedy je mezi nimi bijektivni korespondence.



Feynmanuv integral

V dnesni hodiné zkusime poskytnout zakladni opravnéni vypoctu propagatoru pomoci integralu Feynmanova
tvaru. Myslenka je zaloZena na vété znamé jako Trotterova formule:

Véta (11.2.1). Necht A, B € &, () takové, ze C = A + B je také samosdruzeny. Potom pro kazdé t € R plati

€ = s-lim (eitA/"eitB/”)n . 6]

n—oo

Tento vysledek ma ptimocaré vyuziti pro Hamiltoniany tvaru P?/(2m) + V (piipadné s uzavérem): umoziiuje
k propagatoru e *H dospét stiidavou aplikaci propagatoru odpovidajiciho samotné kinetické energii a jiného
odpovidajiciho samotnému V.

Propagétor volné ¢astice v L2(R?) mame z minula,

m \%/? im 2
GONE =Lim () | exp(Zly -+ )y ) dy. @
it RY 2t
a pro operator V = T,y je exponenciala snadna,

() =™ (Up(t)y)(x) = e @y (). (3)

Pro sou¢in U; a U, vyhodnocenych v t/N dostavame predpis

mN
27it

/2 . .
/NN = L (P5) [ e (B ly =2 — ) YOIy, @

Pro druhou mocninu operatoru by to znamenalo tuto L2 (R?) funkci nalézt a dosadit do stejného predpisu znovu.
Nicméné vzhledem k tomu, Ze se jedna o aplikaci spojitého (<= unitarniho) operatoru, limitni ptechod v L2-
normé, vyjadfeny Li.m., miZeme provést i na vysledcich vnéjsiho operatoru. Proto

2d/2
(/N /N)) (%) = Lim, Lim, ) J L Ka(xy) (J Ka(y, 2)Y(2)mn, (2) dZ) T, (¥)dy,  (5)
R R

1—>00 1y —>00

(mN
2rrit
kde N "
im 9
K, —exp (TN )y — 2 = Lup).
VGx.y) = exp (B ly = 2l = v(y) ©

Diky Fubiniové vété mizeme vnoienou integraci piepsat jako integral pfes dvé proménné z R a integrandy
sloucit do jednoho. Opakovanim této myslenky dospivame ke vzorci

Uy (x) = lim (W e/ Nt/ NN Y ) (x)

N\ Nd/2
= lim (—> Lim. JRd)XN KnGe, yDKN(1 ¥2) - Kn(YN-1, YN) % @

N—co \ 27Tit ny,...,iy—>00 (

YN, (Y1) -+ My (YN) Yy - dyn-

V poslednim vzorci miizeme jesté sloucit funkce

it N
Kn(x, 1) - Kn(yn-1,98) = eXP( Z (] ]’v >, V(yk)>, (8)
k=1
kde y, == x.

Toto je vyjadieni Feynmanova integralu platné pro jakykoli Hamiltonian tvaru souétu kinetické energie a po-
tencialového ¢lenu, ktery je operatorem nasobeni funkci, dokud se jedna o (v podstaté) samosdruzeny operator.



Souvislost se znamé&jsim drahovym integralem je takova, Ze (8) lze psat zpiisobem

N N
imt it
Kn(x, y1) ... KN(yN-1, ¥N) = exp (5\] Dol - =3, V(J’k))

N
=1 =1
)
B it o mlul?
=exp( & kZ —— —v(n)
-1
kde Yk — Yk—1
= Tk Ykt 10
Uy /N (10)

odpovida rychlosti rovnomérného ptipocarého pohybu mezi body y;_; a y; za ¢as t/N. Vzorec (7) tedy po-
pisuje limitu ,drdhovych integrald®, kde pro kazdé N uvaZujeme lomenou ¢aru o N + 1 vrcholech v ekvi-
distantnich ¢asech mezi 0 a t. P¥itom pro ,Lagrangian“ m|ug|?/2 — v je tfeba rychlost dosazovat z pfimych
useku, ale potencial vyhodnocovat ve vrcholech ¢ary. Takova funkce, po ¢astech konstantni na intervalech
(0,t/N),(t/N,2t/N),...,(t —t/N,t), by pak v integralu od 0 do ¢ skute¢né dala exponent vystupujici v (8). Toto
je smysl, ve kterém je tfeba uvazovat drahovou integraci, pokud chceme vylouéit pochyby, zda konverguje.

Poznamka: o akci

Fyzikalni vyrazy jsou v pfedchozim odstavci uvedené v uvozovkach zcela zamérné. Fyzikalné by akce podél
drahy y(s), s € (0,t) byla uréena vzorcem

t

s = |

0

(217 - Vr(s)) s )

I pokud bychom doslova uvazovali lomenou ¢aru dosahujici vrcholu y,y az yy v ¢asech s odpovidajicich celoci-
selnym nasobktim ¢t/ N mezi 0 a t, dostaneme vyraz

S Ny, =yl [
Sip) =Y — L | V(p(s) ds, (12)
l; 2t J 0

ktery se od exponentu na pravé strané (8) lisi v potencialovém ¢lenu. Je tedy dilezité tento rozdil udrzovat na
paméti. MiiZe se stat, a pro mnoho potencialt to tak dopadne, Ze pokud ve (7) nahradime integra¢ni jadro vzorcem

K(x, y1,..., YN) = €xp (iS(y)), (13)

kde y vyjadiuje vyse popsanou lomenou ¢aru, hodnota limity ztstane, i kdyZ jednotlivé konvergenty se zméni.
Vysledek pak ale uz nemtzeme opraviiovat Trotterovou formuli, diky ¢emuz ziska dodate¢né predpoklady. Pro
jaké pfipady tomu tak je, je pfedmétem celych monografii.

Poznamka: o integraci

Posledni poznambka, kterou si k fyzikalni formulaci dovolime, se tyka pojmu integrace podél vsech spojitych drah,
tedy moznosti zapisu vyrazu tvaru (7) bez limity pies N. Je pomérné znaAmym varovanim, Ze takovy integral neméa
dobfe definovanou miru. Podivime se na jeden argument, pro¢ tomu tak je.

Za prostor viech funkci, pfes které bychom radi integrovali, miizeme zvolit H = L2((0,), R%). Jedna se o realny
Hilbertav prostor nekone¢né dimenze. Mame tedy pojem miry a metriky, konkrétné vzdalenost dvou kiivek

t
p(B.y) = J j 1B~y ds (14)

ma dobrou fyzikalni interpretaci.



Z H muzeme udélat méfitelny prostor tak, ze vybudujeme o-algebru nad mnozinou vsech kouli v H. Na tomto
prostoru bychom chtéli zavést miru y, kterd ma vlastnosti:

1. pokud M C H je omezena borelovska mnozina, pak p(H) < oo,

2. mira je invariantni viiéi posunu: u(y + M) = p(M).
Druha vlastnost vyjadfuje, Ze stejné variace oproti riznym kfivkam by mély mit stejnou vahu.

V prostoru H ale snadno najdeme protiptiklad: vzhledem k tomu, Ze ma nekone¢nou dimenzi, existuje néjaka
ortonormalni baze (¢,),«,- Pro libovolné jeji dva prvky plati

p(@m’ q’n) = \65,71,1. (15)

Koule o poloméru 1/2 kolem kazdého ¢, jsou tedy vzajemné disjunktni: jsou p¥ili§ malé na to, aby se protnuly.

Vezméme mnoZinu
M =) Byy2(n). (16)
n<ow
Kazdy jeji bod je vzdalen méné nez 3/2 od pocatku, takze M C Bs/,(0). Pokud oviem mira g ma spliiovat
pozadavky stanovené vyse, musela by véem koulim o stejném poloméru ptifazovat stejnou kone¢nou hodnotu.
To je v8ak sporem s tim, Ze by mélo byt

p(M) = 3" 1(By /5(9n)) < (B3 5(0)) < oo. (17)

n<w

Tento argument neznamena, ze by na H nesla zavést mira, ale dokazali jsme, Ze nemtze mit vlastnosti, na které
jsme zvykli z Lebesgueovy miry.



Ctvrty postulat kvantové fyziky

Ctvrty (a posledni) postulat — o slozenych systémech — vyslovime nezvykle ve dvou oddélenych ¢astech.

Postulat 4a: Stavovy prostor systému S sloZzeného z kone¢ného poctu podsystému Sy, ..., Sy je tenzorovym sou-
¢inem stavovych prostort téchto podsystémi, # = 71 ® ... @ #'y.

S touto ¢asti a vSemi jejimi disledky jsme velmi dobfe obeznameni. Zaslouzi si snad jen jedinou poznamku, zZe
vzdy uvazuje slozeni kone¢né mnoha systému. Duvodem pro absenci zobecnéni na vyssi kardinality je jednoduse
skutecnost, Ze vétsinou neni zkoumat nekonecné pocty ¢astic fyzikalné opodstatnéné. P¥ipadny zajem o rozsifeni
na N > w by s sebou nesl pottebu dodefinovat tenzorovy soucin odpovidajiciho poctu prostort (¢ehoZ nelze
dosahnout iterativné souc¢inem dvojic prostort) a prestaly by platit nékteré zaruky, které nam konec¢ny tenzorovy
soucin dava. Jednou z takovych je, Ze uvazujeme-li prostory #7, ..., #n separabilni, pak je separabilni i jejich
tenzorovy soucin — pro soucin nekoneéné mnoha prostort toto muze byt poruseno.

Druha ¢ast se tyka systému nerozlisitelnych ¢astic, ale budeme si pro ni potfebovat zavést nékolik prvki znaceni.
Pokud nas slozeny systém (nebo néjaky jeho podsystém) je tvofen N identickymi ¢astmi, pak za stavové prostory
1, ..., XN dosazujeme N kopii stejného Hilbertova prostoru, oznacme jej #;. Je tedy

H =HEN = Hny. 1)

Pro N € N budeme oznacovat &y grupu permutaci mnoziny {1, 2, ...,n}. Pro prvek ¢ € &y a zvoleny Hilbertav
prostor #; necht U, oznacuje unitarni operator na () piedepsany vztahem

U (01 ® .. ® 9N) 1= 05(1) ® ... ® O(n)- (2)

Pro libovolné dvé permutace 0,7 € Sy je U,U; = Uy, zobrazeni o — U je tedy unitarni reprezentaci grupy Sy
na prostoru Z (.

Pro stejnou volbu N a #’; oznacime

1 1
SN P = ﬁ Z UO" AN = ﬁ Z sgn0' UO" (3)
! O'ECSJN : UE(‘S’N

Podivame se na nejvyznamnéjsi vlastnosti této dvojice operatorti (na pfednasce s diikazy):

1. Pro kazdé N € N se jedna o dvojici projektoru.
2. ProN =1jeS =A; =1 ProN > 1 se jedna o vzajemné ortogonalni projektory.
3. Plati S, + Ay = I. Pro N > 2 vS8ak pouze Sy + Ay < I

4. Pro kazdé o € Sy je
UO'SN = SN, UJAN = Sgl’lO’An. (4)

Pro tvrzeni, ktera budou platit obdobné pro Sy nebo Ay, budeme pouzivat zastupny symbol Py.

Postulat 4b: Stavovy prostor N identickych bosont (resp. fermiont) s jednocasticovym stavovym prostorem 7
Ize vymezit na podprostor Sy 7|y (resp. AN (n)) prostoru Z () = ?/{X’N.

Casti b) je potfeba rozumét tak, 7e ne viechny stavy na prostoru %1®N , ktery by jinak pfedepisovala Cast a),
jsou piipustnymi stavy soustavy nerozlisitelnych bosont / fermiont: musi se jednat o statistické operatory re-
dukované odpovidajicim projektorem Py, jejichz obor hodnot spada do Py 7. (Pro Cisté stavy to znamens, Ze
stavovy vektor musi byt prvkem Py y).) Takové operatory je potom moZzné ztotoZznit s jejich ztzenim na po-
sledné jmenovany prostor. Tento prostor je, jakoZto obor hodnot projektoru, uzavienym prostorem, a se ziZenim
skaldrniho sou¢inu z #{ ) je Hilbertiv. Pro N = 1 neni mezi #, # (1), $1# 1) a A1 # 1) rozdil.

Je samoziejmé potfeba zabyvat se konzistenci takového zuzeni. Ta se opird o matematické vyjadfeni principu
nerozlisitelnosti ¢astic. Fyzikalné nerozliSitelnost znamena, Ze neexistuje pozorovani, které by od sebe odlisilo



stavy ¢, y € #\(n), které spliuji y = Uy¢ pro néjakou permutaci o € 8. Matematicky tento pozadavek vyjad-
time tak, ze pro kazdou pripustnou pozorovatelnou A, kazdou A € B! a kazdy stav ¢ € #, (n) musi platit

w(A, A; ) = w(A, A; Us¢)
(W, EA(MWY) = Uy, EAMMNURY) = (¢, Uy "EA(MU,).

Diky obecnému kvantifikatoru Vi € () posledni fadka ale znamena, ze Eo(A) — Uy YEA(A)U, je nulovy
operator, a potazmo, Ze E 4 (A) a U; komutuji. Nakonec, jestlize s operatorem U, komutuje kazdy prvek spektralni
miry E4, znamena to, ze s nim komutuje i pozorovatelna A sama. Dostavame tak hledané matematické vyjadfeni
principu: Pfipustné pozorovatelné na systému N nerozlisitelnych ¢astic jsou takové, které komutuji se vSemi
operatory Uy, 0 € Sy.

()

Vratme se tedy k otdzce bezespornosti formulace ¢asti b) postulatu. Komutuje-li A € L, (%)) s operatory U,
pro vSechna o € &y, pak podle (3) komutuje také s projektory Py. To je nutnou a postacujici podminkou pro to,
aby jimi byla redukovana. Pokud potom v néjaky okamzik vymezime stav soustavy na vektor z prostoru daného
Castib), je tfeba si uvédomit, Ze jediné dva zpusoby, jakymi se v ramci nasi (nyni jiz kompletné vyslovené) sady
postulatd maze ménit, je

« zména stavu po méteni: W = EWE/ Tr(EW), kde E = E4(A) pro né&jakou pozorovatelnou A,

« Casovy vyvoj dany Schrédingerovou rovnici, tedy pozorovatelnou H.
Jestlize kazda pozorovatelna je vézana pozadavkem reducibility na prostor Py#(yy, pak totéz plati pro je-
jich projektorové miry a vysledek méfeni nemiiZe tento prostor opustit. Podobné rychle ukazeme, Ze vlastnost

PyW = WPy se prenasi i na dW/dt (pro H omezené, jinak s potfebnymi tipravami) a piedchozi zavér plati tak
i pro ¢asovy vyvoj.

V ptipadé zahrnuti nerozlisitelnych ¢astic do popisovaného kvantového systému tak ¢tvrty postulat omezuje
obecnost prvniho: ne kazdy ze stavi prostoru daného 4a) je pfipustnym stavem fyzikalni soustavy a ne kazdy
samosdruzeny operator miZe popisovat néjakou pfipustnou pozorovatelnou veli¢inu. Obé omezeni ale mtizeme
obejit, pokud se vymezime na podprostor predepsany 4b).

Prostory funkci

Uvazujme %; = L?(R®). Plati, ze N-nasobnym tenzorovym souc¢inem tohoto prostoru sama se sebou dostaneme
prostor #(x) = L*(R3N). Tenzorovym soucinem funkci @1, ..., o z L*(R*) dostaneme funkci

¢ RN o € xp,, xn) = 01(%) 02(x5) .. on(xn). (6)
Operator Uy, 0 € Sy na ni pusobi dle vzorce (2) jako
(Us) (31, -, xN) = 05(1)(%) - @o(n)(XN) = 01(%5-11)) - N (1(0)) = @(Xp11)s -+ Xom1(N)) ()

Posledni vzorec mé zobecnéni na celé #( a snadno nahlédneme, Ze toto rozsifeni pfedstavuje soucasné linearni

rozsifeni (7) na %FN a spojité rozsifeni na 7/1®N. Predpis

(Uglﬁ)(xl,...,xN) = I//(Xo.—l(l),...,xo.—l(N)) (8)
popisuje tedy akei U, na libovolnou § € 7).

K pfedpisu obecného vektoru z Sy #(n) mliZzeme dojit ptes vlastnost (4) snaze nez pres definici (3). Takova funkce
totiZ musi spliovat
S.v.
E=SNE=U,SyE VoeSy = VoedSy: §(xg(1),x0(2),...,xa(N)) = E(x1, s XN)- 9)
Prostor Sy7(n je tedy tvoten funkcemi, které jsou s.v. symetrické vii¢i libovolné zaméné svych argumentd.
Analogicky pron € ANZ (n)
S.V.
n=Ang=sgnolUsn Yoesy = Voedy: r](xg(l),xa(z), ...,xU(N)) = sgno n(x,...,xy). (10

Protoze dalsi akce Sy, resp. Ay na &, resp. n nechava tyto vektory invariantni, jsou podminky na pravé strané
pro nélezitost do Py () soucasné nutné a postacujici.



Fockuv prostor

Ctvrty postulat diva néstroje pro popis systému slozeného z pevného poétu ¢astic, ale ve fyzice mikrosvéta neni
nouze o situace, ve kterych se pocet ¢astic nezachovava. Nemusime kvili tomu tvrzeni postulatu ménit. Pouze
N-c¢asticovy prostor pouZzijeme pro konstrukei vétsiho stavového prostoru, ktery bude zahrnovat i jiné stavy.
Pokud uvazujeme v§echna N € Ny, ziskdme takto Fockav prostor.

V ramci této kapitoly budeme uvazovat, ze popisujeme soubory stejného jednoho druhu elementarni ¢astice.

Pokud pfi interakcich vznikaji a zanikaji riizné druhy ¢astic, je potfeba sestavit Fockav prostor pro kazdy z nich
zvlast a uvazovat systém vznikly slozenim téchto komponent.

Nekonec¢ny direktni soucet prostoru a operatoru

Pro konstrukei Fockova prostoru se potfebujeme blize seznamit s rozsifenim koncepce direktniho souétu pro-
stort na nekoneény pocet.

Uvazujme pro tento ucel néjakou indexovou mnozinu I a zobrazeni, které kazdému prvku a € I pfifazuje néjaky
Hilbertav prostor %, (ne nutné riizné). Direktni soucet sestavime nasledovné:

@%’O,::%@::EX:aEIH%’a

ael

Y IX@lg, < °°§~ ®

a€l

Zobrazeni X si mizeme pfedstavit jako zobecnéni posloupnosti ,a-ty vektor z #,“, pokud by I byla pfirozena
¢isla. Podle nasich pravidel pro zobecnéné sumy v sobé druhd podminka zahrnuje podminku, ze kazda takova
zobecnéna posloupnost ma nejvyse spocetny pocet prvka, které nejsou nulovy vektor.

Na prostoru #g zavedeme skalarni soudin jako

(X.Y) =Y (X(@). Y(@)g,. 2)

a€l

Tato suma ma také nejvyse spocetny pocet nenulovych ¢leni a jeji absolutni integrabilita je zarucena Cauchyo-
vou a Holderovou nerovnosti spolu s definici (1), coz zajistuje korektnost definice. Skalarni soucin (2) indukuje
normu

IXI* = ) IX(@),. 3)

a€l

rovnéz podle predpokladu dobie definovanou pro kazdy prvek.

Presvéd¢ime se jesté o uzavienosti viiéi této normé. Pokud uvazujeme posloupnost (X;,),—; vektori z #g, mu-
Zeme najit sjednoceni vsech podmnozin a € I, na kterych nékteré ze zobrazeni X, je nenulové - jako spocetné
sjednoceni nejvyse spocetnych mnozin je to také nejvyse spocetna mnozina. Diky konstrukci normy zarucuje
Cauchyova podminka posloupnosti (X;,);-; skute¢nost, Ze v kazdém bodé a € I posloupnosti (X,(«))pe; kon-
verguji zvlast. Lze tedy z téchto individualnich limit, kterych je nejvyse spocetné mnoho, sestavit nové zobra-
zeni X, doplnéné vSude jinde nulami. Pfimocaré dosazeni do patfi¢nych vzorct ukaze, Ze X spliiuje podminku (1)
a v normé (3) je limitou (X;)p=;.

Takto sestaveny nekoneény direktni soucet spliiuje nasledujici vlastnosti, které bychom od operace @ ocekavali:

podprostory dané zobrazenimi X, ktera jsou nenulova v nejvyse jednom, pevné zvoleném, bodé « € I, jsou
uzaviené, vzajemné ortogonalni podprostory #,, C #g, izomorfni #,,

rozklad libovolného vektoru X € #g do téchto ., je jednoznacny a dany ortogonalnimi projekcemi,

« druh4 mocnina | X| je sou¢tem druhych mocnin norem téchto projekei (zobecnéné Parsevalova rovnost),

« z projekci X € #g na I, je nejvyse spocetné mnoho nenulovych a jejich soucet konverguje k X (zobec-
nény Fouriertv rozvoj),

« jestlize mnozina I je kone¢né, podminka v (1) se stane trividlné splnénou a tato obecna konstrukce da

vysledek identicky dfive zavedenému direktnimu sou¢tu Hilbertovych prostort.



Zcela analogicky potom mtizeme konstruovat direktni soucet libovolného systému vzajemné ortogonalnich uza-
vienych podprostort # jako podprostor 7.

Direktni souéin operatora

Myslenku konstrukce direktniho souétu prostortt (#,)cs reflektuje i konstrukee direktniho soudtu sady ope-
tarort (T,)4es definovanych na nich (nebo na defini¢nich oborech D(T,) C #,). Abychom dodrzZeli podminku
definice (1), ktera zajistuje dobrou definovanost skalarniho sou¢inu a normy na @,¢; %, je potieba defini¢ni
obor Ty := @1 T, vymezit pfedpisem

D(Tg) = gx € Heg

Va € I: X() € D(T,), Y. T X(@)]* < oof,
a€l (4)

Tp: D(Tg) > #5: (TeX)(@) = T,X(a).

Kontrola absolutni konvergence je opét nadbytecn4, je-li mnozina I kone¢na.
V komentaii k §7.4 se dozvidame nékolik poznatki o této konstrukei, které pouze vypiseme:

« Jsou-li T, omezené pro viechna a € I a zdroveri sup,¢; |T,|97, < oo, potom Tg je omezeny a [T| =
supger [Taloz, -

« Jsou-li T, husté definované na &, pro vSechna « € I, je také Ty € L (Hg). Za tohoto piedpokladu také
Tg = Poer Ta-

« Jsou-li T, pro vSechna a € I uzaviené, resp. symetrické, resp. samosdruzené, resp. v podstaté samosdru-
zené, plati tato vlastnost také pro Tg,.

Direktni soucet operatort souvisi s ponékud jednodussim konceptem algebraického souétu. Pro stejné (Ty,)yer
definujeme

TZ : ZaEID(Ta) - %GB (5)
stejnym predpisem jako Tg. Rozdil je v tom, Ze defini¢nim oborem je pouze algebraicky soucet podprostorts #
S et D(T) = (U D(Ta)) ¢ D(Ts), ©)

a€l lin

kde vInka zna¢i pouziti izometrie mezi komponentnim prostorem %, a podprostorem %, C He-

Jsou-li T, uzavtené, je Tg uzavieny, ale pro I nekonec¢nou Ty obecné ne. Je vSak Tg uzavérem Ty. Obecnéji pro
neuzaviené, ale uzaviratelné operatory plati, Ze uzavéry Tg a Ty, se rovnaji. Pro I konecné jsou obé konstrukce
shodné.

Fockiv prostor

Z minula méme stavovy prostor N identickych bosont, resp. fermiont dany jako
PN, N = 7/1®N, (7)

kde P = S, resp. A. Oznaceni #y, které pro dnesek pfijmeme, je konzistentni s #. Dodefinujeme pro stru¢nost
jeste

%0 = C, S(),AO = 1. (8)
Tato volba je pro ,prazdny tenzorovy souéin® smysluplna v tom smyslu, ze rovnost #,,1 = #, ® ¥ s ni plati
ipro n = 0. Fockuv prostor pak zavedeme vzorci

Fp(91) = P Pxn. 9)
N=0



Vsechny N-casticové podprostory, symetrizované ¢i antisymetrizované, v ném tedy vystupuji jako ortogonalni
podprostory, dale obsahuje linearni kombinace napfi¢ riznymi pocty Castic a i jejich zobecnéni na spocetné
mnoho ¢lent. Ortonormalni bazi Fockova prostoru mizeme zkonstruovat v ramci tohoto vnoteni #y — N
jednoduse slou¢enim ortonormalnich bazi jednotlivych #’. Odsud plyne dulezita poucka, Ze pro separabilni
jednocasticovy prostor #; jsou Fs(#1), F4(¥) separabilni také.

Zavést muzeme také
F () =P . (10)
N=0

bez projekce na symetricky nebo antisymetricky podprostor. Ackoli se nebude jednat o stavovy prostor Zzadného
druhu ¢astic, je prakticky snaz$i v ném uvazovat nékteré operatory. Ty pak podle principu nerozliSitelnosti
budou redukovany podprostory Fg i F,4 a mohou tak zastoupit popis operatort definovanych na nich. (%)
umoznuje také pfimocary zapis baze pomoci tenzorovych soucinii jedné pevné zvolené baze #’; se sebou.

Zajimavy je prostor #;, = C dimenze 1. Za ortonormalni bazi v ném muazeme volit jednoduse ¢islo 1. Na prostoru
 existuje jediny statisticky operator, kterym je identita, na Fockové prostoru mu odpovida I & 0@ 06 ..., coz
je ortogonalni projektor na %,. Takovy stav reprezentuje nulovy pocet Castic & vakuum s nulovym poétem
¢astic. Odpovidajici jednotkovy vektor (X(a))p2y = (1,0%,,0%,,...) mizeme oznacit Q,. Na konkrétni volbé
faze zvoleného ¢isla stav vakua nezavisi, ale v linearnich kombinacich, naptiklad

aQy + po, @€ H, (11)

zalne byt podstatna i relativni fize mezi Cisly o a f, napfiklad volby ¢ = 1, § = +1 davaji pro |¢| = 1 dva
vzajemné kolmé stavy z Fp(#). Vakuum tedy neobsahuje Zadnou kopii Zadného stavu z #7, ale je stale tfeba
jej brat jako jeden z bazovych vektoru, ktery vstupuje do linedrnich kombinaci, ne jako nulu.

Rozsifeni jednocasticovych operatori na Fockuv prostor

Uvazujme libovolny operator T € £ (). Pro N € N, uvazujme operator
T =Tol®w.9] + [9T®..0 + ... + [0]®..0T. (12)

Defini¢nim oborem tohoto operatoru je husty podprostor Dr @ ... @ Dy C #y. Pokud T je omezené, mizeme
rovnou uvazovat na misté & operaci ® a dostat operator definovany na celém 7{’1®N .Pro N = 0 definujeme
Ty =0 %,- Tyto operatory jsou automaticky redukovany projektory Sy i An.

Vlastnosti husté definovanosti i reducibility operatory Py se potom pfenaseji i na operator

"= T} (13)
N=0
(coz je tfeba v rychlosti ovéfit) a husté definovany jsou pak i jeho ¢asti v Fg a v Fy.
Pokud T je samosdruZeny operator pro jednu ¢astici, pak Ty, (stejné jako jeho ¢asti v Fp) je v podstaté samo-

sdruZeny a jeho uzavér muze slouzit jako pozorovatelna na Fockové prostoru (opét redukovana projektory na
Fp). Jedna se o operator, ktery mizeme psat jako

=P} =T (14)
N=0

Diky konstrukeci se jedna o celkové pozorovatelné: celkovou hybnost systému, celkovou energii apod.

Operatory poctu castic

Zajimavou volbou za T pro predchozi sekci jsou projektory. Uvédomme si nejprve, ze ackoli volba pozorovatelné
T = I pro jednocasticovy systém vubec nijak zajimava, plati pro ni

=18.®I+.+I8..01=Nly,, (15)



takze pro sou¢tovy operator mame
(o]
® _ 5
=% NEg, (16)
N=0

v silném smyslu (jedné se rovnou o spektralni rozklad). Protoze N-Casticové stavy jsou vlastnimi stavy pfislus-
nymi vlastni hodnoté N, jedna se o operator celkového poétu ¢astic. Jako zajimavost uvedme, ze pfi pfechodu
od (15) k (16) operatory pozbyly omezenosti (v souladu s tim, Ze jejich normy nemaji kone¢né supremum).

Podobné, pokud namisto I zvolime ortogonalni projektor E, na néjaky jednorozmérny podprostor #, dosta-
vame operator s vyznamem pozorovatelné poctu ¢astic v odpovidajicim stavu a plati, Ze celkovy pocet ¢astic je
roven soutu poctu ¢astic ve stavech prvka néjaké ON baze 7, protoze stejna relace plati mezi II% a (E(p]_)ZN pro
kazdé N € Ny,

Propagatory

Podobnou konstrukei jako pro pozorovatelné mizeme vyuzit pro unitarni operatory. Jedinym rozdilem je, Ze je
tfeba zacit s operatory
Ul=U0U®..0U, Ul:=I (17)

a z nich konstruovat (jiz stejné jako u pozorovatelnych)

= DUl = Y Ul (8)
N=0 N=0

Tento operéator, jakozto direktni souéet unitarnich operatoru, je rovnéZ unitarni. Snadno ovéfime, Ze (4) jeho de-
finiéni obor oproti (1) nijak nezuzuje, 7e skalarni souéin (2) se zachovavé a ze inverzi je (U~ 1)L, Je také redukovan
projektory na Fs(#1), Fa(1).

Pokud za U dosadime evoluéni operator jednocasticového systému, pak U ma vyznam vyvoje soustavy neur-
¢eného poctu takovych identickych, ale neinteragujicich ¢astic. Plati i vice:

Véta (19.1.6).  Necht U(+) je SSUG na %}, jejimz generatorem je H € g, (%;). Pak U: R —» %(F (#)): t —
U®))T je SSUG na F (#;) generovana operatorem H®, podobné Ug it (U(t))g je SSUG na Fp(¥) genero-
vana Hg’ pro P € {S, A}.

Transformace U(t) +— U tedy jednocasticovy propagator zobrazi na propagétor vyhovujici postulatu ¢a-
sového vyvoje slozeného systému a jeho odpovidajici Hamiltonian je vskutku operator celkové energie podle
predchozi sekce.



K nekonzervativnim systémum

Neni mnoho, co by §lo o nekonzervativnich systémech fici v takové obecnosti, s jakou mame vysloveny vysledky
z minula pro konzervativni. Myslenkou v podstaté je v néjakém smyslu zintegrovat Schrodingerovu rovnici. Aby
takova myslenka viibec davala smysl, budeme potfebovat zavést integral z vektorové funkce.

Bochneruv integral

Myslenka integrace vektorové funkce podle ¢iselné miry neobsahuje zadné kroky, které jsme nevidéli pouzité
jiz u integrace komplexni funkce podle projektorové miry, postup si tedy jen v rychlosti zopakujme. I kdyz by
§lo pracovat na libovolném méfitelném prostoru (X, dy), zlistaneme u R a Lebesgueovy miry A, zobecnéni je
nasnadg.

Necht 2 je Banachiv prostor. Pro jednoduché (vektorové!) funkce

n
a(x) = Y xm (X, (1)
j=1
kde M; jsou vzajemné disjunktni borelovské mnoziny a y; vzajemné riizné prvky 2, definujeme
n
J o(x)dx = ) A(M;)y;. (2)
R j=1
Dostavame tak linearni zobrazeni z (linearniho) prostoru jednoduchych funkei do 2, splitujici
|| ooax < | Joconax. ®)
R R

Na zakladé této spojitosti dokazeme integral rozsifit na funkce f(x), ke kterym je mozno se blizit posloupnosti
jednoduchych funkci (0y,),en Ve smyslu

Jlim 0,(t) = f(t) s.v.naR - A J 1f(x) = op(0)] dx — 0 4

(pozor na to, Ze prvni limita je v topologii ). Mnozina takovych funkei tvofi linearni prostor, miizeme ji ozna-
¢it g-. Pro kazdé f € &g potom definujeme Bochneruv integral vztahem

J f(x)dx == lim J op(x) dx, (5)
R n—e JR
o kterém se snadno ukaze, Ze na volbé aproximujici posloupnosti (o;,) nezavisi.

Je jednoduché ukazat, ze pro kazdou borelovskou mnozinu M a funkci f € ®g- je také soudin f(x)yp(x) € @g .
Pomoci této soucinové funkce definujeme Bochnertv integral na podmnozinach R jako

j () dx ==j FOO () do. ©)
M R

Poznamka: Pokud porovname s konstrukci integrace podle projektorové miry, nebyl zde potfeba mezikrok od-
povidajici omezenym funkcim. Zasadni rozdil je v porovnani vztaht pro normu ziskaného vyrazu, tj. vektoru

A
"JR o(x)dx

s podobnym odhadem pro integral ¢iselné funkce o(x) = Y, j<n % Xn Podle projektorové miry, tj. operatoru

gj ool dx., @)
R

H .[X o(x)dE(x)

= max |o|. ®)
j<n



Zatimco ve druhém pfipadé odhad zarucuje konvergenci levé strany pro stejnomérné konvergujici posloupnost
jednoduchych funkeci, v prvnim postacuje konvergence posloupnosti funkei |o;,| v L-prostoru. Souéasna bodova
konvergence hodnot o,,(x) je pozadavkem pro to, aby integral nezavisel na volbé posloupnosti.

Bochnerav integral spliuje nékolik péknych vlastnosti:

+ jedna se o linearni zobrazeni &g do

[r fG) dx| < [g1f GOl dx,

« pro omezené linearni zobrazeni B: £ — % plati Bo f € &g/ a

|| B =5([ swax). ©)

Za prostor & muzeme volit napfiklad Hilbertiv prostor a integrovat vektorové funkce, ale Banachovym prosto-
rem je naptiklad také JB (%) a dostavame integral operatort zavislych na x.

Pro pouziti Bochnerova integralu je nejvétsi prekazkou ,kostrbatost” podminek (4). Jisté v aplikacich nebudeme
chtit kazdou funkci aproximovat jednoduchymi funkcemi. Da se ukazat, a¢ trochu naro¢né, Ze prvni pozadavek
maé za postacujici podminku, ze funkce f(x) je spojita a ma vlastni limity v obou nekoneénech (v knize cviceni
3/38). Druhou z podminek (4) miZeme, pokud prvni plati, nahradit snadnéji ovétitelnym pozadavkem

j}R 1G] dx < oo, (10)

tj. [ f(x)| € L}(R) jakozto funkce x (3.7.4c). V praxi budeme vzdy vyuzivat pravé tato alternativni vyjadfent.

Dysoniiv rozvoj

Pravé integral vektorové funkce nam pomuize vyjadrit unitarni propagator ze Schrédingerovy rovnice s ¢asové
zavislym Hamiltonianem.

Véta (Dysontv rozvoj, 17.5.1). Necht H: R - B(¥) je silné spojita funkce, jejiz hodnoty jsou hermitovské
operatory. Potom existuje unitarni propagator U(t, s) takovy, ze pro libovolna t,s € R a ¢ € # ma rovnice

i%‘ﬁt = Ht (1)

s potateéni podminkou s = ¢ feSeni tvaru vektorové funkce ¢ = U(t, s)@. Pfitom plati

U=, Unt,5)e,
n=0 t (12)
Up(t,s) =1, Uy(t,s)p = (—i)J' H@)U,_1(t’,s)pdt’,¥n € N,

pricem? fada takto uréenych operatorii Yy, Uy(t, s) konverguje k U(t, s) ve smyslu operatorové normy.

Poznamka: Potfeba psat rovnice (12) ve formé rovnosti operatort pisobicich na vektor, piestoze jsou véechny
omezené, je pravé v tom, aby v Bochnerové integralu vystupovala spojita funkce ziskana akei silné spojitého H(t)
na vektor. Pokud si miizeme dovolit zesilit pozadavek na spojitost H(t) v operdtorové normé, potom lze rovnici

psat pro operatory samotné:
t

Up(t,s) = (—i)J H@)U,_,(t',5) d". (13)

N

Dysontv rozvoj se také potkava v plné rozepsaném tvaru jako

t b b1
Un(t,s)(pZ(—i)"J dy J dtz...J' dt, (H(t,) ... H(t,)ep) (14)

N S N

a jedna se o jeden ze zakladnich nastroji kvantové mechaniky.



Pfi pohledu na vyslovenou vétu okamzité identifikujeme zcela zasadni limitujici faktor: pozadavek H(t) € B(¥).
Kvantové Hamiltoniany zpravidla jsou neomezené operatory a véta potom nelze pouzit. Je rozsahlym tématem
celé teorie, za jakych podminek to mozné je. Uvedeme jednu myslenku v tomto sméru.

Pievod do Diracova obrazu

MiiZe se stat, Ze za neomezenost Hamiltonianu je ,zodpovédna“ jeho kineticka ¢ast P? a potencial V jiz omezeny
operator je, pficemz naopak cela ¢asova zavislost se skryva v ném. V takovém ptipadé miZeme vyuzit pfechodu
do Diracova pojeti ¢asového vyvoje, kde za Hy zvolime ¢asové nezavisly operator P? a rovnici Schrédingerova
tvaru sestavime s operatorem

VO)(t) = exp(i(t — ) Ho)V (1) exp(—=i(t — $)Hy) =: Up(s, OV(D)Up(t, ), (15)

prubéh %(D) prevedeme zpét do Schrédingerova obrazu.

Mozna komplikace v popsaném postupu je, Ze ¢asovy vyvoj mize opustit D(Hy), takze a¢ mame feSeni rovnice

S0 = VYO, (16)
tvaru
YD) = UPX, sy, (17)
vektorova funkce
‘pt = UO(t’ S) U(D)(t: S) ¢s (18)
nemusi byt feSenim rovnice
. d
i = (P2 VY, (19)

a tedy ve skutecnosti nevyhovovat postulatu ¢asového vyvoje ve formeé, v jaké je vysloven.

Ukazuje se, ze postacujici podminkou pro pouzitelnost Dysonova rozvoje v tomto duchu je, pokud (stale ome-
zeny) ¢len V(¢) ma silné spojitou derivaci, tj. pro véechna ¢ € # a vSechna t existuje d/dt V(t)¢ a operatorova
funkce touto relaci definovana je silné spojita v parametru t (17.5.3-5, v knize bez dtkazu).

Po rozepsani Dysonova rozvoje v operatoru (15) zpét do Schrédingerova obrazu dle (18), vyhodnoceni vP)(r)
zpét pomoci V(t) a pouziti ,navazovacich® vlastnosti propagatoru dostivime pomérné znamou fadu

N

& t by
= Uo.) S [t | V). VO
n=0 S

N

&0 t tnfl
= Up(t, 8) Y, (=" J d; ... I dt, Up(s, 1) V(1) Up(ty, 8) Up(s,82) ... Uptn—1, 5) U (s, 1) V() Ut 8) s (20)
n=0 S

©0 t In—q
:Z@mjdmi-(W%@mvwﬂummm%m$mvwﬂa%g%
n=0 S

N

kde '
Up(t,s) = e =, (21)



Zakladni propagatory
Volna c¢astice

Uvazujme % = L*(R) a Hamiltonian (2m)~1P?, m > 0. Z kvantové mechaniky zname propagator ve tvaru

VO = [ | e 1y . 0

Podobngé jako v jinych piipadech je tento vzorec ale neopravnény, pokud ¢ ¢ L'(R). Navic pfi jeho odvozeni se
zpravidla pouziva ndhrada m za m + ie (nebo podobny krok) a limitni pfechod. Vzhledem k tomu, Ze se jedna
o pomérné oblibeny trik, bylo by dobré mit predstavu, jaké je jeho matematické opravnéni.

Funkce
PZ
U(t) = exp (—it—) (2)
2m
ma tvar funkce operatoru P — takové jsme zkoumali, ale podminkou, aby vysledek $el psat ve tvaru konvolué-

niho operatoru, jak indikuje (1), bylo, aby funkce, do niz se dosazuje, byla L?-integrabilni. Pravé této podminky
dosahneme zavedenim

fs(x) _ efi(t,if)xz/(Zm), £>0: J- |fg(x)|2 dx = J' efexz/m dx < oo. (3)
R R

Pro tyto funkce tedy miZeme psat

S.V. L _y
(W= = jR(Fm(y W) dy (@)

Funkce f. je souasné L!-integrabilni a proto miizeme psat

2

__ L | iy _ 1 _etit 5 . 3 m imy
00 = 7 [, 0= e (S ) o= [ en B 0

s.v. im(y — x)*
o™ [ [ e (G o ©

Bodovou limitou f, ve — 0, je eix°/(2m) | takze operatory f.(P) konverguji k f(P) = U(t) v silné topologii.
Proto funkce f,(P)y/, uréené vztahem (6), konverguji k U(t)y v L?-normé. Tato konvergence implikuje existenci
posloupnosti f. (P)y, &, — 0, kterd konverguje bodové skoro vsude (poznamka 2.2.2). Pro tuto posloupnost in-
tegrandy v (6) spliiuji pfedpoklady Lebesgueovy véty (integrabilni majorantou je [/(y))) a je tedy mozné provést

limitu uvnitf integralu:
2
e L [ j (""(y *) )w( )dy )

(prefaktor konverguje sam). Tim je odvozen vzorec tvaru (1) pro ¢ € L'(R) n L2(R).

Potom

Proy € L2(R)\L!(R) je mozné, podobné jako u Fourier-Plancherelova operéatoru, pouzit aproximaci L!-funkcemi
a limitu podle stiedd. K tomuto G¢elu je mozné integral v (1) zkratit na omezeny interval, jehoz konce se budou
blizit Foo, naptiklad (—n,n). Toto odpovida nahradé y/(x) za ((x) y(—nn)(x).- Na misté charakteristické funkce
mize byt vyhodné pouzit néjakou jinou posloupnost funkei 5, (x), které pouze potiebuji spliiovat

1. Vn € N: n,(x) € L(R),
2. VneN,Vx e R: p,(x) < 1,

3. Vx € R: limy,_,q 7,(x) = 1 (staéi s.v.).



Pro ziskani Li.m. mtze byt praktické jednotku aproximovat napfiklad posloupnosti hladkych funkeci, zvlasté je-li
¥/(x) sama hladka. Prostor funkci & (R) je viaéi U(¢) invariantni, coz plyne z vyjadfeni

2
e = [ j (”"(y ) )w( )dy

_ Jﬁeime/(zt)L J ey /tgimy? (@) 4) dy (8)
it

Vorr Jr
- \ge(x)g[e(wlﬁ(y)](mx/t), e(x) — eimxz/(zt),

v némz viechny tfi kroky zachovavaji &' (R). Je-li tedy tfeba hledat limitni vyjadfeni

PR
U®OY)(x) = llm / J ( mx ) )lﬁ(y)nn(y) dy, O]

postadi pro /(x)n,(x) € S(R) hledat opét mezi hladkymi funkcemi, coz miZe vypocet limity vyrazné usnadnit.

Harmonicky oscilator

Podobna poznamka jako pro volnou ¢astici plati i pro harmonicky oscilator: vzorec

J K (x, y)y(y)dy, wt € R\{nr|neZ}
R

U®Y)(x) = Ki(x,y) = | 2ni|s;);(wt)\ exp ( Zem@D (x cos(wt) —2xy +y cos(a)t)) i [%]) , (10)
e~/ 2Y((=1)"x) jinak,

odvozovany na 02KvANMz2, plati (Cast s integralem) pouze, pokud ¢ € L2(R) n L'(R). Jinak je potfeba psat

WO = Lim [ KoMy &)

se stejnymi pozadavky na 1,(x) jako u volné ¢astice.

Vice rozméru

Pro L2(R") a Hamiltonian tvaru souétu operatort piisobicich pouze v jednotlivych soufadnicich miizeme pouzit
obecnéjsi poucku pro stavové prostory tvaru tenzorového soutinu # = #; ® #,:

Véta. NechtU;: R — %(#,),Uy: R - U(%>) jsou SSUG. Pak vyraz

uréuje SSUG na prostoru #; ® #,. Jsou-li A; € L, (1), Ay € Loo(H5) generatory Uy, resp. Us, je generatorem
U operator
A=A1®12+11®A2. (13)

Dukaz této uzitecné véty (viz 11.1.7) je pfimocary, ale je dobrym procvi¢enim zékonitosti pro tenzorovy soucin
operatoru, které brzy nam pfijdou vhod. Provedeme na prednasce.

Poznamka: Pro volnou ¢astici v R? miizeme uvitat také pfimé zobecnéni (9),

/2 i
WO L () [ e (= yE) yoim ) dy (1)

kde funkce 1,(y) lze volit rovnou v L*(RY), a vyhnout se tak urceni Lim. d-krat.



Treti postulat kvantové fyziky

Pro vysloveni tfetiho postulatu potfebujeme tentokrat doplnit jen jednu rychlou definici.
Definice. Operatorovou funkci U: R? — % (%) nazveme unitarnim propagatorem, spliiuje-li
Vr,s,t € R: U(t,s)U(s,r) = U(t,r) (1)
a je-li v obou parametrech silné spojita.
Postulat 3 (o ¢asovém vyvoji).

a) Casovy vyvoj uzavieného kvantového systému je popsan unitrnim propagatorem: existuje takové U(Z, s),
Ze pro vSechna t, s je

W, = U(t,s)W,U(t,s)"}, resp. 4 = U(t,s)ys (pro &isty stav). 2)

b) Propagétor konzervativniho systému U(t, s) spliiuje Vt,s,7 € R: U(t + 7,s + 7) a je uréen pozorovatelnou
energie — Hamiltonidnem jako _
U(t,s) = e {t=)H (3)

c) Casovy vyvoj systému s ¢asové zavislym Hamiltonidnem je pro smiSené, resp. Eisté stavy uréen rovnicemi

i%(th//) = (HOW, — W;H())Y,

» (4)
iy = HOw.

Vsechny tii ¢asti postulatu spolu souviseji. Cast a) je univerzalné platna, ale neurcuje zadnou spojitost s fyzikou.
Cast b) ukazuje, jak miize propagator byt jednoduse vyjadien pomoci operatoru energie, ale funguje jen pro
konzervativni systémy. Cast c) nakonec zobectiuje Schrédingerovu rovnici, ktera plyne z b), i na systémy ne-
konzervativni. Toto pochopitelné otevira nékolik otazek o vzajemné konzistenci pozadavku, kterou dnes a zitra
prozkoumame.

Stoneuv teorém

Nejprve prozkouméame, jak souvisi ¢asti a) a b). Dodate¢nad podminka na propagator U(t + 7,s + 1) = U(t,s)
vyjadfuje nezavislost ¢asového vyvoje fyzikalni soustavy na volbé pocatku c¢asové reference, coz je jednoduse
definice konzervativity. Unitarni propagator je tak plné pfedepsan jednodu$sim zobrazenim U : R — % () jako
U(t,s) = U(t —s) (pouziti stejného symbolu U typicky neptisobi Zddné zmateni), které ma vlastnosti silné spojité
jednoparametrické grupy unitarnich operatori, ¢i jednoduseji silné spojité jednoparametrické unitarni grupy
(v tomto textu budeme zkracené psat SSUG).

Pozadavek silné spojitosti je pfi vyjadfeni b) motivovan tim, Ze podle pravidel funkcionalniho poc¢tu z bodové
spojitosti funkei e #* v parametru ¢ plyne silnd spojitost e "1 z hlediska stejného parametru. Ukazeme, Ze je
i postacujici podminkou k opa¢nému zavéru. Pro tento cel prozkoumame hlavni vlastnosti silné SSUG.

Z grupové vlastnosti U(t + s) = U(t)U(s) a z podminek unitarity okam?zité plynou nasledujici vlastnosti:

« libovolné dva prvky SSUG komutuji,
< U(0) =1,
UMD =U® =UQ®)".



Pro pevné ¢ € # dale zkoumejme vektorovou funkei f : t = U(t)y. Ze silné spojitosti plyne, Ze prot — 0
konverguje f(t) k ¢, pfiCemz miZe a nemusi konvergovat také derivace v nule, definovana limitou

- f®-f0O) (U(t) -1
’(0) = lim ————= = lim | ———¢/|.
710 = lim T2 — g (02 ©)
Sestavime mnozinu D v8ech takovych /. Linearita vystupujicich zobrazeni implikuje, Ze se jedna o podprostor #,
aze

t—0 j

T:D%%:lﬁHlim(U(t?t_Ilﬂ) (6)

tedy piedepisuje néjaky linearni operator. Takto definované T nazveme generatorem SSUG U(2).

Poznamky: Jakmile ¢/ € D, patii do D také U(s)y pro kazdé s a operator T s U(s) komutuje. Oboji plyne z nasle-
dujiciho rozpisu:

vOuesy -~y _ . VO Uy —y)
it

L uy —y
TUGs)Y = }533 -0 it it

= U(s) lim
t—0

=U(s)Ty. (7)
Véta (11.11).  Jestlize A € L, (), pak U: t > €4 je SSUG a A je jeji generator.

Diikaz. Vsechny podminky SSUG plynou z pravidel funkcionalniho poc¢tu, o silné spojitosti jsme v této souvis-
losti mluvili jiz vySe a ostatni jsou podobné pfimocarymi disledky. Pfesvéd¢me se tedy o druhé ¢asti tvrzeni.
Oznalme T generator U(t).

Necht iy € D(A). Limitu na pravé strané (6) mizeme pro U(t) = €4 ekvivalentné vyjadiit pomoci funkce
operatoru A jako

lim (AW, i) = (€% = 1)/, ®)

Funkce f; je pro t # 0 omezena a spojita, coZ jsou postacujici podminky i pro f; € L*(R, dEg). Dale funkce
x > x patii do L?(R, dEp). Vyjadiime

1) = AW = | 100 =t i ©)

V integrandu na pravé strané vystupuje funkce shora omezena funkei (2|x[)?, ktera je podle d,uélA) pro ¢ € D(A)

L'-integrabilni a tvofi tak integrabilni majorantu potiebnou pro pfevedeni na integral limitni funkce. Ovsem

Vx € R: }518 filx) =x (10)
a tedy
lim [((A) ~ AP =0, lim fi(A)y = AY. (1)

Odsud také ¢ € D(T) a Ty = Ay.

Necht naopak ¢ € D(T). Limita lim;_, f,(A)y tedy existuje a je rovna Ty =: ¢. Stejny vysledek plati pro normy:
Ve>0:36>0:Vte R |t| <: |fi(AW] — ol < ¢ (12)
Za ¢ zvolime libovolné. Pro [t| < & je
IACAYI < (ol + )2,

A (13)
[ LGP a0 < ol + 02
Protoze na levé strané jedna o integraly nezapornych funkci, mizeme pouzit Fatouovo lemma. Podle néj mizeme
integrovat lim inf, ¢ | f;(x)|? = lim;_,o | f.(x)|* = x? a integral bude shora omezen lim inf,_,, integrald, ale protoze
vSechny sdileji (alespon na §-okoli nuly) stejnou horni mez, je tento vyraz kone¢ny. Rovnice

J x? dul(/‘)(x) < oo (14)
R
je vsak predpisem pro nalezitost  do D(A). Spolu s pfedchozim vysledkem jiz A = T. O



Neméné dulezita je véta, ktera ukazuje opacny smér, ale kterou jiz ponechame bez dikazu.

Véta (Stone, 11.1.2).  Ke kazdé SSUG U : R — % () existuje pravé jeden samosdruZeny operator A takovy, ze
vt e R: U(t) = 4.

Toto pro konzervativni systémy opraviiuje soucasnou platnost ¢asti a) a b) postulatu: spliuje-li propagator
U(t, s) podminku invariance véi ¢asovému posunu, pak ¢ — U(t, 0) tvoii SSUG, ke které nalezneme generator a
podle Stoneovy véty je samosdruZzenym operatorem. Cast b) potom tika, Ze timto operatorem musi byt (ziporné
vzaty) Hamiltonian. Naopak, vyjdeme-li z rovnice (3), prvni véta ik, Ze U(s + 7, s) je SSUG z hlediska parametru
7, z ¢ehoZ snadno odvodime, Ze splituje (1).

Poznamka: Pro hermitovsky operétor A je operatorové funkce U(t) = €4 stejnomérné spojita. Naopak genera-
torem stejnomérné spojité jednoparametrické unitarni grupy je omezeny operéator, protoze limitu (U(t) — I)/(it)
lze provést v operatorové normeé. Plati tedy analogie obou tvrzeni za téchto uprav predpokladu i zavéra. Ovem
v kvantové fyzice Hamiltoniany béZné omezené nejsou.

Schrodingerova rovnice

Tieti ¢ast postulatu je jesté zcela jiné formy nez prvni dvé a mluvi o vyvoji stavu jako o diferencialni rovnici.
Podivame se nejprve, jak rovnice tohoto tvaru vznikne z (2) v pfipadé konzervativniho systému, o kterém jiz
mame dodate¢nou informaci poskytnutou ¢asti b).

Véta. Necht H € Z,(#) je Hamiltonian konzervativniho systému, necht pro nékteré s € R je , € D(H). Pak
funkce R - # : t — i, piedepsana (2), spliiuje V¢ € R: ¢4 € D(H), je diferencovatelna a pro jeji derivaci plati

d
i% = Hy. (15)

Diikaz. Pro ¢ € D(H) mame Vt € R: U(t)y € D(H) v dusledku skute¢nosti, Ze U(2), jakozto funkce H, komutuje
s H soucasné jako omezeny operator:

Uit —s)HC HU(t—s), s € D(H)= 1 =U(t — s)y; € D(H). (16)

Derivaci na levé strané (15) 1ze psat jako
U@y — s

ilim P =Y gy YO W — UG =) _U(t — ) lim —25 ¥ 17)

S
m .
70 T 7—0 T =0 T

Ovsem na pravé strané rozeznavame defini¢ni vztah pro generator U(t) pusobici na ¢, € D(T). ProtoZe genera-
torem je —H, existence limity je podminkou ¢, € D(H) zaru¢ena a hodnota pravé strany rovnice je U(t —s)Hy; =

HU(t — s)y, = H. O

Véta (17.1.1).  Necht W je statisticky operator vystupujici v (2) a H Hamiltonian uzavieného systému. Plati-1i
W,D(H) C D(H), pak pro viechna ¢ € D(H) je funkce R — % : t = W, diferencovateln a spliiuje rovnici

W = (HW, ~ W)Y, (18)

Diitkaz. Ze vztahu U(t)D(H) c D(H) odvodime

(16) predp. (16)
I/VtD(H) =U(t- S)VVSU(S —t)D(H) c U(t - S)I/VSD(H) Cc U@-s)D(H) c D(H), (19)

takze vlastnost W;D(H) C D(H) se také, podobné jako v minulé vété i, € D(H), pfenasi z s na viechna t € R,
coz dava smysl pravé strané (18). Pro levou stranu potom

g Wz =Wy VOWUCD =W, UOWUCD —U@W U@W =W,
7—0 T 70 T 70 T
Po posledni upravé lze limitu rozdélit na dvé ¢asti, které zvlast konverguji k iW,Hy a —iHW, . O



Vsimnéme si obzvlast, Ze rovnice (19) je formulovana v ,silném® smyslu, akci na vektor . Diivodem je, zZe opera-
tor vystupujici na jeji pravé strané zpravidla neni omezeny. Takovy by nemohl byt limitou omezenych operatora
ve stejnomérné topologii, a tedy ani derivaci.

Nyni je evidentni, Ze ¢ast c) postulatu je formulovana jako zobecnéni téchto dvou zavérd, platnych pro konzer-
vativni systémy, ndhradou operatoru H za operatorovou funkci H(¢). Tam ale zaruky, které davaji konzervativni
systémy, kon¢i. Zatimco pro konzervativni systém je Schrédingerova rovnice ekvivalentni formulaci (3) (protoze
g it=9)H s je jejim feSenim na D(H) a odsud spojité rozsitime), ktera je ¢asti a) ekvivalentni a jen dodava vyznam
generatoru ¢asového vyvoje, v ¢asti c) se mize ledacos pokazit:

« vektor , ktery byl v D(H(s)), se mize vyvinout na ; ¢ D(H (%)),

« mnozina pocatecnich vektord, pro které Schrodingerova rovnice mé feSeni na daném intervalu, nemusi
byt husta (a urcovat tak propagator jednozna¢né), a pokud je, neni zaruceno, Ze vyvojovy operator ma
vlastnosti propagatoru,

« naopak, derivaci akce propagatoru na ¢ nemusime dostat samosdruzeny operator.

Je tedy tieba brat Casti a) a c) tak, Ze se vzajemné doplinuji. O vyvoji nekonzervativniho systému tak tfeti postulat
pozaduje, aby byl jednak unitarni, ale k tomu jesté urceny Schrédingerovou rovnici. O nékterych situacich, kdy
z Casové zavislého Hamiltonidnu miZeme unitarni propagator s jistotou sestavit, se pobavime na pfristi hodiné.



Kreaéni a anihila¢ni operatory — pevna baze

Souctové a souinové operatory z minulé hodiny jsou redukovany projektory na podprostory Fockova prostoru
o konstantnich poctech ¢astic, tedy na téchto prostorech operuji nezavisle. Aby Fockiv prostor byl vice nez jen
soucasnym zapisem variant chovani slozeného systému pro kazdou hodnotu N zvlast, potfebujeme operatory,
které ptsobi napfi¢ riznymi poclty ¢astic. Hlavni motivaci je interakce mezi riznymi druhy ¢astic, pii které
miize dochazet k jeviim jako k pohlceni ¢astice, vyzafeni ¢i jeji pfeméné na ¢astici jiného druhu. Popis takovych
prechodu je obvykle zalozen na krea¢nich a anihila¢nich operatorech.

V nésledujicim textu budeme vzdy pfedpokladat, Ze jednocasticovy stavovy prostor #; je separabilni prostor
dimenze d < Xy, d # 0.V tomto prostoru provedeme pevnou volbu ortonormalni baze (¢;);<q.

Obsazovaci ¢isla

Kreacni a anihila¢ni operatory budou ptisobit na symetrickém nebo antisymetrickém Fockové prostoru. Bude se
nam hodit si sestavit néjakou bazi, ve které bude praktické pracovat. Z minulé hodiny mame bazi celého & (%)
tvaru vSech tenzorovych soucinti véech moznych kombinaci N-tic bazovych vektort ¢; pro véechna N € N,
(za prazdny tenzorovy soudin v pfipadé N = 0 dosadime vakuum Q). Prvky této baze bychom mohli zobrazit
odpovidajicimi projektory Sy nebo Ay a ziskat tak néjakou totalni mnozinu v odpovidajicim Fp(%;), ale ne
ortonormalni bazi: projektory skalarni sou¢in nezachovavaji.

Pfipomenme si definice:

1 1
SN = ﬁ Z UO" AN = m Z sgno Uo"
O'E(SN O'ECS)N (1)

Uy (11 ® -~ @ Y) = Yo(1) ® = ® Y ()-
Jestlize toto pravidlo aplikujeme na bazové vektory tenzorového soucinu %2 N dostaneme
Ucr(‘l’j1 ® @, @& ‘PJN) = iy @ Ciyry ® " B Pl @)

Vzhledem k tomu, Ze soucet v definici Sy nebo Ay navstivi postupné vsechny permutace indexu j,, vysledek
se nezméni (ptfipadné u Ay zméni nejvyse znaménko), provedeme-li v N-tici (ji, ..., ji) jakoukoli permutaci. Je
tedy vyhodné viechny tyto permutace reprezentovat jedinym prvkem, abychom zbyte¢né nedostavali linearné
zéavislé vysledky. Za tento reprezentativni prvek vezmeme uspofadanou N-tici

j=Grosdn) h<h <<y (3)

a jeji odpovidajici tenzorovy souéin v bazi % (%,). Pfipomenme, Ze ¢isla j; (a potazmo j;) indexuji prvky baze %,
a jsou tedy z mnoziny {j < d}.

Symetrizace
Uvazujme akci symetrizujiciho projektoru Sy na vektor @ B ®¢;
1
SN((pfl ®® (pr) N Z L ®® Chon )
oeSN

V sumé na pravé strané stoji pouze tolik riiznych vektori, kolik je roiznych pieusporadani j. Kazdy z téchto
vektori se obecné objevi opakované.

Z grupy &y vezmeme podgrupu HJ ktera stabilizuje posloupnost j (tj. prohazuje pouze prvky, které mély stejnou
hodnotu). Velikost této podgrupy je
I1n (5)

j<d



Podle H] mizeme grupu &y rozdélit na levé kosety tvaru xH] Protoze kazdy z nich ma velikost H] pocet raznych

kosett je
!
c= L' (6)
Hj<d ;-
Toto ¢&islo ¢ predstavuje pocet linearné nezavislych prvka vystupujicich na pravé strané (4). Kazdy z nich je
piitom zastoupen v poétu (5) vydéleném podle piedpisu (4) ¢islem N, coz dava hodnotu 1/c. Podle Pythagorovy
véty je tedy evidentni, Ze normalizaci miizeme provést faktorem /c. Oznatme

1
T 0 ® Oy o
N! H]<d nj. oESN

Vektory tvaru qu)(/) jsou jednotkové, pro riizné neklesajici posloupnosti j ortogonalni a do jejich tvaru spada
aplikace Sy na libovolny z uvazovanych bazovych vektor prostoru #y. Ziskavame tak univerzalni pfedpis
konstrukce ortonormalni baze prostoru Sy # .

0N () = Ve Sn(p; ® =@ p; ) =

Jiz vyse jsme pouzili, Ze neklesajici posloupnosti (fk)kN ; indexti Jk < d piislusi pocet opakovani n; prvki j < d.
Tato korespondence je oboustranna: k posloupnosti {n { |j < d}, spliujici

Vj<d:nj€]N0, an:N, (8)
j<d

lze Jednoznacne sestavit takova neklesajici N-tice j, kde postupné zafadime n; kopii kazdého ¢isla j. Miizeme
tedy prvky qog\] (j) ekvivalentné pieznaéit pomoci takovych posloupnosti obsazovaczch cisel. Budeme pouzivat
znaceni se sloZenymi zavorkami

o0 = Dslngny, .} )

kde na pravé strané index N neni potfeba, protoze jeho hodnota je urcena (8).

Antisymetrizace

Zopakujme nyni stejné kroky pro projektor Ay,

1
An(p; ® ~®¢; ) = ¥ > sgno 0, @00 . (10)

ogeSN

Hlavnim rozdilem oproti Sy je, Ze opakuje-li se v posloupnosti j n&jaka hodnota j vice nez jednou, dostaneme
stejny vektor na pravé strané s koeficientem 0, protoze podgrupa H; ma stejny pocet prvki s kladnym a se
zapornym znaménkem.

Do sumy proto stale pfispiva stejny pocet (6) ortogonalnich vektori, ale jejich celkové koeficienty jsou nulové,
ma-li j jakékoli opakovani. Pokud nema4, zjednodusuje se ¢ na N!, kazdy prvek sumy bude ortogonalni na ostatni
a objevi se se znaménkem +1 nebo —1. Prava strana ma tak normu

1/\/ N! pokud j je ostfe rostouci,

A & ® 1
[An(e; © - @05 )| = jinak a
Ortonormalni bazi prostoru Ay #y tedy budeme konstruovat z vektort
(A) . 1
o = — Z sgno ¢; ®-® % (12)

VN! oSN

pro ostre rostouci posloupnosti j. (Pokud takova N-prvkova posloupnost nelze sestavit, protoze N > dim %, pak
je také prostor Ay # N prazdny.) Stejné jako u Sy muzeme zavést obsazovaci Cisla, ktera budou bez opakovani
¢lenti vymezena na nulu a jednic¢ku:

o0) o Palmgny .y () efo 1}l Yon=N. (13)

j<d



V obou pripadech jsme tedy ziskali ortonormalni baze prostortt Sy # 'y, Any# N pro libovolné N € IN. Vime,
ze kazda dvojice téchto prostort je v rAmci F(#) vzajemné ortogonalni a také jsou viechny ortogonélni na
Hy = SoHo = Ay Bazi Fockova prostoru tedy ziskame jejich sjednocenim a pfidanim vakua, které popiseme
obsazovacimi ¢isly n; = 0 Vj < d. Plati tedy

Dsing,ny, ...} |nj € Ny Vj < d, Z nj < oop je ON bazi F5(77), (14)
j<d

O 4{ng,ny,..}|nj €{0,1} Vj < d, Z nj < oop je ON bazi Fy(#1). (15)
i<d

Kreaéni a anihila¢ni operatory — bazové vektory

Symetricky i antisymetricky Focktiv prostor je tvofen direktnim souctem prostorti tvaru Sy #y, resp. ANZN,
které jsou do néj vnofeny jako uzaviené vzajemné ortogonalni podprostory. MiZeme tedy uvazovat zobrazeni
mezi nimi.

Pro nasi zvolenou bazi ¢; kreacni a anihila¢ni operatory a*(q;j), resp. a(¢;) zavedeme provizorné jako zobrazeni
predepsana pravé takovymi vztahy znamymi z kazdého kurzu kvantové mechaniky

dJr(qoj) Os{ng,ny, ..., nj, ..} = \nj + 1 @sing, ny,...,n; + 1,..},

) n; ®s{ng,ny,...,n; — 1,..}, n; >1, (16)
a(pj) @sing,ny, ..., nj, ..} = \ﬁ / !
0, I’lj =0

pro symetricky pfipad a

(DX D pfng my, e my + 1)y 1y =0,

-+
a'(@;)® a{ng,ny, ..., N, ...} =
(@D afng,ns, o} jo, e

(17)
(—I)ZK!'”I'CI)A{nO,nl, woni—1,.}% ni=1,
a((pj)CDA{nO,nl,...,nj,...} = J J

0, l’ljZO

pro antisymetricky, roz§ifenymi na linedrni obal celé baze (14), resp. (15) (aby se jednalo o linearni zobrazeni).
Operatory a(p;), a+(q0j) by také korektné mély mit oznaceni S nebo A, ale jedna se bez indexu o tolik ustalené
znaceni, Ze jej také nebudeme pouzivat.

Timto pfedpisem je pro kazdé ¢;, j < d zadan operator aJr(qoj), ktery pro kazdé N € IN; zobrazuje hustou podmno-
zinu Z'y do # 4.1, a operator a(g;), ktery plisobi v opaéném sméru. Nejedna se jesté o finalni zapis - budeme se
potiebovat oprostit od zavislosti na pevné volbé baze (¢;) ;4. To si véak ponechame na pfisti hodinu a zakoné¢ime
doplnénim nékterych vlastnosti konstrukce Fockova stavu a téchto provizornich operatoru.

Pripad kone¢nérozmérného 7

Uvazujme jednocasticovy stavovy prostor #; konecné dimenze, tedy d < w. Podminka kone¢ného souctu v (14)
je pak automaticky splnéna a bazi symetrizovaného Fockova prostoru lze psat v mnohem jednodussim tvaru, kde
se pro lepsi pfehlednost vratime k indexaci od 1:

{®s{ni,ng, ..., ng} 04, ....ng € Ny}. (18)

Uvazujme nyni néjaky jiny, nekonecnérozmérny separabilni Hilbertav prostor &, napiiklad € = L(R), s orto-
normalni bazi (e, e;, €y, ...). Jeho d-nasobny tenzorovy souéin sam se sebou g®d
rovymi souciny d ¢lend tvaru e,, n € INy. Zobrazeni

ma bazi tvofenou vSemi tenzo-

Ding, ..., ngk > e, ® ey, ® ... ey, (19)

je evidentné izomorfizmem mezi F4(%,) a €%,



Tento postup dava moznost, jak si pfedstavit strukturu Fockova prostoru F¢(#;). Obzvlasté zajimavé je za
(én)nen, VZzit bazi vlastnich stavii jednorozmérného linearniho harmonického oscildtoru. Potom totiz nejen prvky
©®4 |z brat velmi nazorné jako funkce L?(R%), ale jesté akce krea¢niho ¢ anihilaéniho operatoru (16) v tomto
izomorfismu pfesné odpovida akci operatoru zndmého jako krea¢ni ¢i anihila¢ni operator harmonického osci-
latoru. Focktv prostor nad d-rozmérnym prostorem #; a operace nad nim lze tedy velmi piirozené popisovat
jako slozeny systém d (rozlisitelnych) harmonickych oscilatoru.

Co se tyka antisymetrického ptipadu, situace je mnohem jednodussi. Tim, Ze obsazovaci ¢isla jsou vymezena na
nulu a jednicku, dokadzeme viechny kombinace vycerpat, naptiklad v posloupnosti binarnich zapisu ¢isel:

(©4{0,...,0,0}, ®4{0,...,0,1}, ®{0,...,1,0}, ®4{0,...,1,1}, ..., Da{L,...,1,1}) (20)

Prostor F4(#) je tedy kone¢nérozmérnym prostorem dimenze 24 na ktery mazeme pohliZet jako na prostor
d qubitu.

Nekoneénérozmérny #

Pokud dimenze # je nekonecnéa (uvazujeme dle ivodu jen spocetné nekonecnou), predchozi analogie jiz nelze
pouzit. V symetrickém ptipadé by nas vedla na prostor funkci nad RNo, ktery je neseparabilni a navic nema smysl
v ném mluvit o L? normg, protoze nema Lebesgueovu miru (viz pfednaska o Feynmanové integralu). Nelze tedy
jiz fici, Ze systém bosonu s nekoneéné dimenzionalnim jednocasticovym prostorem byl ekvivalentni soustavé
harmonickych oscilatort.

Prostor nekoneéné mnoha harmonickych oscilatori 1ze zavést metodami tenzorového soucinu nekone¢né mnoha
prostort (které jsme neprobirali) — pfedchozi odstavec ale ¥ika, Ze mu jiZ nelze rozumét jako prostoru funkei.
Dostaneme tak prostor nespocetné dimenze, tedy neseparabilni. Kde se obé konstrukce rozchazeji, je pravé do-
datena podminka na konecény celkovy pocet ¢astic v (14). Pokud bychom ji nezatadili, kardinalita baze kon-
struované nad posloupnostmi {n;};; by vskutku byla ]Ng\lo, cozZ je kontinuum. Stejné dopadne v tomto pfipadé i
antisymetrizovany Fockv prostor — z kone¢né dimenze pro d < w pfeskoci rovnou do nespocetné, pokud d = w.
Dodate¢na podminka ale posloupnosti obsazovacich ¢isel vymezuje na spocetné mnoho moznosti, takze Fockuv
prostor zustava separabilni.

Pfimé zobecnéni metod z predchozi sekce (uvazovani soustavy harmonickych oscilatort, resp. dvouhladinovych
systémi) je tedy chybou v tom smyslu, ze by dalo jiny stavovy prostor nez Fg(#), resp. F4(#). Neni viak
takovou chybou, ktera by zneplatnila veskeré vysledky. Fockuv prostor v tomto vétsim prostoru tvoii uzavieny
podprostor, ktery zZadné operace ziskané z jednocasticovych pozorovatelnych nebo interakei kone¢ného poctu
¢astic nemohou opustit. Je tedy mozné v této analogii pracovat, drzime-li na paméti, ze fyzikalni budou jen
takové stavy, ke kterym lze dospét ¢isté z téch bazovych vektort, v nichz celkovy pocet excitaci harmonickych
oscilatort, resp. pocet excitovanych stavi dvouhladinovych systému, je konecné ¢islo.



