Priklad 1: Pro jednotkové vektory ¢,y € # napiste predpis, jak pusobi projektory E,, E; na obecny vektor
x € . Presvédcte se pomoci tohoto zapisu o obecné platnosti vztahu Tr(E,Ey) = Koly)?.

Priklad 2: Ukazte, ze vektory , := y(nn41) jSOUV L%(R) jednotkové, patii do D(Q), ale jejich normy |Qi, | rostou
nade vSechny meze. Jak byste sestrojovali posloupnost se stejnymi vlastnostmi pro P?

Piiklad 3: V pfedchozim piikladé posloupnost (¢;,),—, nekonvergovala. Najdéte pro Q konvergentni posloupnost
vektorl (ne nutné jednotkovych) z D(Q), pro které tato posloupnost norem také diverguje.

Névod: zvolte si né&jaky vektor z L?(R), ktery dodate¢nou podminku defini¢niho oboru Q porusuje, a hledejte
vhodnou posloupnost konvergujici k nému.

Priklad 4: Ukazte, Ze operatory P, na uselce (ve znaleni z prednasky), dejme tomu (a,b) = (0, 2x), maji —
- narozdil od hybnosti volné ¢astice na pfimce — bodové spektrum.

Priklad 5: Zkoumejte diskrétni verzi operatoru polohy pro ¢astice existujici na kvantizované piimce, tj. # =
t2(Z), pusobici jako Qg : Un)mez = (Mp)mez. Napiste jeho prirozeny defini¢ni obor a ukazte, Ze je na ném
samosdruzeny.

Navod: Viz feseny priklad 7.1.6. Zakladni myslenkou je, podobné jako jsme pouzili u P, operator Q7 vymezit na
Qy definované na posloupnostech s kompaktnim nosi¢em, a ukazat, ze Q% =Qyz.



Priklad 1: Dokazte nasledujici o vyrazech vyskytujicich se ve tvrzeni 2. postulatu:

a) Pro statisticky operator W a projektor E je Tr(EW) > 0.
b) Pro statisticky operator W a projektor E takovy, ze Tr(EW) = 0 je

, EWE
W= Tr(EW) M

opét statisticky operator.
c) Je-li W &isty stav E,, pak (1) je také Cisty stav reprezentovany vektorem Eq/|Eg|.

d) Je-li{E;,..., E,} mnoZina ortogonalnich projektort takova, ze Tr(EW) # 0, E = Z?:l E,, pak

Tr(EW)

je opét statisticky operator.
Priklad 2: Napiste kompletni pfedpis spektralni miry spinové pozorovatelné o,. Ukazte, Ze funkce z prostoru

®p_ jsou plné urceny jen svymi hodnotami v 1a —1, a tedy oy = C2. Spocitejte z definice funkce operatoru
(tj. integraci podle této miry, ne Taylorovou fadou!) exp(itoy).

Piiklad 3: Pro vektor € L%(R) napiste, jak ptisobi ¢iselna mira Hy ziskana z operatoru polohy. Zavisi smys-
luplnost vyrazu na tom, zda ¢ € D(Q)? Pro které vektory i je yy, viiéi Lebesgueové mife absolutné spojita, pro
které singularni (viz definice a véta na str. 658)?

Priklad 4: Preformulujte obsah nasledujici véty z o1ra2 pomoci projektorové miry (53 ve Wikiskriptu, s uzpu-
sobenym znacenim):
Necht {E,} je rozklad jednotky a A = [ AE;. Potom

a) A€ p(A) N R prave tehdy, kdyz E, je konstantni na néjakém okoli A,

b) A € 0;,(A) prave tehdy, kdyz E; — Ej_o # 0.

Ukazte, Ze odsud také plyne, ze nosicem projektorové miry E4 je o4 (viz definice v poznamce A.3.3b).



Piiklad 1: Zapiste podminky pro vektor iy € L2(J), aby lezel v D(P?), kde P, je jedno ze samosdruzenych
rozsifeni —i d/dx na koneéném intervalu J = (a,b). Ukazte pifimym dosazenim, Ze podminky ziskané pro y'(a),
y(b), ¥’ (a), ¥’ (b) vyhovuji vztahtim ziskanym pro rozsifeni — dz/ dx? na regularnim intervalu z pfednasky.

Pro P? na celé realné ose stejnym zptisobem ukazte, Ze jeho defini¢nim oborem je H2(R).

Priklad 2: Samosdruzené operatory dané diferencialnim operatorem — d2/ dx? na polopiimce tvoii tfidu para-
metrizovanou jednim z moznych ekvivalentnich zpuisobt, naptiklad

_ T . 172 2 . g
T=T. THH® - PRy,

D(T,) ={y € HXR,) |9’ (0) = cy(0)}, ce€R, ®
D(T) = {§ € HA(R,)|$(0) = 0}.

Ukazte, ze pro ¢ € R_ maji operatory T, jednu vlastni hodnotu, a najdéte odpovidajici vlastni vektor. Co popisuje
fyzikalné?

Priklad 3: Poucku, ktera nam pfisla vhod zejména pro zespoda omezené potencialy (pfedpoklady viz 24.3.), ze
| e + o) ax - konverguie, @
I

dokazte. Jak odsud plyne, Ze pro ess infV > —co je t/” € L2(R)? Co se miize pokazit, pokud spodni mez neexistuje?

Navod: Uvazujte funkei (¢ (x)*¢(x) + ¢(x)*¥’(x))’. Ukazte pouzitim argumentl absolutni spojitosti, Ze jeji in-
tegral pres R konverguje, a tuto znalost pak pouzijte na vyraz, ktery ziskate rozepsanim derivace.

Poznamka: Po dalsi probéhlé hodiné v (2) rozpoznavame formu s(p, ) = (¢’, ¥’ )+(, V) vyhodnocenou v (¢, ).

Priklad 4: Operator energie na polopfimce nebo use¢ce miizeme namisto von Neumannova postupu také hledat
Friedrichsovym rozsifenim (protoZe je pozitivni). Zde uvazujeme seskvilinearni formu (P(O)q), P(O)r//), ke které
hledame uzavér. Jestlize vyjdeme z uzavieného operatoru PO = S da se ukazat, ze vysledkem rozsifeni je
operétor S*S. Uvazujte operatory ¥ — —iyy’ na defini¢nich oborech

D(PJ(rO)) = {lﬁ € H'(R,) ‘ Y(0) = 0} (poloptimka),

D) = {y € ' = J0) =0} (isecka ] = Y
)= € HR[y(@) = y(b) = 0} (tsecka ] = (@),

Kterému rozsifeni z nasi nekone¢né rodiny toto konkrétni rozsifeni odpovida?



Priklad 1: Operator

S: £2(Ng) — C: (vy, v, vp,...) = Z Ve (1)
k=0

s pfirozenym defini¢nim oborem je neomezeny (piesvédéte se). Najdéte dvé posloupnosti (a,),=1, (b,)pe; vektort
z (2(IN,) (tedy posloupnosti posloupnosti!), které maji stejnou limitu, obé limity Sa, a Sb, existuji, ale davaji riizné
¢islo. Jedna se tedy o neuzavieny operator.

Priklad 2: Pro operator z minulého ptikladu napiste predpis jadra Ker S. Ukazte, Ze neni uzavienym podprosto-
rem: Ze existuje posloupnost vektort (a,);>; z £2(INy), pro které viechny Sa, = 0, existuje a := lim,_,, a,, ale
bud a ¢ D(S) nebo Sa # 0. Jaky je ortogonalni doplnék tohoto podprostoru?

Priklad 3: Necht (e, e;, ey, -..) je baze néjakého separabilniho %, ozna¢me V jeho uzavieny podprostor s bazi
(1, ey, ...). Operator
J: V> x> x (2)

nepatti do ttidy L(#), protoze jeho defini¢ni obor V neni v # husty (ma netrivialni ortogonalni doplnék).
Ukazte, Ze podminku sdruzeného operatoru splituje nekone¢né mnoho riiznych operatort J; (stati zkonstruovat
dva razné).

Priklad 4: Najdéte piiklad dvojice husté definovanych operatort S, T, pro které S + T neni husté definovany.
Navod: husté definovany operator mizete vyrobit tak, Ze néjaky jednoduchy, klidné omezeny operator (tfeba I)
zlZite na (neuzavteny) linearni obal néjaké baze.



Priklad 1: Najdéte indexy defektu operatoru P definovaného pfedpisem ¢y — —iy/’ na oboru
a) H'(R),
b) (¥ € H'(R,)|y(0) = 0},
0 {i € H'@b)|¥(a) = y(b) = 0}

(ze kterého jsme vychazeli pfi konstrukci hybnosti na pfimce, polopfimce, Gsecce).

Navod: Sdruzenym operatorem je ve viech tfech ptipadech operator zobrazujici ¢ — —ii)’ na celém prostoru H'
pfislusného intervalu.

Piiklad 2: V piipadé intervalu (a,b) mame samosdruzena rozsifeni PO yreena pfimym vypocétem. Na zakladé

urceni defektnich prostora
X

Ky ={nihin, n-() =€, ny(x)=¢* ®

najdéte, jaka samosdruzena rozsifeni by daval nas obecny postup a jak jejich parametrizace souvisi s notaci P,.

Navod: izometrie K_ na K, jsou dany predpisem c;n_ — €i0(3277+, kde ¢; a ¢y jsou voleny tak, aby & = ¢in_ a
&, = cony byly jednotkové. Pfipadné postaci, aby mély tyto dva stejnou normu = 0. Pak vyuzijte pfedpisu

D(P) = D(PO) + (I - Vo)K_ ={y + a(é_ — &) |y € D(PO, 5 € ¢} (2)

a zkuste formulovat nélezitost do né&j zvolnénim okrajové podminky y(a) = ¢(b) = 0.

Priklad 3: Urcete defektni prostory a indexy defektu operatoru zadaného pfedpisem T: ¢/ = —Ay na oboru
D(T) = {y € H(R)[(0) = 0,9"(0) = 0}. (3)

Dokoncete potom nalezeni samosdruzenych rozsifeni a zapiSte nové defini¢ni obory pomoci navazovacich pod-
minek v nule. Diskutujte interpretaci vsech zvlastnich pfipada.

Navod: Sdruzeny operéator je stale —A, ale pozor na to, na jakém prostoru. O funkcich D(T*) se sjednocenim
prekryvajicich se kompaktnich intervalt dozvidame, Ze jsou spolu se svymi derivacemi absolutné spojité na R,
anaR_, ale v nule mohou mit skok. Druhé ¢ast: do D(T) pfibydou jisté linearni kombinace vektorti z K_ a K ;
spoditejte si, jaké linearni vztahy spliuje pro né ¢tvetice hodnot ¢(0, ), ¥/ (0,).



Fourierova transformace

Dnesni cvieni bude pojato jako praktické seznameni se zavedenim Fourierova—Plancherelova operatoru F. Mys-
lenka je takové, Ze Fourierova transformace definovana jako

1 .

FHW) =5 | e pedx U
Jar' e

mé smysl pouze pro funkce f tiidy L'(R?, dx), protoze integral na pravé strané konverguje pravé a jen pro

takové. F potom zobrazuje tyto funkce do Co(R™) (prostor rychle ubyvajicich funkei, neplést s prostorem funkei

nekonec¢né diferencovatelnych). Pozor na to, ze vlivem této vlastnosti

FT LYRY) - Co(RY): f(x) - %J' e XY f(x)dx ()
Ver IR
neni inverzni transformaci k (1), protoZze jejim defini¢nim oborem neni obor hodnot &.
Ponékud péknéjsi vlastnosti ma jeho ztZeni na Schwartzav prostor § 2" $(R"): oznadime-li F, = F| L?, pak

Fy zobrazuje & sam na sebe a stejné zizeni operatoru (2) je jeho inverzi. Mame tedy

Fo: S(RY) > SR,

3
Fo SR - SRY): Fy = (F) 7. ®

Jednou z vlastnosti % je Plancherelova rovnost
vfes@: [ IGonwkdy = | IfePax (®)

diky které je %, husté definovany operator na L>(R") s normou 1 a miizeme uvazovat o jeho spojitém rozsiteni
(viiéi L2-normé), které bude diky rovnici (4) unitarnim operatorem. Takto ziskany operéator

F: L(R") — L3(RY) (5)

nazveme Fourierovym-Plancherelovym operatorem, jeho inverzi bude podobné spojité rozsireni FJ .

Jistou piekazkou v pouzivani operatoru F je, Ze vzorec (1) neni naddle jeho predpisem. L2-integrabilita funkci totiz
nezarucuje, Ze jeho prava strana ma smysl. Nastésti tato situace ma snadné feSeni:

a) je-li funkce f € L2(R™) soucasné L'-integrabilni, tedy f € L! n L2, pak vzorec (1) pouzit Ize a dava spravny
vysledek,

b) v ostatnich piipadech mizeme funkeci f € L? vymezit na néjakou omezenou mnozinu, naptiklad kouli
B,(0),n € N, ¢imz L!-integrabilitu ziska. Tuto mnozinu pak zvétsujeme a ziskané vektory & f konverguji
v L% — tzv. konvergence podle stredi: ¢i limes in medio, ozn.

1 .
(FAH(y) =Lim. — J e Y f(x) dx. (6)
f S o )y f
Formou pfikladi se seznamime jesté s jednou uZite¢nou alternativou pro pfipad n = 1.

Piiklad 1: V piipadé primky trvdime, Ze na L?(R) jsou univerzalné pouzitelné vzorce

_ L df et
@ = = | ==Lymay

1 d [ e€v-1
P = = | S =Lyo)ay
O Gy YO
V tomto cviteni se piesvédite, Ze integral ma formu skalarniho sou¢inu ¢/(y) s funkei, ktera je rovnéz L2(R),

a proto ma koneénou hodnotu ¥y € Z2(R). Ukazte také, ze pro ¢ € L'(R) n L?(R) se jeho vysledek shoduje
s pouzitim (1).

(7)

Navod pro druhou ¢ast: existuje integrabilni majoranta nezavisla na x, diky ¢emuz Ize derivaci posunout dovnit#
integralu.



Piiklad 2: Ukazte, ze ve vzorcich (7) je integral na pravé strané absolutné spojity a jeho derivaci podle x lze
skute¢né formalné dospét k (Fi/)(x), resp. (F Jrz,b)(x) (stadi jeden z nich).

Névod: zlomek (e*Y —1)/(iy), jakozto funkce y, je Fourierovou transformaci Xox) € L'(R)N L*(R), a integrand je
diky tomu mozno psat jako (F (g x)(»), ¥(¥)). Pak pouzijte unitaritu a rozepiste skalarni soucin zpét na integral.

Piiklad 3: Ukaite, ze vzorcem FTQF je na L?(R) uréen operator hybnosti — toto jednak pfedstavuje jeho unitarni
ekvivalenci s Q a soucasné jeho spektralni reprezentaci. To znamena: ukazte, Ze ma piedpis  — —iy’ a jeho
defini¢ni obor F +D(Q) se shoduje s D(P). Odvodte na zakladé této informace spektrum o(P).

Navod: viz teseny priklad 7.4.12.



Funkce operatoru P

Piiklad 1: Na zakladé unitarni ekvivalence P = FTQF ukaite, 7e exp(itP),t € R pfedepisuje unitarni operator

exp(itP): Y(x) = Y(x +1). ®

Navod: Ukazte pro funkce ¢ € L?(R) n L}(R) a vyuzijte vlastnosti omezenych operatortL.

Piiklad 2: Ukaite také, ze pokud funkce f je € L%(R), pak f(P) je integralni operator

L2 — L2 : — L - .
F(P): LA(R) — L=(R): y(x) Tor JIR(Ff)(y x)Y(y)dy ()
Navod: Viz feseny priklad 10.5.2b.

Priklad 3: Na zakladé vysledku (2) najdéte funkcionalni vyjadieni

a) rezolventy Rpz(u) pro p < 0,

b) spektralni miry Ep(J) omezeného intervalu J.



Priklad 1: Pro prostor #) koneéné dimenze d odvodte dimenze prostori %{X’N , SN%I@’N , ANZ’1®N . Za jakych
podminek je prvni z dimenzi rovna souctu zbyvajicich dvou?

Piiklad 2: Pro #; = C? uvazujte standardni bazi (e;, e;). Jak pomoci ni sestrojime baze prostortt F (%), F5(),
FA(F1)? Napiste tyto baze. Pfifadte kazdému vektoru stfedni hodnotu pozorovatelné ES?.

Priklad 3: Jaky vyznam ma Fockav prostor sestaveny nad #’; = C v pfipadé symetrizace, antisymetrizace? Jaké
operatory na ném ziskavame prostedky T®?

Priklad 4: Uvazujte N Castic, které kromé prostorovych stupiiti volnosti maji néjaky alespont N-rozmérny vnitini
stav, tedy pro jednoduchost necht
H, = HyoCN. (1)

Necht déle (e, ..., ex) znadi standardni bazi CV. Uvazujme zobrazeni
¢ € L2(R), i€{1,2,..,N} (2)
zkonstruujme omezené zobrazeni
0: HEN > HEN: (proeon) o (01 ®€) © ... ® (py B ey). (3)

Ukazte, Ze slozené zobrazeni v N!Py o ® spliiuje vSechny pozadavky linearni izometrie pro P € {S, A}, takze pro-
stor rozlisitelnych castic #E N mtizeme vnofit do symetrizovaného i antisymetrizovaného prostoru rozsifeného
o vnitini stupné volnosti.

Izometrii zkonstruujte explicitné pro dvé ¢astice. Najdéte operator (spliujici pozadavek principu nerozligitel-
nosti), jaky by v jejim ramci reprezentoval operator A ® I € ZL,(#y @ H).



Priklad 1: Ukazte z definice, Ze jednoparametricka grupa
U): LAR) - LA(R): §/(x) = Y(x +1) (1)

je silné spojitd. Oznaéme jeji generator T. Ukazte, Ze nutnou a postacujici podminkou pro ¢ € D(T) je y € H'(R)
a ze potom Ty = —iy)’. (Takto miizeme pomoci Stoneovy véty ukazat samosdruzenost operatoru P.)

Navod: Pro silnou spojitost uvazujte limitu akce na iy € C°(R). Pro v € HY(R) = ¢ € D(T) piijde vhod véta
o Lebesgueovych bodech. Pro opa¢nou implikaci integrujte funkei (/(x + 7) — (x))/(ir) na kone¢ném intervalu
(a,b). Potfebujeme také tvrzeni, ze konvergence v normé implikuje bodovou konvergenci skoro v§ude.

Priklad 2: Najdéte priklad kombinace Hamiltonianu a po¢ate¢niho stavu i, pro ktery formulace ¢asového vyvoje
pomoci Schrédingerovy rovnice nema smysl. Ukazte ale, Ze pomoci unitarniho propagatoru ano, a najdéte timto
zpisobem i, pro t # s.

Ukazte obecng, Ze pro Cisty stav W, = E;, urceny vektorem y; ¢ D(H) je podminka WyD(H) C D(H) také poru-
Sena, takZe nelze-li pro y; psat Schrédingerovu rovnici ve vektorovém tvaru, nezachrani nas ani jeji formulace
pro smiSené stavy.

Priklad 3: Ukaite, ze funkce UD)(t,s) = Up (g, U2, $)Uy(s, 1), vyjadfujici Diractiv propagator, ma vsechny
vlastnosti unitarniho propagatoru pro libovolné pevné zvolené t,.

Nelze vsak volit £, = s. UkaZte, Ze naivni formulka TD)t,s) = Up(s, t)U(t, s) by s pozadavkem unitarniho pro-
pagétoru a s Uy(a,b) = Uy(a — b) implikovala komutativitu Uy(t,s) a U(r,s) pro libovolnou trojici r,s,t € R.



Piiklad 1: Alternativu ke zkouméni rozdilu A; A;—A, A predstavuje kvadraticka forma (A ¢, Ay y)—(Aq¥, Aji).

a) Ukazte, Ze jeji definiéni obor je nadmnoZzinou D(A; Ay — AyAy).
b) Spocitejte, jaky vysledek dava pro operator polohy a hybnosti na L(R).

c) Ukazte, Ze operatory polohy a hybnosti na kruznici rovnost formalné stejnou jako v pfedchozim bodé
nesplnuji.

Priklad 2: Body pfiblizné bodového spektra je mozné, podobné jako vlastni hodnoty, hledat z definice, a pro
samosdruzené operatory tak ziskat informaci o spojitém spektru. Podafi-li se najit posloupnost jednotkovych
(resp. nenulovych) vektort i, pro néz | Ay, — Ay, | konverguje k nule (resp. nema spodni hranici ¢|i,| pro zadné
¢ > 0), pak 4 € 0(A). Ukazte timto postupem nasledujici:

Necht v: R — R je omezena méftitelna funkce takova, ze lim,_, o, v(x) = 0. Pak cely interval (0, +c0) patii do
spektra operatoru H = P2 + V, V = v(Q).

Névod: uvazujte ast sinusové viny v oblasti, kde [v(x)| < ¢, vyhlazenou tak, aby spadala do D(H) = H%(R).

Piiklad 3: UvaZujte ¢astici na piimce v pravouhlé potencialni jamé, tj. #Z = L?(R), H = P> + V, V = v(Q),
v(x) = =V X(=a,0)(x). Ukaite, ze operator V je viici P? relativné kompaktni, a pouzijte tuto skuteénost k nalezeni
esencialniho spektra H. Jak potom muZe vypadat celé o(H)? Detaily hledani vlastnich hodnot vynechte.

Priklad 4: Jednim z uzavfenych rozsifeni operatoru P© na koneéném intervalu J = (a,b) je operator P’ de-
finovany na mnoziné {y € H'(J) |¢/(a) = 0}. Ukazte, Ze jeho spektrem je prazdna mnozina. Jak na zékladé toho
dokazeme fici, Ze kazdy samosdruZeny operator hybnosti na J ma ¢isté bodové spektrum?

Navod k prvni &asti: ukazte, ze predpis ¥/(x) — f; A=y (1) dt je omezené zobrazeni z # do D(P’), odkud
plyne A € p(P’) pro kazdé A € C. Uzavienost nemusite ovéfovat — zajemci viz pfiklad 7/18 v knize.



